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第 1111篇 工程静力学基础

第 1111章 受力分析概述

1111－1111 图 a、b 所示，Ox1y1 与 Ox2y2 分别为正交与斜交坐标系。试将同一力 FFFF分别对两坐标系进行分

解和投影，并比较分力与力的投影。

习题 1－1 图

解 ：解 ：解 ：解 ：（a）图（c）： 11  sin cos jjjjiiiiFFFF αα FF +=

分力： ，11  cos iiiiFFFF αFx = 11  sin jjjjFFFF αFy =

投影： ，αcos1 FFx = αsin1 FFy =

讨论： = 90°时，投影与分力的模相等；分力是矢量，投影是代数量。ϕ

（b）图（d）：

分力： ，22 )cot sincos( iiiiFFFF ϕαα FFx −= 22 sin
sin jjjjFFFF
ϕ
αF

y =

投影： ，αcos2 FFx = )cos(2 αϕ −= FFy
讨论： ≠90°时，投影与分量的模不等。ϕ

1111－2222 试画出图 a 和 b 两种情形下各物体的受力图，并进行比较。

习题 1－2 图

比较：图（a-1）与图（b-1）不同，因两者之 FRD值大小也不同。
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1111－3333 试画出图示各物体的受力图。

习题 1－3 图
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1111－4444 图 a 所示为三角架结构。荷载 FFFF1作用在铰 B上。杆 AB不计自重，杆 BC自重为WWWW。试画出 b、

c、d 所示的隔离体的受力图，并加以讨论。

习题 1－4 图

1111－5555 图示刚性构件 ABC由销钉 A和拉杆 D支撑，在构件 C点作用有一水平力 FFFF。试问如果将力 FFFF
沿其作用线移至 D或 E（如图示），是否会改为销钉 A的受力状况。

解：解：解：解：由受力图 1－5a，1－5b 和 1－5c 分析可知，FFFF从 C移至 E，A端受力不变，这是

因为力 FFFF在自身刚体 ABC上滑移；而 FFFF从 C移至 D，则 A端受力改变，因为 HG与 ABC
为不同的刚体。
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习题 1－5 图
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1111－6666 试画出图示连续梁中的 AC和 CD梁的受力图。

习题 1－6 图

1111－7777 画出下列每个标注字符的物体的受力图，各题的整体受力图未画重力的物体的自重均不计，所

有接触面均为光滑面接触。
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习题 3－3 图

第 3333章 静力学平衡问题

3333－1111 图示两种正方形结构所受荷载 FFFF均已知。试求其中 1，2，3 各杆受力。

解：解：解：解：图（a）： 045cos2 3 =−° FF

（拉）FF
2
2

3 =

F1 = F3（拉）
045cos2 32 =°− FF

F2 = F（受压）

图（b）： 033 =′= FF

F1 = 0
F2 = F（受拉）

3333－2222 图示为一绳索拔桩装置。绳索的 E、C两点拴在架子上，点 B与拴在桩 A上的绳索 AB 连接，

在点 D加一铅垂向下的力 FFFF，AB可视为铅垂，DB可视为水平。已知 = 0.1rad.，力 F = 800N。试求绳 ABα
中产生的拔桩力（当 很小时，tan ≈ ）。α α α

解：解：解：解： ，0=∑ yF FFED =αsin
αsin
FFED =

，0=∑ xF DBED FF =αcos FFFDB 10
tan

==
α

由图（a）计算结果，可推出图（b）中：FAB = 10FDB = 100F = 80 kN。

3333－3333 起重机由固定塔 AC与活动桁架 BC组成，绞车 D和 E分别控制桁架 BC和重物W的运动。桁

架 BC用铰链连接于点 C，并由钢索 AB维持其平衡。重物W = 40kN 悬挂在链索上，链索绕过点 B的滑轮 ，

并沿直线 BC引向绞盘。长度 AC = BC，不计桁架重量和滑轮摩擦。试用角 =∠ACB的函数来表示钢索 ABϕ
的张力 FFFFAB以及桁架上沿直线 BC的压力 FFFFBC。
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习题 3－1 图
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习题 3－2 图
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习题 3-5 图

习题 3－4 图

解：解：解：解：图（a）： ， ，0=∑ xF 0sin
2

cos =− ϕ
ϕ WFAB 2

sin2 ϕWFAB =

，0=∑ yF 0
2

sincos =−−−
ϕ

ϕ ABBC FWWF

即
2

sin2cos 2 ϕϕ WWWFBC ++= WWWW 2)cos1(cos =−++= ϕϕ

3333－4444 杆 AB及其两端滚子的整体重心在 G点，滚子搁置在倾斜的光滑刚性平面上，如图所示。对于

给定的 角，试求平衡时的 角。θ β

解：解：解：解：AB 为三力汇交平衡，如图（a）所示ΔAOG中：

，βsinlAO = θ−°=∠ 90AOG
，β−°=∠ 90OAG βθ +=∠AGO

由正弦定理： ，
)90sin(

3
)sin(

sin
θβθ

β
−°

=
+

l
l

)cos3
1

)sin(
sin

θβθ
β

=
+

l

即 βθβθθβ sincoscossincossin3 +=

即 θβ tantan2 =

)tan
2
1arctan( θβ =

注：在学完本书第 3 章后，可用下法求解：

， （1）0=∑ xF 0sinR =− θGF A

， （2）0=∑ yF 0cosR =− θGF B

， （3）0)( =∑ FFFFAM 0sin)sin(
3 R =++− ββθ lFlG B

解（1）、（ 2）、（ 3）联立，得 )tan
2
1arctan( θβ =

3333–5555 起重架可借绕过滑轮 A的绳索将重力的大小 G=20kN 的物体吊起，滑轮 A用不计自重的杆 AB和

AC支承，不计滑轮的自重和轴承处的摩擦。求系统平衡时杆 AB、AC所受力（忽略滑轮的尺寸）。

解：解：解：解：以 A为研究对象，受力如图（a）
所示，其中：FT = G。

，0=∑ ABF 030sin30cosT =°+°− GFFAB

kN32.7)30sin30(cos =°−°=GFAB

，0=∑ ACF 030sin30cos T =°−°− FGF CA

kN32.27)30sin30(cos =°+°= GFAB

3333–6666图示液压夹紧机构中，D为固定铰链，B、C、E为铰链。已知力 FFFF，机构平衡时角度如图所示，

求此时工件 H所受的压紧力。
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习题 3-6 图 （a） （b） （c）

x
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习题 3-7 图 （a） （b）

解：解：解：解：以铰 B为研究对象，受力如图（a）。

， ； （1）0=∑ yF 0sin =− FFBC α
αsin
FFBC =

以铰 C为研究对象，受力如图（b）。

， ； （2）0=∑ xF 02sin =− αCECB FF
α2sin

CB
CE

FF =

以铰 E为研究对象，受力如图（c）。

， ； （3）0=∑ yF 0cos =− αECH FF αcosECH FF =

由于 ； ，联立式（1）、（ 2）、（ 3）解得：CBBC FF = CEEC FF =
α2sin2

FFH =

3333–7777三个半拱相互铰接，其尺寸、支承和受力情况如图所示。设各拱自重均不计，试计算支座 B的

约束力。

解：解：解：解：先分析半拱 BED，B、E、D三处的约束力应汇交于点 E，所以铰 D处的约束力为

水平方向，取 CDO为研究对象，受力如图（a）所示。

， ；0)( =∑ FFFFCM 0=− FaaFD FFD =

以 AEBD为研究对象，受力如图（b）。

， ；0)( =∑ FFFFAM 033 =′−− DB FaaF3aF FFB 2=

3333－8888 折杆 AB的三种支承方式如图所示，设有一力偶矩数值为M的力偶作用在折杆 AB上。试求支

承处的约束力。

习题 3—8 图
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FFFFAFFFFC
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习题 3-11 图 （a）

解：解：解：解：图（a）：
l
MFF BA 2

==

图（b）：
l
MFF BA ==

由图（c）改画成图（d），则

l
MFF BDA ==

∴
l
MFF BDB ==

l
MFF BDD

22 ==

3333－9999 齿轮箱两个外伸轴上作用的力偶如图所示。为保持齿轮箱平衡，试求螺栓 A、B处所提供的约

束力的铅垂分力。

解：解：解：解：ΣMi = 0， 05.0125500 =×++− AyF

FAy = 750N（↓）， FBy = 750N（↑）

（本题中 FFFFAx ，FFFFBx等值反向，对力偶系合成结果无贡献。）

3333－11110000 试求图示结构中杆 1、2、3 所受的力。

解：解：解：解：杆 3 为二力杆

图（a）：
ΣMi = 0

03 =−⋅ MdF

d
MF =3

F = F3（压）

图（b）：

ΣFx = 0
F2 = 0
ΣFy = 0

（拉）
d
MFF ==1

3333–11111111图示空间构架由三根不计自重的有杆组成，在 D端用球铰链连接，A、B和 C端则用球铰链固

定在水平地板上，若拴在 D端的重物 P = 10 kN，试求铰链 A、B、C的反力。

解：解：解：解：

(a)
FFFFByFFFFAy习题 3－9 图

2FFFF1FFFF

A

AAAAFFFF

(b)

习题 3－10 图
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FFFFA
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习题 3-12 图 （a）

x y

z

FFFFC

FFFFC

FFFFA FFFFB

FFFFB
FFFFD

（c） （d）

O

取铰 D 为研究对象，受力如图（a）。

， ； （1）0=∑ xF 045cos45cos =°−° AB FF AB FF =

， （2）0=∑ yF 030cos45sin215cos =°°−°− AC FF

， （3）0=∑ zF 030sin45sin215sin =−°°−°− PFF AC

联立式（1）、（ 2）、（ 3）解得： kN， kN39.26−== AB FF 46.33=CF

3333–12121212 图示空间构架由三根不计自重的有杆组成，在 O端用球铰链连接，A、B和 C端则用球铰链固

定在水平地板上，若拴在 O端的重物 P=10kN，试求铰链 A、B、C的反力。

解：解：解：解：

取铰 O 为研究对象，受力如图（a）。

， ；0=∑ xF 045cos45cos =°−° CB FF CB FF =

， ；0=∑ zF 045cos =−°− PFA kN14.142 −=−= PFA

， ； kN0=∑ yF 045sin245sin =°−°− BA FF 07.7== CB FF

3333–13131313 梁 AB用三根杆支承，如图所示。已知 F1=30kN，F2 = 40kN，M=30kN·m, q = 20N/m，试求

三杆的约束力。

解：解：解：解：

（1）图（a）中梁的受力如图（c）所示。

， ；0=∑ xF 060cos60cos 1 =°+°− FFC kN301 == FFC
， ；0)( =∑ FFFFBM 035.160sin3460sin88 21 =×+°++−°+ qFFMFF CA
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FFFF

DRFFFF D

l

C

q

l+6

(a)

kN22.63−=AF
， ；0)( =∑ FFFFAM 035.660sin548 2 =×+°+++ qFFMF CB kN74.88−=AF

（2）图（b）中梁的受力如图（d）所示。

， ；0)( =∑ FFFFOM 030cos246 21 =°−−+ FMFFC kN45.3−=CF

， ；0)( =∑ FFFFBM 030sin245sin468 21 =°+°+−+ FFMFF DC kN41.57−=DF

， ；0)( =∑ FFFFDM 045sin430sin224 21 =°−°−+− BC FFFMF kN42.8−=BF

3333－11114444 一便桥自由放置在支座 C和 D上，支座间的距离 CD = 2d = 6m。桥面重 kN/m。试求当汽
3
21

车从桥上面驶过而不致使桥面翻转时桥的悬臂部分的最大长度 l。设汽车的前后轮的负重分别为 20kN 和

40kN，两轮间的距离为 3m。

解：解：解：解：图（a）中，

kN/m
3
21=q

F = 40 kN（后轮负重）

ΣMD = 0
03)26( =−×+ Fllq

0403)26(
3
5

=−×+× ll

l = 1m
即 lmax = 1m

3333－11115555 图示构架由杆 AB、CD、EF和滑轮、绳索等组成，H，G，E处为铰链连接，固连在杆 EF上

的销钉 K放在杆 CD 的光滑直槽上。已知物块M重力 PPPP和水平力 QQQQ，尺寸如图所示，若不计其余构件的

自重和摩擦，试求固定铰支座 A和 C的反力以及杆 E F上销钉 K的约束力。

解：解：解：解：取系统整体为研究对象，其受力如图（a）所示。

习题 3－14 图

FFFFAx
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FFFFAy FFFFCy

习题 3－15 图 （a）
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习题 3－17 图 （a） （b）

FFFFAx

FFFFGx

FFFFGx

FFFFGy

FFFFGy

FFFFAy
FFFFEB FFFFEC

， ；0)( =∑ FFFFAM 0463 =−+ CyaFaQaP
4

)2(3 QPFCy
+

=

， ；0=∑ yF 0=−− CyAy FPF
4

)67 QPFAy
+

=

， （1）0=∑ xF 0=++ CxAx FFQ
取轮 E和杆 EF为研究对象，其受力如图（b）所示。

， （FT = P）； （FT = P）0)( =∑ FFFFHM 045cos23 T =°−− KaFaFaP PFK 2=
取杆 CD为研究对象，其受力如图（c）所示。

， ；0)( =∑ FFFFDM 04422 =−− CxCyK aFaFaF
4
6QPFCx

−
=

将 FAx的值代入式（1），得：
4

2 PQFAx
−

=

3-163-163-163-16滑轮支架系统如图所示。滑轮与支架 ABC相连，AB和 BC均为折杆，B为销钉。设滑轮上绳的拉

力 P = 500N，不计各构件的自重。求各构件给销钉 B的力。

解：解：解：解：取滑轮为研究对象，其受力如图（a）所示。

， （FT = P）；0=∑ yF 0T =− FFBy N500==PFBy
， ；0=∑ xF 0=− PFBx N500==PFBx

取销钉 B为研究对象，其受力如图（b）所示（ ， ）。
3
4tan =θ

4
3tan =ϕ

， （1）0=∑ yF 0sinsin =′−− ByBCBA FFF ϕθ

， （2）0=∑ xF 0coscos =′−+ BxBCBA FFF ϕθ

联立式（1）、（ 2）解得： ；N700=BAF N100=BCF

3-3-3-3-11117777 图示结构，由曲梁 ABCD和杆 CE、BE、GE构成。A、B、C、E、G均为光滑铰链。已知 F = 20kN，q =

10kN/m，M = 20kN·m，a=2m，设各构件自重不计。求 A、G处反力及杆 BE、CE所受力。

习题 3－16 图

PPPP

FFFFT

FFFFBx

FFFFBy

B B

FFFFBA
FFFFBC

FFFFBx′

FFFFBy′

A
C

θ ϕ

（a） （b）
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解：解：解：解：取系统整体为研究对象，其受力如图（a）所示。

， ；0)( =∑ FFFFAM 02 2 =−−+ qaaFMaFGx kN50=GxF

， ；0=∑ xF 0=+− GxAx FFF kN70=AxF

， （1）0=∑ yF 02 =−+ aqFF GyAy

取杆 GE为研究对象，其受力如图（b）所示。

， ；0=∑ xF 045cos =°− ECGx FF kN250=ECF

， ；0)( =∑ FFFFGM 045cos =°−+ ECEB aFaFM kN40=EBF

， ；0)( =∑ FFFFEM 0=− GyaFM kN10=GyF
将 FGy的值代入式（1），得： kN30=AyF

3-3-3-3-11118888 刚架的支承和载荷如图所示。已知均布载荷的集度 q1 = 4kN/m，q2 = 1kN/m，求支座 A、B、C

三处的约束力。

解：解：解：解：取 CE为研究对象，

其受力如图（a）所示。

，0)( =∑ FFFFEM
0204 2 =− qFC

kN5=CF
取系统整体为研究对象，其受

力如图（c）所示。

，0)( =∑ FFFFAM
061810 1 =+− ByC FqF

kN67.3=ByF

，0=∑ yF
06 1 =+−+ CByAy FqFF

kN33.15=AyF

，0=∑ xF
（1）04 2 =−+ qFF BxAx

取 CDEFB为研究对象，其受力如

图（b）所示。

， ；0)( =∑ FFFFFM 0635.4247 12 =++−− BxByC FFqqF kN67.0−=BxF
将 FBx的值代入式（1），得： kN67.4=AxF

3-193-193-193-19 试求图示多跨梁的支座反力。已知：

（a）M = 8kN·m， q = 4kN/m；

（b）M = 40kN·m，q = 10kN/m。

习题 3-19 图

习题 3－18 图

FFFFEy

FFFFEx

FFFFC3m 3m

F

3m
FFFFC

FFFFBx
FFFFBy

FFFFFx
F

FFFFFy

3m 3m

F

q1

FFFFC

FFFFBx
FFFFBy

FFFFAx
FFFFAy

（a）

（b） （c）

习题 3－19 图
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习题 3－20 图

解：解：解：解：

（1）取图（a）中多跨梁的 BC段为研究对象，受力如图（c）所示。

， ；0)( =∑ FFFFBM 0634 =×− qFC kN18=CF
取图整体为研究对象，受力如图（d）所示。

， ；0)( =∑ FFFFAM 0678 =×−+− qFMM CA mkN32 ⋅=AM

， ；0=∑ yF 06 =+− CAy FqF kN6=AyF

，0=∑ xF 0=AxF
（2）取图（b）中多跨梁的 CD段为研究对象，受力如图（e）所示。

， ；0)( =∑ FFFFCM 024 =−− qMFD kN15=DF
取图整体为研究对象，受力如图（f）所示。

， ；0)( =∑ FFFFAM 01682 =−−+ qMFF DB kN40=BF

， ；0=∑ yF 04 =+−+ DBAy FqFF kN15−=AyF

，0=∑ xF 0=AxF

3333－22220000 厂房构架为三铰拱架。桥式吊车顺着厂房（垂直于纸面方向）沿轨道行驶，吊车梁重力大小W1 =
20kN，其重心在梁的中点。跑车和起吊重物重力大小 W2 = 60kN。每个拱架重力大小 W3 = 60kN，其重心在

点 D、E，正好与吊车梁的轨道在同一铅垂线上。风压在合力为 10kN，方向水平。试求当跑车位于离左边

轨道的距离等于 2m 时，铰支承 A、B二处的约束力。

解：解：解：解：图（a）： ΣML = 0， 0428 12r =−−⋅ WWF

，Fr = 25 kN （1）02046028 r =×−×−F

图（b）： ΣMA = 0，
06410251012 1233 =×−×−×−×−×−× WWWWFBy

， kN01202406001205012 =−−−−−ByF 2.94=ByF

ΣFy = 0，FAy = 106 kN
ΣFx = 0， kN （2）10=+ AxBx FF

图（c）： ΣMC = 0，

C 3WWWW

rFFFF ′

ByFFFF

B

BxFFFF

(c)

1WWWW2WWWWlFFFF
rFFFF

R

m4m2m2

(a)
3WWWW

3WWWW

1WWWW2WWWW

AxFFFF

A yFFFF BB yFFFF
BxFFFF

10kN
(b)

（ c

）

（ d

）

（ e

）

（ f

）

FFFFAx FFFFAx

FFFFAy FFFFAy
FFFFC

FFFFC
FFFFCx

FFFFCy

FFFFBx

FFFFBy

FFFFDFFFFB

FFFFD

MA
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ByFFFF
2WWWW

C

B

(a)

A

1WWWW

O B

B yFFFF ′

(b)

FFFFAx

FFFFAy
FFFFAz

FFFFG

FFFFH

习题 3－22 图

（a）

FFFF1
FFFF2

FFFF3

FFFF4

FFFF5
FFFF6

习题 3－23 图 （a）

，FBx = 22.5 kN06104)( r3 =×+×−×′+− ByBx WFFW

代入（2），得 kN5.12−=AxF

3333－22221111 图示为汽车台秤简图，BCF为整体台面，杠杆 AB可绕轴 O转动，B、C、D三处均为铰链。

杆 DC处于水平位置。试求平衡时砝码重WWWW1 与汽车重WWWW2 的关系。

解：解：解：解：图（a）： ΣFy = 0，FBy =W2 （1）
图（b）： ΣMO = 0， （2）01 =⋅′−⋅ aFlW By

由式（1）、（ 2），得
l
a

W
W

=
2

1

3-223-223-223-22 立柱 AB以球铰支于点 A，并用绳 BH、BG拉住；D处铅垂方向作用力 PPPP的大小为 20kN，杆 CD

在绳 BH和 BG的对称铅直平面内（如图所示）。求系统平衡时两绳的拉力以及球铰 A处的约束力。

解：解：解：解：取整体为研究对象，受力如图（a）所示。

， ；0)( =∑ FFFFyM 045sin60cos545sin60cos5 =°°−°° GH FF GH FF =

， ；0)( =∑ FFFFxM 0545cos60cos52 =−°°× PFH kN3.28== GH FF

，0=∑ xF 0=AxF

， ；0=∑ yF 045cos60cos2 =°°− HAy FF kN20=AyF

， ；0=∑ zF 060sin2 =−°− PFF HAz kN69=AyF
3-233-233-233-23 正方形板 ABCD用六根杆支撑，如图所示，在 A点沿 AD边作用一水平力 FFFF。若不计板的自重，

求各支撑杆之内力。

习题 3－21 图
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FFFFx

A xFFFF

C D BB yFFFF

B xFFFF

z
A yFFFFA

N100 N200

�2 0

y
(a)

习题 3－24 图

解：解：解：解：取整体为研究对象，受力如图（a）所示。

， ；0)( =∑ ′ FFFFBBM 045cos2 =+° FaaF FF 22 −=

， ；0)( =∑ ′ FFFFCCM 045cos5 =−° FaaF FF 25 =

， ；0)( =∑ ′ FFFFAAM 045cos)( 42 =°+ aFF FF 24 =

， ；0)( =∑ FFFFADM 0)45cos( 43 =°+ aFF FF −=3

， ；0)( =∑ FFFFCDM 0)45cos( 56 =°+ aFF FF −=6

， ；0)( =∑ ′′ FFFFCBM 0)( 61 =+ aFF FF =1

3333－22224444 作用的齿轮上的啮合力 FFFF推动胶带轮绕水平轴 AB作匀速转动。已知胶带紧边的拉力为 200N，

松边为拉力为 100N，尺寸如图所示。试求力 FFFF的大小和轴承 A、B的约束力。

解：解：解：解：图（a）： ΣMz = 0， ，F = 70.95 N80)100200(12020cos ×−=×°F
ΣMy = 0， ， FBx = -207 N（↓）035025030010020sin =×+×+×°− BxFF

ΣFx = 0， ， FAx = -68.4 N（↓）030020sin =+°−+ FFF BxAx

ΣMx = 0， ， FBy = -19.04 N035010020cos =×−×°− ByFF

ΣFy = 0， ， FAy = -47.6 N020cos =+°+ ByAy FFF

F = 70.95 N； N； N)6.474.68(R jjjjiiiiFFFF −−=A )04.19207(R jjjjiiiiFFFF −−=B

3333－25252525 水平轴上装有两个凸轮，凸轮上分别作用已知力 FFFF1（大小为 800N）和未知力 FFFF。如轴平衡，

求力 FFFF的大小和轴承 A、B的约束力。

FFFFAz
FFFFBx

FFFFAx

FFFFBz

习题 3－25 图 （a）

解：解：解：解：取整体为研究对象，受力如图（a）所示。

， ；0)( =∑ FFFFyM 02020 1 =− FF N8001 == FF

， ；0)( =∑ FFFFxM 040100 =+ FFBz N320−=BzF
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AzFFFF
AyFFFF

1MMMM
A

C

2MMMM

DzFFFF

xDxFFFF

D
y

DyFFFFB 3MMMM

(a)

， ；0)( =∑ FFFFzM 0140100 1 =−− FFBx N1120−=BxF

， ；0=∑ xF 01 =++ FFF BxAx N320=AxF

， ；0=∑ zF 0=++ FFF BzAz kN480−=AzF

3333－26262626 图示折杆 ABCD中 ，ABC段组成的平面为水平，而 BCD段组成的平面为铅垂，且∠ABC =∠BCD
= 90°。杆端 D用球铰，端 A用滑动轴承支承。杆上作用有力偶矩数值为 M1、M2和 M3的三个力偶，其作

用面分别垂直于AB、BC和CD。假定 M2、M3大小已知，试求M1及约束力FFFFRA、FFFFRD的各分量。已知 AB = a、BC=
b、CD = c，杆重不计。

解：解：解：解：图（a）： ΣFx = 0，FDx= 0

ΣMy = 0， ，012 =⋅− dFM Az
1

2

d
M

FAz =

ΣFz = 0，
1

2

d
M

FDz −=

ΣMz = 0， ，013 =⋅+ dFM Ay
1

3

d
M

FAy −=

ΣFy = 0，
1

3

d
MFDy =

ΣMx = 0， ，0231 =⋅+⋅−− dFdFM AzAy 2
1

2
3

1

3
1 M

d
d

M
d
d

M +=

3333－27272727 如图所示，组合梁由 AC和 DC两段铰接构成，起重机放在梁上。已知起重机重力的大小 P1 =
50kN，重心在铅直线 EC上，起重载荷 P2 = 10kN。如不计梁自重，求支座 A、B和 D三处的约束反力。

E

F G
WWWW

m6m3m3
m1 m1

A B D

m4

PFFFFPFFFF

E

F G
WWWW

GRFFFFFRFFFF

PFFFF

m1 m3m1

习题 3－27 图 （a）

m6
m1

DC
G

GRFFFF ′

CxFFFF

CyFFFF
DRFFFF

WWWW

A

BRFFFF

AyFFFF

AxFFFF PFFFF

DRFFFF

F GB D

（b） （c）
解：（ 1）研究对象和受力图（a）：

， ，0)( =∑ FFFFFM 0512 PR =−− WFF G kN 50R =GF
（2）研究对象和受力图（b）

， ，0)( =∑ FFFFCM 016 '
RR =− GD FF kN 33.8R =DF

（3）整体作研究对象，受力图（c）
， ，0)( =∑ FFFFAM 0361012 RPR =+−− BD FFWF kN 100R =BF

，0=∑ xF 0=AxF
，0=∑ yF kN 33.48−=AyF

3333－28282828 图示构架中，物体 P重 1200N，由细绳跨过滑轮 E而水平系于墙上，尺寸如图。不计杆和滑

轮的自重，求支承 A和 B处的约束力，以及杆 BC的内力 FBC 。

习题 3-26 图
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A B

C

D

E

W

m2m2

A
B

C

E

WWWW

BRFFFF

AyFFFF

AxFFFF

TFFFF
r

C

E

WWWW

BCFFFF

TFFFF

D D
DxFFFF

DyFFFF

习题 3－28 图 （a） （b）
解：

（1）整体为研究对象，受力图（a）， WF =T

， ，0=∑ AM 0)5.1()2(4 TR =−−+−⋅ rFrWF B N 1050R =BF
，0=∑ xF N 1200T === WFFAx
，0=∑ yF N 501=AyF

（2）研究对象 CDE（BC为二力杆），受力图（b）
，0=∑ DM 0)5.1(5.1sin T =−+⋅+× rFrWFBC θ

（压力）N 1500

5
4

1200
sin

−=
−

=
−

=
θ
WFBC

3333－29292929 在图示构架中，A、C、D、E处为铰链连接，BD杆上的销钉 B置于 AC杆光滑槽内，力 F = 200N，

力偶矩 M = 100N·m，各尺寸如图，不计各构件自重，求 A、B、C处所受力。
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A E
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B
D M

600

°60

C
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B
D
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AxAxAxAxFFFF

AyAyAyAyFFFF EyEyEyEyFFFF

ExExExExFFFF

B
D

FFFF

BBBBFFFFN

MDyDyDyDyFFFF

DxDxDxDxFFFF C

A

B

AxAxAxAxFFFF

AyAyAyAyFFFF
BBBBFFFFN′

CyCyCyCyFFFF

CxCxCxCxFFFFFFFF

M
°30

习题 3－29 图 （a） （b） （c）
解：

（1）整体为研究对象，受力图（a）
， ，0=∑ EM 0)4.06.0(6.1 =−−− FMFAy N 5.87−=AyF

（2）研究对象 BD，受力图（b）
， ，0=∑ DM 06.030sin8.0N =−−°⋅ FMF B N 550N =BF

（3）研究对象 ABC，受力图（c）
， ，0=∑ CM 08.08.060sin6.1 '

N =−−⋅° BAyAx FFF N 267=AxF

， ，0=∑ xF 030cos'
N =+°− CxBAx FFF N 209=CxF

， ，0=∑ yF 030sin'
N =+°+ CyBAy FFF N 5.187−=CyF

3-303-303-303-30 平面桁架的尺寸和支座如图所示。试求其各杆之内力。
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（ h
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习题 3－30 图

（ c

）
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20 kN
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（ j

）

10 kN

10 kN

解：

（1） 取图（a）中桁架为研究对象，求支座的约束力，

受力如图（c）所示。由对称性可得：

kN60== EA FF
取节点 A为研究对象，受力如图（d）所示。

， ；0=∑ yF 060sin1 =°+ FFA kN28.691 −=F

， ；0=∑ xF 060cos12 =°+ FF kN64.342 =F
取节点 B为研究对象，受力如图（e）所示。

， ；0=∑ yF 04060sin)( 13 =+°′+ FF kN09.233 =F

， ；0=∑ xF 060cos)( 413 =+°′− FFF kN19.464 =F
取节点 C为研究对象，受力如图（f）所示。

， ；0=∑ yF 04060sin)( 35 =−°′+ FF kN09.235 =F

， ；0=∑ xF 060cos)( 2635 =′−+°′− FFFF kN64.346 =F
取节点 E为研究对象，受力如图（g）所示。

， ；0=∑ yF 060sin7 =°+ FFA kN28.697 −=F
（2） 取图（b）中桁架为研究对象，求

支座的约束力，受力如图（h）所示。

，0=∑ HM 08410220 =−×+× AF

，0=∑ yF 0101020 =−−−+ HA FF
解得： ；kN10=AF kN30=HF
其中零杆有：F3 = F4 = F11 = 0
取节点 A为研究对象，受力如图（i）所示。

， ；0=∑ yF 0
5

1
1 =+ FFA kN36.221 −=F

， ；0=∑ xF 0
5

2
12 =+ FF kN202 =F

由节点 C和节点 B可得：

；kN36.2215 −== FF kN2029 == FF

取节点 D为研究对象，受力如图（j）所示。

，0=∑ xF kN36.2257 −== FF

， ；0=∑ yF 010
5

1)( 675 =+++ FFF kN106 =F

取节点 H为研究对象，受力如图（l）所示。
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， ；0=∑ yF 010
5

1
12 =−+ FFH kN72.4412 −=F

， ；0=∑ xF 0
5

2
1213 =+FF kN4013 =F

由节点 F可得： kN401310 ==FF

取节点 G为研究对象，受力如图（k）所示。

， ；0=∑ xF 0
5

2)( 8712 =−′−′ FFF kN36.228 −=F

3-313-313-313-31 求图示平面桁架中 1、2、3 杆之内力。

解：

（1） 取图（a）中桁架为研究对象，求支座 B
处的约束力，受力如图（c）所示。

，0=∑ AM 035021004 =×−×−BF
解得： kN5.87=BF
用截面将杆 1、2、3 处截开，取右半部分为研究对象

受力如图（d）所示。

， ；0=∑ yF 050
2

1
2 =−− FFB kN532 =F

， ；0=∑ CM 03 =− FFB kN5.873 == BFF

， ；0=∑ xF 0
2

1
321 =++ FFF kN1251 −=F

（2） 取图（b）中桁架为研究对象，用截面将杆 1、2
处截开，取右半部分为研究对象，受力如图（e）所示。

， ；0=∑ AM 030sin210 2 =°− Faa kN102 =F

， ；0=∑ BM 01030tan 1 =−° aFa kN3101 =F
再用截面将杆 3 处截开，取右半部分为研究对象受力如图（f）
所示。

， ；0=∑ AM 0210 3 =+ aFa kN53 −=F

习题 3－31 图
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习题 3-32 图
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4 0 k N

(a) H IFFFF H G FFFF

E
DB

60kN

BHFFFF

26.7kN

CDFFFF

(b)

习题 3－34 图

（ a

）

（ b

）

FFFFT

FFFFA

FFFFA′

FFFFB

FFFFNA

FFFFNA′

FFFFNB

PPPP1

PPPP2

3333－32323232 桁架的尺寸以及所受的载荷如图所示。试求杆 BH、CD和 GD的受力。

解：（解：（解：（解：（1）节点 G： ，0=∑ yF 0=GDF

（2）节点 C： ，0=∑ yF 0=HCF

（3）整体，图（a）
，0=∑ BM 0405601015 R =×+×−EF

kN（↑）67.26R =EF

（4）截面法，图（b）
， ； kN（压）0=∑ HM 067.26106055 =×+×−− CDF 67.6−=CDF

， ； kN0=∑ yF 067.2660
2
2

=+−− BHF 1.47−=BHF

3333－33333333 图示桁架所受载荷 FFFF1=F，F2=2F，尺寸 a为已知。试求杆件 CD、GF、和 GD的内力。

解：截面法，受力如图（a）所示。

，0=∑ DM 0=GFF

，0=∑ yF 0
2

1
2 =− FFGD

FFGD 22=

，0=∑ xF

；0
2

1
1 =−− CDGD FFF FFCD −=

3-343-343-343-34 两物块 A、B放置如图所示。物块 A重 P1 = 5kN。物块 B重 P2 = 2kN，A、B之间的静摩擦因数

fs1 = 0.25，B与固定水平面之间的静摩擦因数 fs2 = 0.20。求拉动物块 B所需力 FFFF的最小值。

解：取 A为研究对象，受力如图（a）所示。

， （1）0=∑ yF 030sin N1T =+−° AFPF

， （2）0=∑ xF 030cosT =°− FFA
（3）AA FfF N1smax ⋅=

取 B为研究对象，受力如图（b）所示。

， （4）0=∑ yF 0N2N =′−− AB FPF

， （5）0=∑ xF 0=−′− BA FFF
（6）BB FfF N2smax ⋅=

解式（1）——（6），得：

kN366.2
130tan 22s1

1s

2s1s
min =+

+°
+

= PfP
f

ffF

习题 3－33 图 （ a

）

FFFFGF

FFFFGD

FFFFCD
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BNFFFF

B

N 1FFFF

1FFFF

α

QFFFF
(a)

'
N 1FFFF

α A
m inFFFF

ANFFFF

'1FFFF

(b)

BNFFFF

OFFFF

B
N2FFFF

2FFFF

(c)

''''FFFF N 2

'
2FFFF

ANFFFF
A

maxFFFF

(d)

3-353-353-353-35 起重绞车的制动装置由带动制动块的手柄和制动轮组成。已知制动轮半径 R=50cm，鼓轮半径 r =

30cm，制动轮与制动块间的摩擦因数 fs = 0.4，被提升的重物重力的大小 G = 1000N，手柄长 l = 300cm， a =

60cm，b = 10cm，不计手柄和制动轮的自重。求能够制动所需力 FFFF的最小值。

解：取轮与重物为研究对象，受力如

图（a）所示。

， （1）0=∑ OM 0f =− RFGr
取杆 AB为研究对象，受力如图（b）所示。

， （2）0=∑ AM 0fN =−′−′ FLbFaF
（3）Nsmaxf FfF ⋅=

解式（1）——（3），得：

N280)(
s

min =−= b
f
a

LR
GrF

3-363-363-363-36 尖劈起重装置如图所示。尖劈 A的顶角为 ，B块上受力 FFFFQ的作用。A块与 B块之间的静摩擦α
因数为 fs（有滚珠处摩擦力忽略不计）。如不计 A块和 B块的自重，试求保持平衡时主动力 FFFFP的范围。

解：（解：（解：（解：（1）B几乎要下滑时，FP = Fmin

图（a）， 0=∑ yF

（1）0sincos Q1N1 =−+ FFF αα

图（b）， 0=∑ xF

（2）0sincos min1N1 =−′+′− FFF αα

F1 = fFN1 （3）
解（1）、（ 2）、（ 3），得：

（4）Qmin sincos
cossin F
f
fF

αα
αα

+
−

=

（2）B几乎要向上滑时，FP = Fmax

图（c）， 0=∑ yF

（5）0sincos Q22N =−− FFF αα

图（d）， 0=∑ xF

（6）0sincos max2N2 =−′+′ FFF αα

F2 = fFN2 （7）
解（5）、（ 6）、（ 7），得：

（8）Qmax sincos
cossin F
f
fF

αα
αα

−
+

=

若令 ，由（4）、（ 8），得：f=mtanϕ

QmPQm )tan()tan( FFF ϕαϕα +≤≤−

习题 3-36 图

习题 3－35 图 GGGG

FFFF

FFFFAx

FFFFN

FFFFN′

FFFF′

FFFFOx

FFFFAy

FFFFOy

（ a

）

（ b

）
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G PFFFF
B

'
N1FFFF

A

d

F 'F 'F 'F '

(b)

习题 3-37 图

FFFF FFFF

N 2FFFF

WWWW

N 1FFFF

(a)

习题 3-38 图

QFFFF

N1F'F'F'F'

N2F'F'F'F'

N1FFFF

s1FFFF

C

e

'
s1FFFF

(a)
N2FFFF

MMMM

O

e(b)

3-373-373-373-37 砖夹的宽度 250mm，杆件 AGB和 GCED在点 G铰接。砖重为WWWW，提砖的合力 FFFFP作用在砖夹的

对称中心线上，尺寸如图所示。如砖夹与砖之间的静摩擦因数 fs = 0.5，试问 d应为多大才能将砖夹起（d
是点 G至到砖块上所受正压力作用线的距离）。

解：（解：（解：（解：（1）整体（题图）： ，FP =W （1）0=∑ yF

（2）图（a）： ， （2）0=∑ yF 2
WF =

，FN1 = FN20=∑ xF

（3）1NfFF ≤

（4）
f
W

f
FFF

22N1N =≥=

（3）图（b）： ， ， ， mm0=∑ GM 03095 1NP =′−×′+× dFFF 0
22

3095 ≥−×+ d
f
WWW 110≤d

3-383-383-383-38 图示为凸轮顶杆机构，在凸轮上作用有力偶，其力偶矩为 M，顶杆上作用有力 FFFFQ。已知顶杆与导

轨之间的静摩擦因数为 fs，偏心距为 e，凸轮与顶杆之间的摩擦可忽略不计。要使顶杆在导轨中向上运动而

不致被卡住，试问滑道的长度 l应为多少？

解：（解：（解：（解：（1）对象：凸轮；受力图（b）

， （1）0=∑ OM
e
WF =′ 2N

（2）对象：顶杆，受力图（a）
， （2）0=∑ yF 2NsQ 2 FFF =+

2s1ss FFF ==

（3）1Nss FfF =

式（1）、（ 3）代入（2），得

（4）
e
MFfF =+ 1NsQ 2

，0)( =∑ FFFFCM MeFlF =⋅=⋅ 2N1N

l
MF =1N

代入式（4），得

e
M

l
MfF =⋅+ sQ 2

eFM
Mef

l
Q

s2
−

=

即
eFM

Mef
l

Q

s
min

2
−

=

3-393-393-393-39为轻便拉动重物 P，将其放在滚轮 O上，如图所示。考虑接

触处 A、B的滚动摩阻，则作用在滚轮上的滚动阻力偶的转向是 。

（A）MfA为顺时针转向，MfB为逆时针转向；

（B）MfA为逆时针转向，MfB为顺时针转向；

（C）MfA、MfB均为逆时针转向；

（D）MfA、MfB均为顺时针转向。

解：解：解：解：选择（C） 习题 3-39 图
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习题 3-41 图

FFFFA FFFFO

FFFFB PPPPB

FFFF1

FFFFN

β
FFFFB PPPPB

FFFF2

FFFFN

β

（a）

（b） （c）

PPPPFFFF

FFFFN1 FFFFN2

习题 3-42 解图

BA

因为滚轮相对于地面和相对于重物均为顺时针滚动，所以 A、B处的滚动摩阻力偶均为

逆时针转向。

3-403-403-403-40 图示物块重 5kN，与水平面间的摩擦角ϕ m=35°，今欲用力 FFFF推动物块，F=5kN。则物块将 。

(A) 不动；

(B) 滑动;
(C) 处于临界平衡状态；

(D) 滑动与否不能确定。

解：解：解：解：选择（A）

因为重力与力 FFFF大小相等，故其合力的作用线与接触面法线之

间的夹角为 30º，小于摩擦角，所以物块静止不动。

3-413-413-413-41在平面曲柄连杆滑块机构中，曲柄 OA长 r,作用有一矩为 M的力偶，小滑块 B于水平面之间的摩

擦因数为 f。OA水平。连杆与铅垂线的夹角为θ，力与水平面成β角，求机构在图示位置保持平衡时力 PPPP的

值。（不计机构自重，θ ＞ϕ m=arctanf ）
解：解：解：解：取杆 AB为研究对象，受力如图（a）。

， ；0=∑ OM 0cos =− rFM A θ
θcosr

MFA =

取物块 B为研究对象，设其有向右运动的趋

势，受力如图（b）。（ FB = FA）
，0=∑ yF 0cossinN =−− θβ BFPF

，0=∑ xF 0cossin 1 =−− FPFB βθ

Nmax1 FfF ⋅=

解得：
)cos(cos

)sin(
sincos
cossin

cos m

m
min ϕβθ

ϕθ
ββ
θθ

θ −
−

=
+
−

⋅=
r
M

f
f

r
MP

取物块 B为研究对象，设其有向左运动的趋势，受力如图（c）。
，0=∑ xF 0cossin 2 =+− FPFB βθ

Nmax2 FfF ⋅=

其余方程不变，解得：
)cos(cos

)sin(
sincos
cossin

cos m

m
max ϕβθ

ϕθ
ββ
θθ

θ +
+

=
−
+

⋅=
r
M

f
f

r
MP

所以：
)cos(cos

)sin(
)cos(cos

)sin(

m

m

m

m

ϕβθ
ϕθ

ϕβθ
ϕθ

+
+

≤≤
−

−
r
MP

r
M

*3-42*3-42*3-42*3-42某人骑自行车匀速上一坡度为 5%的斜坡，如图所示。人与自行车总重力的大小为 820N,重心在

点 G。若不计前轮的摩擦，且后轮处于滑动的临界状态，求后轮与路面静摩擦因数为多大？若静摩擦因数

加倍，加在后轮上的摩擦力为多大？为什麽可忽略前轮的摩擦力？

解：设斜坡的倾角为θ，则有 ，
20
1tan =θ

受力如图所示。

，0=∑ BM
01080sin700cos)4601080( 1N =⋅−+− FPP θθ

，0=∑ ABF 0sin =− θPF

1Nsmax FfF ⋅=

解得： 082.0
sin700cos620

sin1080
s =

+
=

θθ
θf

若静摩擦因数加倍，则加在后轮上的摩擦力为：

N95.40sin == θPF

FFFF
60°

习题 3-40 图
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*3-43*3-43*3-43*3-43匀质杆 AB和 BC在 B端铰接，A端铰接在墙上，C端则靠在墙上，如图所示。墙与 C端接触处

的摩擦因数 f=0.5，两杆长度相等并重力相同，试确定平衡时的最大角θ 。铰链中的摩擦忽略不计。

FFFFN

FFFFN

FFFF

FFFF PPPP

PPPP

PPPP

FFFFAx

FFFFAy

FFFFBx

FFFFBy

习题 3-43 图 （a） （b）

解：取整体为研究对象，受力如图（a）所示。设杆长为 l。

， （1）0=∑ AM 0
2

cos
2

2
2

sin2N =−
θθ lPlF

取杆 BC为研究对象，受力如图（b）所示。

， （2）0=∑ BM 0
2

cos
2

cos
22

sinN =−+
θθθ FllPlF

（3）Nmax FfF ⋅=

解式（1）——（3），得： 0)
2

cot2(
2

cos =−
θθ f

，不合题意，舍去；0
2

cos =
θ

，4
2

cot =
θ

°= 07.28θ

3-443-443-443-44 如图所示，圆柱体 A与方块 B匀重 100N，置于倾角为 30°的斜面上，若所有接触处的摩擦因数

均 fs =0.5，试求保持系统平衡所需的力 FFFF1的最小值。

解：取圆柱体 A为研究对象，受力如图（a）所示。

， （1）0=∑ xF 030sin 2N =−−° FFP A

， （2）0=∑ AM 0)( =− rFF AAB

（3）2NsFfFAB =
取方块 B为研究对象，受力如图（b）所示。

， （4）0=∑ xF 030sin 2N1 =′+−−° FFFP B

， （5）0=∑ yF 030cos3N =′−°− ABFPF
（6）3NsFfFB =

解式（1）——（6），得：

N7.3130cos)2(30sin1 =°−−°= ss PffPF

*3-45*3-45*3-45*3-45 如图所示，均质圆柱重 W，半径为 r，搁在不计自重的水平

杆和固定斜面之间。杆 A端为光滑铰链，D端受一铅垂向上的力 FFFF作用 ，

圆柱上作用一力偶，已知 F=W，圆柱与杆和斜面间的静滑动摩擦因数 fS
皆为 0.3，不计滚动阻碍。当α=45°时，AB=BD。试求此时能保持系统

静止的力偶矩 M的最小值。

A

B

习题 3-44 图

FFFFN1 FFFFN2

FFFFA
FFFFAB

PPPP

PPPPFFFFB

FFFFN3

FFFF1

FFFFN2′
FFFFAB′

（a）

（b）

x

习题 3-45 图
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解：取杆 AD为研究对象，受力如图（a）所示。（设杆长 l）

， ；0=∑ AM 0
2N =−
lFFl B WF B 2N =

取圆柱 O为研究对象，受力如图（b）所示。

， （1）0=∑ OM 0=′−+ rFMrF BE

， （2）0=∑ xF 045sin45cosN =′−°−° BEE FFF

， （3）0=∑ yF 045cos45sinNN =−°−°−′ WFFF EEB

设 E处的静摩擦力先达到最大值： EE FfF Ns=

由式（2）、（ 3）解得： ；WFE 13
23

= WFWF BB 6.0
13
7

max =<=

由式（1）得： WrrFrFM EB 212.0min =−′=

*3-46*3-46*3-46*3-46 如图所示起重用抓具，由弯杆 ABC和 DEF组成，两根弯杆由 BE杆的 B、E两处用铰链连接，

抓具各部分的尺寸如图示。这种抓具是靠摩擦力抓取重物的。试求为了抓取重物，抓具与重物之间的静摩

擦因数应为多大（BE尺寸不计）。

重物

弯杆

吊环

QFFFF ′

DA

B E

C FG

QFFFF

°120

200
QFFFF

FFFF FFFF

NFFFF NFFFF ′

QF ′

°60 °60
DFFFFAFFFF

D

E
F

FFFF

NFFFF
ExFFFF

EyFFFF

DFFFF ′

习题 3－46 图 （a） （b） （c）
解（1）研究对象重物，受力图（a）

， ， （a）0=∑ yF Q2 FF =
2
QFF =

， （b）Nsmax FfFF =≤
N

Q
s 2F

F
f ≥

（2）研究对象吊环，受力图（b）
，0=∑ xF AD FF =
， ， （c）0=∑ yF Q60cos2 FFD =° QFFD =

（3）研究对象弯杆 CFED，受力图（c）
，0=∑ EM 015.02.06.0 N

' =×−×−× FFFD
式（a）、（ b）、（ c）代入，得

，0
2

15.01.06.0
s

Q
QQ ≥−−

f
F

FF 15.0s ≥f
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FFFFB
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（b）



-1-

y

x
2−

O
5υυυυ 3

5υυυυ 25υυυυ

1
5υυυυ

2
5υυυυ

15υυυυ
1−

(b)

y

x

3
5υυυυ

O
5υυυυ

45υυυυ

(a)

第 2222篇 工程运动学基础

第 4444章 运动分析基础

4444－1111 小环 A套在光滑的钢丝圈上运动，钢丝圈半径为 R（如图所示）。已知小环的初

速度为 v0，并且在运动过程中小环的速度和加速度成定角θ，且 0 ＜ θ ＜ ，试确定小环 A
2
π

的运动规律。

解：解：解：解： ，
R
vaa

2

nsin ==θ
θsin

2

R
va =

，，，，
θ

θ
tan

cos
d
d 2

t R
va

t
va === ∫∫ =

tv

v
t

Rv
v

02 d
tan
1d

0 θ

tvR
Rv

t
sv

0

0

tan
tan

d
d

−
==

θ
θ

∫∫ −
=

ts
t

tvR
Rvs

0
0

0

0
d

tan
tand
θ

θ

tvR
RRs

0tan
tanlntan
−

=
θ
θθ

4444－2222 已知运动方程如下，试画出轨迹曲线、不同瞬时点的 vvvv、aaaa图像，说明运动性质。

1． ， 2．
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=
2

2

5.13

24

tty

ttx

⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx
2cos2

sin3

解：解：解：解：1．由已知得 3x = 4y （1）

⎩
⎨
⎧

−=
−=
ty
tx

33
44

̇
̇

tv 55 −=

⎩
⎨
⎧

−=
−=

3
4

y
x
̇̇
̇̇

5−=a

为匀减速直线运动，轨迹如图（a），其 vvvv、aaaa图像从略。

2．由已知，得

2
arccos

2
1

3
arcsin yx

=

化简得轨迹方程： （2）2

9
42 xy −=

轨迹如图（b），其 vvvv、aaaa图像从略。

4－3 点作圆周运动，孤坐标的原点在 O点，顺钟向为孤坐标的正方向，运动方程为

，式中 s以厘米计，t以秒计。轨迹图形和直角坐标的关系如右图所示。当点第一2

2
1 Rts π=

次到达 y坐标值最大的位置时，求点的加速度在 x和 y轴上的

投影。

解：解：解：解： ， ，Rtsv π== ̇ Rva π== ̇t
22

2

n Rt
R
va π==

y坐标值最大的位置时： ，RRts
22

1 2 π
π ==∵ 12 =∴ t

，Raax π== t Ray
2π−=

RRRR

O

A

vvvv

θ
aaaa

习题 4－1 图

习题 4－2 图

R

OOOO

M

x

y

习题 4－3 图
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习题 4-6 图

4444－4444 滑块 A，用绳索牵引沿水平导轨滑动，绳的另一端绕在半径为 r的鼓轮上，鼓轮

以匀角速度ω转动，如图所示。试求滑块的速度随距离 x的变化规律。

解：解：解：解：设 t = 0 时 AB长度为 l0，则 t时刻有：

22
022

0

)arctanarctan( rxlr
rx

r
l
rt −−=

−
−+ω

对时间求导：

2222

2

rx
xx

rxx
xrr

−
−=

−
−

̇̇
ω

22 rx
rxx
−

−=
ω̇

4444－5555 凸轮顶板机构中，偏心凸轮的半径为 R，偏心距 OC = e，绕轴 O以等角速转动，

从而带动顶板 A作平移。试列写顶板的运动方程，求其速度和加速度，并作三者的曲线图

像。

解 ：解 ：解 ：解 ：（1）顶板 A作平移，其上与轮 C接触点坐标：

（ 为轮 O角速度）teRy  sinω+= ω
teyv  cosωω== ̇

teya  sin2 ωω−== ̇̇

（2）三者曲线如图（a）、（ b）、（ c）。

4444－6666 绳的一端连在小车的点 A上，另一端跨过点 B的小滑车车绕在鼓轮 C上，滑车

离地面的高度为 h。若小车以匀速度 沿水平方向向右运动，试求当 = 45°时 B、C之间υυυυ θ
绳上一点 P的速度、加速度和绳 AB与铅垂线夹角对时间的二阶导数 各为多少。θ̇̇

解：解：解：解：1．∵P 点速度与 AB 长度变化率相同

（ = 45°，x = h时）
2

2
2
1)(

d
d

22
2
1

22 v

xh

xxxh
t

vP =
+

⋅=+=
̇

θ

2．同样：
h

v
h

x

xh

xx
t

va PP
2222

)(
d
d 22

22
==

+
==

̇̇̇

（∵ ，x = h）0=ẋ̇

3． ，
h
x

=θtan
h
x1tan −=θ

22

2

2
1

1

xh
xh

h
x

x
h

+
=

+
=
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+
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4444－7777 图示矢径 rrrr绕轴 z转动，其角速度为 ωωωω，角加速度为 αααα。试用矢量表示此矢径

端点 M的速度、法向加速度和切向加速度。
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x
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xω

习题 4－4 图

习题 4-5 图
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解：解：解：解： rrrrωωωωrrrrvvvv ×==
tM d

d

)(
d

d rrrrωωωωωωωωrrrrααααvvvvωωωωrrrrωωωωvvvvaaaa ××+×=×+×== M
M

M t
̇

rrrrααααaaaa ×=tM

vvvvωωωωrrrrωωωωωωωωaaaa ×=××= )(nM

4444－8888 摩擦传动机构的主动轮 I 的转速为 n＝600r/min，它与轮 II 的接触点按箭头所

示的方向移动，距离 d按规律 d＝10-0.5t变化，单位为厘米，t以秒计。摩擦轮的半径 r＝5cm，R
＝15cm。求：（1）以距离 d表示轮 II 的角加速度；（2）当 d＝r时，轮 II 边缘上一点的全

加速度的大小。

解：解：解：解：

（（（（1111）））） ，
302
nrd πω =

d
nr

302
πω =

rad/s2
2222

50
30

5.05600
30 ddd

dnr πππα =
××

=−=
̇

（（（（2222）））） cm/s259220
30

2500
4

44

4

2
4
2

2
2 =+=+=

n
r

rra ππωα

4444－9999 飞机的高度为 h，以匀速度 v沿水平直线飞行。一雷达与飞机在同一铅垂平面内，

雷达发射的电波与铅垂线成θ 角，如图所示。求雷达跟踪时转动的角速度ω 和角加速度α与
h、v、θ 的关系。

解：解：解：解：
h
vt

=θtan

，
h
v

=
θ

θ
2cos

̇
θθω 2cos

h
v

== ̇

θθθθωα 2
2

2

cos2sin2sin
h
v

h
v

−=−== ̇̇

4444－10101010 滑座 B沿水平面以匀速 vvvv0向右移动，由其上固连的销钉 C固定的滑块 C带动槽

杆 OA绕 O轴转动。当开始时槽杆 OA恰在铅垂位置，即ϕ0；销钉 C位于 C0，OC0＝b。试

求槽杆的转动方程、角速度和角加速度。

解：解：解：解： ， rad
b
tv0tan =ϕ

b
tv0arctan=ϕ

rad/s
22

0
2

0

tvb
bv
+

== ϕω ̇

222
0

2

3
0

)(
2

tvb
tbv

+
−==ωα ̇

4－11．设ωωωω 为转动坐标系 Axyz的角速度矢量，iiii、jjjj、kkkk为动坐标系的单位矢量。试证

明：

O

ωωωω

O

αααα

O

M

z

x y

习题 4-7 图
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O

II

R d

I

r

n

习题 4-8 图

vvvv

h θ

习题 4-9 图
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习题 4-10 图
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证：证：证：证： xt
ω=⋅=⋅×=⋅ iiiiωωωωkkkkjjjjωωωωkkkkjjjj )(

d
d∵

yt
ω=⋅=⋅×=⋅ jjjjωωωωiiiikkkkωωωωiiiikkkk )(

d
d

kt
ω=⋅=⋅×=⋅ kkkkωωωωjjjjiiiiωωωωjjjjiiii )(

d
d

等式右侧∴ ωωωωkkkkjjjjiiii =++= zyx ωωω
证毕
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第 5555章 点的复合运动分析

5555－1111 曲柄 OA在图示瞬时以ω0绕轴 O转动，并带动直角曲杆 O1BC在图示平面内运动 。

若 d为已知，试求曲杆 O1BC的角速度。

解：解：解：解：1、运动分析：动点：A，动系：曲杆 O1BC，

牵连运动：定轴转动，相对运动：直线，绝对运动：

圆周运动。

2、速度分析： rea vvvvvvvvvvvv +=

；0a 2 ωlv = 0ea 2 ωlvv ==

（顺时针）
0

1

e
1

ωω ==
AO
v

BCO

5555－2222 图示曲柄滑杆机构中、滑杆上有圆弧滑道，其半径 ，圆心 O1在导杆cm10=R
上。曲柄长 ，以匀角速 绕 O轴转动。当机构在图示位置时，曲BC cm10=OA rad/s4πω =

柄与水平线交角 。求此时滑杆 CB的速度。�30=φ

解：解：解：解：1、运动分析：动点：A，动系：BC，牵连

运动：平移，相对运动：圆周运动，绝对运动：圆

周运动。

2、速度分析： rea vvvvvvvvvvvv +=

cm/s；πω 401a =⋅= AOv
cm/s12640ae ==== πvvvBC

5555－3333 图示刨床的加速机构由两平行轴 O和 O1、曲柄 OA和滑道摇杆 O1B组成。曲柄

OA的末端与滑块铰接，滑块可沿摇杆 O1B上的滑道滑动。已知曲柄 OA长 r并以等角速度

转动，两轴间的距离是 OO1 = d。试求滑块滑道中的相对运动方程，以及摇杆的转动方程 。ω
解：解：解：解：分析几何关系：A点坐标

（1）dtrx += ωϕ coscos1

（2）trx ωϕ sinsin1 =

（1）、（ 2）两式求平方，相加，再开方，得：

1．相对运动方程

trdrd

trdtrdtrx

ω

ωωω

cos2

sincos2cos
22

22222
1

++=

+++=

将（1）、（ 2）式相除，得：

2．摇杆转动方程：

dtr
tr
+

=
ω
ω

ϕ
cos
sintan

dtr
tr
+

=
ω
ωϕ

cos
sinarctan

5555－4444 曲柄摇杆机构如图所示。已知：曲柄 O1A以匀角速度ω1绕轴 O1转动，O1A = R，

O1O2 =b ，O2O = L。试求当 O1A水平位置时，杆 BC的速度 。

解：解：解：解：1、A点：动点：A，动系：杆 O2A，牵连

运动：定轴转动，相对运动：直线，绝对运动：圆

周运动。

；1a ωRvA =
22

1
2

22ae
Rb

R
Rb

Rvv AA
+

=
+

=
ω

L

ω1

O1
A

B

O2

C
O

vvvvAAAAe

vvvvBBBBe

vvvvAAAAa

vvvvBBBBa
vvvvBBBBr

vvvvAAAAr

习题 5-4图
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l l

θ
ω0

O

A

vvvva

vvvvr
vvvve

习题 5-1图

CO

ω
ϕ

A

B

R

习题 5-2图

vvvva vvvvr

vvvve

习题 5-3图
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ϕ

ϕ C
Caaaa

Baaaa

τ
eaaaa

raaaa

n
eaaaa

(d)

C

ϕ

ϕ

eυυυυ

O
5υυυυ

rυυυυ

Bυυυυ

(c)

A

ϕ r
O5υυυυ

eυυυυ

aυυυυ rυυυυ(e)

2、B点：动点：B，动系：杆 O2A，牵连运动：定轴转动，相对运动：直线，绝对运

动：直线。

22
1

2

2

2
ee

Rbb
LR

AO
BOvv AB

+
==

ω

2
1

222

ea b
LR

b
Rbvvv BBBC

ω
=

+
==

5555－5555 如图示，小环 套在两个半径为 的圆环上，令圆环 固定，圆环 绕其圆周M r O′ O
上一点 以匀角速度 转动，求当 、 、 位于同一直线时小环 M的速度。A ω A O O′

解：解：解：解：1、运动分析：动点：M，动系：圆环 O，

牵连运动：定轴转动，相对运动：圆周运动，绝对

运动：圆周运动。

2、速度分析： rea vvvvvvvvvvvv +=

ωrv 3e =

ωrvvvM =°== 30tanea

5555－6666 图 a、b所示两种情形下，物块 B均以速度 、加速度 aaaaB沿水平直线向左作平Bυυυυ
移，从而推动杆 OA绕点 O作定轴转动，OA = r， = 40°。试问若应用点的复合运动方法ϕ
求解杆 OA的角速度与角加速度，其计算方案与步骤应当怎样？将两种情况下的速度与加速

度分量标注在图上，并写出计算表达式。

解 ：解 ：解 ：解 ：（a）：
1、运动分析：动点：C（B上）；

动系：OA；绝对运动：直线；相对

运动：直线；牵连运动：定轴转动。

2、vvvv分析（图 c）
（1）re vvvvvvvvvvvv +=B

ϕsine Bvv =

（2）
OC

v
OC
v B

OA
ϕ

ω
sine ==

ϕcosr Bvv =

3、aaaa分析（图 d）
（3）Cr

t
e

n
e aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa +++=B

（3）向 aaaaC向投影，得

C
t
esin aaaB +−=− ϕ

其中
OC

v
va B

OA
ϕ

ω
2sin

2
2

rC ==

C
t
e sin aaa B += ϕ

OC
a

OA

t
e=α

（b）：
1、运动分析：动点：A（OA 上 ）；

动系：B；绝对运动：圆周运动；相对

运动：直线；牵连运动：平移。

2、vvvv分析（图 e）
rea vvvvvvvvvvvv +=

M

ω
O O′

A

习题 5—5图

vvvve
vvvva

vvvvr

习题 5—6图

t
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A

ϕ

eaaaa

O5υυυυ

τ
aaaaa

raaaa

n
aaaaa

(f)

mr 2=
5υυυυo30

5υυυυ

A

5υυυυ

C
5υυυυ

rυυυυ
eυυυυ

o15
5υυυυ

O
5υυυυ ω

5υυυυ
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(a)

τ
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τ
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o15
5υυυυ

n
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n
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A

5υυυυ

n
raaaa

C
5υυυυ

O
5υυυυ

ω
5υυυυ α
5υυυυ

τ
aaaaa

Caaaa

(b)

ϕsina
Bvv =

ϕ
ω

sin
a

r
v

OA
v B

OA ==

3、aaaa分析（图 f）

re
t
a

n
a aaaaaaaaaaaaaaaa +=+

上式向 aaaae向投影，得

e
t
a

n
a sincos aaa =+ ϕϕ

ϕ2

22
an

a sinr
v

r
v

a B==

ϕϕ sin/)cos( n
a

t
a aaa B −=

r
a

OA
a

OA

t
a

t
a ==α

5555－7777 图示圆环绕 O点以角速度 = 4 rad/s、角加速度α= 2 rad/s2转动。圆环上的套管ω
A在图示瞬时相对圆环有速度 5m/s，速度数值的增长率 8m/s2。试求套管 A的绝对速度和加

速度。

解：解：解：解：1、运动分析：动点：A，动系：圆环，牵

连运动：定轴转动，相对运动：圆周运动，绝对运

动：平面曲线。

2、速度：（图 a）
°×=°= 15cos2215cos2rOA

°=×°=⋅= 15cos16415cos4e ωOAv

m/s5r =v

m/s3.2015cos2 re
2
r

2
ea =°++= vvvvv

3、加速度：（图 b）
C

t
r

n
r

t
e

n
e

n
a

t
a aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa ++++=+

（1）°−°+°+= 15sin15cos15cos t
rC

n
r

n
e

n
a aaaaa

（2）°+°+°+= 15sin15sin15cos n
rC

t
r

t
e

t
a aaaaa

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

°=⋅=

=

=××==

==

°=×°=⋅=

15cos8

8

405422
2
5

15cos64415cos4

t
e

t
r

rC

22
rn

r

22n
e

α

ω

ω

OAa

a

va
r
va

OAa

代入（1）
m/s246.11015sin815cos5.116n

a =°−°=a

代入（2）
m/s204.2915sin5.5215cos16t

a =°+°=a

m/s2114)()( 2t
a

2n
aa =+= aaa

5555－8888 图示偏心凸轮的偏心距 OC = e，轮半径 r = 。凸轮以匀e3
角速 绕 O轴转动。设某瞬时 OC与 CA成直角。试求此瞬时从动杆0ω
AB的速度和加速度。

解：解：解：解：1．动点：A（AB上），动系：轮 O，绝对运动：直线，相对

运动：圆周，牵连运动：定轴转动。

习题 5—7图

习题 5—8图

t
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t
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t
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t
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O
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C
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eaaaa
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O5υυυυ

τ
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C
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(b)

2． （图 a）rea vvvvvvvvvvvv +=

， （↑），0e 2 ωev = 0ea 3
3230tan ωevv =°= 0ar 3

342 ωevv ==

3． （图 b）C
t
r

n
rea aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa +++=

向 投影，得n
raaaa

C
n
rea 30cos30cos aaaa −+°=°

°
−

+=
cos30

C
n
r

ea
aa

aa )2
3

(
3
22 r0

2
r2

e v
e

v
e ωω −+=

= （↓）)
3
342

33
16(

3
22 00

2
0

2
0 ωωωω eee −+= 2

09
2

ωe

5555－9999 如图所示机构，O1A=O2B＝r＝10cm，O1O2 ＝AB＝20cm。在图示位置时，O1A
杆的角速度ω＝1 rad/s，角加速度α＝0．5rad／s2，OlA与 EF两杆位于同一水平线上。EF杆

的 E端与三角形板 BCD的 BD边相接触。求图示瞬时 EF杆的加速度。

解：解：解：解：1．运动分析：动点：E（EF上），动系：轮 BCD，

绝对运动：直线，相对运动：直线，牵连运动：平移。

2．加速度分析： t
e

n
era aaaaaaaaaaaaaaaa ++=

沿 BC垂直方向投影：

°−°=° 30cos30sin30cos n
e

t
ea aaa

cm/s211.710
3
530tan n

e
t
ea −=−=−°= aaa

5555－10101010 摇杆 OC绕 O轴往复摆动，通过套在其上

的套筒 A带动铅直杆 AB上下运动。已知 l = 30cm，当θ = 30° 时，ω = 2 rad/s，α = 3 rad/s2，
转向如图所示，试求机构在图示位

置时，杆 AB的速度和加速度。

解：解：解：解：1．运动分析：动点：A，

动系：杆 OC，绝对运动：直线，

相对运动：直线，牵连运动：定轴

转动。

2．速度分析（图 a）
rea vvvvvvvvvvvv +=

cm/s
3

120
cose =⋅=

θ
ω lv

cm/s80
cos

e
a ===

θ
vvvAB

t
raaaa

ω α

O1

O2

A

B

C D

E F

30°
t
eaaaa

aaaaa

aaaar

n
eaaaa

习题 5—9图
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习题 5—10图
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vvvva
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vvvve

t
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n
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aaaaa

aaaar

aaaaC

（a） （b）
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cm/s4030taner =°= vv

3．加速度分析（图 b）： C
t
e

n
era aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa +++=

沿 aaaaC方向投影： t
eCa 30cos aaa −=°

cm/s276.64)
30cos

2(
3
2

ra =
°

−==
lvaaAB αω

5555－11111111 如图所示圆盘上 C点铰接一个套筒，套在摇杆 AB上,从而带动摇杆运动。已知：

R =0.2m ，h = 0.4m，在图示位置时 ，ω0=4rad/s， 。试求该瞬时，摇杆AB°= 60θ 2
0 srad/2=α

的角速度和角加速度。

解：解：解：解：1．运动分析：动点：

C，动系：杆 AB，绝对运动：圆

周运动，相对运动：直线，牵连

运动：定轴转动。

2．速度分析（图 a）
rea vvvvvvvvvvvv +=

m/s8.00a == Rv ω
0e =v

0=ABω
3．加速度分析（图 b）

t
er

n
a

t
a aaaaaaaaaaaaaaaa +=+

沿 方向投影： m/s2 ； （逆时针）
n
aaaaa 2.32

0
t
e

n
a === Raa ω 2

t
e rad/s24.9

32.0
2.3

sin
===

θ
α

h
a

AB

5555－12121212 在图示机构中，已知 O1A = OB = r = 250mm，且 AB = O1O；连杆 O1A以匀角速

度ω = 2 rad/s绕轴 O1转动，当φ = 60° 时，摆杆 CE处于铅垂位置，且 CD = 500mm。求此

时摆杆 CE的角速度和角加速度。

解：解：解：解：1．运动分析：动点：D，动系：杆 CE，绝对运动：圆周运动，相对运动：直线，

牵连运动：定轴转动。

2．速度分析（图 a）
rea vvvvvvvvvvvv +=

cm/s501a =⋅== AOvv A ω

cm/s； rad/s325sinae == ϕvv 866.0
2
3e ===

CD
v

CEω

cm/s25cosar == ϕvv

3．加速度分析（图 b）： C
t
e

n
era aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa +++=

θ R

O

AAAA
h

C

B

ω0

α0

习题 5－11图
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习题 16-13图
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O
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O
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(b)

沿 aaaaC方向投影： t
eCa cos aaa +=ϕ

cm/s2 ；7.6325502
2

60cos r

2

Ca
t
e =−=−=−°= vraaa CEω

ω 2
t
e rad/s134.0

50
7.6
===

CD
a

CEα

5555－13131313 图示为偏心凸轮－顶板机构。凸轮以等角速度 绕点 O转动，其半径为 R，偏ω
心距 OC = e，图示瞬时 = 30°。试求顶板的速度和加速度。ϕ

解：解：解：解：1．动点：轮心 C，动系：AB、平移，绝对运动：图周，相对运动：直线。

2．图（a）： rea vvvvvvvvvvvv +=

ωev =e

（↑）ωϕ evvvAB 2
3cosae ===

3．图（b）： rea aaaaaaaaaaaa +=

（↓）22
ae 2

130sinsin ωωϕ eeaaaAB =°===

5555－14141414 平面机构如图所示。已知：O1A=O2B=R=30cm，AB=O1O2，O1A按规律
24

2tπ
ϕ =

绕轴 O1转动，动点M沿平板上的直槽(θ =60° )运动，BM= 2t+t3 ，式中φ以 rad计，BM以 cm
计，t以 s计。试求 t = 2s时动点的速度和加速度。

解：解：解：解：1．运动分析：动点：M，动系：平

板，绝对运动：未知，相对运动：直线，牵

连运动：平移。t = 2s时：

rad， rad/s，°== 30
6
π

ϕ
6
π

ϕω == ̇

rad/s2
12
πα =

2．速度分析（图 a）
rea vvvvvvvvvvvv +=

cm/s1432 2
r =+= tv

cm/s；πω 5e === Rvv A

cm/s7.29145rea =+=+== πvvvvM
3．加速度分析（图 b）： t

e
n
era aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa ++==M

cm/s2 ； cm/s2 ； cm/s2πα 5.2t
e == Ra 22n

e 6
5
πω == Ra 126r == ta

cm/s2 ； cm/s222.8
6
5 2

n
e ===

πaaMx 85.19125.2r
t
e =+=+= πaaaMy

5555－15151515 半径为 R的圆轮，以匀角速度ω0绕 O轴沿逆时针转动，并带动 AB杆绕 A轴转

φ φ

θ

M

O1
O2

BA
φ φ

θ

M

O1
O2

BA

vvvvavvvvr
vvvve

vvvvA

t
eaaaa

n
eaaaa

aaaar

x

y

（a） （b）

习题 5－14图
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动。在图示瞬时，OC与铅直线的夹角为 60°，AB杆水平，圆轮与 AB杆的接触点 D距 A为

R。求此时 AB杆的角加速度。3

解：解：解：解：1．运动分析：动点：C，

动系：杆 AB，绝对运动：圆周运

动，相对运动：直线，牵连运动：

定轴转动。

2．速度分析（图 a）
rea vvvvvvvvvvvv +=

e0a vRv == ω

22
0e ω

ω ==
R
v

AB

0r =v
3．加速度分析（图 b）

t
e

n
era aaaaaaaaaaaaaaaa ++=

沿铅垂方向投影： °−°=° 30sin30cos60cos n
e

t
ea aaa

；RRRaaa 2
0

2
02

0
n
ea

t
e 2

3)
2

(
3
1)(30tan ω

ω
ω =+=+°= 2

0

t
e

4
3
ωα ==

CA
a

AB

5555－16161616 曲柄 O1M1以匀角速度ω1=3 rad／s绕 O1轴沿逆时针转动。T形构件作水平往复

运动，M2为该构件上固连的销钉。槽杆 O2E绕 O2轴摆动。已知 O1M1＝r＝20cm，l＝30 cm。

当机构运动到如图所示位置时，θ＝φ=30°，求此时 O2E杆的角加速度。

O1
θ

φ

A B

M1

D

C

M2

E

O2

l

ω1

O1
θ

φ

A B

M1

D

C

M2

E

O2

l

ω1

习题 5－16图

（a） （b）

vvvva1

vvvva2

vvvve1

vvvve2

vvvvr1

vvvvr2
aaaaa1 aaaaa2aaaar1

aaaar2

aaaaC2

t
2eaaaa

n
2eaaaaaaaae1

解：解：解：解：1．运动分析：动点：M1，动系：杆 AB，绝对运动：圆周运动，相对运动：直线，

牵连运动：平移。

速度分析（图 a）： r1e1a1 vvvvvvvvvvvv +=
cm/s； cm/s6011a == ωrv 30sin1a1e == θvv

加速度分析（图 b）： e1r1a1 aaaaaaaaaaaa +=

沿铅垂方向投影： cm/s2390
2
3cos 2

11a1e === raa ωθ

2．运动分析：动点：M2，动系：杆 O2E，绝对运动：直线，相对运动：直线，牵连运

动：定轴转动。

速度分析（图 a）： r2e2a2 vvvvvvvvvvvv +=
cm/s； cm/s；301e2a == vv 315cos2a2e == ϕvv

cm/s； rad/s15sin2a2r == ϕvv 75.0cos2e
2

== ϕω
l
v

EO

加速度分析（图 b）： 2C
t
e2

n
e2r2a2 aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa +++=

习题 5－15图
（a） （b）

60°
ω0 RC

DB A

R3

O

vvvva
vvvve vvvvr

60°
ω0 R

C

DB A

R3

O

aaaaa aaaar

t
eaaaa

n
eaaaa
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沿 aaaaC方向投影： ； cm/s2C
t
2e2a cos aaa +−=− ϕ 5.15775.015213530cos 2C1e

t
2e =××+=+°= aaa

rad/s255.4
60

35.157cos
t
2e

2
=== ϕα

l
a

EO
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第 6666章 刚体的平面运动分析

6666－1111 图示半径为 r的齿轮由曲柄 OA带动，沿半径为 R的固定齿轮滚动。曲柄 OA以等角加速度α
绕轴 O转动，当运动开始时，角速度 = 0，转角 = 0。试求动齿轮以圆心 A为基点的平面运动方程。0ω 0ϕ

解：解：解：解： （1）ϕcos)( rRxA +=

（2）ϕsin)( rRyA +=

为常数，当 t = 0时， = = 0α 0ω 0ϕ

（3）2

2
1 tαϕ =

起始位置，P与 P0重合，即起始位置 AP水平 ，

记 ，则 AP从起始水平位置至图示 AP位θ=∠OAP
置转过

θϕϕ +=A

因动齿轮纯滚，故有 ，即
∩∩

=CPCP0
θϕ rR =

， （4）ϕθ
r
R

= ϕϕ
r
rR

A
+

=

将（3）代入（1）、（ 2）、（ 4）得动齿轮以 A为基点的平面运动方程为：

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+
=

+=

+=

2

2

2

2
1

2
sin)(

2
cos)(

t
r
rR

trRy

trRx

A

A

A

αϕ

α

α

6666－2222 杆 AB斜靠于高为 h的台阶角 C处，一端 A以匀速 v0沿水平向右运动，如图所示。试以杆与铅

垂线的夹角θ 表示杆的角速度。

解：解：解：解：杆 AB作平面运动，点 C的

速度 vvvvC沿杆 AB如图所示。作速度 vvvvC
和 vvvv0的垂线交于点P，点 P即为杆AB
的速度瞬心。则角速度杆 AB为

h
v

AC
v

AP
v

AB
θθω

2
000 coscos

===

6666－3333 图示拖车的车轮 A与垫滚 B的半径均为 r。试问当拖车以速度 vvvv前进时，轮 A与垫滚 B的角速

度 与 有什么关系？设轮 A和垫滚 B与地面之间以及垫滚 B与拖车之间无滑动。Aω Bω

解 ：解 ：解 ：解 ：

R
v

R
vA

A ==ω

R
v

R
vB

B 22
==ω

BA ωω 2=

6666－4444 直径为 mm 的滚子在水平面上作纯滚动，杆 BC一端与滚子铰接，另一端与滑块 C 铰接。360
设杆 BC在水平位置时，滚子的角速度ω＝12 rad/s，θ＝30°，ϕ＝60°，BC＝270mm。试求该瞬时杆 BC的

角速度和点 C的速度。

习题 6-1图

A

B

C

vvvv0

h θ

习题 6－2图

P

ωAB
vvvvC

A

B

C

vvvvo

h θ

习题 6－2解图

习题 6-3解图习题 6-3图

vvvvA = vvvv
vvvvB = vvvv

ωAωB
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习题 6-6图

l

ϕ
5υυυυ

l2
BO1

ωωωω

A

B

Aυυυυ

Bυυυυ

O
1O

ABω

ω

习题 6-6解图

解：解：解：解：杆 BC的瞬

心在点 P，滚子O的

瞬心在点 D
BDvB ⋅=ω

BP
BD

BP
vB

BC
⋅

==
ωω

°
°×

=
30sin270

30cos36012

rad/s8=
PCv BCC ⋅=ω

m/s87.130cos27.08 =°×=

6666－5555 在下列机构中，那些构件做平面运动，画出它们图示位置的速度瞬心。

解：解：解：解：图（a）中平面运动的瞬心在点 O，杆 BC的瞬心在点 C。
图（b）中平面运动的杆 BC的瞬心在点 P，杆 AD做瞬时平移。

6666－6666 图示的四连杆机械 OABO1中，OA = O1B = AB，曲柄 OA的角速度 = 3rad/s。试求当示。 = 90
2
1

ω ϕ

°而曲柄 O1B重合于 OO1的延长线上时，杆 AB和曲柄 O1B的角速度。

解：解：解：解：杆 AB的瞬心在 O

rad/s3=== ωω
OA
vA

AB

ωlvB 3=

rad/s2.53
1

=== ωω
l
vB

BO

AAAA
ω

OOOO BBBB DDDD

BBBB
DDDD

AAAA ω
CCCC

OOOO

1111

OOOO

2222

习题 6-5图

O
O1

A

B

C

O O1

A

B C

D

CB

O

ϕ

θ

ω

CB

O

ϕ

θ

ω vvvvC

vvvvB

P

D
习题 6-4图 习题 6-4解图

ωBC

AAAA
ω

OOOO BBBB DDDD

BBBB
DDDD

AAAA ω
CCCC

OOOO

1111

OOOO

2222

习题 6-5解图

O
O1

A

B

C

O O1

A

B C

D

vvvvB

vvvvC

vvvvA

vvvvA

vvvvB
vvvvC

vvvvD

P

(a) (b)
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o90

D

Cvvvv

Bvvvv

C

Avvvv A

Bω
O

E

(a)

DED vvvvvvvv = A C

B

Cvvvvω

Avvvv

D

O

E

(b)

6666－7777 绕电话线的卷轴在水平地面上作纯滚动，线上的点 A有向右的速度 vA= 0.8m/s，试求卷轴中心 O
的速度与卷轴的角速度，并问此时卷轴是向左，还是向右方滚动？

解：解：解：解：如图

rad/s333.1
6.0
8.0

3.09.0
==

−
= A

O
v

ω

m/s2.1
6
89.09.0 =×== OOv ω

卷轴向右滚动。

6－8 图示两齿条以速度 和 作同方向运动，在两齿条间夹一齿轮，其半径为 r，求齿轮的角速度1vvvv 2vvvv
及其中心 O的速度。

解：解：解：解：如图，以 O为基点：

rvv OO ω+=1

rvv OO ω−=2

解得：

2
21 vvvO

+
=

r
vv

O 2
21 −=ω

6666－9999 曲柄－滑块机构中，如曲柄角速度 = 20rad/s，试求当曲柄 OA在两铅垂位置和两水平位置时ω

配汽机构中气阀推杆 DE的速度。已知 OA = 400mm，AC = CB = 200 mm。37

解：解：解：解：OA定轴转动；AB、CD平面运动，DE平移。

1．当 = 90°，270°时，OA处于铅垂位置，图ϕ

（a）表示 = 90°情形，此时 AB瞬时平移，vvvvC水平，ϕ

而 vvvvD只能沿铅垂， D为 CD之瞬心
vDE = 0

同理， = 270°时，vDE = 0ϕ

2． = 180°，0°时，杆 AB的瞬心在 Bϕ

= 0°时，图（b）， （↑）ϕ AC vv
2
1

=

此时 CD杆瞬时平移

m/s（↑）4
2
1

==== ACDDE vvvv

同理 = 180°时，vDE = 4m/s（↓）ϕ

6666－10101010 杆 AB长为 l = 1.5 m，一端铰接在半径为 r = 0.5 m的轮缘上，另一端放在水平面上，如图所示。

轮沿地面作纯滚动，已知轮心 O速度的大小为 vO = 20 m/s。试求图示瞬时（OA水平）B点的速度以及轮和

杆的角速度。

习题 6-7图

A

1vvvv

O

B 2vvvv

A

1vvvv

O

B 2vvvv

vvvvO

ωO

习题 6－8图 习题 6－8解图

习题 6－9图

习题 6－9解图
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rυυυυ
�60

ω

D

E

Gυυυυ

O
A

eυυυυ
Aυυυυ

eω

C

Dυυυυ

Fυυυυ

F

Eυυυυ

G

解：解：解：解：轮 O的速度瞬心

为点 C ，杆 AB的速度瞬

心为点 P
rad/s40

5.0
20

===
r
vO

Oω

m/s2202 == rv OA ω

θ
ω

cos5.1
45sin220 °

==
AP
vA

AB

=14.1 rad/s210=
)45cos(cos θθ +°= AB vv

m/s9.12)tan45sin45(cos220 =°−°= θBv

6666－11111111 图示滑轮组中，绳索以速度 vC = 0.12m/s下降，各轮半径已知，如图示。假设绳在轮上不打滑，

试求轮 B的角速度与重物 D的速度。

解：解：解：解：轮 B瞬心在 F点
vE = vC

rad/s1
12.0
12.0

10260 3
==

××
=

−
E

B
v

ω

m/s06.0
2
1

2
1

==== CEBD vvvv

习题 6－11图

6666－12121212 链杆式摆动传动机构如图所示，DCEA为一摇杆，且 CA⊥DE。曲柄 OA = 200mm，CO = CE =

250mm，曲柄转速 n = 70r/min，CO = 200 mm。试求当 = 90°时（这时 OA与 CA成 60°角）F、G3 ϕ
两点的速度的大小和方向。

解：解：解：解：动点：OA上 A；动系：DCEA；绝对运动：圆周；相对运动：直线；牵连运动：

定轴转动。

m/s m/s
3
π4.1

30
π2.0 =×=⋅=
nOAvA ω π

3
7.0

2
1

e == Avv

rad/s m/s
12
π7

4.03
π7.0e

e =
×

==
CA
v

ω
48
π7254.0 === eDE vv ω

m/s（→） m/s（←）397.0
2
3

48
π730cos =⋅=°= EG vv 397.0== GF vv

6666－13131313 平面机构如图所示。已知：OA = AB = 20 cm，半径 r = 5 cm 的圆轮可沿铅垂面作纯滚

动。在图示位置时，OA 水平，其角速度ω = 2 rad/s、角加速度为零，杆 AB 处于铅垂。试求该瞬时 ：

（1）圆轮的角速度和角加速度；

AO
A

vvvvO

B

AO
A

vvvvO

B C
vvvvA

vvvvB

P
习题 6－10图 习题 6－10解图

ωO

ωAB

θ

习题 6－12图
习题 6－12解图

F
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（2）杆 AB 的角加速度。

解：解：解：解：

（1） 圆轮的角速度和角加速度

cm/s40=⋅= ωOAvA
杆 AB 瞬时平移，ωAB = 0

cm/s40== AB vv

rad/s8==
r
vB

Bω

0n == BAB aa

0==
r
aB

Bα

（2）杆 AB 的角加速度。

，0t =− BAA aa 22t cm/s80=⋅== ωOAaa ABA

2
t

rad/s4==
AB
aBA

ABα

6666－14141414 图示机构由直角形曲杆 ，等腰直角三角形板 CEF，直杆 DE等三个刚体和二个链杆铰ABC
接而成，DE杆绕 D轴匀速转动，角速度为 ，求图示瞬时（AB水平，DE铅垂）点 A的速度和三角板 CEF0ω
的角加速度。

解：解：解：解：

（1）求点 A的速度

三角板 CEF的速度瞬心在点 F00 ωω aDEvE =⋅=

0ωavv EC ==

曲杆 的速度瞬心在点 OABC

02 ωaOA
OC
vv C

A =⋅=

（2）求三角板 CEF的角加速度

ntnt
FEFEEFF aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa ++=+

将上式沿水平方向投影

（因为 vF = 0）0tn == FEF aa

0
t

==
FE
aFE

CEFα

AO

B C

ω
A

习题 6－13解图

AO

B C

ω
AvvvvA

vvvvB

aaaaA

aaaaA

t
BAaaaa

(a) (b)

习题 6—14解图

vvvvA

vvvvC
vvvvE

aaaaE

aaaaEn
FEaaaa
t
Faaaa

n
Faaaa

t
FEaaaaO

(a) (b)
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(b)

6－15 曲柄连杆机构在其连杆中点 以铰链与 相连接， 杆可以绕 E点转动。如曲柄的角速度C CD DE
，且 ， ，若当 、 两点在同一铅垂线上时， 、 、 三点在同rad/s8=ω cm25=OA cm100=DE B E O A B

一水平线上， ，求杆 的角速度和杆 AB的角加速度。�90=∠CDE DE

解：解：解：解：
（1）求杆 的角速度DE

cm/s200=⋅= ωOAvA
杆 AB的速度瞬心在点 B

cm/s100
2
== A

C
vv

对杆 CD应用速度投影定理

cm/s5030sin =°= CD vv

rad/s5.0==
DE
vD

DEω

（2）求杆 AB的角加速度
nt
BABAAB aaaaaaaaaaaaaaaa ++=

将上式沿铅垂方向投影

，
t0 BAaaaa= 0

t

==
AB
aAB

ABα

6666－16161616 试求在图示机构中，当曲柄 OA和摇杆 O1B在铅垂位置时，B点的速度和加速度（切向和法向 ）。

曲柄 OA以等角加速度 = 5rad/s2转动，并在此瞬时其角速度为 = 10rad/s，OA = r = 200mm，O1B =0α 0ω
1000mm，AB = l = 1200mm。

解：解：解：解：1．vvvv： 0ωrvA =

vvvvB//vvvvA ∴ 0=ABω

m/s （1）2102.00 =×== ωrvB

2．aaaa： ttntn
BAAABB aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa ++=+

上式沿 AB方向投影得：

θθθθ cossincossin tntn
AABB aaaa +=+

即
169.0169.0

tantan

1

2

0
2
0

ntnt

⋅−+⋅=

−+=

BO
vrr

aaaa

B

BAAB

αω

θθ

m/s270.352.0169.0)
1
2102.0(
2

2 =×+×−×=

（ ）169.0
4.1
2.0

2.02.1

2.0tan
22

==
−

=θ

m/s24
1
22n ==Ba

： （方向如图）Baaaa
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2t

2n

m/s7.3

m/s4

B

B
B a
a

a

6666－17171717 图示四连杆机构中，长为 r的曲柄 OA以等

ω

习题 6—15解图

ω
vvvvA vvvvC t

BAaaaa

aaaaB
vvvvD

aaaaA
aaaaA

n
BAaaaa

(a) (b)

习题 6－16解图

(a)

vvvvA
vvvvB

t
BAaaaa

n
Aaaaa

n
Aaaaa
n
Baaaa

t
Aaaaa

t
Aaaaa

t
Baaaa

θ

vvvvA

vvvvB

(a)
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角速度 转动，连杆 AB长 l = 4r。设某瞬时∠O1OA =∠O1BA = 30°。试求在此瞬时曲柄 O1B的角速度和0ω
角加速度，并求连杆中点 P的加速度。

解：解：解：解：1．vvvv： 0ωrvA =

由速度投影定理知：vB = 0
0

1
=BOω

4
00 ωω

ω ===
l
r

AB
vA

AB

2．aaaa： tnt
BABAABB aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa ++==

上式向 aaaaA投影
nt 60cos BAAB aaa +=°

)(2)(2 22
0

nt
ABBAAB lraaa ωω +=+=

2
0

202
0 2

5)
4

(42 ω
ω

ω rrr =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2
0

2
0tt

1

t

2
3

5
2
53

5
30cos2

30cos2
51

ω
ω

α =
⋅

=
°

=

°

==
r

r

r
a

r
a

BO
a BBB

BO

2
0

2
0

tt

4
35

2
5

2
330cos ωω rraa BBA =⋅=°=

tn
PAPAAP aaaaaaaaaaaaaaaa ++=

， ，2
0ωraA =

2
0

2n

8
2 ωω rra ABPA == 2

0
tt

8
35

2
1 ωraa BAPA ==

2
0

22
0

222t2n 56.1)()
8
35()

8
11()()( ωω rraaaa PAPAAP =⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=++=

6666－11118888 滑块以匀速度 vB=2m/s沿铅垂滑槽向下滑动，通过连杆 AB带动轮子 A沿水平面作纯滚动。设连

杆长 l =800mm，轮子半径 r =200mm。当 AB与铅垂线成角θ =30°时，求此时点 A的加速度及连杆、轮子的

角加速度。

解：解：解：解：1．vvvv：点 O为杆 AB的速度瞬心

rad/s5
sin

===
θ

ω
l
v

OB
v BB

AB

2．aaaa： tn
ABABA aaaaaaaaaaaa +=

22n m/s20== la ABAB ω

2nt m/s320cot == θABAB aa

2
t

rad/s3.43
8.0
320
===

l
aAB

ABα

2
n

m/s40
sin

==
θ

AB
A

aa

2m/s200
2.0

40
===

r
aA

Aα

习题 6－17解图

n
BAaaaa

aaaaA

aaaaA

t
BAaaaa

aaaaB

aaaaA
n
PAaaaa

t
PAaaaa

(b)

θ

A

l

B

r

vvvvB

θ

A

l

B

r
aaaaA

习题 6-18解图

vvvvAAAA

O

t
ABaaaa

n
ABaaaa

(a)

(b)
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6-19 图示曲柄摇块机构中，曲柄 OA以角速度ω0绕 O轴转动，带动连杆 AC在摇块 B内滑动；摇块

及与其刚性连结的 BD杆则绕 B铰转动，杆 BD长 l。求在图示位置时，摇块的角速度及 D点的速度。

解：解：解：解：

0ω⋅=OAvA

2
30sin A

ABA
vvv =°=

42
0ωωω ===

OA
vBA

AC摇块

4
0lDBvD

ωω =⋅= 摇块

6-20 平面机构的曲柄 OA长为 2a，以角速度ω0绕轴 O转动。在图示位置时，AB＝BO且 ∠OAD = 90°。

求此时套筒 D相对于杆 BC的速度。

解：解：解：解：1．分析滑块 B
，02 ωavA = 0e ωavB =

3
2

30cos
0e

a
ωavv B

B =
°

=

2．杆 AD作平面运动

，°= 30cosaDA vv
3

4 0
a

ωavD =

3．分析滑块 D

，
3

2 0
ae

ωavv BD ==
3

2 0
ear

ωavvv DDD =−=

6-21曲柄导杆机构的曲柄 OA长 120mm，在图示位置∠AOB=90°时，曲柄的角速度ω =4rad/s，角加速

度α = 2 rad/s2。试求此时导杆 AC的角加速度及导杆相对于套筒 B的加速度。设 OB=160mm。

解：解：解：解：1．vvvv：分析滑块 B（动系）

ω⋅=OAvA
ra coscos vOAvvv AB =⋅=== θωθ

θωθ sinsin ⋅== OAvv ABA

θωθωω 2
2

sinsin
=

⋅
==

OA
OA

AB
vBA

AC

2．aaaa：分析滑块 B（动系）

，α⋅=OAaA
t 2n ω⋅=OAaA

rC

tnnt
a

aaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

+=
+++== BABAAAB

将上式沿 AC方向投影 )
4
3

160
120(tan ==θ

A

O 30° B

D

C

ω0

习题 6-19解图

vvvvAAAA

vvvvBBBB

vvvvAAAA

vvvvBAAAA

vvvvDDDD

习题 6-20解图

A

O 60°

B D
C

ω0

vvvvAAAA

vvvvBe

vvvvDe
vvvvBa

vvvvBr
vvvvDa

vvvvDr

AAAA

OOOO
BBBB

CCCC

ω
α

习题 6-21解图

AAAA

OOOO
BBBB

CCCC

ω
α

(a)

(b)

O

O

A

A

B

B

C

C

vvvvAAAA

vvvvB

vvvvr

vvvvAAAA

vvvvBAAAA

θ

aaaar
aaaaC

t
BAaaaa

t
Aaaaa

t
Aaaaa

n
BAaaaa

n
Aaaaa

n
Aaaaa
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将加速度的矢量方程沿垂直 AC 的方向投影：

2

22

nnt
r

mm/s28.545
sin

sincos

sincos

−=

+⋅−⋅=

+−=

θ
ωθωθα

θθ
OAOAOA

aaaa

AC

BAAA

CAABA aaaa −=−− θθ cossin ntt

，2ntt mm/s08.574cossin =−+= CAABA aaaa θθ 2
t

rad/s87.2==
AB
aBA

ACα
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习题 7-2图

习题 7-3图

习题 7-1图

ggggm

NFFFF sFFFF

aaaa(a)

θ

sFFFF

NFFFF

ggggm

aaaa
(b)

第 3333篇 工程动力学基础

第 7777章 质点动力学

7-17-17-17-1 图示滑水运动员刚接触跳台斜面时，具有平行于斜面方向的速度 40.2km/h，忽略

摩擦，并假设他一经接触跳台后，牵引绳就不再对运动员有作用力。试求滑水运动员从飞离

斜面到再落水时的水平长度。

解：接触跳台时

m/s1711
3600

10240 3

0 ..v =
×

=

设运动员在斜面上无机械能损失

m/s768844289217112 2
0

2
0 ....ghvv =××−=−=

m/s, m/s1418.cosvvx == θ 2563.sinvvy == θ

m5410
2

2

1 .
g
v

h y ==

s33201 .
g
v

t y ==

2
201 2

1)( gthh =+

s780.0
8.9

)44.2541.0(2)(2 01
2 =

+
=

+
=

g
hh

t

s112.121 =+= ttt

m05911211418 ...tvx x =×==

7777-2-2-2-2 图示消防人员为了扑灭高 21m仓库屋顶平台上的火灾，把水龙头置于离仓库墙基

15m、距地面高 1m处，如图所示。水柱的初速度 m/s，若欲使水柱正好能越过屋顶边250 =υ

缘到达屋顶平台，且不计空气阻力，试问水龙头的仰角 应为多少？水柱射到屋顶平台上的α
水平距离 为多少？s

解：(1) (1)
αcosv

t
0

1
15

=

(2)20
2
1sin 2

110 =−⋅ gttv α

(1)代入(2)，得

01.44cossin375cos500 2 =+− ααα

ααα 22 cos1cos3751.44cos500 −=+

081.1944cos96525cos390625 24 =+− αα
,22497.0cos2 =α °= 685.61α

(2) （到最高点所经过时间）
g

v
t

αsin0
2 =

m26.232)15cos( 20 =×−⋅= tvS α

7-37-37-37-3 图示三角形物块置于光滑水平面上，并以水平等加速度 向右运动。另一物块置aaaa
于其斜面上，斜面的倾角为θ。设物块与斜面间的静摩擦因数为 ，且 tanθ> ，开始时sf sf

物块在斜面上静止，如果保持物块在斜面上不滑动，加速度 的最大值和最小值应为多少？aaaa

习题 7-1解图

θv0

v

y

O
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习题 7-4图

ggggm

kFFFF

..
x

(e)

. .
x

ggggm

x
kFFFF

(f)

解：1、物块不上滑时受力图(a)
(1)maFF =+ θθ cossin sN

(2)0sincos sN =−− θθ FmgF

临界： (3)Nss FfF =

(3)代入(1)、(2)，消去 ，得NF

(4)
θθ
θθ

sincos
cossin

max
s

s

f
f

a
−
+

=

2、物块不下滑时受力图(b)：
(5)maFF =− θθ cossin sN

(6)0sincos sN =+− θθ FmgF

临界： (7)Nss FfF =

(7)代入(5)、(6)，消去 ，得NF

(8)
θθ
θθ

sincos
cossin

s

s
min f

f
a

+
−

=

7-47-47-47-4 图示物体的质量为 m，悬挂在刚度系数为 k的弹簧上，平衡时弹簧的静伸长为δst。

开始时物体离开平衡位置的距离为 a，然后无初速度地释放。试对图中各种不同坐标原点和

坐标轴列出物体的运动微分方程，写出初始条件，求出运动规律，并比较所得到的结果。

解：(a)受力图(e)，且
(1)stδkmg =

(2))( st xkFk += δ

(3)kFmgxm −=
..

(1)、(2)代入(3)，得

0
..

=+ kxxm

(4)0
..

=+ x
m
kx

记 ，则
m
k

=2
nω

(5))sin( n ϕω += tAx

初始条件： 时， ， (6)0=t ax = 0=
•
x

(6)代入(5)，得

；)
2
πsin(a += t

m
kax

(b)受力图(e)

kFmgxm −=
..

kxFk =

gx
m
kx =+

..

令 ，则
m
k

=nω

k
mgtAx ++= )sin( n ϕω

初始条件： 时， ，0=t stax δ+= 0=ẋ

k
mgt

m
kax ++= )

2
πsin(b
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习题 7-5图

o

N 2FFFFm gN 1FFFF

1FFFF
2FFFF x(a)

(c)受力图(f)

mgFxm k −=
..

)( st xkFk −= δ

代入上式，即

0
..

=+ kxxm

0
..

=+ x
m
kx

)sin( nc ϕω += tAx

当 时， ，0=t ax −= 0=ẋ

；)
2
πsin(c +−= t

m
kax

(d)受力图(f)

mgFxm k −=
..

kxFk −=

mgkxxm −=+
..

gx
m
kx −=+

..

k
mgtAx −+= )sin( n ϕω

当 时， ，0=t )( stδ+−= ax 0=ẋ

；
k
mgt

m
kax −+−= )

2
πsin(d

7-57-57-57-5 图示质量为 m的平板置于两个反向转动的滑轮上，两轮间的距离为 2d，半径为 R。

若将板的重心推出，使其距离原对称位置 O为 x0，然后无初速度地释放，则板将在动滑动

摩擦力的作用下作简谐振动。板与两滑轮间的动摩擦因数为 f。试求板振动的运动规律和周

期。

解：1、图(a)
, (1)0=∑ yF mgFF =+ N2N1

,0=∑ OM 0N1N2 =−− mgxdFdF

即 (2)
d
xmgFF =− N1N2

由(1)、(2)解得： )1(
2
1

N2 d
xmgF +=

)1(
2
1

N1 d
xmgF −=

)1(
2
1

1N d
xfmgfFF −==1111

)1(
2
1

2N2 d
xfmgfFF +==

..

21 xmFF =−

即 0
..

=+ x
d
fmgxm

0
..

=+ x
d
fgx

d
fg

=nω

振动周期：
fg
dT π2π2

n
==

ω
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习题 7-6图

O

stδ

ggggm

k ol

kFFFF

x

. .
x

(a)

习题 7-7图

运动方程： )sin( n ϕω += tAx

当 时， ，0=t 0xx = 0=ẋ

运动规律： )
2
πsin(0 += t

d
fgxx

7777----6666 图示升降机厢笼的质量 m=3×103kg，以速度 =0.3m/s 在矿井中下降。由于吊索vvvv
上端突然嵌住，厢笼中止下降。如果索的弹簧刚度系数 k=2.75kN/mm，忽略吊索质量，试求

此后厢笼的运动规律。

解：图（a）：

（1）
K
mg

=stδ

（2）kFmgxm −=
..

（3）)( stδ+= xkFk
(1)、(3)代入(2)，得

0
..

=+ kxxm

0
..

=+ x
m
kx

（4）)sin( n ϕω += tAx

t=0时，x=0， m/s （5）3.0
.

== vx
代入(4)，得

（6）tvx n
n
sinω

ω
=

rad/s （7）3.30
103
1075.2
3

6

n =
×

×
==

m
k

ω

将(5)、(7)代入(6)得
（mm，t以秒计）)3.30sin(9.9 tx =

7-77-77-77-7 质量m=2kg的物体从高度 h=0.5m处无初速地降落在长为 l=1m的悬臂木梁的自由

端上，如图所示。梁的横截面为矩形，高为 30mm，宽为 20mm，梁的弹性模量 E=106MPa。
若不计梁的质量，并设物体碰到梁后不回弹，试求物体的运动规律。

解：物体作用在梁端点产生的静变形

（1）m1045.1
3

4
3

st
−×==

EI
mglδ

（2）stδkmg =

当量刚度： （3）3
3
l
EIk =

任意位置弹性恢复力

（4）)( st xkFk += δ

物体运动微分方程

（5）kFmgxm −=
..

将(1)、(2)、(3)代入(4)，得

0
..

=+ kxxm

0
..

=+ x
m
kx

令 rad/s （6）2603
3n ===

ml
EI

m
k

ω

则理学 （7）)sin( n ϕω += tAx
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习题 7-8图

mo45

BFFFF

AFFFF

ggggm

(a)

ggggm

τaaaa

BFFFF

m

(b)

习题 7-9图

ggggm

A

o3 0

NFFFF

I eFFFF0e aaaaaaaa =

raaaa

(a)

当 t = 0时， ， m/sstδ−=x 13.32
.

=== ghvx

， rad012.0tan stn −=−=
v
δω

ϕ 012.0−=ϕ

m =12mm012.0
sin

st =−=
ϕ

δA

mm)012.0260sin(12 −= tx

7-87-87-87-8 图示用两绳悬挂的质量 m处于静止。试问：

1. 两绳中的张力各等于多少？

2. 若将绳 A剪断，则绳 B在该瞬时的张力又等于多少？

解：1、图（a）
，0=∑ yF mgFB 2=

，0=∑ xF mgFA =
2、图（b）

绳 A剪断瞬时， 0n =a

，0n =∑F mgFB 2
2

=

7-97-97-97-9 质量为 1kg的滑块 A可在矩形块上光滑的斜槽中滑动，如图所示。若板以水平的

等加速度 a0=8m/s2运动，求滑块 A相对滑槽的加速度和对槽的压力。若滑块相对于槽的初

速度为零，试求其相对运动规律。

解：滑块 A为动点，矩形板为动系，牵连加速度 ，相对加速度 ，A块受力如图0e aaaaaaaa = raaaa

（a），其中

N80Ie == maF
N8.9=mg

rrI maF =

由滑块相对“平衡”：

， N0r =∑F 83.119.43430sin30coseIIr =+=°+°= mgFF
， N0N =∑F 49.4449.830sin30cos IeN =−=°−°= FmgF

A
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习题 7-11图

. .
θ

ggggm IeFFFF

τ
raaaa

习题 7-11解图

习题 7-10图

kFFFF

o

aaaa
I eFFFF

x

m

(a)

习题 7-12图

相对加速度： m/s283.11Ir
r ==

m
Fa

相对运动规律： （m）22
rr 91.5

2
1 ttax ==

7-107-107-107-10 图示质量为 m的质点置于光滑的小车上，且以刚度系数为 k的弹簧与小车相联。

若小车以水平等加速度 a作直线运动，开始时小车及质点均处于静止状态，试求质点的相对

运动方程（不计摩擦）。

解：设质点 m对车的相对位移为 x（设向右为正），

质点受力：

iiiiFFFF kxk −=
iiiiFFFF ma=Ie

质点相对运动微分方程：

makxxm +−=
..

ax
m
kx =+

..

m
k

=2
nω

（1）a
k
mtAx ++= )cos( αω

初始条件： 时， ，0=t 0
.
=x 0=x

代入（1），得： ，0=α a
k
mA −=

)cos1( t
k
ma

k
mx −=

7-117-117-117-11 图示单摆的悬挂点以等加速度 a沿铅垂线向上运动。若摆长为 l，试求单摆作微

振动的周期。

解：牵连惯性力 maF =Ie

相对运动微分方程：

θθ sin)(
..

agmml +−=

时，上式为1<<θ

0)(
..

=++ θθ agmml

0
..

=
+

+ θθ
l
ag

l
ag +

=nω

周期
ag

lT
+

== π2π2

nω

7-127-127-127-12 图示圆盘绕轴 O在水平面内转动，质量为 1kg
的滑块 A可在圆盘上的光滑槽中运动。盘和滑块在图示位

置处于静止，这时圆盘开始以等角加速度 =40rad/s2转α
动，已知 b=0.1m。试求圆盘开始运动时，槽作用在滑块 A
上的侧压力及滑块的相对加速度。

解：运动开始时， ，0=ωωωω 0r =vvvv

，0n
e =aaaa 0C =aaaa

m/s2， 未知。4τ
e == αba raaaa

k
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τ
IeFFFF

NFFFF

raaaa

τ
eaaaa

习题 7-12解图

k k

k

m

(b)

k k

m

m

m

(a)

m

m

m

k

k

(c)

k

k

k

m

(d)

m

m

k k

k

(e)

物块受力如图，槽的侧压力方向如图，大小未知，牵连惯性力：

N （1）4τ
e

τ
Ie == maFFFF

相对运动微分方程：

（2）°= 30cosτ
Ier FFFFma

（3）030sinτ
IeN =°−FFFFF

（1）代入（2）、（ 3）解得
m/s246.3r =a

N2N =F

7-17-17-17-13333 现有若干刚度系数均为 k且长度相等的弹簧，另有若干质量均为 m的物块，试任

意组成两个固有频率分别为 和 的弹簧质量系统，并画出示意图。
m
k

3
2

m
k

2
3

答：1. ,见图（a）或(b)或(c).
m
k

3
2

n =ω

2. ，见图（d）或(e)
m
k

2
3

n =ω

7-17-17-17-14444 分析图中所示 7组振动模型，判断哪几组中的两个系统具有相同的固有频率。

答：图(a)、(b)、(e)、(g)均具有相同的固有频率。
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习题 7-14图

习题 7-15图

7-7-7-7-15151515 图示匀质摇杆 OA质量为 ，长为 ，匀质圆盘质量为 ，当系统平衡时摇杆处在1m l 2m

水平位置，而弹簧 BD处于铅垂位置，且静伸长为 ，设 OB=a，圆盘在滑道中作纯滚动。stδ

试求系统微振动固有频率。

解： 1、弹簧刚度 k
静平衡时，轮缘摩擦力 ，由系统平衡。0s =F

，0=∑ OM 0
212 =−+ aFlgmglm k

即 ( )glmmak 21st 2
2
1

+=δ

(1)( )
st

21

2
2
δa

glmmk +
=

2、 nω

222
22 2

1
2
1

2
1

θω ̇
OAAAOAA JJvmTTT ++=+=

杆轮

( ) ( ) 221222
1

2
2222

64
3

3
1

2
1

22
1

2
θθθθ ̇̇̇̇ lmmlm

lR
llRmlm

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⋅+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅−+=

由于以平衡位置为 角的起始位置，弹簧静位移 产生的弹性力与重力 ，θ stδ gggg1m gggg2m
相抵消，故此后计算时，只考虑弹簧偏离平衡位置产生的弹性力，从平衡位置到 角，弹力θ
功：

，( )212 2
θakW −= 01 =T

1212 WTT =−
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习题 7-16图

x
2
h

2
x

m

E I

2
h

2
x

x(a)

E I

l

PFFFF

maxw

(b)

习题 7-17图

即 2222
12 26

1
4
3

θθ aklmm −=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ + ̇

:
td
d

θθθθ ̇̇̇̇ ⋅−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 22

12 3
1

4
3 kalmm

( )
0

29
6

12
2

2
=

+
+

mml
ka θθ̇̇

(2)( )12
2

2

0 29
6

mml
ka
+

=ω

(1)代入(2),得 ( )
( )21st

21
0 92

23
mml
mmag

+
+

=
δ

ω

7-17-17-17-16666 一单层房屋结构可简化为如图所示的模型：房顶可视为质量为m的刚性杆，柱

子可视为高为 h、弯曲刚度为 EI的梁，不计柱子的质量。试求该房屋水平振动的固有频率。

解：柱子两端都是固定端，可看作两根长 的悬臂梁坚固对接，见(图 a)。
2
h

悬臂梁的最大挠度为 见(图 b)
EI
lFw

3

3
P

max =

本题中 ，
2
hl =

2max
xw =

于是有
EI

hF
x

3
2

2

3

P ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

由上可算出 3P
12
h
EIxF =

在层顶位移 x时，两根立柱产生 的弹性阻力，故屋顶的运动微分方程为P2F

即 024
3 =+ x

mh
EIẋ̇

这是简谐振动方程，其固有频率为 30
24
mh
EI

=ω

7-17-17-17-17777 长为 l、质量为 m匀质杆两端用滑轮 A和 B
安置在光滑的水平和铅垂滑道内滑动，并联有刚度系

数为 k的弹簧，如图所示。当杆处于水平位置时，弹

簧长度为原长。不计滑轮 A和 B的质量，试求 AB杆

绕平衡位置振动的固有频率。

解：设杆在水平位置时，势能为 0，则势能

( )[ ] ( )22 sin
2

cos1
2

sin
2

θθθ lklklmgV +−+−=

( )θθ cos1sin 2
2
1 −+−= klmgl

3
24
h
EIxxm −

=̇̇
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习题 7-18图

1δ

2δ

O

x

(a)

平衡： ( ) 0sincos
2
1 2 =+−=′ θθθ klmglV

， （平衡位置角）
kl
mg
2

tan =θ
kl
mg
2

arctan0 =θ

设杆偏离平衡位置 一微小角度 ，则杆的动能0θ ϕ

22

3
1

2
1 ϕ⋅⋅= mlT

弹簧势能 ( ) ( )[ ]ϕθϕθ +−++−= 0
2

0 cos1sin
2

klmglV

保守力场（理想约束）机械能守恒： CVT =+

即 ( ) ( )[ ] Cklmglml =+−++− ϕθϕθϕ 0
2

0
22 cos1sin

26
1 ̇

:
td
d ( ) ( ) 0sinsin

23
1

0
2

0
2 =⋅+++− ϕϕθϕθϕϕ ̇̇̇̇ klmglml

即 （1）( ) ( ) 0sin3cos
2
3

00 =+++− ϕθϕθϕ
m
k

l
ġ̇

微振动， ，此时1<<ϕ
( ) 00000 sincossinsincoscoscos θϕθϕθϕθϕθ −≈−=+
( ) 00000 cossinsincoscossinsin θϕθϕθϕθϕθ +≈+=+

代入（1）得， 0000 sin3cos
2
3cos3sin

2
3

θθϕθθϕ
m
k

l
g

m
k

l
g

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++̇̇

其中000 cos3sin
2
3

θθω
m
k

l
g

+=∴
kl
mg
2

arctan0 =θ

7-7-7-7-18181818 质量为 的质块用刚度系数为 的弹簧悬挂，在 静止不动时有另一质量为1m k 1m 2m
的物块在距 高度为 处落下，如图所示。 撞到 后不再分开。试求系统的振动频率和1m h 2m 1m
振幅。

解：两质块在一起振动时，其固有频率为：

（1）
21 mm

k
+

=ω

块下落至碰撞前速度2m ghv 2=

相碰后， 的速度 （动量守恒）21 mm + gh
mm

mv 2
21

2

+
=′

弹簧加上 时，已伸长了1m k
gm1

1 =δ

再加 后，需再伸长2m k
gm2

2 =δ

其重力和弹性力才能平衡，若以静平衡位置为坐标原

点，如图，则系统振动方程为

（2）⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

+
= αt

mm
kAx

21

sin

（3）⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

++
= αt

mm
kA

mm
kx

2121

coṡ

振动开始于 碰撞之末，此时（t=0）它们的坐标为 ：21 ,mm

（4）
k
gmxt 2

20 −=−== δ

（5）gh
mm

mvxt 2
21

2
0 +

=′==̇
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时，由（2）、（ 3）得0=t
（6）αsin0 Axt ==

（7）αcos
21

0 A
mm

kxt +
==̇

比较（3）、（ 6）和（5）、（ 7）得，

，
k
gmA 2sin −=α gh

mmk
mA 2cos

21

2

+
=α

两边平方，相加得 ( )21

2
2

2

22
22 2

mmk
ghm

k
gmA

+
+=

( )gmm
hk

k
gmA

21

2 21
+

+=
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第 8888章 动量定理及其应用

8888－1111 计算下列图示情况下系统的动量。

(1) 已知 OA＝AB＝ l，θ＝45°，ω为常量，均质连杆 AB 的质量为 m，而曲柄 OA
和滑块 B 的质量不计（图 a）。

(2) 质量均为 m 的均质细杆 AB、BC 和均质圆盘 CD 用铰链联结在一起并支承如

图。已知 AB = BC = CD = 2R，图示瞬时 A、B、C 处于同一水平直线位置，而 CD 铅

直，AB 杆以角速度ω转动（图 b）。
(3) 图示小球 M 质量为 m1，固结在长为 l、质量为 m2 的均质细杆 OM 上，杆的一

端 O 铰接在不计质量且以速度 vvvv 运动的小车上，杆 OM 以角速度ω绕 O 轴转动（图 c）。

解 ：（1）p = mvC = ，方向同 （解图（a））；ωml
2
5

Cvvvv

（2）p = mvC1 + mvC2 = mvB = 2Rmω，方向同 ，垂直 AC（解图（b））；Bvvvv
（3） jjjjiiiipppp )60sin

2
60sin()]60cos

2
()60cos([ 2121 °+°+°−+°−= ωωωω

lmlmlvmlvm

（解图（c））。jjjjiiii
4

23]
4

2)[( 2121
21

mmllmmvmm +
+

+
−+= ωω

A
B

O
θ

ω

C

vvvvC

O1

A
B C

D

ω

vvvvB

C1 C2

vvvvC1
vvvvC2

O

M vvvv

ω
60˚
vvvv

vvvvr

习题 8-1 解图(a)

(b) (c)

x

y

习题 8-1 图

A
B

O
θ

ω

A
B C

D

ω
O

M vvvv
ω

60˚

(a) (b) (c)

 

A 

B 

C 

O 

ω 

45˚ 
45˚ 

习题 8－2 解图

vvvvB
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8888－2222 图示机构中，已知均质杆 AB 质量为 m，长为 l；均质杆 BC 质量为 4m，长为 2l。
图示瞬时 AB 杆的角速度为ω，求此时系统的动量。

解：杆 BC 瞬时平移，其速度为 vvvvB

ωωω mlmllm

ppp BCAB

2
94

2
=+=

+=

方向同 vvvvB 。

8888－3333 两均质杆 AC 和 BC 的质量分别为 m1 和 m2，在 C 点用铰链连接，两杆立于铅垂

平面内，如图所示。设地面光滑，两杆在图示位置无初速倒向地面。问：当 m1= m2

和 m1= 2m2 时，点 C 的运动轨迹是否相同。

解：根据受力分析知： ，故系统的质∑ = 0xF
心在水平方向运动守恒。

当 m1= m2 时，系统关于 y 轴对称，质心位于 y
轴上，且沿 y 轴作铅垂直线运动，点 C 的运动轨迹亦

为铅垂直线。

当 m1= 2m2 时，质心位于 y 轴左侧，且作铅垂

直线运动，点 C 的运动轨迹必为曲线。

故两种情况下，点 C 的运动轨迹不相同。

8888－4444 图示水泵的固定外壳 D 和基础 E 的质量为 m1，曲柄 OA=d，质量为 m2，滑道 B 和活

塞 C 的质量为 m3。若曲柄 OA 以角速度ω作匀角速转动，试求水泵在唧水时给地面的动压

力（曲柄可视为匀质杆）。

解：以整个水泵为研究对象，受力如图（a）：
解法 1：用动量定理求解

瞬时 t，系统动量
pppp = pppp2+pppp3

，方向如图ω
22222
dm vmp C ⋅==

，方向如图ϕω sin3333  dm vmp C ==

由质系动量应理：

(1)∑== yy
y FF

t
p

d
d

(2)∑== xx
x FF

t
p

d
d

ϕωϕω sinsin
2 3232 dmdmppp yyy +⋅=+=

ϕω cos
2232
dmppp xxx ⋅=+=

xxxxxxxxxxxx FFF ==∑
gmmmFFF )( 321 ++−==∑ yyyyyyyyyyyy

代入（1）、（ 2），并注意到 得：t  ωϕ =

gmmmFtdmtdm
t y )(sinsin

2d
d

32132 ++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅ ωωωω

xFt dm
t

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ ωω cos

2d
d

2

习题 8－4 图

 

A B 

C 

m1gggg m2gggg 

d 

 

习题 8－3 解图

FFFFNA FFFFNB

y

O
A

gggg2m

C
xFFFF

yFFFF

gggg1m

gggg3m

D

B 3pppp

2pppp(a)

C2

C3

ϕ
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习题 8－6 图

得 （3）t  ωd
mm

gmmmF 2
y ωcos

2
2

)( 32
321

+
+++=

（4）t   mdF 2
x ωω sin

2 2−=

解法 2：用质心运动定理解

研究对象及受力同前：

RFFFFaaaa =CM

32 pppppppppppp +=

3322 CCC mmM vvvvvvvvvvvv +=

：
td

d
3322 CCCCCCCCCCCC aaaaaaaaaaaa mmM +=

，方向指向 O 点；2
2 2

 ωda =CCCC

，方向向上。tdaC ωω cos2
3 =

写出质心运动定理的投影形式：

gmmmFt  dmt  dm y
2 )(coscos

2 3213
2

2 ++−=+ ωωωω

xFt  dm- =⋅ ωω sin
2

2
2

t  d-mFx ωω sin
2

2
2 ⋅=

t  dmmgmmmF 2
y ωω cos

2
2

)( 32
321

+
+++=

结果同解法 1。

8888－5555 图示均质滑轮 A 质量为 m，重物 M1、M2 质量分别为 m1 和 m2，斜面的倾角为θ，

忽略摩擦。已知重物 M2 的加速度 aaaa，试求轴承 O 处的约束力（表示成 a 的函数）。

解：以系统整体为研究对象，应用动量定理

θθ sincos
d

d
N2 FFam

t
p

Ox
x +==

分析 M2可知：gmmmFFamam
t
p

Oy
y )(cossin

d
d

21N21 ++−+=−= θθ θcos2N gmF =

则有

θθθθθ cos)sin(sincoscos 222 mgagmamFOx −=−=

gmmmgmammFOy )(cos)sin( 21
2

221 +++−−= θθ

8888－6666 板 AB 质量为 m，放在光滑水平面上，其上用铰链连接四连杆机构 OCDO1（如

图示）。已知 OC = O1D = b，CD = OO1，均质杆 OC、

O1D 质量皆为 m1，均质杆 CD 质量为 m2，当杆 OC 从

A B

DC

O O1

θ

习题 8－5 图

OA

M1

M2

θ

aaaa

习题 8－5 解图

OA

M1

M2

θ

aaaa

m1gggg
m2ggggFFFFN

FFFFOx

FFFFOy

mgggg
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习题 8－7 图

vvvvxFFFF习题 8－8 图

BFFFF
ggggm

(a)

与铅垂线夹角为θ由静止开始转到水平位置时，求板 AB 的位移。

解：以系统整体为研究对象，根据受力分析知： ，故系统的质心在水平方向运动∑ = 0xF

守恒。若初始时（设 CD= l）：

mmm

lbmlmlbmbm
xC ++

+++++
=

21

121

0 2

)sin
2

(
2

)
2

sin(sin
2

θθθ

设杆 OC 转到水平位置时板 AB 的位移为 s，

xC0 = xC
mmm

lsbmslmlsbmsbm
xC ++

+−+−++−+−
=

21

121

2

)
2

()
2

()
2

()
2

(

)sin1(
2 21

21 θ−
++

+
= b

mmm
mms

8888－7777 匀质杆 AB 长 2l，B 端放置在光滑水平面上。杆在图示位置自由倒下，试求 A 点轨迹

方程。

解：杆水平受力为零，水平动量守恒；初始静

止、质心位置 守恒：Cx

0cosαlxC =

ϕcoslxx CA += （1）

ϕsin2lyA = （2）

由（1），
ϕcoslxx CA =−

即 （3）ϕα coscos 0 llxA =−

由（2） （4）ϕsin
2

lyA =

（3）、（ 4）两边平方后相加，得

2
2

2
0 4
)cos( lylx A

A =+− α

此为椭圆方程。

*8*8*8*8－8888自动传送带如图所示，其运煤量恒为 20kg/s，传送带速度为 1.5m/s。试求匀速传送时

传送带作用于煤块的总水平推力。

解：设皮带作用煤块的总水平推力为

FFFFx，皮带在 dt 时间内输送量为 ，由动tq
V

d

量定理微分形式：
tFvtq xV

dd =⋅

N305120 =×== .vqF Vx

习题 8－6 解图

A B

DC

O O1

θ

A B

s
O1
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Cvvvv

ϕ

AAAA

BBBB

CCCC

rvvvv

1vvvv

1vvvv
1ωϕ

(a)

CCCC
Cω

Cvvvv

ω
OOOO

(a)

第 10 章 动能定理及其应用

10101010－1111 计算图示各系统的动能：

1．质量为 m，半径为 r 的均质圆盘在其自身平面内作平面运动。在图示位置时，若已知圆盘

上 A、B 两点的速度方向如图示，B 点的速度为 vvvvB，θ = 45º（图 a）。
2．图示质量为 m1 的均质杆 OA，一端铰接在质量为 m2 的均质圆盘中心，另一端放在水平面上 ，

圆盘在地面上作纯滚动，圆心速度为 vvvv（图 b）。
3．质量为 m 的均质细圆环半径为 R，其上固结一个质量也为 m 的质点 A。细圆环在水平面上

作纯滚动，图示瞬时角速度为ω（图 c）。

解：

1． 222222

16
3)

2
(

2
1

2
1)

2
(

2
1

2
1

2
1

B
BB

CCC mv
r

vmrvmJmvT =⋅+=+= ω

2． 2
2

2
1

22
2

2
2

2
1 4

3
2
1)(

2
1

2
1

2
1

2
1 vmvm

r
vrmvmvmT +=⋅++=

3． 2222222 2)2(
2
1

2
1

2
1 ωωωω mRRmmRmRT =++=

10101010－2222 图示滑块 A 重力为 ，可在滑道内滑动，与滑块 A 用铰链连接的是重力为 、长为 l 的匀质1WWWW 2WWWW
杆 AB。现已知道滑块沿滑道的速度为 ，杆 AB 的角速度为 。当杆与铅垂线的夹角为 时，试求系统1vvvv 1ω ϕ
的动能。

解：图（a）
BA TTT +=

)
2
1

2
1(

2
1 2222

1
1 ωCC Jv

g
W

v
g

W
++=

2
1

22
11

2
1

2
1

22
1

1

122
]cos

2
2

)
2

[(
22

ωϕω

ω

⋅⋅+⋅+

+++=

l
g

Wllvl

vl
g

Wv
g

W

]cos
3
1)[(

2
1

112
2
1

2
2

2
121 ϕωω vlWlWvWW

g
+++=

10101010－3333 重力为 、半径为 的齿轮 II 与半径为 的固定内齿轮 I 相啮合。齿轮 II 通过匀质的曲PFFFF r rR 3=
柄 OC 带动而运动。曲柄的重力为 ，角速度为 ，齿轮可视为匀质圆盘。试求行星齿轮机构的动能。QFFFF ω

解：

COC TTT +=

2222 )
2
1(

2
1

2
1

2
1

CCCCOCO rmvmJ ωω ++=

22P2P22Q )2(
4
1)2(

2
1])2(

3
1[

2
1

r
rr

g
Fr

g
Fr

g
F ωωω ++=

习题 10－2 图

习题 10－3 图

A 

B 

vvvvB 

vvvvA 
C 

θ 

(a)

vvvv
O ω

A

习题 10－1 图

(b) (c)

A
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)92(
3 PQ

22

FF
g

r
+=

ω

10101010－4444 图示一重物 A 质量为 m1，当其下降时，借一无重且不可伸长的绳索使滚子 C 沿水平轨

道滚动而不滑动。绳索跨过一不计质量的定滑轮 D 并绕在滑轮 B 上。滑轮 B 的半径为 R，与半径

为 r 的滚子 C 固结，两者总质量为 m2，其对 O 轴的回转半径为ρ。试求重物 A 的加速度。

解： 将滚子 C、滑轮 D、物块 A 所组成的刚体系统作为研究对象，系统具有理

想约束，由动能定理建立系统的运动与主动力之间的关系。

设系统在物块下降任意距离 s 时的动能

动能：
22

2
2

1 2
1

2
1

2
1

CCCA JvmvmT ω++=

其中 ， ，
rR

vA
C −

=ω
rR

rvrv A
CC −

== ω 2
2ρmJC =

2
2

22

21
2

2
2

22

2

21 ]
)(

[
2
1]

)(
1

)(
[

2
1

AA v
rR

rmmv
rR

m
rR

rmmT
−
+

+=
−

+
−

+=
ρρ

力作的功： gsmW 1=

应用动能定理： gsmv
rR

rmm A 1
2

2

22

21 ]
)(

[
2
1

=
−
+

+
ρ

将上式对时间求导数： sgmav
rR

rmm AA ̇12

22

21 ]
)(

[ =
−
+

+
ρ

求得物块的加速度为：
)()(

)(
22

2
2

1

2
1

ρ++−
−

=
rmrRm

rRgmaA

10101010－5555 图示机构中，均质杆 AB 长为 l，质量为 2m，两端分别与质量均为 m 的滑块铰接，两

光滑直槽相互垂直。设弹簧刚度为 k，且当θ = 0˚时，弹簧为原长。若机构在θ = 60˚时无初速开始

运动，试求当杆 AB 处于水平位置时的角速度和角加速度。

解：应用动能定理建立系统的运动与主动力之间的关系。

动能： 222

2
1

2
1

2
1

ABOBA JmvmvT ω++=

其中： ； ；ABA lv θωsin= ABB lv θωcos= 22
3
1 mlJO =

222222

6
5

3
1

2
1

ABABAB mlmlmlT ωωω =+=

外力的功： ])cos()60cos[(
2

)sin60(sin
2

2)sin60(sin 22 θθθ llllklmgmglW −−°−+−°+−°=

T = W ； （1）22

6
5

ABml ω ])cos1(
4
1[

2
)sin

2
3(2 22 θθ −−+−= lkmgl

当 时：0=θ
8

3
2klmglW +=

；22

6
5

ABml ω
8

3
2klmgl +=

ml
klmg

m
kg

lAB 20
3324

20
3

5
36 +

=+=ω

对式（1）求导： ；
ABABml αω2

3
5 θθθθθ ̇̇ sin)cos1(2

2
cos2 2 −−−= lkmgl
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习题 10－4 图
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习题 10－5 图

O



- 3 -

习题 10－6 图

其中： ；当 时：ABωθ =− ̇ 0=θ
l
g

AB 5
6

=α

10101010－6666 图 a 与图 b 分别为圆盘与圆环，二者质量均为 m，半径均为 r，均置于距地面为 h 的斜面上，

斜面倾角为θ，盘与环都从时间 开始，在斜面上作纯滚动。分析圆盘与圆环哪一个先到达地面？0=t

解：对图（a）应用动能定理： ；求导后有θsin
4
3 2

1 mgsmvC = θsin
3
2

1 gaC =

设圆盘与圆环到达地面时质心走过距离 d，则 ；
2
112

1 tad C=
θsin

32

1
1 g

d
a

dt
C

==

对图（b）应用动能定理： ；求导后有θsin2
2 mgsmvC = θsin

2
1

2 gaC =

；
2
222

1 tad C=
θsin

42

2
2 g

d
a

dt
C

==

因为 t1 < t2，所以圆盘（a）先到达地面。

10101010－7777 两匀质杆 AC 和 BC 质量均为 m，长度均为 l，在 C 点由

光滑铰链相连接，A、B 端放置在光滑水平面上，如图所示。杆系

在铅垂面内的图示位置由静止开始运动，试求铰链 C 落到地面时的

速度。

解：设铰链 C 刚与地面相碰时速度 。根据运动Cvv =

学分析 点及 点分别为 及 杆的速度瞬心，A′ B′ CA ′′ CB ′′
如图（a）

ωω ===′′ l
v

l
vC

CA

ωω ===′′ l
v

l
vC

CB

动能定理：

02
3
1

2
1

2
2 22 −⋅⋅=⋅⋅ ωmlhmg

2

3
1 mvmgh =

ghv 3=

10101010－8888 质量为 15kg 的细杆可绕轴转动，杆端 A 连接刚度系数为 k=50N/m 的弹簧。弹簧另一端固结于

B 点，弹簧原长 1.5m。试求杆从水平位置以初角速度 =0.1rad/s 落到图示位置时的角速度。0ω

解： ，2
0

2
1 )

3
1(

2
1

ωmlT = 22
2 )

3
1(

2
1

ωmlT =

])5.112()5.12[(
22

3 22
12 −−−+⋅=

kmgW

)733(
2
3

−+= kmg

习题 10－7 图

习题 10－8 图 A ′

CA ′′ω

C ′

CB ′′ω

B ′

Cvvvv

(a)
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习题 10－9 图
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习题 10－10 图

k

o60

A ′

O

Oω

B A

ggggm

ggggm

ω

m2 m2(a)

1212 WTT =−

)733(
2
3)(

6
1 2

0
22 −+=− kmgml ωω

2
02

)733(633
ωω +

−+
=

ml
kmg

rad/s93.1
215

)733(5068.91533
2

=
×

−×+××
=

10101010－9999 在图示机构中，已知：均质圆盘的质量为 m 、半径为 r，可沿水平面作纯滚动。刚性

系数为 k 的弹簧一端固定于 B，另一端与圆盘中心 O 相连。运动开始时，弹簧处于原长，此时圆

盘角速度为ω，试求：（1）圆盘向右运动到达最右位置时，

弹簧的伸长量；（2）圆盘到达最右位置时的角加速度α及圆

盘与水平面间的摩擦力。

解：（ 1）设圆盘到达最右位置时，弹簧的伸长量

为δ，则 ； ；
22

1 4
3 ωmrT = 02 =T 2

12 2
1 δkW −=

； ；1212 WTT =− =− 22

4
3 ωmr 2

2
1 δk−

ωδ r
k
m

2
3

=

（2）如图（a）： ；rFJ OA =α FrJO =α

；ωα 22

2
3

2
3 r

k
mkmr =

m
k

3
2ωα =

；AFmr =α
2
1

6
kmrFA ω=

10101010－11110000 在图示机构中，鼓轮 B 质量为 m，内、外半径分别为 r 和 R，对转轴 O 的回转半径为

，其上绕有细绳，一端吊一质量为 m 的物块 A，另一端与质量为 M、半径为 r 的均质圆轮 C 相ρ
连，斜面倾角为ϕ，绳的倾斜段与斜面平行。试求：（1）鼓轮的角加速度α；（ 2）斜面的摩擦力及

连接物块 A 的绳子的张力（表示为α的函数）。

解：（ 1）应用动能定理：T = W
2222

2
1

2
1

2
1

2
1

CCCOOA JMvJmvT ωω +++=

其中： ； ； ； ；OA Rv ω= OC rv ω= OC ωω = 2ρmJO = 2

2
1 MrJC =

22222 )
2
1(

2
1

OMrMrmmRT ωρ +++=

设物块 A 上升距离 sA时： AC mgsMgsW −= ϕsin
对动能定理的表达式求导：

ACOO mgvMgvMrRm −=++ ϕαωρ sin]
2
3)([ 222

222 3)(2
)sin(2

MrRm
mRMrg

CO ++
−

===
ρ

ϕααα

O
FFFFO

FFFFA

FFFFN

（a）

α

mgggg

C

FFFFC

FFFF

FFFFN

（a）

α

Mgggg mgggg

FFFFT

（b）

aaaaA
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习题 10－12 图

ϕ

.
ϕ

r

O

s
vvvv

gggg1m

BkA
d

gggg2m

(a)

（2）如图（a）： ；FrJC =α αMrF
2
1

=

如图（b）： ；mgFma −= T )(T αRgmF +=

10101010－11111111 匀质圆盘的质量为 、半径为 r，圆盘与处于水平位置的弹簧一端铰接且可绕固定轴 O 转动 ，1m
以起吊重物 A，如图所示。若重物 A 的质量为 ；弹簧刚度系数为 k。试求系统的固有频率。2m

解：设弹簧上 OB 位于铅垂位置时为原长，则动能

22
1

2
2 ))(

2
1(

2
1

2
1

r
vrmvmT += 2

12 )
4
1

2
1( vmm +=

2
2

2

2
2

2 2
)(

2
s

r
kdgsmd

r
skgsmW −=−=

WT =

2
2

2

2
2

12 2
)

4
1

2
1( s

r
kdgsmvmm −=+

：
td

d vs
r

kdgmvamm )()
2
1( 2

2

212 −=+

s
r

kdgmamm 2

2

212 )
2
1( −=+

gms
r

kdsmm 22

2

12 )
2
1( =++ ̇̇

12

2

12
2

2

2
1)2( mm

gms
mmr

kds
+

=
+

+̇̇

)2(
2

12
2

2
2
n mmr

kd
+

=ω

21
n 2

2
mm

k
r
d

+
=ω

10101010－11112222 图示圆盘质量为 m、半径为 r，在中心处与两根水平放置的弹簧固结，且在平面上作无滑动滚

动。弹簧刚度系数均为 。试求系统作微振动的固有频率。0k
解：设静止时弹簧的原长，则

动能 2022
0 ))(

2
1(

2
1

2
1

r
vmrmvT += 2

04
3 mv=

弹力功： 2

2
2 xkW ××−=

22
04

3 kxmv −=

：
td

d
00 2

2
3 kxvamv −=

02
2
3

0 =+ kxxmv ̇̇

0
3
4

=+ x
m
kẋ̇

m
k

3
4

n =ω

10101010－13131313 测量机器功率的功率计，由胶带 ACDB 和一杠杆 BOF 组成 ，

如图所示。胶带具有铅垂的两段 AC 和 DB，并套住受试验机器和滑轮 E
的下半部，杠杆则以刀口搁在支点 O 上，借升高或降低支点Ｏ，可以变

习题 10－11 图

习题 10－13 图
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A

O yFFFF

OxFFFFO

B
1TTTT ′ 2TTTT ′ FFFF

ggggm

(b)

1T 2T

M

ExFFFF

EyFFFFD
C

E

n

(a)

更胶带的拉力，同时变更胶带与滑轮间的摩擦力。在Ｆ处挂一重锤Ｐ，杠杆 即可处于水平平衡位置。BF
若用来平衡胶带拉力的重锤的质量 m=3kg，Ｌ＝500mm，试求发动机的转速 n=240r/min 时发动机的功率。

解：设发动机的角速度为 。则ω

（rad/s）π8
60

240π2
60
π2

=
×

==
n

ω

又 ，发动机作等速转动。const=ω
滑轮 E 的角加速度 。0=α
滑轮 E 受力分析如图（a）。
由 ∑ = 0EM
得 0)( 21 =−− RTTM

（1）RTTM )( 21 −=

取杠杆为研究对象，受力如图（b）。
由 得0=∑ OM

0)( 21 =′−′− RTTmgl
（2）RTTmgl )( 21 ′−′=

且 ， （3）11 TT =′ 22 TT =′

综合（1）、（ 2）、（ 3）可得：
mglM =

∴ 发动机的功率

π850.08.93 ×××=
== ωω mglMP

=0.369(kW)

10101010－14141414 在图示机构中，物体 A 质量为 m1，放在光滑水平面上。均质圆盘 C、B 质量均为 m，半

径均为 R，物块 D 质量为 m2。不计绳的质量，设绳与滑轮之间无相对滑动，绳的 AE 段与水平面

平行，系统由静止开始释放。试求物体 D 的加速度以及 BC 段绳的张力。

解：（ 1）设物块 D下降距离 s 时，速度为 vD，则系统动能为：

2
1

222
2 2

1
2
1

2
1)(

2
1

ABBCCD vmJJvmmT ++++= ωω

其中： ； ； ；
R
vD

C =ω
R
vD

B
2

=ω DA vv 2= 2

2
1 mRJJ BC ==

2
21

2
12 )4

2
7(

2
1)42

2
1(

2
1

DD vmmmvmmmmmT ++=++++=

重力的功为： ；gsmmW )( 2+=
应用动能定理 并求导：WT =

DDavmmm )4
2
7( 21 ++ Dgvmm )( 2+=

21

2

287
)(2

mmm
gmmaD ++

+
=

（2）如图（a），应用相对速度瞬心的动量矩定理：

；其中：RFgRmm
R
aJ BC

D
O 2)( 2 −+= 2

2
2

2
3 RmmRJO +=

⋅+−+= )
2
1

4
3()(

2
1

22 mmgmmFBC
21

2

287
)(2

mmm
gmm

++
+

)287(2
))(23()287)((

21

22212

mmm
gmmmmgmmmmm

++
++−+++

=

C 

B 
A 

D 

E 

习题 10－14 图
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D
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C 

B 
A 

D 

K 
E 

H 

习题 10－15 图

习题 10－16 图

CCCCα

RO A

ggggm
TFFFF′

B

TFFFF

R C

ggggm CCCCvvvv

CCCCω

Caaaa

OOOOω

OOOOα

h

(a)

21

12

287
)2)((2

mmm
gmmmm

++
++

=

10101010－15151515 图示机构中，物块 A、B 质量均为 m，均质圆盘 C、D 质量均为 2m，半径均为 R。C 轮

铰接于长为 3R 的无重悬臂梁 CK 上，D 为动滑轮，绳与轮之间无相对滑动。系统由静止开始运动，

试求（1）物块 A 上升的加速度；（2）HE 段绳的张力；（3）固定端 K 处的约束力。

解：（ 1）设物块 A 上升距离 s 时，速度为 vA，则系统动能为：

2222

2
1

2
1

2
1)2(

2
1

ACCDDD mvJJvmmT ++++= ωω

其中： ； ； ；
R
vA

C =ω
R

vA
D 2

=ω
2
A

D
vv = 2mRJJ DC ==

22

2
3)

424
(

2
1

AA mvvmmmmmT =++++=

重力的功为： ；mgsmgssgmmW
2
1

2
)2( =−+=

应用动能定理 并求导： ；WT = AAA mgvamv
2
13 = gaA 6

1
=

（2）如图（a），应用动量矩定理： RmgF
R
aJ HE

A
C )( −=

其中：
222 22

2
1 mRmRmRJC =+=

mgmgmaF AHE 3
42 =+=

应用动量定理： ；HECA FmgFma −−= 3 mgFC 5.4=
（3）如图（b），应用平衡方程： 0=KxF

； ；∑ = 0yF 0=′− CKy FF mgFKy 5.4=

； ；∑ = 0)(FFFFKM 03 =⋅′− RFM CK mgRM K 5.13=

10101010－16161616 两个相同的滑轮，视为匀质圆盘，质量均为 m，半径均为 R，用绳缠绕连接，如图所示。如

系统由静止开始运动，试求动滑轮质心 C 的速度 v 与下降距离 h 的关系，并确定 AB 段绳子的张力。

解：1、先对 O、C 轮分别用动量矩定理和相对质心

动量矩定理：

对 O 轮： （1）RFJ OO T=α

对 C 轮： （2）RFJ CC T′=α
，CO JJ = TT FF ′=

由（1）、（ 2）： ααα == CO

（3）ωωω == CO

2、再对整体用动能定理

1212 WTT =−

（4）mghmvJJ CCCOO =++ 222

2
1

2
1

2
1

ωω

（动系为绳 AB）re vvvvvvvvvvvv +=C

（5）ωωω RRRvvv COC 2re =+=+=

（3）、（ 5）代入（4）得：

C

（a）

mgggg

2mgggg FFFFHE

aaaaA
D

FFFFC

C

（b）

MK

FFFFKx K

FFFFC′

FFFFKy



- 8 -

（6）mghmR =22

2
5

ω

gh
R

gh
R

10
5
1

5
21

==ω

（6）式两边对 t 求导：

CmgvmR =ωα25

（5）代入，得：
R
g

5
2

=α

（5）式对 t 求导，得： 5
42 gRaC == α

轮心、质心运动定理： TFmgmaC −=

绳中张力： mgF
5
1

T =
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