
第一篇 复变函数论 
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第一篇、复变函数论与积分变换 

第一章 复变函数习题及解答 

—————————————————— 
1.1 写出下列复数的实部、虚部；模和辐角以及辐角的主值；并分别写成代数形式，三角形
式和指数形式．(其中 , ,Rα θ 为实常数) 

（1） 1 3i− − ； （2）
π π2(cos i sin )
3 3
− ； （3）1 cos i sinα α− + ； 

（4） 1 ie + ；       （5） i sin    Re θ
；         （6） i i+  

 答案   （1）实部－1；虚部 3− ；模为 2；辐角为 
4π 2 π, 0, 1, 2,
3

k k+ = ± ± L；主辐角为
4π
3
；原题即为代数形式；三

角形式为
4π 4π2(cos isin )
3 3
+ ；指数形式为

4πi
32e ． 

     （2）略为  
5πi
35π 5π2[cos sin ],    2

3 3
i e+  

     （3）略为  i arctan[ tan( / 2)][2sin( )]
2

ce αα
 

     （4）略为 i ; (cos1 isin1)ee e +  

     （5）略为： cos( sin ) isin( sin )R Rθ θ+  
（6）该复数取两个值 

略为 
i

i

2 2 (cos isin ) 2 2 , arctan(1 2);

2 2 (cos isin ) 2 2 , π arctan(1 2);

e

e

θ

θ

θ θ θ

θ θ θ

+ + = + = +

− + = − = + −
 

1.2 计算下列复数 

(1). ( )10
3i1+− ；(2). ( )3

1
i1+− ；  

答案 (1).  3512i512 +− ；   (2). ( )
1 3π / 4 2k πi
6 32 e   0,1, 2k

+

= ；  
 

1.3计算下列复数  
 （1） ia b+ ；   （2） 3 i；     

  答案 （1） 2 2 2 22 [ i ]
2

a b a a b a+ + + + −  

     （2） ( / 6 2 / 3)i ne π π+  

1.4 已知 x为实数，求复数 21 2i 1x x+ − 的实部和虚部． 
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【解】 令 21 2i 1 i , ( , )x x p q p q R+ − = + ∈ ，即 ,p q为实数域(Real).平方得到 

  2 2 21 2 i 1 ( ) 2 ix x p q xy+ − = − + ，根据复数相等，所以 

2 2

2

2

2 2

1

1

, 1

1 2i 1 ( 1i)

p q

pq x x

p x q x

x x x x

⎧ − =⎪
⎨

= −⎪⎩

= ± = ± −

∴ + − = ± + −

 

即实部为 ,x± 虚部为
2 1x± −  

    说明 已考虑根式函数是两个值，即为±值． 

1.5 如果 | | 1,z = 试证明对于任何复常数 ,a b有 | | 1az b
bz a

+
=

+
 

【证明】 因为 | | 1, 1 1/z zz z z= ∴ = ∴ = ，所以 

   

1( )( ) 1| | | | | | | || | | | 1
( )

az baz b az b z az b az bz
bz a bz a z zbzz az b az b az

++ + + +
= = = = =

+ + + + +
 

1.6 如果复数 ba i+ 是实系数方程 ( ) 01
1

10 =++++= −
−

nn
nn azazazazP L 的根，则

ba i− 一定也是该方程的根． 

证  因为 0a ， 1a ，⋯ ， na 均为实数，故 00 aa = ， 11 aa = ，⋯ ， nn aa = ．且 ( ) ( )kk zz = ，

故由共轭复数性质有： ( ) ( )zPzP = ．则由已知 ( ) 0i ≡+ baP ．两端取共轭得 

                ( ) ( ) 00ii =≡+=+ baPbaP  

即 ( ) 0i ≡− baP ．故 ba i− 也是 ( ) 0=zP 之根． 

注 此题仅通过共轭的运算的简单性质及实数的共轭为其本身即得证．此结论说明实系数多
项式的复零点是成对出现的．这一点在代数学中早已被大家认识．特别地，奇次实系数多

项式至少有一个实零点． 
 

1.7 证明： 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2| | | | 2(| | | | )z z z z z z+ + − = + ,并说明其几何意义． 
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1.8 若 (1 ) (1 )n ni i+ = − ，试求n的值. 

   【解】 因为 
2 2

2 2

4 4 4 4

4 4 4 4

(1 ) 2 (cos sin ) 2 (cos sin )

(1 ) 2 (cos sin ) 2 (cos sin )

n n

n n

n n n n

n n n n

i i i

i i i

π π π π

π π π π

+ = + = +

− = − = −
 

所以 4 4sin sinn nπ π= −  即为 4sin 0nπ = 所以 4 , 4 , ( 0, 1, 2, )n k n k kπ π= = = ± ± L  

1.9将下列复数表为 sin ,cosθ θ的幂的形式 
（1） cos5θ ；    （2）sin 5θ  

答案  
5 3 2 4

4 2 3 5

(1)   cos 10cos sin 5cos sin
(2)   5cos sin 10cos sin sin

θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ
− +

− +
 

1.10 证明：如果 w 是 1的 n次方根中的一个复数根，但是 1≠w 不是主根，则必有 
2 11 0n−+ + + + =Lw w w  

【证明】根据题意则  

 

0
1

11
1

11

1
1

132 =
−
−

=
−
−

=+++++∴

≠
=

−

ωω
ωωωωω

ω
ω

n
n

n

L

 

1.11 对于复数 ,k kα β ，证明复数形式的柯西(Cauchy)不等式： 

2 2 2 2

1 1 1 1
| | ( | || |) | | | |

n n n n

k k k k k k
k k k k
α β α β α β

= = = =

≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑  成立。 

【证明】 对任意 n个复数，由三角不等式知 

   
1 1

| | | || |
n n

k k k k
k k
α β α β

= =

≤∑ ∑  

再由关于实数的柯西不等式得 

  2 2 2 2

1 1 1 1
| | ( | || |) | | | |

n n n n

k k k k k k
k k k k
α β α β α β

= = = =

≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ,证毕。 

1.12证明 

1sin( ) sin
2 2cos cos 2 cos3 cos ;

2sin
2

n
n

θθ
θ θ θ θ

θ

+ −
+ + + + =L  

1cos cos( )
2 2sin sin 2 sin 3 sin

2sin
2

n
n

θ θ
θ θ θ θ

θ

− +
+ + + + =L  成立． 
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1.13 下列不等式在复数平面上表示怎样的点集？ 

1） ( ) 1Re0 << z ；2） 32 0 <−< zz ；3） 10 arg ϕϕ << z ；4） ( )0 Im πz< < ； 

5） 2
1
1
<

+

−

z
z

 

（答 1）平面上由 0=x 与 1=x 所构成的宽度为 1的铅直带形域；2）以 0z 为心，内半径为

2，外半径为 3的圆环域；3）顶点在原点，开度为 ( )01 ϕϕ − 的角形区域；4）宽度为 π

的说平带形域，边界为 0=y ， π=y ；5）以 03
5 z=− 为心，

3
4

=R 为半径的圆之

外部区域） 
1.14 指出下列关系表示的点之轨迹或范围；并说明是何种点集？ 

1） ( ) πarg i
4

z − =  

2） 522 =++− zz  

解 1）令 yxz i+= ，由 ( ) πarg i
4

z − = 知 

( )
( )⎩

⎨
⎧

>−=−
>=−

01iIm
0iRe

yz
xz

         且
1 πarctan

4
y

x
−

=  

即                           
⎩
⎨
⎧

>
+=

0
1

x
xy

 

  这样的点为 z平面上从点 i0 =z 出发（但不含 0z 点）与实轴倾角为 π
4
的射线．此射线所

形成的点集既非开集，也非闭集． 

2）设 yxz i+= ，则原条件即为 

( ) 210225252 222 +−++=+−=− zzzz  

即    2102522 22 +=−+−− zzz  

由模的定义得 

( ) ( ) 2222 100441002100258 yxxzx +++=+=+  

化简得 
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                  1

2
3

2
5 2

2

2

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

yx
 

这是一椭圆，长半轴为
2
5
，短半轴为

2
3
，中心在原点，它是有界闭集（全部为边界点）． 

1.15 描述下列不等式所确定的点集，并指出是区域还是闭区域，有界还是无界，单连通还
是多（或复）连通. 

（1）2 i 3z≤ − ≤                     （2） ( ) 2iRe ≥z  

（3） 1
2
3
>

−
−

z
z

                （4） ( )1 arg 1 πz− < < − +  

（5） 121 +<− zz             （6） 521 ≤++− zz  

（7） 122 >+−− zz          （8） 1ii ≤−+ zzzz  

解   （1）是以 i为圆心、在以 2为半径的圆外，3为半径的圆内的圆环，是有界闭区域、
多连通．（图形略） 

（2）即 2−≤y 是下半平面，无界单连通闭区域． 

（3） z到 3的距离比 z到 2的距离大，因此，它是左半平面
2
12<z ，去掉 2=z 一

点，是无界的多连通的区域. 
（4）在直线 kxy = 的上方，其中 1tan−=k ．无界单连通区域 

（5）即 ( )( ) ( )( )11411 ++<−− zzzz  

03553 >+++ zzzz  

或 01
3
5222 >+++ xyx   

 
9

16
3
5 2

2

>+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + yx 是无界多连通区域 

（6）此不等是焦点在 1=z 和 2−=z 初，长半轴为 5/2的椭圆内部，为有界单连通闭区域）． 

（7）这是半支双曲线： 1
17
44 22 >− yx ， ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −<

2
1x 部分是无界单连通区域． 
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（8）不等式即 1222 ≤−+ yyx ，或 ( ) 01 22 ≤−+ yx ，只有当 0=x ， 1=y 成立，因此，

只代表复平面上一个点 i=z ． 

1.16已知映射 1
z

=w ，求 

 (1)  圆周的象； 
（2）直线 y x= 的象； 
（3）区域 1x > 的象． 

答案 (1) | | 2

1 1| | |
| | 2zz == =w ，为圆周 

    （2）
1 1 1 i 1 1, , ,

(1 i) 2 2
u u

z x x x x
−

= = = = ∴ = −
+

-
w v = v

2
直线 

   （3） 先看直线 x=1的象，
2 2

2 2 2

1 1 i 1 , ,
1 i 1 1 1

y yu u u
y y y y

− −
= = ∴ = = ∴ + =

+ + + +
w v v  

而 z＝0 的象 = ∞w 在圆的外部，因此 1x > 的象是圆的内部即为
2 2u u+ <v  

1.17讨论下列函数在指定点的极限存在性，若存在求出其值，并判断在该点的连续性． 

1） ( ) 2i2 yxzf += ， i20 =z            2) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

z
z

z
zzf

i2
1

， 00 =z  

解 1） ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += ， 000 i yxz +=  

则 ( ) xyxu 2, = ， ( ) 2, yyxv = ， ( ) ( )2,0, 00 =yx ， 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==

→→

→→

4lim,lim

02lim,lim

2

2,0,2,0,

2,0,2,0,

yyxv

xyxu

yxyx

yxyx
   Q  

( ) i4i40lim
0

=+=∴
→

zf
zz

    

又注意  ( ) ( ) ( ) i4,i, 00000 =+= yxvyxuzf  

         ( ) ( ) i4lim 0
0

==∴
→

zfzf
zz

     

即 ( ) 2i2 yxzf += 在点 i20 =z 处极限存在且连续． 

  2）设 yxz i+= ，则 
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( ) ( ) ( )yxvyxu
yx

xy
yx

xy
z
z

z
zzf ,i,2i4

i2
1

i2
1

2222 +=
+

=
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  

显然， ( ) 0, ≡yxv 在 ( )0,0 点极限存在且连续． 

但 注 意
( ) ( ) 220,0,

2lim
yx

xy
yx +→

不 存 在 ， 事 实 上 ， 令 kxy = ， 有

22
0

022
0

0 1
2

1
2lim2lim

k
k

k
k

yx
xy

kxy
x

kxy
x +

=
+

=
+

→=
→

→=
→

， 对 不 同 k 值 有 不 同 结 果 ， 故 知

( ) ( ) 220,0,
2lim

yx
xy

yx +→
不存在． 

所以， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→ z
z

z
z

z i2
1lim

0
不存在．由连续与极限的关系知 ( )zf 在 0=z 处极限不存在、

不连续． 
注  这两个问题均通过极限存在的充要条件将问题转化为两个二元实函数在对应点

( )00 , yx 处极限存在性的判断问题，这是最常用的方法．在问题 1）中，又根据连徐的另一

等价定义 ( ) ( )0
0

lim zfzf
zz

=
→

，立即得到 ( )zf 在 i20 =z 处不仅极限存在，而且在该点连续

的结论；在 2）中， ( )zf 实际上是一复变量实值函数，即 ( ) 0, ≡yxv ，所以由充要条件只

需判断一个二元实函数 ( ) 22,
yx

xyyxu
+

= 在 ( )0,0 点的极限存在性．由该二元实函数在

( )0,0 点极限不存在即得 ( )zf 在 0=z 处极限的不存在性． 

1.18 若函数 ( )f z 在点 0 0 0iz x y= + 点连续，证明 
（1） ( )f z 在该点连续； 
（2） | ( ) |f z 的模在该点连续． 
 

计算机仿真编程实践 
(说明：读者可参考第五部分 计算机仿真编程实践) 

1.19 使用Matlab,或Mathcad,或Mathmatic计算机仿真求解下列复数的实部、虚部;共轭复数；
模与辐角； 
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7 173i 1 (2 3i)(3 4i)(1) i ;     (2)  ;     (3)  ;     (4)  i i 4i
1 i 2 3i 2i

+ −
− + + −

+ +
   

【解】计算机仿真程序 
a=[-i+3i/(1+i) 1/(2+3i) (2+3i)*(3-4i)/(2i) i+i^7-4*i^17] 

real(a) 

imag(a) 

conj(a) 

abs(a) 

angle(a) 

 
1.20 计算机仿真计算： 

   
1 1

6 3 61 i(1)   (3 i) ;      (2)  (1 i) ;     (3)  (1 i) ;     (4)  ( 1)
1 3i
−

+ × + − −
+

  

【解】计算机仿真程序 
(3+i)*(1-i)/(1+3i) 

(1+i)^6 

(1-i)^(1/3) 
(-1)^(1/6) 
 
1.21 计算机仿真求解方程 
        3 8 0z + =  
【解】计算机仿真程序 
s=solve('z^3+8','z') 
 
1.22 计算机仿真编程实践： 
若    ( 1, 2, , )lz l n= ⋅⋅⋅ 对应为 1 0nz − = 的根，其中 2n ≥ 且取整数.试用计算机仿真编程验

证下列数学恒等式   
1

1
( )

1 0,
( )

n

n
k

k m
m
m k

z z=

=
≠

=
−

∑
∏

成立. 

【证明】计算机仿真验证程序如下 

N=100;Sum=0; 

for k=1:N 

   z(k)=exp(i*2*k*pi/N); 

    

end 

 

for k=1:N 

   Multiplex=1; 

   for m=1:N 

      if m~=k   

         Multiplex=Multiplex*( z(k)-z(m))          
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      end   

      end 

      Sum=Sum+1.0/Multiplex       

 

end 

 
1.23 用计算机编程实践方法（Matlab,Mathcad,Mathmatic,C/C++）实现： 
（1）绘出单位圆及其内接正十七边形； 

  （2）计算机编程求出边长； 
  （3）能否对多变形进行推广，得出相应的计算机仿真计算方法. 
【解】计算机仿真程序 
% exercise 1.23(1) 

 

%n=input('please enter sides n=') 

n=17; 

r=1; 

x1=-r:0.01:r 

q=1-x1.^2 

y1=sqrt(q); 

a=2*r*sin(pi/n) 

N=0:1:n 

 x=a/(2*sin(pi/n))*cos(2*pi*N/n) 

 y=a/(2*sin(pi/n))*sin(2*pi*N/n) 

plot(x1,y1,'m',x1,-y1,'m',x,y); 

title('单位圆内接正十七边形') 

 

% exercise 1.23(2) 

 

t=exp(i*2*pi/17); 

p=0.5*(sqrt(17)-1); 

q=-0.5*(sqrt(17)+1); 

r=0.5*(p+sqrt(p^2+4)); 

s=0.5*(q+sqrt(q^2+4)); 

x=0.5*(r+sqrt(r^2-4*s)); 
a=sqrt(2-x) 
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1.24  计算机仿真编程验证  
对复平面任意两个以上的不重合的有限远点 ,k mZ Z ，（即保证分母不为零），恒等式 

1

1

1 0
( )

N

N
k

k m
m
m k

Z Z=

=
≠

=
−

∑
∏

     是否还成立呢？  

注意式中自然数 2N ≥ ，而m,  k  为1至N的整数. 
（提示：利用随机函数产生随机数 kN ，从而验证恒等式是否成立） 

【解】计算机仿真程序 
n=2*round(1000*random('beta',1,1))+2 

%n=input('please enter n=') 

 su=1; 

 sum=0; 

 R=0; 

 Q=0; 

 for j=1:n 

  N1(j)=round(1000*randn(1,1)); 

  N2(j)=round(1000*randn(1,1)); 

    if j==1 

        N(j)=N1(j)+i*N2(j); 

    else 

     for m=1:j-R-1 

       if N1(j)==real(N(m))&N2(j)==imag(N(m)) 

           N1(j) 

           N2(j) 
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           N(m) 

           R=R+1 

           Q=Q+1 

           j 

           m 

           break 

       else         

        end 

      end 

      if Q==0 

         N(j-R)=N1(j)+i*N2(j); 

      else 

          Q=0 

      end 

    end     

  end 

 for k=1:n-R 

 for j=1:n-R 

   if j~=k 

     su=1/(N(k)-N(j))*su; 

   end 

end 

   sum=sum+su; 

   su=1; 

end  

sum 

 
——————————————————————————————————————— 

第二章 解析函数习题及解答 
____________________________________________________________________ 

 
2.1 研究下列函数在任一点处的可导性、解析性． 
1） ( ) 33 i yxzf −= ； 2） ( ) zzf = ； 3） ( ) zzf = ； 4） ( ) yyzf xx siniecose += ． 

解 1） ( ) ( ) ( )yxvyxuyxzf ,i,i 33 +=−=   Q  

故 ( ) 3, xyxu = ， ( ) 3, yyxv −= ；
23x

x
u
=

∂
∂

， 0≡
∂
∂

y
u

， 0≡
∂
∂
x
v

，
23y

y
v

−=
∂
∂

 

显见，u，v在全平面有连续一阶偏导，故 ( )yxu , ， ( )yxv , 全平面处处可微，又令 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

y
u

x
v

y
v

x
u

 

得
22 33 yx −= ，即 0022 ==⇔=+ yxyx  

即，当且仅当 0== yx 时，C-R方程成立．所以 ( )zf 仅在 0=z 处可导，其他任何

点不可导．由解析的定义可知， ( )zf 于全平面处处不解析． 
注 由此结果可见，复变函数可存在孤立的甚至唯一的可导点，而无孤立的解析点． 
2） ( ) yxzzf i−== ，对任一 0z ，考虑极限 

   
( ) ( )

⎩
⎨
⎧

≠∆=∆−
=∆≠∆

=
∆+∆
∆−∆

=
∆

−∆+
→∆→∆ 0,0,1

0,0,1
i
ilimlim

0

00

0 yx
yx

yx
yx

z
zfzzf

zz         
            

 

  即对任一 0z ，上述极限不存在，由可导定义知， ( ) zzf = 于任一点 0z 处不可导．故
全平面不解析． 

3） ( ) ( ) ( )yxvyxuyxzzf ,i,22 +=+==  

   其中 ( ) 22, yxyxu += ， ( ) 0, ≡yxv ． 

   所以，当 ( ) ( )0,0, ≠yx 时，有 

   
22 yx

x
x
u

+
=

∂
∂

，
22 yx

y
y
u

+
=

∂
∂

， 0≡
∂
∂

=
∂
∂

y
u

x
v

 

因此，对 ( ) ( )0,0, ≠∀ yx ，C-R方程不成立． 

而当 ( ) ( )0,0, =yx 时，由于
( ) ( )

x
x

x
x

x
uxu

xxx 0

2

00
lim0lim0,00,lim
→→→

=
−

=
−

不存在，即

( )
x

u
∂

∂ 0,0
不存在，同理，

( )
y

u
∂

∂ 0,0
不存在，故 ( ) zzf = 在 0=z 处不可导．于是， ( ) zzf =

于全平面处处不可导，不解析． 

注  在本题讨论中，仍然采用检验可导充要条件的方法，由于 ( ) ( )0,0, ≠yx 时，
x
u
∂
∂
，

y
u
∂
∂
，

x
v
∂
∂
，

y
v
∂
∂
均连续，故u， v可微，但 C-R 方程处处不成立．对 ( ) ( )0,0, =yx ，从偏

导定义出发，得知
x
u
∂
∂
与

y
u
∂
∂
不存在，从而 ( )yxu , 在 ( )0,0 处不可微，故对平面任一点，可

导的充要条件不满足． 
4） ( ) ( ) ( )yxvyxuyyzf xx ,i,siniecose +=+=  

  ( ) yyxu x cose, = ， ( ) yyxv x sine, =  

y
vy

x
u x

∂
∂

==
∂
∂ cose   Q ，

x
vy

y
u x

∂
∂

−=−=
∂
∂ sine ，且

x
u
∂
∂
，

y
u
∂
∂
于全平面连续，故

( )zf 于全平面处处可导，全平面处处解析． 
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又， ( )
x
v

x
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=′ i  

因此有 ( ) ( )zfyyzf xx =+=′ siniecose  
注 1.这里用区域解析的充分条件得到结论； 
   2.本题中的 ( )f z 是一性质极好的函数：不仅全平面解析，且具有特性

( ) ( )zfzf =′ ，它正是实指数函数 xe 在复平面的推广，即 ( ) e cos ie sin exp ex x zf z y y z′ = + = = ．但
应注意这一推广产生的新性质： 

1） 由于 ycos 与 ysin 以 πk2 为周期，使得 ze 以 i2π 的整数倍为周期． 

2） ze 可取到除 0以外的任意复值，包括负值．这两点是值得注意的． 
 
2.2 证明 如果 ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += 在区域D内解析且满足下列条件之一，则 ( )zf 必为

一常数． 
1） ( )zf 在D内为实值． 

2） ( )zf 在D内解析． 

3） ( )zf 在D内为常数． 

4） ( )zfarg 在D内为一常数． 
5）在D内有 ( ) ( ) cyxbvyxau =+ ,, ，其中 a，b， c是不全为 0的实常数． 
6） ( )( )zfRe 或 ( )( )zfIm 在D内为常数． 
7）在D内有 ( ) 0=′ zf ． 
证  首先，由条件 
     ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += 在 D 内解析⇔ a） u ， v 均在 D 内可微，且 b）

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
v

y
u

y
v

x
u

在D内处处成立． 

1）因为 ( )zf 在 D 内取实值，即 ( ) 0, ≡yxv ， ( ) Dyx ∈, ．于是 0≡
∂
∂

=
∂
∂

y
v

x
v

，

( ) Dyx ∈, ．将此结果代入 C-R 方程 b），得 0≡
∂
∂

=
∂
∂

y
u

x
u

， ( ) Dyx ∈, ．所以

( ) Ayxu =, ． ( ) Dyx ∈, ． 
即 ( ) Azf =               Dz∈ （ A为一常数） 

2）于 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]yxvyxuyxvyxuzf ,i,,i, −+=−= 在D内解析． 

因而除条件 a），b）成立之外，条件 c）

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

=
∂
−∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
−∂

=
∂
∂

x
v

x
v

y
u

y
v

y
v

x
u

成立． 



第一篇 复变函数论 

--------------------------------------------------------------------14 ---------------------------------------------------------------- 

联立 b），c）得 

           
y
v

y
v

∂
∂

−=
∂
∂

，
x
v

x
v

∂
∂

−=
∂
∂

 

即 0=
∂
∂

=
∂
∂

y
v

x
u

， ( ) Dyx ∈, ．又由 b）或 c）得 0=
∂
∂

=
∂
∂

y
u

x
u

． 

所以在D内，恒有 ( ) Ayxu =, ， ( ) Byxv =, ．即 ( ) BAzf i+= 为常数． 

  3）由于 ( ) ( ) ( ) Cyxvyxuzf ≡+= ,, 22
， ( ) Dyx ∈, ． 

o1 若 0=C ，则 ( ) 0≡zf ， ( ) 0≡⇔∈ zfDz ， Dz∈ ． 
o2 若 0≠C ，则由 ( ) ( ) 0,, 222 ≠≡+ Cyxvyxu ，两端分别关于 x， y求偏导得： 

         e）  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

0

0

y
vv

y
uu

x
vv

x
uu

     ( ) Dyx ∈,  

将 b）代入 e）得 

            

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

0

0

y
uu

x
uv

y
uv

x
uu

       ( ) Dyx ∈,  

由 ( ) ( ) 0,, 222 ≠≡+ Cyxvyxu 得 

                  0≡
∂
∂

=
∂
∂

y
u

x
u

，  ( ) Dyx ∈,  

代入 b）得 0≡
∂
∂

=
∂
∂

y
v

x
v

，  ( ) Dyx ∈,  

于是 ( ) Ayxu ≡, ， ( ) Byxv ≡,  
即    ( ) BAzf i+= ，   Dz∈ （ A，B为任意实常数） 

3）因为 ( ) ≡zfarg 常数， Dz∈ ，由主值支 ωarg 的表达式得 

     f）
( )
( ) ≡yxu

yxv
,
,arctan 常数 C= ，及 ( ) ( ) 0,, 222 ≠≡+ Cyxvyxu ， ( ) Dyx ∈,  

o1 若 0=C ，则
( )
( )⎩

⎨
⎧

>
≡

0,
0,

yxu
yxv

     ( ) Dyx ∈,  

归为 1）的情形，得证． 
o2 若 0≠C ，对 c）两端分别关于 x， y求偏导得 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
+

∂
∂

−
∂
∂

=
+

∂
∂

−
∂
∂

0

0

22

22

vu
y
uv

y
vu

vu
x
uv

x
vu

     ( )022 ≠+ vu        即

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

0

0

y
uv

y
vu

x
uv

x
vu

 

将 b）代入得 

            

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

0

0

x
uu

x
vv

x
uv

x
vu

      ( ) Dyx ∈,  

( ) ( ) 0,, 22 ≠+ yxvyxu   Q ， 0=
∂
∂

=
∂
∂

∴
x
v

x
u    

再由 b）即得       0=
∂
∂
y
v

， 0=
∂
∂

y
u

 

从而得 ( ) BAzf i+= ， Dz∈ （ A，B为任意实常数） 
 5） ( ) ( ) cyxbvyxu =+ ,,a   Q ， ( ) Dyx ∈, ，且 a，b， c是不全为 0的实常数． 

所以有 022 ≠+ ba ．于是对上式两端分别关于 x， y求偏导得 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

0

0

y
vb

y
ua

x
vb

x
ua

 

将 b）代入得 

                        

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

0

0

x
va

x
ub

x
vb

x
ua

 

因为 022 ≠+ ba ，故得      

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

0

0

x
v
x
u

          ( ) Dyx ∈,  

再由条件 b）即得 0=
∂
∂
y
v

， 0=
∂
∂

y
u

．于是得 

( ) BAzf i+≡ ， Dz∈ （ A，B为任意实常数） 

 6） o1 若 ( )( ) 0Im =≡ Czf ，则 ( )zf 在D内取实值．即 1）所证．若 ( )( ) 0Im ≠≡ Czf 即

( ) Cyxv ≡, ，  ( ) Dyx ∈,  
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则 0≡
∂
∂
x
v

， 0≡
∂
∂
y
v

， ( ) Dyx ∈, ，代入 b），即得 

0≡
∂
∂

x
u

， 0≡
∂
∂

y
u

． ( ) Dyx ∈, ， ( ) BAzf i+=∴   ， Dz∈ （ A，B为任意实常数） 

o2 若 ( )( ) Czf ≡Re ，即 ( ) Cyxu ≡, ，  ( ) Dyx ∈,  

则 0≡
∂
∂

x
u

， 0≡
∂
∂

x
u

，则由 b）知 0≡
∂
∂
x
v

， 0≡
∂
∂
y
v

，即 ( ) BAzf i+= ， Dz∈  

 7）由于 ( )
x
v

x
uzf

∂
∂

+
∂
∂

=′ i ．所以若在D内有 ( ) 0=′ zf ，则 0=
∂
∂

x
u

， 0=
∂
∂
x
v

  ( ) Dyx ∈, ， 

由条件 b）即得 0=
∂
∂

y
u

， 0=
∂
∂
y
v

 ( ) Dyx ∈, ． 

所以 ( ) BAzf i+= ， Dz∈ （ A，B为任意实常数）． 
注 以上各命题的论证均是在 ( )zf 于区域D上解析的前提下进行的，否则结论不一定成

立．例如， ( ) zzf = 为一实值函数，满足条件 1）．但它于全平面不解析（见 1-26题，

3）．显然 ( ) zzf = 在任何区域D上不可能取常数值，即无题中的结论． 

2.3 证明在极坐标系下的柯西－黎曼条件为 
1 1,      u u

r ρ ϕ ρ ρ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

v v
 

【提示：可利用 cos , sinx yρ ϕ ρ ϕ= = ，然后根据复合函数求导证明】 

2.4 设 ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += 在D内解析．证明 ( ) ( ) 22
2

2

2

2

4 zfzf
yx

′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

． 

证  令 ( ) ( ) ( ) ( )yxGyxvyxuzf ,,, 222 =+=  

则        
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

222

2

2

2
x
vv

x
uu

x
v

x
u

x
G

               （1） 

同理得    
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

222

2

2

2
y
vv

y
uu

y
v

y
u

y
G

               （2） 

并注意 ( )zf 在D内解析． 

所以有    ( )
y
u

y
v

x
v

x
uzf

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′ ii  

即     ( )
2222

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=′
y
v

y
u

x
v

x
uzf  

且u， v均为调和函数，即 0=∆=∆ vu ．于是（1）+（2）得 

                   ( ) 2
2

2

2

2

4 zf
y
G

x
G ′=

∂
∂

+
∂
∂

 

注  本题证明中用到解析函数三条性质：（ 1）实、虚部满足 C-R 方程．（ 2）
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( )
y
u

y
v

x
v

x
uzf

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′ ii ．（3）实部、虚部均为调和函数．即 0=∆u ， 0=∆v ． 

2.5 证明解析函数 ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += 的实、虚部所确定的曲线族 ( ) Cyxu =, 与

( ) Byxv =, 在 ( ) 0≠′ zf 的点处是正交的．（C，B为任意实数） 
证   因为在 ( ) 0≠′ zf 的点 ( )yx, ，曲线族 ( ) Cyxu =, 在该点处的切线斜率为

x
v

x
u

y
u

x
u

x
yk

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−==
d
d

1 ． 

  曲线族 ( ) Byxv =, 在该点处的切线斜率为
x
u

x
v

y
v

x
v

x
yk

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−==
d
d

2 ． 

所以 121 −=kk ．即曲线族 ( ) Cyxu =, 与曲线族 ( ) Byxv =, 正交． 

（2）对使得 0≠
∂
∂

x
u

， 0=
∂
∂
x
v

的点 ( )yx, ，曲线族 ( ) Cyxu =, 在该点处的切线为铅直线（∵

0
d
d

=
y
x

），而曲线族 ( ) Byxv =, 在该点处的切线为水平线（∵ 0
d
d

=
x
y

），故二者正交，同

理，当 0≠
∂
∂
x
v

， 0=
∂
∂

x
u

时，二者也正交． 

注 1.本题证明中用到曲线与曲线正交即为二者在交点处切线的正交这一概念； 
   2.本题的结论是解析函数在 ( ) 0≠′ zf 处的又一性质． 
2.6 已知下列调和函数求复势表达式 ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += ．并写成关于 z的表达式． 

1） ( ) ( )12, −= xyyxu ， ( ) i2 −=f     2） ( )
x
yyxv arctan, = ， 0>x  

解 由于 ( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += 解析，所以 ( )yxu , ， ( )yxv , 满足 C-R方程． 

  1） ( ) ( )12, −= xyyxu ，故 y
x
u

y
v 2=

∂
∂

=
∂
∂

． 

由此得 ( ) ( )xCyyxv += 2, ，这里 ( )xC 为 x的任一可导函数．又由
y
u

x
v

∂
∂

−=
∂
∂

得 

                ( ) ( )12 −−=′ xxC  

所以 ( ) 1
2 2 CxxxC ++−= ， 1C 为任一实常数． 

于是 ( ) 1
22 2, Cxxyyxv ++−= ． 

令 2=z ，即
⎩
⎨
⎧

=
=

0
2

y
x

得  ( ) ii2 1 −== Cf    ∴ 11 −=C  

于是，满足条件的解析函数为 
          ( ) ( ) ( )12i12 22 −+−+−= xxyxyzf  

所以 ( ) ( )21i −−= zzf  
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2）在极坐标系下，C-R方程为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

r
urv

r
vru

θ

θ
形式． 

令 θ==
x
yv arctan （则由 0>x 得 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
,

2
ππθ ），有 1=

∂
∂
θ
v

， 0=
∂
∂
r
v

，所以得 1=
∂
∂

r
ur ，

即
rr

u 1
=

∂
∂

 

解得 ( ) ( )θθ Crru += ln,     ( )θC 为θ 的任一可导函数． 

又由 ( ) 0=
∂
∂

−=′=
∂
∂

r
vrCu θ

θ
得 ( ) 1CC =θ ． 1C 为任一实常数． 

所以   ( ) 1ln, Crru +=θ  
( ) ( ) ( ) θθθ iln,i, 1 ++=+= Crrvruzf  

注意 zr = ， ( )0argarctan >== xz
x
y       θ 得 

( ) 1argiln Czzzf ++=  

2.7 设 ( ) yyxv px sine, = ，求 p 之值，使 v 为一调和函数，并求一解析函数
( ) ( ) ( )yxvyxuzf ,i, += ． 

解  因为 ( ) yyxv px sine, = ，所以 

yp
x
v px sine=
∂
∂

， yp
x
v px sine2
2

2

=
∂
∂

， y
y
v px cose=
∂
∂

， y
y
v px sine−=
∂
∂

 

由 [ ] 01sine 2
2

2

2

2

=−=
∂
∂

+
∂
∂

=∆ py
y
v

x
vv px

，得 1±=p ． 

（ 1）当 1=p 时， ( ) yyxv x sine, = ．由 1-32 题的方法易求出调和函数

( ) cyyxu x += cose, ，则 ( ) CyCyzf zxx +=++= esiniecose 为所求解析函数，其中

C为任意实常数． 
（2）当 1−=p 时， ( ) yyxv x sine, −= ．可求得调和函数 ( ) 1cose, Cyyxu x +−= −

．（ 1C
为任一实常数）．于是所求的解析函数为 
( ) ( ) ( )[ ] 111 esinicosesiniecose CCyyyCyzf xzxx +−=+−+−−=++−= −−−−   (全
平面解析) 
2.8 计算下列复数 
1） ( )ii1+              2） z1 ，其中 yxz i+= ；       3） ( )iln − ； 

4） i1i +
；5） ( )2ln −  

解 1） ( ) ( ) 2iln2
4
12i

4
i2lni

i1ilni eeei1
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++

+ ===+
ππ

π kk
        （ k为整数） 

   2） ( )( ) ( )xkxkykyyxz ππππ 2sini2cosee11 k22iixi +=== −++     ( )L,2,1,0 ±±=k  

当 0=k 时得 11 =z  
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   3） ( ) ( ) πππ kk 2i
2

i2iiiargilniln +−=+−+−=−   ( )L,2,1,0 ±±=k  

 4） ( ) ( )L,2,1,0ie k22/1 ±±=+ k  π
；5） ( ) ( )L,2,1,012i2ln ±±=++ kk    π  

注 （i）.以上各题均由定义求得； 

   (ii). 值得注意的是，1 只是 z1 无穷多个值中的一个值（对应于 0=k ），这与实变量函数
中的概念不同． 
2.9 求解方程 sin cos 0z z+ =  

【解】 
(2 )2 2

sin cos 0 (1 ) (1 )
2 2

1
1

/ 4,        ( 0, 1, 2, )

iz iz iz iz
iz iz

i niz

e e e ez z e i e i
i

ie i e
i

z n n

ππ

π π

− −
−

−

− +
+ = + = ∴ − = − +

+
= − = − =

−
∴ = − = ± ± L

 

 
2.10 解下列方程 
  1） 0sin =z             2） 0e1 =+ z  

解 2） ∵ 0
i2
eesin

ii

=
−

=
− zz

z  

      ∴ zz ii ee −= ，即 1e 2i =z  
   由对数函数定义得  πkz 2i1ln2i ==  
      ∴ πkzk = ， k为任意整数． 

 3）由 01e =+z
得 1e −=z  

由对数函数定义得  ( ) ( )π12i1ln +=−= kzk   k为任意整数 

主值为 i0 π=z  
2.11 证明，对任何数（复数、实数）ω，方程 ω=zcos 均有解． 

证  在
2
eecos

ii zz

z
−+

= 中 ， 令
zt ie= ， 则 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

t
tz 1

2
1cos ， 且

( )xxt yz sinicoseei +== −
，所以 0≠t ．且 t可取到任意非 0值． 

于是，原方程即为 ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

t
t 1

2
1

，即 0122 =+− tt ω ．所以 12 −+= ωωt ．（这里

12 −ω 有两个根） 

故 01e 2i ≠−+= ωωz
，由对数函数定义得 

( ) ( )1iln1ln
i
1 22 −+−=−+= ωωωωz  

所以 012 ≠−+ ωω ．故右端对任意ω均有意义，得证． 
注 这里的结果说明两点：（1）复变量余弦函数可取到任意值（复、实值），而不象实余弦

函数取值区间仅为 [ ]1,1− ；（2）所得结果改变 z与ω的位置，即得 ( )1iln 2 −+−= zzω ）．这

正是 zcos=ω 的反函数．可对 zsin 进行同样讨论，此略． 
2.12 求ω，使对任意 z，有 ( ) zz sinsin =+ω ． 
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解  由 zsin 的定义，即求满足方程
( ) ( ) zzzz iiii eeee −+−+ −=− ωω

的一切ω值． 
 整理化简即得 ( ) ( )ωωω iii2i e1e1ee −− −−=−⋅z

，对任意 z成立．且因 0ee i2i ≠⋅ ωz
． 

故得 0e1 i =− − ω
，即 πω k2i1lni ==− ． k为任意整数． 

所以           πω m2=      ( )L,2,1,0 ±±=m  
注 由此题结果可见，复变量正、余弦函数为周期函数，且周期与实变量正、余弦的相同． 
2.13 若某解析函数的实部等于虚部的平方，证明该解析函数必为常数． 
 【提示，参考例 2.6.1即可证明，这是该例的一个特殊情况】 

本章计算机编程实践 
2.14 计算机编程计算 

π1 i 2 i i2
1 2 3 4,   3 ,    (1 i) ,   iz e z z z

−
= = = + =  

【解】计算机仿真程序 

 z1=exp(1-i*pi/2) 

z2=3^sqrt(2) 

for k=0:9    % 9 是任意选定的整数 

z3=exp(i*(1.0/2*log(2)+i*pi/4+i*2*pi*k)) 

z4=exp(i*(i*pi/2+i*2*pi*k)) 
end 
 

2.15 计算机编程计算     1 2Ln( 3 4i),      ln(i 1)z z= − + = −  
【解】计算机仿真程序 
for k=0:99 %99是任意取的整数值，也可取负整数 

z1=log(-3+4*i)+i*2*k*pi 

% 特别说明：在MATLAB中用log 表示以e为底的对数，即ln 

end 

z2=log(i-1) 

 

2.16 计算机编程解方程     sin 2z =  

【说明：s=solve('sin(z)-2','z') 
% 上述方法不能直接解出 z ，读者可先进行推导，然后在求解】 

2.17 计算机编程计算    tan(1 i)Arc +  

【解】atan(1+i) 

2.18 计算机求解方程        1 0ze + =  

【解】s=solve('exp(z)+1','z') 

 

2.19 计算机仿真（Matlab,Mathcad,Mathmatic）绘出 sin ,   cos ,   tan ,  ctanz z z z的图形. 
【解】计算机仿真程序如下 

%(1) sinz 

z=15*cplxgrid(30); 

cplxmap(z,sin(z)); 

colorbar('vert'); 

title('sin(z)') 
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% (2) cosz 

figure 

z=15*cplxgrid(30); 

cplxmap(z,cos(z)); 

colorbar('vert'); 

title('cos(z)') 

 
%(3) tanz 

figure 

z=15*cplxgrid(30); 



第一篇 复变函数论 

--------------------------------------------------------------------22 ---------------------------------------------------------------- 

cplxmap(z,tan(z)); 

colorbar('vert'); 

title('tan(z)') 

 
%(4) ctanz 

figure 

z=10*cplxgrid(30); 

cplxmap(z,cot(z)); 

colorbar('vert'); 

title('cot(z)') 

 
2.20 对于下列解析函数，分别用计算机仿真方法（Matlab,Mathcad,Mathmatic）绘出其实
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部和虚部的等值曲线图．（如等势线、电力线） 

 2 3(1) ( ) ;      (2) ( )f z z f z z= =  

【解】计算机仿真程序 
  % 2.20 (1) 
[X,Y,Z]=peaks; 

Z=X.^2-Y.^2;      %计算格点上的函数值 

contour(X,Y,Z,12) 

title('f(z)=z^2   %实部等值曲线图(等势线)') 

 
Z=2.*X.*Y; 

figure 

contour(X,Y,Z,12) 

title('f(z)=z^2  %虚部等值曲线图(电场线)') 
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% 2.20 (2) 

figure 

[X,Y,Z]=peaks; 

Z=X.^2-Y.^2;      %计算格点上的函数值 

contour(X,Y,Z,12) 

title('f(z)=z^3   %实部等值曲线图(等势线)') 

 
Z=2.*X.*Y; 

figure 

contour(X,Y,Z,12) 



第一篇 复变函数论 

--------------------------------------------------------------------25 ---------------------------------------------------------------- 

title('f(z)=z^3  %虚部等值曲线图(电场线)') 

 
———————————————————————————— 

第三章 复变函数的积分习题及其解答 
—————————————————————— 

3.1 如果函数 ( )f z 是在【1】单连通区域；【2】复通区域中的解析函数，问其积分值与路径
有无关系？ 
  【答案 单连通 无关，复连通 有关】 

3.2 计算积分 3| | 2

d
1z

z
z= −∫� 的值 

 【答案 0】 

3.3 计算积分 2 2

d
L

z
z a−∫� :其中 0a > ．设 L分别为 

（1） (1) | | / 2;      | | ;      (3) | |z a z a a z a a= − = + =  
【答案 (1)0；（2） πi

a ；  (3) πi
a− 】 

3.4 计算积分 Im d
C

z z∫ ，其中积分曲线C为 

（１）从原点到 2 i+ 的直线段； 
（２）上半圆周 | | 1z = ，起点为 1，终点为 1− ； 
（３）圆周 | |    ( 0)z a R R− = > 的正方向（逆时针方向） 
   【答案  2(1)1 i / 2;(2) π / 2;(3) πR+ − − 】 

3.5 计算积分 d
| |C

z z
z∫� 的值， 

(1) | | 2;         (2) | | 4;z z= =  
【答案 (1)4πi;(2)8πi】 



第一篇 复变函数论 

--------------------------------------------------------------------26 ---------------------------------------------------------------- 

3.6 计算积分的值 
π 2i

0
cos d

2
z z

+

∫  

【答案  1/e e+ 】 
3.7计算下列积分的值 

  （1） 
| | 1

d
cosz

z
z=∫� ；（2） 2

| | 2
d

z
ze z

=∫�  2 1| | 1 | | 1
2i

d d(3) ;     (4)
2 4 ( )( 2)z z

z z
z z z z= =+ + + +∫ ∫� �  

【答案（1）0；（2） 0；（3） 0；（4） 
4πi
4 i+

】 

3.8 计算  

2| | 2 | | 2

3 2| i| 1 | | 1

5 2 2| | 1 | i| 2

(1) d ;           (2) d ;
3 ( 1) (2 1)

cos(3) d ;    (4) d
( i) ( 2)

d(5) d ;              (6)
( 4)

z

z z

z

z z

z

z z

e zz z
z z z

z ez z
z z z

e zz
z z z

= =

− = =

= − =

− − +

− −

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �

� �

 

【答案 （1）0；（2）0；（3） πi cosi− ；（4）
3 πi
2

− ；（5）
πi
12
（6）

π
8

− 】 

3.9 计算积分 

（1）
π
61 i i

0 0 0
(1) sin d ;       (2) ch3 d ;      (3) ( 1) dzz z z z z z e z−−∫ ∫ ∫  

【答案  1
3(1)sin1 cos1;          (2) i;            (3)1 cos1 i[sin(1) 1]− − + − 】 

3.10 计算复数 
1 2

3

cos(1) d
C C

z z
z+∫� ，其中 1 :| | 2C z = 顺时针方向； 2 :| | 3C z = 逆时针方向． 

 （2） 3| | 1
d

( )

z

z

e z
z a= −∫� ，其中复常数 | | 1a ≠  

【答案 （1） 0；（2）当 | | 1,0;| | 1,π iaa a e> < 】 
3.11 设 L为不经过点b和 b− 的简单正向（逆时针）曲线，b为不等于零的任何复数，试就
曲线 L与b的各种可能计算积分的值． 

   d
( )( )L

zI z
z b z b

=
+ −∫�  

【答案  （1）L 不含 b± ，则 I=0;（2）L含b  ， πi
bI = ；L含 b−  ， πi

bI = − ；（3）两点在
内部 0I = 】  

3.12  已知 
π
3

| | 2
( ) deh z

z

ξ

ξ
ξ

ξ=
=

−∫� ，试求 (i), ( i)h h − ，以及当 | | 2z > 时， ( )h z′ 的值. 

 【   ( ) π( 3 i); ( i) π( 3 i);| | 2, ( ) 0h i h z h z′= − + − = + > = 】 

3.13 计算积分 3 d
( )

z

C

ze z
z a−∫� ，其中 常数 a在闭曲线C内部 

【答案 
1 (2 )
2

aa e+ 】 

3.14 设 C为正向圆周 1=z ，且 | | 1a ≠ ，证明：积分 
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2

2

2π
1 | |

2 2π| | 1
| | 1

    (| | 1)| d |
| |      (| | 1)

a

z
a

az
z a a

−

=
−

<⎧⎪= ⎨− >⎪⎩
∫�  

3.15 利用积分 
| | 1

d
2z

z
z= +∫� 的值，证明

2π

0

1 2cos d 0
5 4cos

θ θ
θ

+
=

+∫  

3.16 计算积分 2| |

| d | , (| | )
| |z r

z a r
z a=

≠
−∫�  

（提示：令 i
i: | d | d ,r
zc z re z zθ= ⇒ = 注意到点

2, r
a

a 是关于圆周 | |z r= 的对称点） 

3.15.已知 

       
2

πsin
4( ) df z

zζ

ζ
ζ

ζ=

=
−∫  

求 (1 2i), (1), (1)f f f ′− ． 

3.18 计算积分（2） 2| | 1

cos dzz

z z
e z=∫�  

 
本章计算机仿真编程 

3.19 计算机仿真编程验证 3.15的积分结果
2π

0

1 2cos d 0
5 4cos

θ θ
θ

+
=

+∫  

【解】计算机仿真程序 
syms x; 

IS=int('(1+2*cos(x))/(5+4*cos(x))','x',0,2*pi) %求解析积分 
vpa(IS) 
3.20  计算机仿真计算下列积分的值 （沿非闭合路径的积分） 

π
63πi i i2

1 2 3πi 0 0
(1) d ;          (2) ch3 d ;          (3) ( 1) d ;z zI e z I z z I z e z−

−
= = = −∫ ∫ ∫  

i

4 21

1 tan(4) d ,
cos

zI z
z

+
= ∫ 其积分的路径为沿 1到 i的直线段． 

(说明：沿闭合路径的积分可以利用留数的定义，留数定理来计算；而留数可以利用计算机
仿真编程Matlab直接求解） 
【解】计算机仿真程序 
 

syms z; 

IS1=int('exp(2*z)','z',-pi*i,3*pi*i) ; 

 I1=vpa(IS1) 

% (2) 

IS2=int('cosh(3*z)','z',0,pi/6*i) ; 

I2=vpa(IS2) 

% (3) 

IS3=int('(z-1)*exp(-z)','z',0,i)  

I3=vpa(IS3) 
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% (4) 

IS4=int( '(1+tan(z))/(cos(z)^2)','z',1,i)  
I4=vpa(IS4) 
____________________________________________________________________ 

第四章 解析函数的幂级数展开习题及解答

_________________________________________________________ 
4.1  判断级数的收敛性，绝对收敛性. 

1)∑
∞

=1

i
k

n

n
                2)∑

∞

=1
2

i
k

n

n
 

解  1)
2

sini
2

cosi ππ
+=     Q  

       ∑∑
∞

=

∞

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=∴
11

2
sin

i2
cosi

nn

n

n

n

n

n

n

ππ

      

       由实数项级数收敛的狄离赫利判别法可知∑
∞

=1

2
cos

n n

nπ

与∑
∞

=1

2
sin

n n

nπ

均收敛.故由

复数项级数收敛充要条件知∑
∞

=1

i
n

n

n
.但

nn

n 1i
= .而∑

∞

=1

1
n n

发散，所以∑
∞

=1

i
n

n

n
非绝对收敛. 

   2)因 22

1i
nn

n

= ，而∑
∞

=1
2

1
n n

收敛，即∑
∞

=1
2

i
n

n

n
收敛，于是∑

∞

=1
2

i
n

n

n
收敛，且为绝对收敛. 

注 由此两题可见，对于复数项级数，绝对收敛⇒收敛；而收敛≠＞绝对收敛.2)可作为此
种情况的例子. 

 

4.2  幂级数∑
∞

=

−
0

)2(
n

n
n za 能否在 0=z 处收敛，而在 z =3处发散？说明理由. 

答  不可能.因为若在 0=z 处发散，则由 Abel定理，在一切满足 2202 =−<−z 的 z处
级数均为收敛，显见， z =3满足此不等式故不可能在 z =3处发散. 
 

4.3  求极限 nn
S

+∞→
lim ，其中

kn

k
nS ∑

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1 2

i1
，并由此判断复数项级数∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 2
i1

k

k

的敛散性. 

解  设
2

i1+
=α .注意 1

2
2
<=α . 

( ) ( )
α

α
α

α
α
αααααα

−
−

−
=

−
−

=+++==
−

−

=
∑ 111

11
1

1

1

nn
n

n

k

k
nS L  
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所以 
α

α
α

α
α

α
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

=
+

+∞→+∞→ 111
limlim

1n

nnn
S        ( )01

+∞→

+ →
n

nα  

将
2

i1+
=α 代入得 

                   ilim =
+∞→ nn

S  

由复数项级数收敛的定义可知，∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 2
1

k

ki
收敛于 i .即 i

2
i1

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∑

∞

=k

k

 

注  1.这里的 nS 即为复数项级数 ∑
∞

=1k

kα 的部分和序列，求 nS 之极限中利用了

01 →⇒< nαα 的结论.由 nS 极限存在得∑
∞

=1k

kα 收敛结论，这是最基本的方法. 

4.4  证明：若∑
∞

=1k
kα 收敛，则∑

∞

=1k

kα 收敛(这时称∑
∞

=1k

kα 绝对收敛). 

证  设 kkk ba i+=α ，则 kka α≤ .由正项级数比较判别法，∑
∞

1
kα 收敛 ∑

∞

=

⇒
1k

ka ，

∑
∞

=1k
kb 均收敛，又由实数项级数知识知∑

∞

=1k
ka 与∑

∞

=1k
kb 收敛.于是由复数项级数收敛的充要条

件得∑
∞

=1k
kα 收敛. 

注 若∑
∞

=1k
kα 收敛，称∑

∞

=1k
kα 绝对收敛.则本题的结论说明复数项级数绝对收敛，则必收敛.

证明方法用的是实数项级数对应的统一性质.应注意∑ kα 收敛≠＞∑ nα 收敛，故不能由

∑ kα 发散推出∑ kα 发散. 

4.5  设极限
n

n

n a
a 1lim +

∞→
存在，证明下列三个级数有同一收敛半径：∑

∞

=0n

n
n za ；∑

∞

=

+

+0

1

1n

nn z
n
a

；

∑
∞

=

−

1

1

n

n
n zna . 

证  设 λ=+

∞→
n

n

n a
a 1lim ，则级数∑

∞

=0n

n
n za 收敛半径为

λ
1

=R ，( ≠λ 0)，由收敛幂级数性质，

在 Rz < 内，对∑
∞

=0n

n
n za 可逐项积分、逐项求导，所得结果收敛半径不变 .故知

∑∑
∞

=

−
∞

=

′
0

1

0 n

n
n

n

n
n znaza ＝）（ 及 ∑∫∑

∞

=
+

∞

= +
=

0
1

0 0 1n
n

n
z

n

n
n z

n
a

dzza 收敛半径仍为
λ
1

=R . 

在λ＝0时，∑
∞

=0n

n
n za 收敛半径 +∞=R .上述性质仍成立. 
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4.6   将下列函数展为幂级数，并求收敛半径. 

22 )1
1
z＋（

 展为 z的幂级数 

解   22 )1
1
z＋（

在 0=z 处解析，且以 i± 为奇点，故可知其 Taylor 展式∑
∞

=0n

n
n za 的收敛半

径 1=R . 

设 ξ=2z ，将 21
1
）＋（ ξ
展为ξ 的幂级数，再代入 2z＝ξ 即可得所求(由展式唯一性保

证). 

因为                 1               )1(
1

1
0

<−=
+ ∑

∞

=

ξξ
ξ n

nn  

在 1<ξ 内逐项微分得 

∑∑
∞

=

−
∞

− +−=−=
+
−

0

1

1

1
2 )1()1()1(

)1(
1

n

nnnn nn ξξ
ξ

 

1          )1()1(
)(1

1     
0

2 <+−=
+

∴ ∑
∞

=

ξξ
ξ n

nn n  

于是              ∑
∞

=

+−=
0

22
22 )1()1(

1
1

n

nzn
z ）＋（

       1<z  

4.7   计算下列积分：(积分路径均为正项) 

1) ∫
=

−

2
1

5

1
1

z

z

z
dze

     2) ∫
=

2
1

99

arctan

z

dz
z

z
   3) ∫

=
4

5 cosπz
zz

dz
解     

1)因为 ze −1
1

在 1<z 内解析，且积分路径
2
1

=z (正向)围绕 0=z ，本身及其内部完全属于

1<z ，故由高阶导数公式知 

 
0

)(1
1

2
1

5

1
1

)(
!4

2

=

−

=

−

=∫
z

zz

z

z
ei

z
dze π

 

又由 ze −1
1

在 0=z 邻域 Taylor展开式系数知，原积分=2 4iaπ ， 4a 为展开式中 4z 之系数. 

所以                )
24
73(2

2
1

5

1
1

ei
z

dze

z

z
π=∫

=

−

 

2) 因为主值分支 zarctan 在 1<z 内解析，积分路径 1<z 内解析，积分路径
2
1

=z (正
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向)本身及其内部完全位于 1<z 内，且围绕 0=z ，故由高阶导数公式及 zarctan 在

0=z 邻域 Taylor展开式系数知： 
   原积分＝ 02 98 =iaπ          (偶次幂系数均为 0) 

3)因为
zcos

1
在

2
π

<z 内解析，且积分路径 =z
4
π
围绕 0=z 本身及其内部完全属于

2
π

<z 内，故由高阶导数公式及
zcos

1
在 0=z 邻域 Taylor 展开式系数知原积分＝

42 iaπ           ( 4a 为 4z 之系数) 

故有   原积分＝ ii ππ
12
5

24
52 =⋅  

4.8   在 0＝z 的邻域将
z

ezf
z

−
=

1
)( 展为 Taylor级数，并求收敛半径. 

解   因为
z

ezf
z

−
=

1
)( 在 1≠z 的区域内解析，故可在 0＝z 的邻域内展为 Taylor级数，且

收敛半径 101 =−=R . 

所以在 1<z 内有展开式     ∑
∞

=

=
− 01 n

n
n

z

za
z

e
 

又                    1z                       1
1

1 2 <⋅⋅⋅+++=
−

zz
z

 

+∞<⋅⋅⋅++++= z               
!3!2

1
32 zzze z  

由幂级数乘法得 

 z                                z
3
8z

2
52z1        

z
!2

11
3!
111)z

2
1(12z1        

)
!3!2

1)(1()(

32

32

32
2

+∞<⋅⋅⋅++++=

⋅⋅⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++++++=

⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅+++=
zzzzzzf

 

4.9 在 00 =z 的邻域上将
z

zsin
展开. 

【解】 函数
z

zsin
在原点没有定义， 00 =z 是奇点.引用 zsin 在原点的邻域上的展开式 

LL +
+

−++−+−= +12
753

)!12(
1)1(

!7!5!3
sin kk z

k
zzzzz ， +∞<|| z  

为避开奇点，从 z平面上挖去原点的复平面 +∞<< ||0 z 上，用 z除 zsin 的展开式，就得到

z
zsin
的展开式 
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LL +
+

−++−+−= kk z
k

zzz
z

z 2
642

)!12(
1)1(

!7!5!3
1sin

， +∞<< ||0 z  

其实，如果定义一个函数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0,1

0,sin
)(

z

z
z

z
zf  

则 )(zf 在整个复平面上都是解析的，从而得到 )(zf 在 00 =z 的邻域上的展开式 

LL +
+

−++−+−= kk z
k

zzzzf 2
642

)!12(
1)1(

!7!5!3
1)( ， +∞<< ||0 z  

正是解析函数 )(zf 的 Taylor展开式. 
 

 

4.10  将
)2)(1(

1)(
−−

=
zz

zf 在下列圆环域内展为 Laurent级数 

1) 21 << z           2) 2>z  

解  1)因为
)1(

1
)2(

1)(
−

−
−

=
zz

zf ，将 )(zf 在环域 21 << z 内展为 Laurent 级数，

即要将 )(zf 展为形如 ∑
+∞

−∞=n

n
n zC 的级数，因为 )(zf 在 21 << z 内解析，由 Laurent 定

理，上述展示存在，为得到它，注意
2

1
−z
在 2<z 内解析，且 

1
2
<

z
，故 

2z                   
2

1
2
1

22
1

2
1

1
2
1

2
1

1
1

0
<−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
⋅−=

− ∑∑
∞

=
+

∞

= n

n
n

n

n

zz
zz

 

又因 。，所以 111 <<
z

z  

故       z1             1
2

1
11

11
1

1
1 10

<=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

−
⋅= ∑ ∑∑

∞

=

∞

=

−
∞

= n n

n
n

n

n

z
z

z
z

z
zz－

 

2z1             
2

1
2
1)(        

1

1
1 <<−−=∴ ∑ ∑

−

−∞=

∞

=
+

n n

n
n

n zzzf  

2) 当 2>z 时，对于
)1(

1
)2(

1)(
−

−
−

=
zz

zf 有 

1210 <<<
zz
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仿 1)，有 z21          
11

11
1

1 1

<<=
−

⋅=
− ∑

−

−∞=n

nz

z
zz

 

而   1
z
2           21221

21

11
2

1
1

1

0
1

0

<=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

−
⋅=

− ∑∑∑
∞

=

−−
∞

=
+

∞

= n

nn

n
n

n

n

n

z
zzz

z
zz

 

2                     1)z-2(                   

1)-(2                   

2
1

1
2

1)(         

2

-1

1

-1-

11

1

>=

=

−=
−

−
−

=∴

∑

∑

∑∑

∞

=

−

∞

=

∞

=

−
∞

=

−−

z

z

zz
zz

zf

n

nn

z

nn

n

n

n

nn

 

4.11下列推导是否正确？为什么？ 
用长除法得 

      (2)           1111
1-z

z

(1)                 
1

2

2

⋅⋅⋅++⋅⋅⋅+++=

⋅⋅⋅++⋅⋅⋅++=
−

n

n

zzz

zzz
z

z

 

(1)+(2)得 
左端＝0 

∴      右端＝ 01111 2
2 =⋅⋅⋅++⋅⋅⋅++++++⋅⋅⋅++⋅⋅⋅ n

n zzz
zzz

 

答   推导不正确，因为(1)与(2)成立均有条件： 

对(1)，只有当 1<z 方能成立，而对(2)，只有当 11
<

z
，即 1>z 方能成立，即(1)与(2)

没有同时成立的公共点集，故二者不能相加(由 Laurent 级数收敛的定义)，所以上述结
果是错误的. 

4.12 将下列函数在∞的去心邻域展为 Laurent级数，并指出其收敛域. 

1) 22 )1(
1)(
z

zf
+

=         2) 2
1

2)( zezzf =  

解 1)因为 )(zf 在 +∞<< z1 内解析，故可在环域内展为 Laurent级数 ∑
+∞

−∞=n

n
n zC  

令 ,101
<<= ξξ ，

z
且 

2
2 )11(

1)(

ξ
+

=zf ＝ )(
)1(

1
22

4 ξϕ
ξ

ξ =
+

⋅  
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∑
∞

=

+−=
+ 0

2
22 )1()1(

)1(
1

n

nn n ξ
ξ

      10 << ξ  

所以    ∑
∞

=

++−=
0

42)1()1()(
n

nn n ξξϕ ＝∑
∞

=

++−
0

)2(2)1()1(
n

nn n ξ         10 << ξ  

于是                 ∑
∞

=

+−+−=
0

)2(2)1()1()(
n

nn znzf            +∞<< z1  

此即 )(zf 在∞去心邻域内的 Laurent展示. 

2)因为 )(zf ＝
2z

2
1

ze 在 +∞<< z1 内解析，故在此邻域内展为 Laurent级数 ∑
+∞

−∞=n

n
n zC ，令

z
1

=ξ ，则 +∞<< ξ1 . 

    ∑
∞

=

−==
0

22
2 !

11)(
2

n

n

n
e ξ

ξ
ξϕ ξ          +∞<< ξ0  

所以               )(zf ＝
2z

2
1

ze ＝∑
∞

=

−

0

22

!
1

n

nz
n

      +∞<< z1  

此即 )(zf 在∞去心邻域内的 Laurent展式. 

4.13 将 zezzf
1

2)( = 在 +∞<< z0 内展为 Laurent级数，并计算积分 ∫
=1

1

z

z dze  

(答  ∑
∞

=

−

0

2

!
1

n

nz
n

； ∫
=1

1

z

z dze ＝2 iπ ) 

4.14 计算积分：(路径为正向) 

设 )(zf ＝ ∫
z

dze
0

2ξ
，计算积分 ∫

=
+

1
12

)(

z
n dz

z
zf

.( n为自然数) 

(答  积分＝0) 
4.15 计算下列积分(路径均为正向) 

1) ∫
=− −2

2 )(iz izz
dz

    2) dz
z

e

z

z

∫
=

−

2
5

1
1

    3) dze
z

z∫
=

−

2

1
1

 

解 1) 积分路径位于环域 +∞<−< iz1 内，围绕 iz = ，简单、正向、闭，且 2

1)(
z

z =ϕ

在该环域内解析，故由 Laurent系数公式知 

∫
=− −2

2 )(iz izz
dz

＝ =
−

⋅∫
=−

+
2

102 )(
1

iz iz
dz

z 02 iCπ  

其中 0C 为 2

1)(
z

z =ϕ 在环域 +∞<−< iz1 内 Laurent展开式的常数项. 
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可求出 0C ＝0，所以                       ∫
=− −2

2 )(iz izz
dz

＝0 

2)积分路径位于环域 1>z 内，围绕 0=z ，简单、正向、闭，且 zez −= 1
1

)(ϕ 在该环域

内解析，由 Laurent系数公式知 

dz
z

e

z

z

∫
=

−

2
5

1
1

＝ ∫
=

+
− ⋅=⋅

2
414

1
1

2
z

z Cidz
z
dze π  

C4为
ze −1

1

在环域 1>z 内 Laurent展开式的 4z 系数，且 C4＝0 

故                        dz
z

e

z

z

∫
=

−

2
5

1
1

＝0 

3) dze
z

z∫
=

−

2

1
1

＝ ∫
=

+−
− ⋅

2
11

1
1

z

z

z
dze = 12 −⋅Ciπ  

1−C  为 ze −1
1

在环域 1>z 内 Laurent展开式中 1−z 的系数，知 1−C ＝－1，即 

dze
z

z∫
=

−

2

1
1

＝ 12 −⋅Ciπ ＝ iπ2−  

 
4.16计算积分：(路径为正向) 

ndz
zzz

n ，∫
=1

1cos1
为自然数. 

(答 1＝n 时，积分＝ iπ2 ， 1>n 时，积分＝0.) 
 

本章计算机仿真编程实践 
(要求：对下述各题，要求尝试计算机仿真编程求解) 

4.17 尝试计算机仿真编程(Matlab，Mathematic ，Mathcad)求出 )(zf ＝ 21
1

zz −−
在 0=z

邻域的 Taylor级数，并求收敛半径. 

(提示：答 Rzzzzzf =
−

<⋅⋅⋅+++++=
2

15z        5321)( 432 ) 

【解】计算机仿真程序 

%(1) 

taylor(1/(1-z-z^2),0) 

%(2) Because Cn+2=Cn+1+Cn; therefore :   R=1+1/R 

RR=solve('R^2-R-1','R') 

% 注意到取正的根，即为收敛半径 
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4.18 级数展开法(确定系数)计算积分 
100| | 2 1z

dz
z= −∫� ，并实践编程验证. 

【解】计算机仿真程序 
N=100;Sum=0; 

for k=1:N 

   z(k)=exp(i*2*k*pi/N); 

   end 

for k=1:N 

   Multiplex=1; 

   for m=1:N 

      if m~=k   

         Multiplex=Multiplex*( z(k)-z(m))          

      end   

      end 

      Sum=Sum+1.0/Multiplex; 

 Integration=2*pi*i*Sum           
end 

4.19  将函数
23

1
2 +− zz

在下列区域内展为幂级数，并利用Matlab级数展开法验证. 

1) 1<z 内； 2) 21 << z 内；  3) 2>z  

(答   1)
n

n
n z∑

∞

=
+

−
0

1 )
2

11( ；2)，3)见 7 题答案，其中 2,1 == ba ) 

【解】计算机仿真程序 

% (1)  

T1=taylor(1/(z^2-3*z+2),0) 

% (2)   % (3) 分析并推导后展开即可 

4.20  将
)(

1
2 izz −

在下列区域内展为罗郎级数， 并用Matlab级数展开法验证. 

1) 10 <−< iz               2) 1>− iz  

解   1)
izzizz

zf
−

⋅=
−

=
11

)(
1)( 22 ，其中 2

1
z
在 1>− iz 内解析，故可作 Taylor 展

开，注意 2

1
z
＝ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

z
1
，而 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
−

+
=

−

0

)1(
1

11
n

n
n

i
izi

i
iz

i
z

 

逐项求导得 
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1               ))(1()1()()1(1
0

2
1

1
12 <−−+

−
=−

−
= ∑∑

∞

=
+

−
∞

=
− izizn

i
izn

iz n

n
n

n
n

n
n  

1i-z0        ))(2(1                  

))(1()1(11)(        

1

1

0

1
22

<<−+
−

=

−+
−

=
−

⋅=∴

∑

∑
∞

−=

−

∞

=

−
+

，
n

nn

n

n
n

n

izni
iz

izn
iizz

zf
 

 

2)因为 1>− iz ，故 1)中关于
z
1
的展开式无效，但 11

<
− iz

. 

∑ ∑
∞

=

∞

=
+−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
=

−
+

⋅
−

=
+−

=∴

0 0
1)(

)1()1(1            

1

1111       

n n
n

n
n

n
n

iz
i

iz
i

iz

iz
iiziizz

 

由环域内收敛 Laurent级数可逐项求导的性质有 

∑
∞

=

−−−+−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

0

2
2 ))(1()(11

n

nn izni
zz

 

=
−

⋅=∴
izz

zf 11)(     2 ∑
∞

=

+−−+−
0

)3())(1()(
n

nn izni =∑
∞

=
+−
+−

0
3)(

)1()(
n

n

n

iz
ni

 

                                     +∞<−< iz1  

计算机仿真程序 
% (1) taylor(1/(z^2*(z-i)),i)  不能直接展开，需要对被展开函数进行适当推导才能

展开 

%比如 可以理解为  -1/z 展开式的导数，再乘以 1/(z-i)的展开式。 

 

syms z 

f1=taylor(1/z^2,8,i) 

f=f1*(1/(z-i)) 

% (2)分析推导，可得出其展开式 

第五章 留数定理习题及其解答 

   5.1 设有 LLLL ++++++++= +− 121 222
1111)( n

n

nn

zz
zzz

zf ,能否说 0=z 为

)(zf 本性奇点?为什么? 

   答：这个级数由两部分组成：即∑ ∑
∞

=

∞

=
+

− +
1 0

12n n
n

n
n zz 。第一个级数当 11

<
z

即 1>z 时收
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敛,第二个级数当 1
2
<

z
即 2<z 时收敛。于是所给级数在环域 21 << z 内收敛(成立),且和

函数 2

1 1
1 1 12( ) 1 1 2 3 21 1

2

zf z z z z z z
z

−
= + = + =

− − − +− −
。显然 0z = 是 ( )f z 的解析点。可见

此级数并非在 0z = 的去心领域内成立。故不能由其含无限多个负幂项断定 0z = 的性质。 
注： 此例说明，判断孤立奇点 0z 类型虽可从 ( )f z 的 Laurent 展开式含有负幂项的情

况入手，但切不可忘掉必须是在去心领域内的 Laurent展式，否则与 0z 是什么性质的点没有
关系。 
5.2 证明：如果 0z 为解析函数 ( )f z 的m 阶零点，则 0z 必为 ( )f z′ 的 1m − 阶零点,其中
m >1。 

证   因为 ( )f z 在 0z 点解析，且 0z 为其m阶零点。故 ( )f z 在 0z 的邻域内 Taylor
展式为 

1 1
0 1 0( ) ( ) ( )     m m

m mf z C z z C z z− +
+= − + − +L 其中 00.      .mC z z R≠ − <  

由 Taylor级数在收敛圆内可逐项微分性质有 
' 1

0 1 0( ) ( ) ( 1)( )     m m
m mf z C m z z C m z z−

+= − + + − +L 0 .z z R− <  

               0            0 m mC C m≠ ∴ ≠Q  

右端即为
' ( )f z 在 0z z R− < 内的 Taylor展开式，由解析函数零点定义知， ' ( )f z 以

0z 为 1m − 阶零点。 

注   本证明仅用到解析函数零点定义及幂级数在收敛圆内可逐项求导的性质. 
5.3 判断下列函数在无穷远点的性态 

1)
1z
z

+      2） 2

1sin z
z

+      3）
1z
ze

−
     4）

1
sin cosz z+

 

解   1)  因为
1( )f z z
z

= + 在 0 z< < +∞内解析，且所给形式即为它在该环域内的

Laurent展式，所以∞为 ( )f z 的一级极点( 0z = 为一级极点). 

2)  因为 2

1sin z
z

+ 在0 z< < +∞内解析，且在此环域内有 

    
2

1 1 1 1 ( 1)3 5 2 1sin 2 3! 5! (2 1)!

n nz z z z Z
nz z

− ++ = + − + + +
+

L L  

即在∞的去心邻域里的 Laurent展式中含有无限多个 z的正幂项，故∞为 2

1sin z
z

+ 的本性

奇点（0为二级极点）。 

3)  因为
1

1( )
zz

z

z

ef z e
e

−
= =  
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ze 在 0z = 处解析，

1
ze 以 0z = 为本性奇点。 

在 ( )f z 中令 1
z

ξ = ，得
1( )
( )f

ϕ ξ
ξ

= 。 0ξ = 为
1( )
( )f

ϕ ξ
ξ

= 的本性奇点，即 z = ∞

为 ( )f z 的本性奇点。 

4)     
1( )

sin cos
f z

z z
=

+
 

令 sin cos 0z z+ = ，得
2i ze i= − ，即

2        2 2      ( 0, 1, 2 )
i i ki ze e k
π π− +

= = ± ± L 。 

∴      ( 0, 1, 2 )
4kz k kπ π= − + = ± ± L 为 sin cosz z+ 的零点，且 

∵  
'[sin cos ] cos sin 2( 1) 0      ( 0, 1, 2 )

k

k
z k kz z z z k+ = − = − ≠ = ± ± L  

∴  
4kz kπ π= − + 为

1( )
sin cos

f z
z z

=
+

的一级极点。 

且    k kz →∞⎯⎯⎯→∞，故，∞为 ( )f z 的非孤立奇点。 

注  当∞为孤立奇点时,一般直接从函数在∞的去心邻域内的 Laurent 展示入手,判断其

类型，但对 3)，因 ( )f z 有一定的特性 1 1( ( )
( )

f
z f z
= ，故可利用这一特性进行判断。 

5.4  .求出下列函数的奇点，并对孤立奇点指出类型。 

１）

1

2

z
ze

z

+

 ２）

2

3

1ze
z
−
 ３）

1cos z
z

+  ４）
ze  ５） 1

1cos
z

 ６）
3

3

sin
(1 )z

z z
e−

 

（答 １）０，∞均为本性奇点；２）０为一级极点，∞为本性奇点；３）０为一级极点，
∞ 为本性奇点；４） ∞ 为唯一奇点，且为本性奇点；５）０为非独立奇点，

1   ( 0, 1, 2 )

2

kz k
k ππ

= = ± ±
+

L 为一级极点，∞为可去奇点；６）０为可去奇点，∞为本

性奇点）。 
 
5.5 计算下列各函数在指定点的留数： 

1) 3 ,
( 1)( 1)

z
z z

± ∞
− +

在z= 1, 处. 

2) 
2

4

1 ze
z
−

，在 0,z = ∞处。 

解 1)  因为 1z = 为 ( )f z 的一级极点，故由留数计算规则有 

3 3

1Re ,1 lim
( 1)( 1) ( 1) 8

z zs
z z z

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

 

对∞，由留数计算规则有 
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              3 3Re , Re ,0 0
( 1)( 1) ( 1)( 1)

z zs s
z z z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
∞ = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 又    ( )f z 在扩充复平面内仅有孤立奇点，故留数和为 0，于是可得 

               3

1Re , 1
( 1)( 1) 8

zs
z z

⎡ ⎤
− = −⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 

2) 
2

4

1( )
zef z

z
−

= ，由留数定义， [ ]Re ( ),0s f z 等于
2(1 )ze− 在 0z = 处 Taylor展式中 3z 项

的系数。 

           
2 3

2 (2 ) (2 )1 1 1 2
2! 3!

z z ze z
⎡ ⎤

− = − + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

L  

                 
2 3(2 ) (2 )2        z

2! 3!
z zz= − − − − < +∞L  

有        3
4 ,
3

a = −        ∴  
2

4

1 4Re ,0
3

zes
z

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

    注意  ( )f z 于扩充复平面内仅有两个奇点，其留数和为 0，故
2

4

1 4Re ,
3

zes
z

⎡ ⎤−
∞ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
。 

5.6 计算下列函数在 0,z = ∞处的留数 

1) 
1cos
z
；2) 在

1sin , 0, ( ).mz z m
z

= ∞在 处 为自然数  

解   

1) 
1( ) cosf z
z

= 在扩充平面仅有两个奇点。注意 cosξ 在 ξ < +∞内 Taylor 展式中只有偶

次项。 

故  
1( ) cosf z
z

= 在0 z< < +∞内 Laurent展式中无 1z−
项，即 [ ]Re ( ),0 0s f z = 。 

且环域0 z< < +∞也是∞的去心邻域。故上述展式也是∞处的 Laurent展式。 

因此                       [ ]Re ( ), 0s f z ∞ =  

2) 
1( ) sinmf z z
z

= ，    m为自然数。 

由留数定义知， [ ]Re ( ),0s f z 等于
1sin
z
在0 z< < +∞内 Lauernt 展式中 ( 1)mz− +

的系

数。注意在该环域有 

     
1 1 1 1 ( 1) 1sin 3 2 13! (2 1)!

n

nz z nz Z

−
= − + + +

++
L L   
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0,                    
1Res sin ,0 (-1) ,        2     ( 0,1, 2, )

(2 1)!

m n

m
z

z m n n
n

⎧
⎪⎡ ⎤ = ⎨⎢ ⎥ = =⎣ ⎦ ⎪ +⎩

L

当 为奇数时

当
  

 

5.7 计算 
2

0

iee d
θπ
θ∫  

【答案  2 ]π  
5.8 .求下列函数在指定点的留数 

1）
1

1cos
z

在∞点。 ２）
1cos z
z

+ 在∞点。  ３）
3

3

sin
(1 )z

z z
e−

在∞点。 

（答：1）１；２）－１；３）０；） 
 

5.9 计算函数
1 ,     ( , ), ,

( ) ( )m m
z z

α β α β
α β

≠ ∞
− +

为自然数 在 , 处的留数。 

【解】 

1
1 ( )( )     ( ), )

( ) ( ) ( )

m

m
zf z m

z z z
α α β

α β β
−= = ≠

− + +
为自然数  

∵  z β= 为 ( )f z 的一级极点，（α β≠ ） 

∴  [ ] 1Re ( ),
( )ms f z β
β α

=
−

 

为求 [ ]Re ( ),s f z α ，注意m为自然数，只要求 1
z β−

在α 点邻域 Taylor 展式中 1( )mz α −−

的系数 1ma − 即可 

∵ 1
0

1 1 1 1 ( )
( )1

n
n zzz

ααβ β α β α
β α

∞

+

−
= ⋅ = −

−− − −−
−

∑  

∴ 1
1

( )m ma
β α−
−

=
−

，故 [ ] 1Re ( ),
( )ms f z α
β α
−

=
−

 

又由 ( )f z 于扩充复平面仅有奇点 , ,α β ∞，故

[ ] [ ] [ ]Re ( ), Re ( ), Re ( ), 0s f z s f z s f zα β∞ = − − =  

 
 

5.10  计算下列积分 

1）
1

1 d ,        5, 4, -5, -2,
sink

z

z k k
z z=

= =∫�  

2）
3
2

1 d ,        2, 2,5
sink

z

z k
z z

π=

= −∫�  
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解 1）因为积分路径 1z = 位于环域0 z π< < 内，且围绕 0z = ，简单、正向、闭，
1

sin z
在该环域内解析，故可知所求积分为 

      1
1

1 d 2
sin kk

z

z ia
z z

π −
=

=∫�  

其中 1ka − 为
1

sin z
在环域0 z π< < 内 Lauernt展式 1kz −

项的系数。 

    因此 5k = 时， 4
1

1 d 2 0
sink

z

z ia
z z

π
=

= =∫�    （上述展式中无偶次幂项）. 

       4k = 时， 3 2
1

1 1 1d 2 2
sin (3!) 5!k

z

z ia i
z z

π π
=

⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫�  

5k = − 时， 6
1

1 d 2 0
sink

z

z ia
z z

π −
=

= =∫�   （无偶次幂项）. 

2k = − 时， 3
1

1 1d 2 0    ( 0 ).
sin sinxk

z

z ia
z z

π −
=

= =∫� 以 为一级极点  

2) 同 1）道理，但积分路径位于环域 2zπ π< < 内，且围绕 0z = ，简单、正向、闭，

1
sin z

在此环域内解析。 

所以                 1
3
2

1 d 2
sin kk

z

z iC
z z

π

π −

=

=∫�  

其中 1kC − 为
1

sin z
在环域 2zπ π< < 内 Laurent展式中 1kz −

项系数。 

因而   2k = − 时，
2 3

3
3
2

1 d 2 2 ( 2 ) 4
sink

z

z iC i i
z z

π

π π π π−

=

= = − = −∫�  

       2k = 时，
3

1
3
2

1 1 2 2d 2 2 ( ) 4
sin 3! 3!k

z

iz iC i i
z z

π

ππ π
π

=

= = − = −∫�  

5k = 时， 4
3
2

1 d 2 0
sink

z

z iC
z z

π

π
=

= =∫�   （展式中无偶次幂项） 

5.11 计算下列积分（积分路径均为正向）； 

  
13
z

2

e d
1z

z z
z= +∫�             

解    因为
13

( )
1

zzf z e
z

=
+

在1 z< < +∞内解析。路径 2z = 位于该环域内，围绕 0z = ，

简单、正向、闭，故由∞留数定义有 
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     [ ] 2
z 2

1 1( )d 2 Res ( ), 2 Res ( ) ,0f z z i f z i f
z z

π π
=

⎡ ⎤= − ∞ = ⎢ ⎥⎣ ⎦∫�  

             34

1 12 Res ,0 2
1

zi e iC
z z

π π⎡ ⎤= ⋅ =⎢ ⎥+⎣ ⎦
 

这里 3C 为 ( )
1

zez
z

ϕ =
+
在0 1z< < 内 Laurent展式（即

1

ze
z+
在 1z < 内Ｔaylor展式）

的
3z 项系数，由幂级数乘法易求得： 3

1 1 1
3! 2! 3

C = − = − 。 

即

13
z

2

1 2e d 2 ( )
1 3 3z

z z i i
z

π π
=

= − = −
+∫�  

5.12计算积分 （积分方向为正方向）  

 
2

2

d      ( )
1

n

n
z

z z n
z= +∫� 为自然数  

解：  

当 1n = 时 1z = − 为
2

( )
1

zf z
z

=
+
的一级极点，故 

      
2 2

2

d 2 Res( , 1) 2
1 1z

z zz i i
z z

π π
=

= − =
+ +∫�  

当 1n ≠ 时，积分路径内围绕了
2

( )
1

n

n

zf z
z

=
+

的 n个一级极点 

     

(1 2 )

        ( 0,1,2, 1)          ( -1)
i k

nn
k kz e k n z

π+

= = − =L  
由留数定理有 

     
2 21

02

d 2 Res( , )
1 1

n nn

kn n
kz

z zz i z
z z

π
−

==

=
+ +∑∫�  

因为 

2 12

Res( , )       (   = -1 )
1

n n nn
nk k k k

k kn

z z z zz z z
z n n n

− + ⋅
= = = −

+
Q  

所以  
2 1 1

0 02

2d 2 = 0
1

n n n
k

kn
k kz

zz iz i z
z n n

ππ
− −

= ==

−
= − =

+ ∑ ∑∫�  

5.13 计算定积分
2

2
0

d ,      (0,1).
1 2 cos

π θ α
α θ α

∈
− +∫  

解：被积式为 cosθ 的有理函数，故令 iz e θ= ，则
2 1cos
2

z
z

θ +
= ，

dd z
iz

θ = 。代入原

积分，得 
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2

22
20 1

d d
11 2 cos (1 2 )

2
z

zI
z iz

z

π θ
α θ α α α=

= =
+− + − +

∫ ∫�  

    
21 1

d d
1 1( ) 1 ( )( )z z

i z i z

z z z zα αα α
α α

= =

= =
− + + − −

∫ ∫� �  

则 1z = 内包围
d( ) 1( )( )

zf z
z zα

α

=
− −

的一个奇点 0z α= ，且为一级极点。 

故，由留数定理有 

2 2

1 2 1 2 2Res , 21 1 1 1( )( )
z

iI i
z z z

α

π π α πα π
α α α α αα

α α =

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= = − ⋅ = − ⋅ =⎢ ⎥ − −⎢ ⎥− − −
⎣ ⎦

 

 

5.14 计算定积分 4
0

d .
1

xI
x

+∞

=
+∫  

解： 4

1 d
2 1

xI
x

+∞

−∞

=
+∫ ，设 4

1( )
1

R z
x

=
+

。则 ( )R z 为 z的有理函数，且分母次数为４，

分子次数为０ ( 4 2)m n− = > 。且 ( )R z 在实轴上无奇点，在上半平面的奇点为 4
1

i
z e

π

= ，

3
4

2

i
z e

π
= 均为一级极点。 

∴ 1 24 4 4
0

1 d 1 1 12 (Res( , ) Res( , ))
2 1 2 1 1

xI i z z
x z z

π
+∞

= = ⋅ +
+ + +∫  

  

3
4 4

1 2
1( )( ) ( )
4 4 2 2

i iii z z e e
ππ ππ= ⋅ − + = − + =  

5.15计算定积分 2
0

sin d
(1 )

x x
x x

+∞

+∫ 。 

解：首先注意 2 2

sin sin sin
(1 ) 1

x x x x
x x x x

= −
+ +

。 

则    2 2 2
0 0 0 0

sin d sin sin sind d d
(1 ) 1 2 1

x x x x x x xx x x
x x x x x

π+∞ +∞ +∞ +∞

= − = −
+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

故只要计算第二项的值即可：设 2 2( ) , ( )
1 1

izze zf z R z
z z

= =
+ +

的分母次数比分子次数高

１，在实轴上无奇点，在上半平面有一个一级极点 0z i= 。 
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∴ 2 2 2

cos sin( )d d d d
1 1 1

ixxe x x x xf x x x x i x
x x x

+∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

= = +
+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

      [ ]2

sin 10 d 2 Res ( ), 2
1 2
x x ii x i f z i i

x e e
ππ π

+∞

−∞

= + = = ⋅ =
+∫  

由此     2

sin d
1
x x x

x e
π+∞

−∞

=
+∫ ，    2

0

sin d
1 2
x x x

x e
π+∞

=
+∫  

于是    2
0

sin 1d (1 )
(1 ) 2 2 2

xI x
x x e e

π π π+∞

= = − = −
+∫  

注： 要注意 ( )df x x
+∞

−∞
∫ 是一实变量复值积分，且实部为奇函数，虚部为偶函数，

0( )d 2 Res[ ( ), ]f x x i f z zπ
+∞

−∞

=∫ 按实部等于实部，虚部等于虚部得最后结果。 

 

5.16 计算实积分 22

2 20 0

1(1) ;       (2)    ( 0)
1 cos sin

dxd a
a x

ππ
θ

θ
>

+ +∫ ∫  

【答案 （1） 2π ；（2）
22 a a
π
+
】 

5.17 计算积分 4 1
dx

x
∞

−∞ −∫  

【答案 
2
π

− 】 

5.18 计算积分 2 20

cos mx dx
x a

∞

+∫  的值 

【答案  
2

mae
a
π −

】 

5.19 计算积分 2 2 20

sin
( )
x mx dx
x a

∞

+∫ 的值 

【答案
4

mam e
a
π −

】 

5.20若函数 ( ) ( , ( , )f z u x y i x y= + v 解析，且
2 2( )( 4 )u x y x xy y− − + +v = ，试求 ( )f z . 

【答案 3( )f z iz c= − + 】 
5.21 利用复变函数环路积分方法，证明级数 

   
4

4
1

( 1) 7
720

n

n n
π∞

=

−
= −∑  

（提示：考虑函数 4

1
2 siniz zπ

沿着仅包围某一个奇点 ( 0)z n n= ≠ 的环路 nl 的积分） 
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计算机仿真编程实践 
5.22 计算机仿真计算（利用Matlab计算机求解出留数，然后求积分） 
 

∫ = +2|| 1000 1z z
zdz

 

【解】计算机仿真程序 
%利用一阶极点求留数的方法，可以计算某奇点的留数为   

z/(1000*z^999)=1/(1000*z^998)  

%然后求和再乘以2*pi*i 

N=1000; 

Sum=0; 

for k=1:N 

   z(k)=exp(i*2*k*pi/N); 

   Sum=Sum+1/(1000.0*z(k)^998); 

end 

Integrate=2*i*pi*Sum 

    

 5.23 计算机仿真计算 （１）
2

3

1ze
z
−
在０点 （2） 3 2

3
5

z
z z

−
+

在０点处的留数。 

（答案（１）１；  （2）
8 .
25
） 

【解】计算机仿真程序 
%(1) 

syms z 

f=(exp(z^2)-1)/z^3 

limit(diff(f*z^3,z,2)/prod(1:2),z,0) 

% (2) 

syms z 

f=(z-3)/(z^3+5*z^2) 
limit(diff(f*z^3,z,2)/prod(1:2),z,0) 
5.24 利用计算机仿真编程的方法计算积分 
（积分方向为正方向）  

 
2

| | 2
d      (

1

n

nz

z z n
z= +∫� 为自然数). 

【解】计算机仿真程序 
%利用一阶极点求留数的方法，可以计算某奇点的留数为   

z(k)^(2n)/(n*z(k)^(n-1))=(z(k)^(n+1))/n 

%然后求和再乘以2*pi*i 

n=100; 

Sum=0; 

for k=1:n 
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   z(k)=exp(i*2*k*pi/n+i*pi/n); 

   Sum=Sum+(z(k)^(n+1))/n; 

end 

Integrate=2*i*pi*Sum 

    

5.25 利用计算机仿真计算积分 
10| | 2 ( ) ( 1)( 3)z

dz
z i z z= + − −∫� ，并验证典型实例结果。 

【解】计算机仿真程序 
%积分的计算可以转化为瞬时针,积分反号，然后再利用无界区域的柯希公式（注意奇点z=3 ） 

z=3 
Integrate=-2*pi*i/((z-1)*(z+i)^10) 

———————————————————————————— 

第六章 保角映射习题及解答 
————————————————————————————— 
6.1 一个解析函数所构成的映射在什么条件下具有伸缩率和转动角的不变性？试讨论映射

2z=w 在复平面上的每点都具有这个性质吗？ 
【答案 在导数不等于零的条件下具有伸缩率和转动角的不变性；显然 2z=w 除 0z = 外均

具有此性质】 
6.2求 2z=w 在点 z i= 处的伸缩率和转动角．问 2z=w 将经过点 z i= 且平行于实轴正向的
曲线的切线方向映射成w 平面上那个方向？并作图表示． 

【答案 伸缩率  ： | ( ) | 2i′ =w ；旋转角： ( )
2

Arg i π′ =w ；w 平面上虚轴的正向】 

6.3  求所给区域在指定映射下的象 

（1） ( )
2
1Im0 << z  ：  

z
1

=ω        (2) ( ) 1Re >z ， ( ) 0Im >z ：
z
1

=ω  

  

解 （1） ( )
2
1Im0 << z 为水平带域，其边界为 0=y 及

2
1

=y ．首先求出其边界的象曲线． 

∵ 
( ) ( ) ( )yxvyxu

yx
y

yx
x

z
,i,i1

2222 +=
+
−

+
+

==ω  

∴ 对边界 0=y ，有
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00,

10,

xv
x

xu
 即其象为 0=v  
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对边界
2
1

=y ，有

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1,

2
12

1,

x
xv

x

xxu

 

∴ v
x

vu 2

2
1

1
2

2

22 −=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=+  

故得 ( ) 11 22 =++ vu         ∴ 边界
2
1

=y 的象为圆周 ( ) 11 22 =++ vu  

最后来确定所给区域内部的象： 

由

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=

+
=

22

22

,

,

yx
yyxv

yx
xyxu

 及 0>y ，知 0<v  

又由
2
1

<y 得  2222
22 221

yx
yv

yx
vu

+
=−>

+
=+  

故有 ( ) 11 22 >++ vu  

所以区域 ( )
2
1Im0 << z 在映射

z
1

=ω 下的象为W 平面的下半平面除去圆盘

( ) 11 22 ≤++ vu 所余区域． 

(2）
( )

2222 i1
yx

y
yx

x
z +

−
+

+
==ω  

   ∴ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=

+
=

22

22

yx
yv

yx
xu

 

区域 ( ) 1Re >z ， ( ) 0Im >z 之边界为 1l ：
⎩
⎨
⎧

=
=

yy
x 1

， 0>y ； 2l ：
⎩
⎨
⎧

=
=

0y
xx
， 1>x ． 

∵ 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=

+
=

2

2

1
,1

1
1,1

y
yyv

y
yu

 ， 0>y ，消去 y得 
4
1

2
1 2

2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu  
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即 1l 的象为圆周 4
1

2
1 2

2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu  

在 2l 上，有
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00,

10,

xv
x

xu
 ， 1>x ．即

⎩
⎨
⎧

=
<<

0
10

v
u

．故 2l 的象为u轴上线段 ( )1,0 ．再来

求区域 ( ) 1Re >z ， ( ) 0Im >z 内部的象． 
∵ 1>x  

∴ 由

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

=

+
=

22

22

,

,

yx
yyxv

yx
xyxu

得 u
yx

x
yx

vu =
+

<
+

=+ 2222
22 1

 

即
4
1

2
1 2

2

<+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu ，所以其象在此圆内部．又 0>y ，故由 ( ) 22,

yx
yyxv
+
−

= 知 0<v ．及

其象位于W 平面的下半平面，于是，区域 ( ) 1Re >z ， ( ) 0Im >z 在映射
z
1

=ω 下的象为W

平面的半圆域

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

<+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

0
4
1

2
1 2

2

v

vu
，如图 1.10． 

 
6.4 在映射 iz=w 下，下列图形映射为什么图形？ 
1）以 1 2 3, 1, 1z i z z= = − = 为顶点的三角形； 
2）圆域  | 1| 1z − ≤  
【答案 （1） 1, ,i i= − = − =1 2 3w w w 为顶点的三角形； 
(2) 圆域 | | 1i− ≤w 】 
6.5 求出将点 1=z ， i， i− 依次映为点 1=ω ，0， 1− 的分式线性映射．由此映射将单位
圆 1<z 映为什么？ 

解 设 11 =z ， i2 =z ， i3 −=z ， 11 =ω ， 02 =ω ， 131 −=ω ，于是由条件知，所求分

式线性映射为
2

1

ωω
ωω

−
−

：
2

1

23

13

zz
zz

−
−

=
−
−
ωω
ωω

：
23

13

zz
zz

−
−

 

将 kz 与 ( )3,2,1=kkω 代入得
0
1

−
−

ω
ω

：
i
1

01
11

−
−

=
−−
−−

z
z

：
ii
1i

−−
−−

  

化简得  

5
i34z

i
5

i21
−

−

−
⋅

+−
=

zω  

这就是满足 ( ) ( )3,2,1== kzf kk     ω 的分式线性映射． 
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5
i34 −

=z 映为W 平面的∞，而
5

i34 −
=z 位于 1=z 上，故由分式线性映射的保圆性知，

1=z 变为直线．再注意 kω 与 kz 的位置，可知 1=z 映为W 平面的实轴．又因为沿方向

321 zzz →→ 在 1=z 上行进时，单位圆内部位于行进者左侧，由分式线性映射保角性，

1<z 的象应为与行进者沿方向 321 ωωω →→ 在 u 轴行进时的左侧．故知 1<z 映为

( ) 0Im <ω ，即下半平面．或者，注意 0=z 映为 ω=−
5

i21
，即 1<z 内有一点映为

( ) 0Im <ω 内一点，由分式线性映射的一一对应性，必有 1<z 映为 ( ) 0Im <ω ． 

注 这里由唯一决定分式线性映射的基本条件 ( ) ( )3,2,1== kzf kk     ω 求得变换．并由于

1=z 上有一点
5

i34 −
=z 映为 ω 平面的 ∞ ， 1=z 上的 kz 映为 ω 平面实轴上的

( )3,2,1=kkω ．便可知 1=z 的象为实轴．上述确定 1<z 的象为 ( ) 0Im <ω 的保角映射． 
 

6.6  证明：映射
1z
z

+w = 把圆周 | | 0z c= ≠ 映射为椭圆： 

  1 1( ) cos ,    ( )sinu c c c cθ θ− −= + = −v  
 

6.7 如果分式线性映射 
az b
cz d

+
=

+
w 将上半平面 Im( ) 0z >  

（1）映射成上半平面 Im( ) 0>w ；（2）映射成下半平面 Im( ) 0<w  
那么系数 , , ,a b c d 满足什么条件？ 
【答案 (1) 0;(2) 0ad bc ad bc− > − < 】 

6.8 如果分式线性映射 
az b
cz d

+
=

+
w 将 z平面上的直线映射成 | | 1<w ，那么它的系数应该

满足什么条件？ 
【答案 0,| | | |ad bc a c− ≠ = 】 
 
6.9 试求将 | |z R< 的圆域映射成单位圆 | | 1<w 的分式线性映射． 

【答案  ( ),| | 1i z Rae a
R az

ϕ −
= <

−
w 】 

6.10试求将 | | 1z < 映射成 | 1| 1− <w 的分式线性映射． 

【答案  1 ( ),| | 1
1

i z ae a
az

ϕ −
= + <

−
w 】 

6.11 求把右半平面 (Re( ) 0)z > 映射成单位圆 | 1<|w 的分式线性映射． 

【答案 ( ),i z ae
z a

θ −
=

+
w 其中Re( ) 0,     a θ> 为任意实数．】 

6.12 求将上半平面映为单位圆 1<ω 的分式线性映射 ( )zf=ω ，并分别满足下列条件： 

( ) 0i =f ， ( ) 11 =−f    
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【解】 直接利用公式
α
αω θ

−
−

=
z
zie ，α 为上半平面任一点，θ 为任一实数．此映射将上

半平面映为单位圆．代入条件 ( ) 0i =f 得
i
iei

+
−

=
z
zθω ，代入条件 ( ) 11 =−f 得

1cosisin =+− θθ  

∴ 
⎩
⎨
⎧

=
−=
0cos
1sin

θ
θ

， ππθ k2
2
+−= ，即 iei −=θ  

∴ 
i
ii

+
−

−=
z
zω 为所求． 

6.13求将上半平面映为单位圆 1<ω 的分式线性映射 ( )zf=ω ，并分别满足下列条件： 

( ) 0i =f ， ( ) 0iarg =′f  
 

  同上题的讨论，可设所求映射为
i
i

+
−

=
z
zkω ，其中 1=k ． 

为了确定 k，注意条件 ( ) 0iarg =′f ，只要选 k，使 ( ) 0i >′f 即可． 

由 ( ) ( )2i
i2

+
=′

z
kzf 得 ( ) kf

i2
1i =′ ，由

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

>=′

1

0
i2

i

k

kf
得 i=k  

∴ 
i
ii

+
−

=
z
zω 即为所求． 

6.14 求将单位圆映为单位圆的映射，并分别满足条件 

0
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f ，

22
1arg π

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′f     

解 由条件 0
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f 及分式线性映射的保对称性，

2
1

=z 关于单位圆周 1=z 的对称点

2=z 必映为 0=ω 关于 1=ω 的对称点 ∞=ω ．于是，可设
2
2
1

−

−
=

z

z
kω （ k待定），又

由于 1=z 的象为 1=ω ．故在 1=z 上，有 

           1
22

2

22
2
1

==
−

−
=⋅

−

−
=

k
z

zk
z

z

z
kω  

∴ 2=k .即当取 2=k 时，映射
2
2
1

−

−
=

z

z
kω 不仅将 1=z 映为 1=ω ，且单位圆内部映

为单位圆内部． 
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∵ 只要选 k，使得

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

0
2
1Im

0
2
1Re

f

f
即可．∵ ( )

( )22
1

2
3

−
⋅−=′

z
kzf  

∴ kf
3
2

2
1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′    由 2=k 得 i2=k  

即
2
12i

2
2
1

i2
−
−

=
−

−
=

z
z

z

z
ω 为所求． 

注 本题利用分式线性映射的性质，先导出满足第一个条件的分式线性映射之一般形式，进
而由第二个条件确定系数 k． 
6.15 求出将Z 平面的右半平面（ ( ) 0Re >z ）映为W 平面上单位圆外部 1>ω 的分式线性

映射的一般式． 
解 首先， zz i1 = 可将Z 平面的右半平面映为 1Z 平面的上半平面．所以只要考虑将 1Z 上半
平面映为W 平面上单位圆外部的映射即可．由分式线性映射的一一对应性可知，将上半平
面映为单位圆外部的映射一般式为 

          
α
α

ω
−
−

=
z
zk 1 ，其中 1=k ， 0Im <α  

于是，将 zz i1 = 代入，得
α
αω

−
−

=
z
zk

i
i

， 1=k ， 0Im <α ．即是将 z平面右半平面映为

W 平面单位圆外部的分式线性映射的一般性式． 
6.16  求出任一双方单值且保角的映射，使单位圆 1<z 映为铅直条形区域 a<< ωRe0 ． 

解 第一步：采用分式线性映射将单位圆映为上半平面（注意分式线性映射全平面双方单值、
保角，故只要取上半平面映为单位圆映射的逆映射即可） 

z
zz

−
+

=
1
1i1  

   第二步：用对数函数映射 12 ln zz = （主值分支）将上半平面映为宽度为π 的水平带形
区域． 

   第三步：经伸缩及旋转变化 2
2

i
e za π

π
ω

−
= ，可将水平带域映为铅直带域 ( ) az << Re0 .

复合后即为所求：
z
za

−
+

−=
1

iilni
π

ω ． 

注 1.由于我们十分熟悉上半平面映为单位圆的分式线性映射
i
i

+
−

=
z
zω ，并且分式线性映射

为全平面双方单值、保角，故只要求其逆映射，即为由单位圆映为上半平面的映射．从上

半平面映为带域 π<< 2Im0 z 时，应采用主值分支 ( ) zzf ln= ； 
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计算机仿真编程实践 
6.17用计算机仿真（Matlab）的方法绘出函数 2z=w  的实部和虚部． 
【解】仿真程序 
[X,Y,Z]=peaks; 

Z=X.^2-Y.^2;      %计算格点上的函数值 

contour(X,Y,Z,12) 

title('f(z)=z^2   %实部等值曲线图(等势线)') 

Z=2.*X.*Y; 

figure 

contour(X,Y,Z,12) 

title('f(z)=z^2  %虚部等值曲线图(电场线)') 
 

 

 
6.18求所给区域在指定映射下的象，并进行计算机仿真绘出图形． 
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( ) 0Re >z ， ( ) 1Im0 << z ，
z
i

=ω  

【解】区域 ( ) 0Re >z ， ( ) 1Im0 << z 的边界为 

1l ：
⎩
⎨
⎧

=
=

yy
x 0

 ， [ ]1,0∈y ， 2l ：
⎩
⎨
⎧

=
=

0y
xx

 ， 0≥x ， 3l ：
⎩
⎨
⎧

=
=

1y
xx

 ， 0≥x  

2222 ii
yx

x
yx

y
z +

+
+

==ω  

∴ 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

22

22

,

,

yx
xyxv

yx
yyxu

 

由
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0,0

1,0

yv
y

yu
， ( )1,0∈y ，得 1l 的象为u轴上的半射线

⎩
⎨
⎧

=
=

0v
uu
， 1≥u ，又由

( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

x
xv

xu
10,

00,
，

0≥x 知， 2l 的象为上半虚轴 
⎩
⎨
⎧

=
=

vv
u 0

    0>v  

∵ 
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

2

2

1
1,

1
11,

x
xxv

x
xu

 0≥x ，消去 x可得 3l 的象为半圆周
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

0
4
1

2
1 2

2

v

vu
．对区域内

部，∵ 
( )
( )⎩

⎨
⎧

>=
>=

0Im
0Re

yz
xz

    ∴ 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>
+
−

=

>
+

=

0

0

22

22

yx
yv

yx
xu

 

又因为 1<y ，所以 u
yx

y
yx

vu =
+

>
+

=+ 2222
22 1

，即
4
1

2
1 2

2

>+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu  

∴ 所给区域在
z
i

=ω 下的象为W 平面第一象限去掉半圆
4
1

2
1 2

2

≤+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu ， 0≥v 之后

的区域． 
 
6.19 证明：在映射 ize=w 下，互相正交的直线族 1Re( )z x C= = 与 2Im( )z C= 依次映射成

互相正交的直线族 1tanu C=v 与圆族 222 Cu e−+ =2v ．并计算机仿真绘出曲线图形． 
【计算机仿真程序】 
%exercise(1)  

ezcontour('x*tan(1098.89)'),colormap(jet)  
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%exercise(2)  

figure 
ezcontour('x^2+y^2'),colormap(jet) 
 

 

 

6.20 证明：映射
1z
z

+w = 把圆周 | | 0z c= ≠ 映射为椭圆： 

  1 1( ) cos ,    ( )sinu c c c cθ θ− −= + = −v  
并计算机仿真绘出等值线图形． 
【解】计算机仿真程序 
%exercise(1)  

c=109; 

ezcontour('(c+1/c)*cos(x)'),colormap(jet)  

%exercise(2)  

figure 
ezcontour('(c-1/c)*sin(x)'),colormap(jet) 
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第七章 傅里叶变换习题及解答 
——————————————————————————— 

7.1 求函数 0( ) sinf x xω= 的傅氏变换 [ ( )]f xF ． 

【答案 0 0iπ[ ( ) ( )]δ ω ω δ ω ω+ − − 】 

7.2  求 0( )x xδ − 的傅氏变换. 

【答案 0i xe ω−
】 

7.3  设 [ ( )] ( ),f x F ω=F 求 [(2 3) ( )]x f x−F  

【答案 ( ) ( )2i 3F Fω ω′ − 】 

7.4 证明，傅里叶逆变换也满足线性性质 
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[ ]1 1 1
1 2 1 2( ) ( ) [ ( )] [ ( )]F F F Fα ω β ω α ω β ω− − −+ = +F F F  

7.5 证明  01
0[ ( )] ( )i xF e f xωω ω− ± = mF  

7.6设 5

0,          0
( )

,       0t

t
f t

e t−

<⎧
= ⎨ ≥⎩

求 [ ( )]f tF  

【答案 2

5 i
25

ω
ω

−
+

 】 

7.7 设 
0,              0

( )
sin 2 ,      0t

t
f t

e t t−

<⎧
= ⎨ ≥⎩

，求 [ ( )]f tF  

【答案
2(i 1) 4ω + + 】 

7.8 若
1[ ( )]
i

f x
a ω

=
+

F ，求 ( )f x  

【答案 ( ) ( )        ( 0)axf x e u x a−= > 】 
7.9 [ ( )] ( )f t F ω=F ，求 0[ ( ) cos ]f t tωF  

【答案 0 0( ) ( )
2

F Fω ω ω ω− + +
】 

7.10证明 若 [ ( )] ( ),f x F ω=F 其中 a为非零的常数， 0 0t > ，根据傅氏变换性质证明 

0 0i i

0 0
1 1[ ( )] ( ) , [ ( )] ( ) ,

| | | |
x x

a af ax x F e f x ax F e
a a a a

ω ωω ω− −
− = − = −F F  

( ) ( ) ( )[ ]

( )[ ] ( )

( ) ( )

[ ] ( )

1

-1
0

9.11  F 2 , .

1
     2 1

2

1

               1 1 2

    1.

j t j t

j t

F

F e d e

f t F

e dt

ω ω
ω

ω

ω πδ ω ω

ω π δ ω ω
π

πδ ω

πδ ω

δ

−

+∞

=

−∞

+∞
−

−∞

=

= • = =

= −

= • =

•

∫

∫

设 求

解

即 与2 构成一 氏变换对

[注] 这里可以看见，广义函数 -函数对应的F-氏变换，

F-氏逆变换已不是氏积分定理意义下的，故称为广义F-氏变换，

因为在古典意义F-氏变换下，积分 1

F

F

F

[ ] ( ) ( )
( )

2

j te dt

F

ω

ω πδ ω ω

π πδ ω

∞
−

∞

= =

∫
+

-

是无意义的;

2.因为 1 。可见常数1的频谱为在 =0点强度

为2 的脉冲2

F
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

9.12    * .

1,
    f ,     u t-

0,

, 0 0

                          *

                       

t

f t f t u t f u t

t
u t f u t d

t

f u t

f t u t f u t d f d

τ
τ τ τ τ

τ

τ τ τ

τ τ τ τ τ

+∞

−∞

+∞

−∞ −∞

∞ ∞ ∗

<
∗ = − =

≥

∈ ∞ ∞ ≠ − ≠

= − =

⎧
⎨
⎩

∫

∫ ∫

设 定义于 - ,+ ，求 ,并求

解

对任意t - ,+ 与 的公共区间为 <t.

于是

由卷积定理，有

F

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

t

t

 

,

1
                        0

  . 

                                      

f d f t u t f t u t

f t F

F
f d F F t

j j

τ τ

ω

ω
τ τ ω πδ ω π δ ω

ω ω

π δ ω ϕ ω ω π ϕ

π ω δ ω ϕ ω ω π ϕ

ϕ ω

∞

∞

∞

∞

∞

∞

= ∗ = •

=

= • + = +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

∫

∫

∫

+

-

+

-

设 则有

注 因为 F 0 d = F 0 0 且

F d = F 0 0

其中 为

-

-

F F F F

F

F

( )

( ) ( ) ( ) ( )

.

F 0F

ω

δ

π ω δ ω π δ ω

−

=

任意连续函数，且当 足够大时取零值

由 函数的定义知

 

7.13  利用能量积分计算下列广义积分值. 

1)
2

2

1
1

dt
t

+∞

−∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎣ ⎦∫     2)

21 cos t dt
t

+∞

−∞

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫     3)

4

2

sin t dt
t

+∞

−∞
∫     4)

2

21
t dt
t

+∞

−∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎣ ⎦∫  

解   1)设 ( )2

1
1

F
t

ω⎡ ⎤ =⎢ ⎥+⎣ ⎦
F ,则有能量积分有 

( )
2

2

2

1 1
21

I dt F d
t

ω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞

⎡ ⎤= =⎢ ⎥+⎣ ⎦∫ ∫  

因为

( )

2 2 2

1 1 cos2
1 1 1

                 =2             - ,+
2

j t te dt dt
t t t

e

ω

ω

ω

π ω

+∞ =∞
−

−∞ −∞

−

⎡ ⎤ = =⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

• ∈ ∞ ∞

∫ ∫F
  

所以       ( ) 2 22F e ωω π −=  
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于是 

           ( ) 2 2 2 2

0 0

1 1 2
2 2 2

I F d e d e dω ω πω ω π ω π ω
π π

+∞ +∞ +∞
− −

−∞

= = • = =∫ ∫ ∫  

2)设 ( )1 cos t F
t

ω+⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
F ,则 ( )

2
21 cos 1

2
tI dt F d

t
ω ω

π

+∞ +∞

−∞ −∞

−⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

因为       

( )

[ ]

0

1 2
0 0

1 cos 1 cos2 sin

sin sin cos         = 2 2

j tt tF e dt j tdt
t t

t t tj dt dt j I I
t t

ωω ω

ω ω

+∞ +∞
−

−∞

+∞ +∞

− −
= = −

⎡ ⎤
− − = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

由          
0

sin
2

x dt
t

π+∞

=∫          (狄利克雷积分) 

可计算得 1

, 0
2
0, 0

, 0
2

I

π ω

ω
π ω

⎧ >⎪
⎪

= =⎨
⎪
⎪− <
⎩

 

   
0

, 1
2

sin cos , 1
4
0, 1

t t dt
t

π ω

ω π ω

ω

+∞

⎧ <⎪
⎪
⎪= =⎨
⎪

>⎪
⎪⎩

∫  

2 0 0I tω ω ω τ ω τ> < =在 中，当 与 时，分别令 与- t= 可计算得  

2

0, 1

, 1
4

, 1
4

1,
2

, 1
2

I

ω
π ω

π ω

π ω

π
ω

⎧ <
⎪
⎪− = −
⎪
⎪
⎪ == ⎨
⎪

> −⎪−
⎪
⎪
⎪ >
⎩

     及      1 2

0, 1

, 1
4

, 0 1
2
0, 0

I I

ω
π ω

π ω

ω

⎧ >
⎪
⎪ =
⎪− = ⎨
⎪ < <
⎪
⎪ =⎩
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所以    ( )
2

2

2

0, 1

, 1
4

, 0 1
0, 0

F

ω

π ωω
π ω

ω

⎧ >
⎪
⎪ =⎪= ⎨
⎪ < <
⎪

=⎪⎩

 

于是     ( )
2 1

2 2

0

1 cos 1 1
2

tI dt F d d
t

ω ω π ω π
π π

+∞ +∞

−∞ −∞

−⎡ ⎤= = = =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

3) 因为
2sin 1 cos 2

2
t t

t t
−

=  

设       ( ) ( )1
1 cos 2 1 cos,

2
t tF F

t t
ω ω− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

F F  

则       ( )1
1
2 2

F F ωω ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (此称为 F-矢变换相似性质) 

所以     

( )

( )

2 2
2

1

2
2

1 1 1 1 1 cos
2 2 4 2 2

1 1 1 1 cos                            =
2 2 2

tF d F d dt
t

tF d dt
t

ωω ω ω
π π π

ε ε
π

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= × =⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ −⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

即

2 24

2

sin 1 cos 2 1 1 cos
2 2 2

t t tdt dt dt
t tt

π+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫   (由 2)结果得) 

4) 设 ( ) ( )12 2,
1 1

t tF F
t t

ω ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
F F .由象函数微分性质得 ( ) ( )1F jFω ω= . 

由 2)知, ( ) , 0
, 0

e
F e

e

ω
ω

ω

π ω
ω π

π ω

−
− ⎧ ≥

= = ⎨
<⎩

 

因为   ( )1
, 0

, 0
e

F
e

ω

ω

π ω
ω

π ω

−⎧− >
= ⎨

<⎩
     且注意 ( )1 0 0F =  

所以    ( ) ( )2 222
1F e Fωω π ω−= =  

于是     



第一篇 复变函数论 

--------------------------------------------------------------------61 ---------------------------------------------------------------- 

        

( ) ( )
2

2 2
12

2

2

1 1
2 21

1                      =
21

T dt F d F d
t

dt
t

ω ω ω ω
π π

π

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

+∞

−∞

⎡ ⎤ = =⎢ ⎥+⎣ ⎦

⎛ ⎞ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫
(由 2)结果得) 

 
 

计算机仿真求解傅氏变换 

7.14 已知时域函数 2 2

1( ) , ( 0)f t a
t a

= >
+

，利用计算机仿真求解该函数的傅氏变换． 

【解】计算机仿真程序 
syms t w;syms a positive 

f=1/(t^2+a^2); 

F=fourier(f,t,w) 

 

7.15 已知 
2sin ( )( ) ,    ( 0)atf t a
t

= > ，计算机求解 [ ( )]f tF ． 

【解】计算机仿真程序 
syms t w;syms a positive 

f=sin(a*t)^2/t; 

 

F=fourier(f,t,w) 

 

7.16 设函数 
| |

( )
| |

a tef t
t

−

= ，试用Matlab提供的现成函数和直接积分的方法分别求解傅

氏变换．  
【解】计算机仿真程序 

syms w t; 

syms a positive 

f=exp(-a*abs(t))/sqrt(abs(t)); 

F=fourier(f,t,w) 

%说明：从结果看来，由于MATLAB 和MAPLE自身的不完善，目前还不能直接求取该函数的

Fourier变换， 
%只能通过适当变化后才能求其 Fourier 变换。 
7.17 试求函数 ( ) , ( 0, 1, 2,3, ,10)n axf x x e a n−= > = L 的余弦傅氏变换． 
【解】计算机仿真程序 

syms x w; syms a positive 

for i=1:10 

   f=x^i*exp(-a*x); 

   F=int(f*cos(w*x),t,0,inf); 
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   latex(simple(F)) 
   end 

7.18 求分段函数
cos( ),     (0 )

( )
0,      ( 0,   )

x x a
f x

x x a
< <⎧

= ⎨ ≤ ≥⎩
的傅氏变换． 

【解】计算机仿真程序 
f=cos(x); 

F=simple(int(f*cos(w*x),x,0,a)); 
latex(F) 
—————————————————————————————————————— 

 第八章 拉普拉斯变换习题及解答 
_________________________________________________________ 

8.1 求下列函数的拉普拉斯变换 
 2(1) (1 );         (2)  (3 5);          (3)  ( 1)t tu e u t t e−− − −  
 

8.2 求函数
sin ,      

( )
,           

t t
f t

t t
π
π

<⎧
= ⎨ >⎩

的拉氏变换 

8.3 求函数 
sin cos

2
t t t−

的拉氏变换 

8.4 求函数 2

1( )
1

F p
p

=
+
的拉氏逆变换 

8.5 求下列函数的反演（即求拉氏逆变换） 
2

2 2 2 4

2 5 1(1) ( ) ;    (2) ( ) ;   (3) ( )
( 1) 4 13 ( 1)

p pF p F p F p
p p p p

+
= = =

+ + + +
 

8.6 设 ( )
( 2)

peF p
p p

−

=
+
，求  1[ ( )]F p−L  

8.7 设  1(1) ( )tδ− =L ，求
2

 1
2[ ]

1
p

p
−

+
L  

 
8.8在傅氏变换中，写出函数 1 2( ), ( )f t f t 的卷积表达式. 
 
8.9 利用卷积定理，求下列函数的拉氏逆变换 

2 2

1(1) ( ) ;       (2) ( )
( ) ( 1)( 2)

aF p F p
p p a p p p

= =
+ − −

 

8.10 证明卷积满足加法的分配律 1 2 3 1 2 1 3( ) [ ( ) ( )] ( )* ( ) ( )* ( )f t f t f t f t f t f t f t∗ + = +  

8.11  试确定实数 m,使 mt⎡ ⎤⎣ ⎦L 存在,并求 mt⎡ ⎤⎣ ⎦L . 

解     
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因为             

1

0 0 1

1 2           =I

m m st m st m stt t e dt t e dt t e dt

I

+∞ +∞
− − −⎡ ⎤ = = +⎣ ⎦

+

∫ ∫ ∫L
 

在 1I 中, ste−
有界,且仅当 1m > − 时 1I 收敛,在 2I 中,对 ( )Re 0s > ,任意实数 m,均收敛,故当

1m > − 时, mt⎡ ⎤⎣ ⎦L 存在. 

1o当 0m > 时,令 st z= 有 

1
0 0

1m st m z
mt e dt z e dz

S

+∞ ∞
− −

+=∫ ∫  

右端的积分除 m 为自然数外,被积函数 ( )m zz e g z− = 在 0z = 处不解析(且为非孤立奇点),

现对 0ε > ,考虑积分 m zz e dz
ε

∞
−∫ (当 0m > 不为自然数时,取 mz 得主值分支). 

因为 ( )g z 在 ( )Re 0z > 内解析,故对 0ε > 积分与路径无关,于是 m z m xz e dz x e dx
ε ε

∞ +∞
− −=∫ ∫ 注

意 ( )0
0

1m x m xx e dx x e dx m
ε

ε

+

+∞ +∞
− −

→
⎯⎯⎯→ = Γ +∫ ∫ .即  

                ( )
0

0

lim 1m z m zz e dz z e dz m
ε

ε
+

∞ ∞
− −

→
= == Γ +∫ ∫  

所以             
( )

1
0

1m st
m

m
t e dt

S

+∞
−

+

Γ +
=∫      ( )0m >    ( )( )Re 0s >  

    2o
当 0m = 时, [ ] ( )

0 1

0 111mt
s s +

Γ +
⎡ ⎤ = = =⎣ ⎦L L . 

3o当 ( )1,0m∈ − 时,因为 1 0m + > ,由1o得 

              
( ) ( ) ( )1

2 2

2 1 1m
m m

m m m
t

s s
+

+ +

Γ + + Γ +
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦L  
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且
11

1
m mt t

m
+⎡ ⎤= ⎣ ⎦+

, 1
0 0m

tt +
= = .于是由微分性质与线性性质有 

               
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 1

1 1
1 1

1 1 1
    Re s 0

1

m m

m m

t s t
m m

m m ms
m s s

+ +

+ +

⎡ ⎤′ = •⎢ ⎥+ +⎣ ⎦
+ Γ + Γ +

= • = >
+

L L
 

综合1 ,2 ,3o o o
得,当 1m > − 时 

               
( ) ( )1

1
      Re s 0m

m

m
t

s +

Γ +
⎡ ⎤ = >⎣ ⎦L  

注  1.当 0m > 时,通过 ( ) m zg z z e−= 在 ( ) Re s 0> 内解析,将 ( ) ( )     >0g z dz
ε

ε
∞

∫ 化为沿

实轴积分 ( )g x dx
ε

+∞

∫ ,且利用 Γ − 函数的定义得到结果 ;当 0m = 时由 L-氏变换定义得到结果 ;当

( )1,0m∈ − 时利用 L-氏变换微分性质及 0m > 的结果得到结果. 

     2.Γ -函数指由含参变量广义积分 1

0

t me t dt
+∞

− −∫ 所定义的函数 ( )mΓ .(其中 0m > ).其基本性

质为递推关系 ( ) ( )1m m mΓ + = Γ ,当m 为自然数时,有 ( )1 !m mΓ + = ,由定义可知 ( )1 1Γ = .由定

义及概率积分
2

e dξ ξ π
+∞

−

−∞

=∫ 可得
1
2

π⎛ ⎞Γ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

8.12 设 ( ) ( ) ( ),Ref t F p p c= >⎡ ⎤⎣ ⎦L ,试对 0, 0a b> ≥ ,导出 ( )f at b−⎡ ⎤⎣ ⎦L 与 ( )F p

的关系. 

解  因 为 ( ) ( )
0

stf at b f at b e dt
+∞

−− = −⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫L 令 at b− =ξ , 则

( )1t b
a

= ξ + ,
1dt d
a

= ξ .注意当 0t < 时有 ( ) 0f t = ,所以 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 1 1b s bs b s sa a a a

b

pf at b f e d e f e d e F
a a a a

+∞ +∞
− + − − −

−

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
− = = =∫ ∫

ξ ξL ξ ξ ξ ξ
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注  当 0b = 时 , 有 ( ) 1 pf at F
a a

⎛ ⎞=⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
L . 称 为 L- 氏 变 换 的 相 似 性 质 ; 注 意 到

( ) bf at b f a t
a

⎡ ⎤⎛ ⎞− = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,可见本题给出的是相似性质与延迟性质之结合情形.( 0, 0a b> ≥ ) 

8.13 求下列函数的拉氏逆变换. 

(1) ( )
( )

2

22 1

sF s
s

=
+

   (2) ( ) 3 2

3
3 6 4

sF s
s s s

+
=

+ + +
  (3) ( ) 1ln

1
sF s
s
+

=
−

  

解  （1) 因  ( )
( )

2

2 2 22 1 11

s s sF s
s ss

= = •
+ ++

,  且 1
2 cos

1
s t

s
− ⎡ ⎤ =⎢ ⎥+⎣ ⎦

L . 

有卷积定理有  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0

0

cos cos cos cos

1 1        = cos cos 2 cos sin
2 2

t

t

f t F s t t t d

t t d t t t

τ τ τ

τ τ

−= = ∗ = −⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − = +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫

L
 

( )
( ) ( )

( ) ( )

3 2 2

2 2

3 32)     
3 6 4 1 1 3

1 2 1 2 1
3 1 31 3 1 3

s sF s
s s s s s

s
ss s

+ +
= =

+ + + ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦
+

= + • − •
++ + + +

（

    (部分分式) 

于是利用位移性质’线性性质及已知的基本变换式可得 

( ) ( )
1

2 2

1 1 3 sin 3
3 31 3 1 3

te t
s s

−
−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L L  

1 2 1 2
3 1 3

te
s

− −⎡ ⎤• =⎢ ⎥+⎣ ⎦
L  

( )
1

2

2 1 2 cos 3
3 31 3

ts e t
s

− −
⎡ ⎤+

=⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

L  

所以     ( ) ( )2 3 sin 3 2cos 3
3

teF s t t f t
−

⎡ ⎤= + − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦L  
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( )

[ ]
s

1 1 1) ln 2
1 1 1 2

                    =2 sht 2

t t

s s

s e eF s ds ds
s s s

shtds
t

∞ ∞ −

∞

⎡ ⎤+ −⎡ ⎤= = − = ⎢ ⎥⎢ ⎥− − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

（3因为 L

L L
 

所以        ( ) ( )1 2shtf t F s
t

−= =⎡ ⎤⎣ ⎦L  

8.14求下列函数的拉氏逆变换. 

(1) ( ) 2

2 5
4 13
sF s

s s
+

=
+ +

      (2) ( )
( )4

1
1

F s
s

=
+

              (3 ) ( )
( )

2 2

22 2

s aF s
s a

−
=

+
 

解（1) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2

2 2 12 5 2 1 32
34 13 2 3 2 3 2 3

ss sF s
s s s s s

+ ++ +
= = = +

+ + + + + + + +
 

因为
( )

1 2
2 2

22 2 cos3
2 3

ts e t
s

− −
⎡ ⎤+

=⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

L   
( )

1 2
2 2

1 3 1 sin 3
3 32 3

te t
s

− −
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

L  

所以 ( ) ( )1 2 12cos3 sin 3
3

tf t F s e t t− − ⎡ ⎤= = +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
L  

（2) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )4 3 1 3 1

3 1 3 11 1 1
3 1 3!1 1 1

F s
s s s+ +

Γ + Γ +
= = • = •

Γ ++ + +
 

由位移性质及
( )3

3 1

3 1
t

s +

Γ +
⎡ ⎤ =⎣ ⎦L ,得 

             
( )

( )
1 3

3 1

3 1

1
te t

s
− −

+

⎡ ⎤Γ +
= •⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
L  

所以     ( ) ( )1 2 12cos3 sin 3
3

tf t F s e t t− − ⎡ ⎤= = +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
L  

（3) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

s a s s a aF s
s a s a s a s as a

−
= = • − •

+ + + +⎡ ⎤+⎣ ⎦
 

由卷积定理得 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

0 0

0

0

cos cos sin sin

cos cos sin sin

cos cos sin

cos cos

t t

t

t

f t F s at at at at

at a t d at a t d

a at a a at a d

a at a d t at

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ

−= = ∗ − ∗⎡ ⎤⎣ ⎦

= − − −

= − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

= + − =⎡ ⎤⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫

L

 

   计算机仿真实践 
8.15 原函数为 2 2( ) sin( )xf t x e x π−= + ，试用计算机仿真求解其拉氏变换，并对结果进行

反演变换，验证是否能变换为原函数． 
【解】计算机仿真程序 

syms t a  

f=t^2*exp(-2*t)*sin(t+pi); 

L=laplace(f) 
pretty(L) 

8.16 用计算机仿真方法求解
2

 1
2[ ]

1
p

p
−

+
L  

【解】计算机仿真程序 
 
syms p 

f=p^2/(p^2+1); 

L=laplace(f) 
L=simple(L) 
 

8.17 计算机仿真方法求解函数 
5 4 2

6 5 4 3 2

7 6 1( )
4 3 2 1
x x x xF x

x x x x x
− + − − +

=
− + + + +

的拉氏逆变换，即求

( )f t ． 
【解】计算机仿真程序 

syms p 

f=(-p^5+7*p^4-6*p^2-p+1)/(p^6-4*p^5+3*p^4+2*p^3+p^2+1); 

L=ilaplace(f) 
pretty(L) 

8.18 已知 5( ) cos(2 1) 5tf t e t−= + + ，试用计算机仿真方法求出
5

5

d ( )[ ]
d
f t
t

 

【解】计算机仿真程序 

syms t s 

% 编写程序时，用s代表变量p 

f=exp(-5*t)*cos(2*t+1)+5; 
F=simple(laplace(diff(f,t,5))) 
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第一篇 复变函数论综合测试题 

一 填空  

1．写出余弦函数 cos z的虚部_____________;其中 iz x y= + , ,x y为实数. 
2. 已知一解析函数 ( )f z 的虚部为 x y+ ，则该解析函数 ( )f z = _______; 
3. 已知一解析函数 ( ) if z u= + v ，其实部、虚部满足 8uv = ，则该解析函数

( )f z = _______; 

4.判断复数项级数的敛散性. 问复数项级数
1

in

n n

∞

=
∑ 是_____________级数.（本题需填入是否收

敛，是否绝对收敛，条件收敛） 

5. 已知函数 2

1( )
( 1)

f z
z z

=
−

，则 

Res (0) ________;Res (1) ________;Res ( ) _______ .f f f= = ∞ =  

6. 函数 
z
R

=w ，将 z 平面的图形：以原点为中心， R为半径的圆，映射为w 平面上的

______________________（图形）. 

二 求解方程  22ch 3ch 1z z− = −  
三 若函数 ( ) if z u= + v 解析，且 2 2( 4 )( )u x xy y x y− + + −v = ，求该函数 ( )f z . 

四 用留数理论计算实积分
i2π

0
dee

θ

θ∫  

五 计算积分 3| |

cos π ,   ( 1)
( 1)z a

zI dz a
z=

= >
−∫�  

六 计算积分 
2π

20

d
1 cos

θ
θ+∫    

七 计算积分  40

cos d ,   ( 0)
1

ax x a
x

∞
>

+∫  

八 试将函数
1( )

1
f z

z
=

+
按下列要求展开为幂级数，并指出展开级数的名称和收敛范围. 

(1)在 ( )f z 的孤立奇点的去心邻域展开； 
(2)以 iz = 为中心展开. 

九 求把角形区域
π0 arg
4

z< < 映射为单位圆 | | 1<w 的一个保角映射. 

十 求下列变换：（1）傅氏变换 0[cos ]xωF ；(2)拉氏逆变换  1
2

1[ ]
1p

−

+
L  

第一篇 综合测试题答案 
 
一. 1【答案】 sin shx y− ; 2【答案】 任意复常数; 3【答案】  收敛，非绝对收敛，仅条件收敛;  

4. 【答案】  1 ，－1 ， 0;     5【答案】 以原点为中心的单位圆: | | 1z < 】 
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二 【答案】 i(2 π π / 3), 0, 1, 2,z k k= + = ± ± L】；三 【答案】 3( ) if z z C= − + ； 

四 【答案】 2π；五 【答案】 3π i ；六 【答案】 2π；七 【答案】  2π (sin cos )
2 2 2 2

aa a e
−

+  

八 【答案】 （1）罗朗级数 
1

1z +
 ； （2）第一种情况： | i | 2z − < ，泰勒级数  1

0

( 1) ( i)
(1 i)

k
k

k
k

z
∞

+
=

−
−

+∑ ， 

第二种情况： | i | 2z − >  ，罗朗级数 1 1

1

1( 1) (i 1)
( i)

k k
k

k z

∞
− −

=

− +
−∑ 】 

九【答案】  
4

4

i
i

z
z
−

=
+

w ；十 【答案】  (1) 0 0π[ ( ) ( )]δ ω ω δ ω ω− + + ;(2) ( ) sin ,  0f t t t= > 】 
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