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摘  要 

无限维动力系统的分岔分析与控制是非线性科学的一个重要研究领域。在流

体力学、固体力学、断裂力学、大气动力学、化学反应以及生物演化系统存在大

量的分岔行为，例如，粘弹性均质梁的非线性振动、对流和热传导、凝聚态物理、

界面生长演化中的非平衡相变等等，因此，需要进行分岔分析与控制。本文以行

波变换为基础，通过中心流形方法降维，利用摄动方法求分岔方程，研究了几类

经典无限维动力系统的静态分岔问题，并对其控制进行了探讨。  

简单介绍了无限维动力系统分岔研究现状以及分岔分析与控制方法。基于一

种辅助常微分方程方法研究非线性发展方程的行波解。对辅助方程方法的一般步

骤以及现有的几种常见的辅助方程进行了介绍，并对这些辅助方程的求解步骤进

行了分析。通过对一个辅助微分方程的解的讨论，并借助扩展双曲正切函数法的

一 些 思 想 ， 求 得 了 (2+1) 维 Nizhnik-Novikov-Veselov 方 程 和 广 义 (2+1) 维

Nizhnik-Novikov-Veselov 方程的一些精确的行波解。该方法可以推广至其他具有

孤子解、三角周期解和椭圆函数解的非线性偏微分方程的求解，前提是行波变换

以后的非线性常微分方程要有精确解，如果不可解，则不能用辅助常微分方程方

法求解。基于这些精确解，可以直接研究非线性偏微分方程的分岔行为。  

利用行波变换和直接积分方法获得了 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程的

精确解。并对上述方程的静态分岔行为进行了分析，发现 Burgers 方程和(2+1)维

Burgers 方程均具有典型的跨临界分岔行为。对于由非线性偏微分方程控制的无限

维系统，分岔控制的研究成果还很少。跨临界分岔行为是针对一维系统，可将

Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程直接化成为一维系统，对于高维系统要用中心

流形等方法对非线性偏微分方程或行波变换后的非线性常微分方程进行约化。该

方法还可以对偏微分方程的其他类型的静态分岔，如叉形分岔和鞍结分岔等进行

分析。  

讨论了非线性偏微分方程和非线性常微分方程一样也具有鞍结分岔、叉形分

岔和跨临界分岔行为。将三类非线性偏微分方程通过行波变换，化为一阶常微分

方程，并对其进行了静态分岔分析。其中 Burgers 方程、(2+1)维 Burgers 方程和(2+1)

维 Burgers–KP 方程具有跨临界分岔，(2+1)维修改的 Kadomtsev-Pet- viashvili 方

程具有鞍结分岔。并通过构造一个偏微分方程，分析了该方程的叉形分岔行为。  

采用精确处理方式，用行波变换将非线性偏微分方程变换为常微分方程，用

中心流形方法降维，分析了某些无限维非线性系统的鞍结分岔、跨临界分岔、叉

形分岔行为，在参数平面了解非线性偏微分方程的解的稳定性。用反馈控制方法
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对无限维非线性系统的三类静态分岔进行了控制，分别设计了线性、非线性的反

馈控制器，对无限维系统的鞍结分岔、跨临界分岔、叉形分岔行为进行了有效控

制。反馈控制器不会改变原系统的分岔特性，而使非线性系统的分岔点发生了改

变，系统解的稳定区域发生了改变。  

研究了带有激励项的 Burgers-KdV 方程的稳态响应有鞍结分岔行为。在该系

统的频率响应中存在跳跃和延迟现象，利用摄动方法，可以得到非线性系统的幅

频响应曲线，并由此绘制出系统的分岔图。为了实现该系统的分岔控制，设计了

一种反馈控制器，并根据反馈系数的不同而分别进行了线性控制、非线性控制和

线性与非线性联合控制。利用上述控制方法，可以改变系统的不稳定区域以及系

统的非线性特性。通过对 Burgers-KdV 方程分岔特性及其控制的理论分析和数值

模拟，为研究非线性发展方程的分岔控制提供了有效的思路。  

关键词：无限维动力系统；行波变换；行波解；辅助方程方法；叉形分岔；鞍结

分岔；跨临界分岔；分岔控制 
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Abstract 

    Bifurcation analysis and its control of infinite-dimensional dynamical system is a 

important branch in researching chemistry and biology, including fluid mechanics, 

solid mechanics, fracture mechanics, atmospheric dynamics, chemical reaction 

systems, biological evolution system and so on. This paper based on the travlling 

wave transformation, central manifold and perturbation method, studied the 

bifurcation and control problem of several kinds of classical infinite-dimensional 

dynamical system. 

Introduce the research situation of bifurcation and control problem of 

infinite-dimensional dynamical system.  

Based on auxiliary differential equation method, the travelling wave solution of 

nonlinear evolution eqautions are investigated. The main steps of the auxiliary 

differential equation method are introduced and analysised. Accroding to a discuss of 

auxiliary differential equation and utilizing the extended hyperbolic function 

expansion method, the exactly solution of (2+1)-demensional Nizhnik-Novikov- 

Veselov eqzution and generalized (2+1)-demensional Nizhnik-Novikov-Veselov 

eqzution are obtained. The method presented in this paper can be applied in solving 

other equations’solitons, triangle periodic solution and elliptical solution if this 

equations have exactly solution through the travlling wave transformation. Based on 

this exactly solutons, the bifurcation behaviors can be investigated directly.  

Based in the travlling wave transformation and integral method, the exactly 

solution of Burgers equation and (2+1)-dimensional Burgers equation can be obtained. 

Then, the static bifurcation of these equations are invrstigated, which find that the 

Burgers equation and (2+1)-dimensional Burgers equation have the typical behavior 

of transcritical bifurcation. The reserch on bifurcation control of infinite-dimensional 

dynamical system are seldom. In this paper, the Burgers equation and (2+1)- 

dimensional Burgers equation are reansformed into a one dimensional systems. Then, 

the transcritical bifurcation these two equatons are discussed. This method can be also 

extended to research other kind of static bifurcation like pitchfork bifurcation and 

saddle node bifurcation. 

Discuss that nonlinear partial differential equations also have the pitchfork 

bifurcation, saddle node bifurcation and transcritical bifurcation like the ordinary 
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differential equations. Three kinds of equations are transformed into one dimensional 

ordinary equation and the bifurcation behaviors are investigated. Burgersequation, 

(2+1)-demensional Burgers equation and (2+1)-demensional Burgers–KP equation 

have transcritical bifurcation. (2+1)-demensional Kadomtsev-Pet- viashvili equation 

has saddle node bifurcation. By constructing a new partial differential equation, the 

pitchfork bifurcation of partial differential equation is also studied. 

By utilizing the exactly transformation, the partial differential equation can be 

transformed into ordinary differential equation. Untilizing the central manifold 

throem, the ordinary differential equation can be transformed into one dimensional 

equation. Then the pitchfork bifurcation, saddle node bifurcation and transcritical 

bifurcation of the transformed equation are investigated. And the stable region of 

solutons in parameter plane are obtained. Unitlizing the feedback control tho rem, the 

linear controller, nonlinear controller and the hybrid controller are designed to control 

the pitchfork bifurcation, saddle node bifurcation and transcritical bifurcation 

respectively. The feedback controllers not change the bifurcation traits of the systems, 

but shift the bifurcation point and the stable region.  

The saddle node bifurcation of forced Burgers-KdV equaton is studied. This 

sytem has the phenomenon of jump and lag in the frequency response. Based the 

perturbation method, the frequency response curve can be obtained. Then the 

bifurcation graph of this system can be also drawn. To achieve the control of 

bifurcation, a feedback controller is designed. The linear control, nonlinear control 

and the hybrid control are untilized to shift the unstable region and the nonlinear trait 

of the system. Then method presented in this paper can be also extended to research 

other evlution euations.  

 

KeyWords: Infinite-dimensional dynamical system; Travelling wave 

transformation; Travelling wave solutions; auxiliary differential 

equation method; Pitchfork bifurcation; Saddle node bifurcation; 

Transcritical bifurcation; Bifurcation control 
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第1章 绪 论 

动力系统的分岔指的是系统的动力特性随着某些参数的变化而发生质的改

变，尤其是系统的平衡状态的稳定性发生改变或出现解轨道分支。分岔是一类常

见的、重要的非线性现象，并与其它的非线性现象（如混沌、突变、分形等等）

密切相关。非线性动力系统的分岔现象不仅在数学领域如拓扑、几何、微分方程、

动力系统理论，而且在工程科学如电网、神经网络、流体动力学、电路、化学反

应等方面都扮演重要的角色。在这些方面，许多学者都作了大量的研究，取得了

一定的成就。对于无限维动力系统（Infinite Dimensional Dynamic systems），包括

由时间演化的偏微分方程、积分-微分方程和时滞微分方程等描述的系统，若考虑

其轨线在无限维的巴拿赫空间上，并且其状态或相一般同时与时间和空间相关，

此时它的动力学特征和分岔的研究要比有限维动力系统复杂的多。这类系统广泛

的存在于非线性振动、流体力学、空气动力学和大量的反应扩散问题中。一般的

无限维系统研究内容包括吸引子和惯性流形（Attractor and Inertial Manifold）、混

沌(Chaos)、分岔(Bifurcation)、分形(Fractal)、孤立子(Soliton)等。本文将重点研

究一些经典偏微分方程的行波解以及分岔和稳定性等问题。在参数发生变化时，

系统拓扑性质改变的现象就是分岔，它可以使一个看似简单的系统突然走向复杂，

甚至可能从确定性走向随机或者混沌状态。因次，研究分岔尤其是无限维系统的

分岔具有重要意义。   

1.1 无限维非线性动力系统的分岔研究现状 

18 世纪以来对非线性振动、天体力学和流体力学中一些失稳现象的探讨 ,是

研究分岔问题的起源，其具应用背景深刻。对于杆件在纵向压力作用下的屈曲

问题，伯努利和欧拉等人早在 18 世纪中叶就做出研究。在研究自引力介质的椭

球形旋转液体星的平衡图形时，雅可比于 1834 年首先引入“分岔(Bifurcation)”

这个术语。雷诺在 1883 年发现在临界雷诺数时层流转变为湍流的现象，并从此

开始了流动稳定性的研究。1885 年，庞加莱提出了旋转液体平衡图形的演化过

程的分岔理论。虽然大量的分岔现象被范德波、安德罗诺夫等学者在 20 世纪 30 

年代研究非线性振动时发现就已被发现。但是，在之后较长的时间里，分岔研

究主要在应用层面中进行。直到上世纪  60 年代，现代数学理论的逐渐形成以

及电子计算机技术的大力发展和不同领域中混沌现象的发现等，都促使分岔理

论迅速发展。  
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无限维动力学系统 [1-3]通常是指定义在巴拿赫空间或希尔伯特（Hilbert）空间

中的非线性动力系统。该类系统通常由一个或一组耦合的偏微分方程、时滞微分

方程和积分微分方程来构成。众所周知，四十多年来，人们对有限维动力系统的

研究已形成比较系统的分支学科。然而，在人类生存的大自然中，存在着更多高

维以及无限维的问题。流体力学（Hydrodynamics）中的湍流问题和固体力学中的

梁或杆等的非线性振动问题，其动力学模型可用一个关于时间和空间变量的非线

性波动方程来描述 [4]；此外，断裂力学中应力分析的边界问题、化学与生物中的

反应扩散问题等等，都可以利用无限维动力系统来描述。近几年来，孤子系统的

研究逐渐成为热门，各种形式的孤立子解及其精确或近似解析表达式都得到了较

充分的研究和求解，常见的求解方法有散射反演方法、Hirota 双线性方法、Tanh

函数法和齐次平衡法等等各种变换方法．通常，我们称这类具有孤子解的非线性

演化方程为可积孤子系统，如 KdV 方程、Klein-Gordon 方程、非线性薛定谔方程

等等。同时在耗散结构作用下，当这类系统亦可演化出分岔与混沌现象。若将有

限维系统进行无限模推广后的系统视为无限维动力系统；如将贝纳尔（Benard）

对流方程组的未知函数作傅里叶展开取前三项，可得到著名的洛伦兹方程

（Lorenz）。  

与有限维系统相比，无限维动力系统具有更丰富和更复杂的非线性动力学特

征。如湍流混沌问题可能存在与无限维系统的空间上，而有限维仅存在于时间上。

又如有规律的斑图结构自组织形成的原因是由于反应扩散体系内部的非线性和耗

散相互作用所引起的均匀态出现不稳。由于该问题涉及时空理论，近年来成为了

许多物理、力学和化学学者们探讨的热门话题。通过对具耗散结构非线性发展方

程的整体吸引子和惯性流形进行系统、全面的研究，O. A. Ladyzhenskoya，M. I. 

Vishik，R. Teman
[1]等人引入分形维数(即分维)来研究复杂吸引子结构，同时，进

一步提出了近似惯性流形和非线性 Garlerkin 方法 [2]。此外，Evans
[5]等在偏微分方

程解的存在性问题和性质上进行了系统的阐述，其中在偏微分方程的研究中具有

很理想的应用。  

无限维动力系统也可分为为自治和非自治的，其中常被研究的非自治系统有

无限维时滞系统、具有外部强迫振动项的系统。无限维动力系统还可以分为随机

系统和确定系统。在流体力学、凝聚物理、非线性光学、以及表面动力学等许多

领域中都有随机无限维系统的出现，通常只有随机力和噪声系数都是很小的系统

可被研究。由于概率分布已知，随机扰动的动力学行为将不难得到，虽然这一类

随机扰动的性质被证实与确定性系统具有一定的相似性，然而， 近年来的一些研

究成果也表明，该类随机扰动也具有与确定性系统不一样的特征和现象。  

无穷维动力系统的研究包括混沌(Chaos)与湍流、失稳与分岔 (Bifurcation)、

孤立子(Soliton)等。作为流体力学近年来热点方向，湍流的相关问题被国内外学
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者们广泛研究；偏微分方程混沌理论的建立是 Li
[6-11]通过在有限模态下进行混沌

分析后得到的。惯性流形上的有限维系统则由 Teman
[1]，Guo

[12-15]等人构造出。

戴 [14]等人通过研究非线性偏微分方程的一类特殊的同宿轨解，并通过对该解进行

数值模拟来得到混沌图。另外，由于孤子理论涉及一类具有重要物理意义的解，

该解是研究系统通向混沌的重要途径，因而被认为是当前研究的热点问题 [15-18]。 

无限维动力系统的分岔研究不是纯理论的研究，而是有着广泛的工程背景和

实际意义。日常生活和工程系统都与无限维动力系统的分岔研究有着密切的联系。

在很多学科领域，如分岔控制和控制理论、材料结构的定性分析、化学反应过程

的控制等，分岔研究都扮演着重要的角色。近年来，无限维动力系统的分岔研究

被越来越多的国内外学者所重视。Ma
[19-28]基于线性全连续场谱理论和中心流形定

理提出了吸引子分岔理论，此外，随机分岔也得到广泛的研究，Blömker
[29-31]等

通过幅值方程或随机中心流形约化来进行分岔分析。Yi
[32]、Li

[33-36]等人分析了耦

合的反应扩散方程的各种非平衡相变和图灵斑图的形成。在无限维动力系统分岔

研究问题的数值模拟上，Ding 和 Chen
[37-39]利用差分法进行分岔和混沌分析。在

工程计算问题中，Galerkin 截断方法 [40]也被广泛运用。通过利用有限差分法，

Kong
[41]等人计算和模拟了多孔对流分岔现象和临界点。Luo

[42]等采用有限差分方

法，研究了流体力学中的连续系统分岔特性，获得了平衡解和流场中变量空间分

布的变化。无限维动力系统分岔和拓扑分析理论被 Kielhofer
[43]较有体系的总结了

出来。Golubitsky
[44]等人则详细介绍了奇异性理论和群理论在分岔分析中的应用，

其中涉及了一些重要的理论基础，如 Lyapunova-Schmidt 约化方法、Banach 空间

中的隐函数定理等等。  

1.2 分岔分析理论 

根据文[45]中的介绍，分岔是指任意小的参数变化导致结构不稳定的动力学

系统的相轨迹拓扑结构发生的突然变化。设有区域  nU R 和  mJ R 。考虑一个

含有参数 的系统：  

 ( , )x f x    (1.1) 

其中 x U 为状态变量， 1( , , )T m

m R    为控制变量。若随着参数  的连

续变动，系统(1.1)的拓扑结构突然在参数 0 J  处发生变化，则称系统 (1.1)在参

数 0  处产生了分岔，并称 0 为分岔值，所有分岔值组成的集合称为分岔集。

一般情况下，动力系统的分岔研究可根据研究对象的不同而分为静态分岔和动态

分岔两大类分岔，对奇点个数及其类型或稳定性的研究称为静态分岔，包括叉形、

鞍结点、跨临界分岔等。动力系统中的时间相关流变化称为动态分岔，包括闭轨
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分岔、Hopf 分岔、同宿或异宿轨分岔、准和倍周期分岔等等。此外，动力系统的

分岔分析还可归类为全局分岔和局部分岔。局部分岔是指在实际研究中，只讨论

平衡点或闭轨附近的某个邻域内向量场的分岔行为，全局分岔包括同、异宿轨分

岔。  

分岔问题的研究内容较广，主要归纳为以下几个方面 [45]
 

(1)  找出分岔集和发生分岔的条件，并画出平面分岔图；  

(2)  研究发生分岔之后出现新的定性与稳定性问题；    

(3)  计算发生分岔的临界条件和分岔解，特别是奇点和闭轨；  

(4)  考察各类不同类的分岔作用和分岔与混沌的关系。  

常见的分岔分析方法则有 Melnikov 函数法、PB 规范形方法、小波差分法、

奇异性理论、Shilnikov 法、摄动法、隐函数定理、拓扑度和 Conley 指标法等。

但对于无限维动力系统的分岔是在无限维的巴拿赫空间上处理的，因此分析方法

将更加复杂，常见的方法有以下几种：  

(1)  行波解约化和对称约化 [43,44,46,47,48]
 

利用如下的行波变换  

                        )(),( ctxtxu   

将某些孤子系统变换成一个平面系统，再利用分岔理论得到相图分支，从而得到

更多可能的行波解行为和同宿孤子解，以及混沌的存在。  

(2)  扩展方程法 [41,49,50,51]
 

该方法的思路是引入一个新的方程附加到原系统，来达到去除分岔奇异性的

目的。  

(3)  Galerkin 有限模截断 [2,40,52-55]
 

对于巴拿赫空间上的边值问题，该方法是可以使无限维系统化成为有限维形

式。  

(4)  近似惯性流形截断方法 [1,56-63]
 

该方法比经典的 Galerkin 方法更好的逼近于原无限维系统的动力学行为，是

近年来新发展出的约化方法，在有限维流形上的约化系统决定了系统解的长时时

间行为，并且动力系统的流在有限的时间内都会进入到它的一个很薄的小邻域内，

因此这种方法在研究无穷维动力系统长时间行为时能发挥重要作用。  

(5)  差分方法 [38,39,64]
 

该方法是讨论无限维系统的动力学行为的一种有效地数值方法，结合小波理

论的小波有限差分法等方法也已有很多成果，并且改进的差分法的优势也已被验

证。  

 



博士学位论文 

-5- 

1.3 分岔控制方法 

1.3.1 控制理论研究概述 

1932 年，奈奎斯特发表关于反馈放大器稳定性的经典论文，该文通常被认为

是控制论发展的起点。随着科学技术的不断发展和人类认识自然界的不断加深，

控制理论逐步从经典控制理论迈向现代控制理论。当研究对象为线性单回路系统

时，属于经典控制理论的范畴，而现代控制理论则着重研究多变量系统。二十世

纪六十年代，卡尔曼提出了状态变量法，并以此开创了对现代控制理论的研究。

而现代控制理论的基础则由庞特里亚金和贝尔曼所奠定，他们提出的极大值原理

和动态规划极大的推动了现代控制理论的发展。自此以后，现代控制理论有了长

足的发展，自适应控制，变结构控制，模型参数控制等方法相继提出。虽然，人

们对于线性系统的研究已经形成了完善的理论体系，然而，严格来讲，几乎所有

人们接触的系统都是非线性的，换句话说，非线性是普遍存在的，是大自然的本

质，而线性更多的只是一种合理的假设和对非线性问题的简化。因此，随着科学

的不断进步，人类不能满足于对线性现象的研究，而是要将触角深入这个充满非

线性和复杂动态的世界。  

正是这种对大自然不断探索的渴求，推动者控制理论一步步发展至今天。然

而，现代控制理论依然面临着诸多的挑战，最艰巨的挑战就是非线性的本质。对

于卫星的定位与姿态控制、精密数控机床的运动控制以及机械人控制等模型，其

运动范围是较大的，受控系统的体积和内部的精密程度等客观因素都不可避免的

决定着不能采用线性模型来对上述系统进行简化研究。此外，利用泰勒展开来研

究上述大范围、高精度系统的控制问题也是缺乏有效性的，要想实现上述系统的

控制，必须要采用更有效的非线性控制方法。同时，随着分岔、混沌、奇异吸引

子等现象的一一揭示和广泛研究，人们进一步认识到利用线性特征来近似描述非

线性现象是相当局限和不足的，上述现象均已远远超出了人们对线性系统的掌握

和理解，线性系统理论完全无法用来解释这一类现象，科研工作者们需要在非线

性控制理论和应用方面取得进一步突破。  

早期的、传统的非线性控制研究是以死区、饱和、摩擦和间隙等几种特殊的

非线性因素为基本研究对象，其主要方法有：相平面法和描述函数法。而对于非

线性系统稳定性的分析，则主要有以下理论分析方法：绝对稳定性理论、李雅普

诺夫理论和输入输出稳定性理论。 
    上世纪 80 年代以来，计算机科学的飞速发展推动了非线性科学的研究进展，

人们越来越重视也越来越多的开始研究非线性科学，非线性分析、非线性泛函以

及非线性动力学等学科都迅速的发展起来。同时，非线性控制理论也取得了一定

的进展。主要表现在以下方面 [65]：  
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（1）微分几何方法  

通过微分同胚映射来进行坐标变换并根据变换后的系统引入非线性反馈，来

实现非线性系统的精确线性化是微分几何方法的主要思想，通过上述步骤可将

非线性系统的研究转化为线性系统的研究。李群、李代数是运用该方法的重要工

具。利用微分几何方法研究非线性系统，是现代数学理论发展的结果，在近 20

年的非线性系统研究中，微分几何方法已经成为主流。  

（2） 微分代数方法  

    微分代数控制方法的产生源自于 1986 年，Isidori 发现了微分几何控制理论中

的一些病态问题。非线性系统可逆性和动态反馈设计问的题可利用代数控制理论

从微分代数角度来研究。然而，上述两种方法存在一个共同的缺点，那就是它们

所使用的数学工具比较抽象，而且，随着理论和应用的不断发展，上述两种方法

逐渐表现出一些不足之处。第一，如果将线性系统的结果直接运用到研究非线性

系统，会遇到计算上的困难。第二，能够利用线系统的结果来进行近似研究的非

线性系统并不普遍，而是只有一类特定的系统。  

（3）变结构控制理论  

变结构控制理论是目前研究非线性控制系统的较普遍、较系统的一种综合方

法。该方法的研究经历了三个重要的发展阶段，第一阶段主要由前苏联学者在上

世纪五十年代完成，但由于微分物理无法实现，该阶段的研究并为受到足够的重

视。第二个阶段是上世纪六十年代，这一阶段的研究使得空间不再局限于规范空

间，切换流形也不再局限于超平面。然而，这一阶段的研究缺少硬件的支持，使

得其研究依旧局限在理论研究的范畴。第三阶段的研究则开始于上世纪八十年代，

随着计算机技术的发展和普及，以及大功率电子元件的技术的发展，变结构的控

制的研究真正进入了一个全新的时代。变结构滑模控制实现起来并不复杂，并且

有这较强的鲁棒性和抗干扰能力。虽然该方法有着诸多的优点，但是变结构滑模

控制也不可避免的存在不足之处，主要表现在研究范围受局限以及是会产生抖振

等，大部分研究仍局限于数值模拟。  

（4）逆系统方法  

    作为一种近几年新提出来的一种方法，逆系统方法可以视为一种反馈线性化

的方法。其基本思想是：通过求取被控过程的逆过程，将之串联在被控过程前面，

得到解耦的被控对象，然后再用线性系统理论进行设计。通过近几年的研究和发

展，以利用数学分析的逆系统方法，对一般的非线性系统进行了反馈控制的研究。

由于在发电机组领域、多溶液位系统、机械手控制、卫星姿态控制等方面均有广

泛的应用和成功的案例，使得逆系统方法在应用层面上得到了飞速的发展。  

（5）非线性频域控制理论  

用时域分析法分析和研究系统的动态特性和稳态误差最为直观和准确，但
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是，由于高阶微分方程的求解并不是一件简单的工作，人们开始利用频域分析法

来研究非线性系统，并以可将将微分方程变成代数方程的拉普拉斯变换和傅立叶

变换作为数学工具。然后在频域内进行控制系统的分析与设计 [66,67]。频域分析法

弥补了时域分析法的不足，频域法是一种基于频率特性对系统进行分析和设计的

图解方法，因此，其与时域分析法相比具有很多优点。第一，系统闭环稳定性可

由系统开环的频率特性得出。第二，系统的时域指标与确定频域指标的系统频率

特性之间存在对应关系。因此，可根据在选择系统结构参数时可以参考系统频率

曲线的一些已知特性。第三，利用微分方程或者试验方法，均可求得系统的频率

特性。尤其是对于一些难以建立微分方程的系统而言，具有更重要的意义。对于

非线性控制系统，人们也一直探求如何用频域法解决它的分析与设计问题，20 世

纪 40 年代，N.Wiener 第一次使用 Volterra 级数描述非线性系统，此后  Brockett

和 Sanberg 把 Volterra 级数开创性的应用到控制系统的分析中，波波夫判据和圆

判据 [68,69]则为频域稳定性的判断提供了有效方法方法。  

1.3.2 分岔控制方法概述 

一般来说，非线性系统的分岔现象是十分复杂。然而，它与混沌有着很大的

不同，分岔不像混沌那样难以预测。因此，人们从一开始就没有对分岔能否控制

这一问题产生过多的疑问。然而，分岔控制研究一开始就遇到如何应用常规技术

的困难，因为我们并不只是需要简单的把分岔现象消除掉，更多的是要达到镇定

或改变其动力学性质的目的。从目前来看，能够用来控制分岔的方法并不是很多，

并且都有着其理论分析和实验或模拟验证，在工程、生物、物理、化学等诸多领

域有着广泛的应用。  

众所周知，人类生活的大自然本身就是充满这非线性的，因此对非线性现象的

研究是自然科学研究的一个重点课题，随着人们对非线性科学研究的逐步深入，

越来越多学者对分岔控制产生了浓厚的兴趣，并使得分岔控制研究逐渐成为非线

性科学研究的一个新的热点[70]。分岔现象在非线性系统中是普遍存在的，比如，在

一些工程实际问题中，由于存在 Duffing 振子从而使得系统产生鞍结分岔，导致跳跃、

滞后等一系列破坏性的动力学行为。此时，通过施加适当的非线性控制器，可有效

的消除鞍结分岔，大大减小系统的振幅。因此，对非线性系统的分岔控制进行全面

地研究是非常有意义的工作，不仅具有理论意义，更具有应用价值。近年来，一个

新的、专门的研究方向——非线性系统的分岔控制，正在逐步在在国际上形成。目

前，分岔控制的主要手段有线性和非线性反馈方法 [71-83]、应用 washout-filter 方

法 [84-89]、频域分析和逼近方法 [90-100]、规范型方法 [91,101]等等。更详细的的介绍请

参考文献 [102-108]。一般而言，线性或非线性反馈方法是最有效的分岔控制方法。

当系统的分岔控制涉及到极限环时，可通过频域分析法得到比较理想的结果。在
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分岔分析中最自然和精确的工具当属规范形理论，因此该理论在分岔控制方面应

有广泛的应用前景。  

为了得到受控系统所需要的动力学行为，我们把分岔控制的主要任务总结为研

究分岔控制的理论和提出分岔控制的方法两方面。在分岔控制的理论、方法和应用

前景等方面，Chen G 等已经作了详尽的叙述[102]。在电网控制与稳定、轴向风流压

缩器、心脏病节律控制和喷气发动机控制等等方面，科学家们已经取得了一定的成

果。典型的分岔控制包括：将原系统固有的分岔行为延迟[99]；设计参数值，使之产

生新的分岔[109-119]；设计参数值，改变平衡点的位置[102]；改变原非线性系统的拓扑

结构，改变分岔类型[83]；改变原系统极限环的多样性[116,117]、幅值、频率等等。 

对于自治系统静态分岔的控制而言，一些典型的线性和非线性的控制器相继被

设计，并用来控制系统的动力学行为。然而在另一方面，非自治系统的分岔控制研

究则要进展得缓慢很多。Yabuno H
 [81]和 Ji J C 和 Leung A Y T

[118]对 Duffing 系统

进行了初步的分析。并分别利用线性和非线性联合作用的反馈控制器以及线性时滞

反馈控制器，对 Duffing 系统的分岔行为进行了控制，延迟了跨临界分岔，消除

了鞍结分岔，拓展了系统平凡解的稳定区域。同时，还有许多学者利用时滞反馈

控制器[119-124]，自适应控制器[125-133]，鲁棒控制[134]对自治系统的分岔进行了分析和

研究。通过对电力系统的研究，乔宇等 [135]提出了针对电力系统的有效的分岔控制方

法，通过对非线性离散系统利用状态反馈、参数调整方法，罗晓曙等 [132]控制了

离散系统的倍周期分岔和混沌。同时，对于分岔控制的实验研究在国内外基本上

还是空白。  

从目前来看，分岔控制的研究成果已在许多流域得到了广泛的应用。如化学

工程 [96]、机械工程 [79-81,96]、电子工程 [136]、航空和航天工程 [82,137]、生物医学 [88,89]、

物理和化学 [138]、电力工程 [139]以及气象 [140]等领域，显示出其可观的前景和巨大

的潜力。  

1.4 研究的主要内容和创新点 

1. 基于一种辅助常微分方程方法研究非线性发展方程的行波解。介绍了辅助

方程方法的一般步骤以及现有的几种常见的辅助方程，并对这些辅助方程进行了

简单的分析。通过对一个辅助微分方程的解的讨论，并借助扩展双曲正切函数法

的 一 些 思 想 ， 求 得 了 (2+1) 维 Nizhnik-Novikov-Veselov 方 程 和 广 义 (2+1) 维

Nizhnik-Novikov-Veselov方程的一些精确的行波解。基于这些精确解，可以直接

研究非线性偏微分方程的分岔行为。  

2. 利用行波变换和直接积分方法获得了 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程

的精确解。并对上述方程的静态分岔行为进行了分析，发现 Burgers 方程和(2+1)

维 Burgers 方程均具有典型的跨临界分岔行为。 该方法还可以对偏微分方程的其
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他类型的静态分岔，如叉形分岔和鞍结分岔等进行分析。  

3. 讨论了非线性偏微分方程和非线性常微分方程一样也具有鞍结分岔、叉形

分岔和跨临界分岔行为。将三类非线性偏微分方程通过行波变换，化为一阶常微

分方程，并对其进行了静态分岔分析。其中 Burgers 方程、(2+1)维 Burgers 方程

和 (2+1) 维 Burgers-KP 方 程 具 有 跨 临 界 分 岔 ， (2+1) 维 修 改 的 Kadomtsev- 

Petviashvili 方程具有鞍结分岔。并通过构造一个偏微分方程，分析了该方程的叉

形分岔行为。  

4. 采用精确处理方式，用行波变换将非线性偏微分方程变换为常微分方程，

用中心流形方法降维，分析了某些无限维非线性系统的鞍结分岔、跨临界分岔、

叉形分岔行为，在参数平面了解非线性偏微分方程的解的稳定性。用反馈控制方

法对无限维非线性系统的三类静态分岔进行了控制。反馈控制器不会改变原系统

的分岔特性，而使非线性系统的分岔点发生了改变，系统解的稳定区域发生了改

变。  

5. 研究了带有激励项的 Burgers-KdV 方程的稳态响应有鞍结分岔行为。利用

摄动方法，可以得到非线性系统的幅频响应曲线，并由此绘制出系统的分岔图。

为了实现该系统的分岔控制，设计了一种反馈控制器，并根据反馈系数的不同而

分别进行了线性控制、非线性控制和线性与非线性联合控制。利用上述控制方法，

可以改变系统的不稳定区域以及系统的非线性特性。通过对 Burgers-KdV 方程分

岔特性及其控制的理论分析和数值模拟，为研究非线性发展方程的分岔控制提供

了有效的思路。  
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第 2 章 Nizhnik-Novikov-Veselov 方程的行波解 

非线性 (2+1)维Nizhnik–Novikov–Veselov方程是描述不可压缩流体的动力学

行为的一个理想模型，很多学者都研究过这个方程。广义 Nizhnik–Novikov 

–Veselov方程可以通过PTA进行线性化，并以此得到大量的周期解和局部解 [141]。

文献 [142]通过利用WTC截断方法首次求得了Nizhnik–Novikov–Veselov方程的含有

两个任意函数的广义解。文献 [143]基于Nizhnik–Novikov–Veselov方程的双线性形

式构造了一种矢量不对称Nizhnik–Novikov–Veselov方程。文献 [144,145]基于扩展的

映射方法和线性变量分离法求得了Nizhnik–Novikov –Veselov方程包含任意函数

的一族新的变量分离解。基于广义双曲函数变换和auto-Bäcklund变换，文献 [146]

求得了(2+1)维Nizhnik–Novikov–Veselov方程大量的新精确解。  

本章利用辅助常微分方程方法，求解(2+1)维 Nizhnik–Novikov–Veselov 方程

和广义(2+1)维 Nizhnik–Novikov–Veselov 方程,并求得了上述方程的大量的精确行

波解。该方法亦可推广至具有孤波解、三角周期波解和椭圆函数解的偏微分方程。 

2.1 偏微分方程求解的辅助常微分方程法  

非线性发展方程一般可描述成如下形式： 

0),,,,,,( xxxtttxt uuuuuuN   (2.1) 

引入如下行波变换  

( , ) ( ),u x t u kx ct      (2.2) 

其中， k 和 c为待定常数。经过上述变换，发展方程变为常微分方程  

( , , , ) 0F u u u           (2.3) 

设方程(2.3)具有如下形式的解  

0

( ) ( )
m

i

i

i

u a f 


         (2.4) 

其中 ia 为待定常数，正整数 m 可以通过平衡(2.3)中的最高阶导数项和非线性项来

得到。  

与其他求解方法不同，在此引入一类辅助方程，使得(2.4)中的 ( )f  满足辅助
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方程。然后，通过求解辅助方程来获得一大类 ( )f  的形式。将这些 ( )f  与解(2.4)

一起代入方程(2.3)。令方程各项系数为零，即可得到一系列的非线性代数方程，

通过求解这些非线性代数方程组成的代数方程组，即可确定所有的未知系数。该

方程组的每一组解即为方程(2.3)的一个解。因此，选取合适的辅助方程对于构造

非线性发展方程的行波解具有重要的意义。常见的辅助方程有 Riccati 方程，三角

函数型方程，双曲函数型方程和 Jacobi 椭圆函数型方程等等。  

(1) Riccati 方程  

选用 Riccati 方程作为辅助方程 [146,147]，即使 ( )f  满足一类 Riccati 方程，例

如选取如下的常系数 Riccati 方程  

2( ) ( )f f l            (2.5) 

通过研究上式，可得到如下形式的解：  

(a) 孤子解( 0l  ) 

coth( )f l l         (2.6) 

tanh( )f l l         (2.7) 

(b) 周期波解( 0l  ) 

tan( )f l l          (2.8) 

cot( )f l l          (2.9) 

(c) 变量分离解( 0l  ) 

1
f


                 (2.10) 

其中， l 为常数。  

由(2.5)可知， ( )f  还满足如下关系：  

2( )
d d

l f
d df

           (2.11) 

2 2
2 2 2

2 2
2 ( ) ( )

d d d
f l f l f

d df df
     (2.12) 

选取以上各式和(2.11)，(2.12)代入(2.3)，并借助符号计算系统，即可求得大量解
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析解。  

(2) 三角函数型辅助方程  

通过引入三角函数型的辅助方程 [148,149]，可用于求解在非线性光学、非线性

晶格、超导物理的 Josephson 结构等领域有着广泛应用的 Sine-Gordon 型方程。三

角函数型的辅助方程的构造是多种多样的，常见的有如下几种类型：  

( ) ( )
cos

2

d
a

d

   


      (2.13) 

( ) ( )
sin

2

d
a

d

   


       (2.14) 

( ) ( )
cos

2

d
a b

d

   


     (2.15) 

( ) ( )
sin

2

d
a b

d

   


     (2.16) 

( ) ( ) ( )
sin cos

2 2

d
a b c

d

     


       (2.17) 

 2 2 2( ) 1
( ) sin ( ( )) cos ( ( )) ( 1 )

2

d
a b c

d

 
     


    或  (2.18) 

将上述辅助方程与函数变换法或者其他方法相结合，还可以用来构造其他非线性

发展方程的行波解。  

(3) 椭圆函数方程  

一般情况下，椭圆方程的形式可表示为：  

2 2 3 4

0 1 2 3 4y a a y a y a y a y       (2.19) 

2 3

0 1 2 3y A A y A y A y      (2.20) 

当 0a a ， 1 0a  ， 2a b ， 3 0a  ， 4a c 时，方程(2.19)可表示为：  

2 2 4y a by cy            (2.21) 

上式被称为第一类椭圆方程，该方程被广泛应用在构造辅助方程的过程中。第一

类椭圆方程的一般表达式为：  
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2 2 4( ( )) ( ) ( )z a bz cz       (2.22) 

通过计算，可得到方程(2.22)大量的解。  

在非线性发展方程的求解过程中引入辅助方程，通过对辅助方程的求解，可

获得更多的解，拓展了非线性发展方程精确解的数量和类型。寻找不同类型的辅

助方程并进一步与函数变换或其他求解方法的结合成为辅助方程法的主要研究方

向。  

2.2 (2+1)维 Nizhnik-Novikov-Veselov 方程的行波解 

(2+1)维 Nizhnik–Novikov–Veselov 方程可描述为 

3( ) 3( )t xxx yyy x y

y x

x y

u u u uv uw

v u

w u

   





 (2.23) 

对上式进行如下形式的行波变换：  

 
( , , ) ( ),     ( , , ) ( ),     ( , , ) ( )

  

u x y t U v x y t V w x y t W

kx ly t

  

 

  

  
 (2.24) 

其中 k ， l 和 为常数。将(2.24)代入(2.23)可得  

3 3( ) 3 3 3 3 0

0

0

U k l U kU V kUV lU W lUW

lV kU

kW lU

             

  

  

   (2.25) 

借鉴扩展的双曲正切函数方法，可假设方程(2.25)具有如下行波解：  

0

0

0

( )

( )

( )

n
i

i

i

n
i

i

i

n
i

i

i

U a

V b

W c

 

 

 



















         (2.26) 

其中 )21( ,, ...n,icba iii  为待定系数，平衡常量 n 为正整数，可以通过平衡(2.25)的最

高阶导数项和非线性项得到。在这里，平衡U  和 VU  可得到 2n  。因此，将方程

(2.25)的解表述出如下形式  
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2

210

2

210

2

210







cccW

bbbV

aaaU







       (2.27) 

而 )( 为如下辅助微分方程的解：  

4

4

3

3

2

21

2  dddd   (2.28) 

其中 1d 、 2d 、 3d 和 4d 为实参数。  

将式(2.28)求导得  









)63(

2
2

3

2

1

2

432

3

4

2

321

ddd

dddd
                        (2.29) 

将式(2.27)求导得  





















]24)6         

15()38(3[

)2(

)2(

)2(

3

42

2

41

3231221221

21

21

21

dada

dadadadadaU

ccW

bbV

aaU

            (2.30) 

将式(2.30)代入式(2.25)得 

0)2()2(

0)2()2(

0)2)((3)

)(2(3)2)((3)

)(2(3]24)615(

)38(3)[()2(

2121

2121

21

2

210

2

21

02121

2

210

2

2

1021

3

42

2

4132

31221221

33

21

























aalcck

aakbbl

ccaaalcc

caalbbaaakb

bbaakdadada

dadadadalkaa

        (2.31) 

比较式(2.31)中的各次幂的系数，可得到如下的代数方程组  

0         

0         

0)(2         

0)(3)(3)25)((        

 0)                      

(6 )(6)38)((2        

03333)3)((     

11

00

222242

33

122112214132

33

2002

112002113122

33

2

100110012112

33

1















kalb

kalb

clabkadalk

cacalbabakdadalk

caca

calbababakdadalka

claclabkabkadadalka
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0         

0         

0         

0         

22

11

00

22









lakc

lakc

lakc

kalb

                                         (2.32) 

求解方程组(2.32)，得到  

2

4

2

3423
1

4

2

24

2

242

3

2

13

2

131

4

33

42

3322

3

332

4

2

0

4

33

42

3322

3

332

4

2

0

4

33

42

332

3

33

4
0

8

)4(

 ,2      ,2     ,2

,    ,    ,

,
)(24

)(16)(34

,
)(24

)(16)(34

,
)(24

)(16)(34

d

dddd
d

dlcdkbklda

dlcdkbklda

dlk

ddlkldlkldl
c

dlk

ddlkkdlkkdk
b

dlk

ddlkkldlkkldkl
a





























             (2.33) 

因此，可知方程(2.25)的解为式(2.27)。  

如果  

04 2

342 ddd                                    (2.34) 

由式(2.33)的最后一个公式可知  

01 d  

式(2.28)变为  

4

4

3

3

2

2

2  ddd                              (2.35) 

辅助微分方程(2.35)是式(2.19)当 0a a ， 1 0a  时的结果，式(2.35)的解可表述

成如下形式：  

(1) 当 0d2  时，方程(2.35)有下述解  

22

42

2

3

22

32

1

)]
2

tanh(1[

)
2

(sec

)(






d
ddd

d
hdd





  (2.36) 

22

42

2

3

22

32

2

)]
2

tanh(1[

)
2

(sec

)(






d
ddd

d
hdd





                     (2.37) 

)]
2

tanh(1[)( 2

3

2
3 

d

d

d
                           (2.38) 
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)]
2

tanh(1[)( 2

3

2
4 

d

d

d
                          (2.39) 

)]
2

coth(1[)( 2

3

2
5 

d

d

d
                         (2.40) 

)]
2

coth(1[)( 2

3

2
6 

d

d

d
                         (2.41) 

(2) 当 0d2  , 04 d 时，方程(2.35)有下述形式的解  






2
coth2

2
csch

)(
2

423

22

2

7
d

ddd

d
d



  (2.42) 

2

22342

222

8
)sinhcosh(4

)sinh(cosh4
)(






ddddd

ddd




  (2.43) 






22232

22

9
tanhsech

sech2
)(

ddddd

dd


                 (2.44) 






2
cosh2

2
sinh

2
hcsc

)(
2

42

2

3

2

2

10
d

dd
d

d

d
d



  (2.45) 






2
cosh

2
sinh2

2
hsec

)(
2

3

2

42

2

2

11
d

d
d

dd

d
d



  (2.46) 

)hsec(tanh2

])hsec(tanh1[
)(

22423

2

222

12





didddd

didd




  (2.47) 

)hsec(tanh2

])hsec(tanh1[
)(

22423

2

222

13





didddd

didd




  (2.48) 











2

2

22

423

2

2

2

22

22

14

sinh

cosh
2

)
sinh

cosh
(

)(

dPR

dPPR
ddd

dPR

dPPR
dd











                  (2.49) 
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其中，R、P 是任意常数，并且 0  ,0  PR 。  











2

2

22

423

2

2

2

22

22

15

cosh

sinh
2

)
cosh

sinh
(

)(

dPR

dPPR
ddd

dPR

dPPR
dd











              (2.50) 

其中，R、P 是任意常数，并且 0  ,0  ,022  PRPR 。  

 (3) 当 0d2  , 04 d 时，方程(2.35)有下述解  






2
tan2

2
sec

)(
2

423

22

2

16
d

ddd

d
d






                   (2.51) 






2
cot2

2
csc

)(
2

423

22

2

17
d

ddd

d
d






                    (2.52) 

)sec(tan2

])sec(tan1[
)(

22423

2

222

18





ddddd

ddd




            (2.53) 

)sec(tan2

])sec(tan1[
)(

22423

2

222

19





ddddd

ddd




            (2.54) 






2
cos2

2
sin

2
csc

)(
2

42

2

3

2

2

20
d

dd
d

d

d
d









             (2.55) 






2
cos

2
sin2

2
sec

)(
2

3

2

42

2

2

21
d

d
d

dd

d
d









              (2.56) 

(4)  当 0d2  , 03 d , 04 d 时，方程(2.35)有下述解  

)(hsec)( 2

4

2
22  d

d

d
   (2.57) 

(5) 当 0d2  , 04 d 时，方程(2.35)有下述解  

)
2

(hsec)( 22

3

2
32 

d

d

d
  (2.58) 
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根据式(2.27)和式(2.36)-(2.58)，即可相应的写出方程(2.23)的行波解。取前面

的几组列举如下：  

根据方程(2.36)，有  

 

2

22

42

2

3

22

32

4

2

22

42

2

3

22

32

3

2

4

33

42

3322

3

332

4

2

1

2

22

42

2

3

22

32

4

2

22

42

2

3

22

32

3

2

4

33

42

3322

3

332

4

2

1

2

22

42

2

3

22

32

4

22

42

2

3

22

32

3

4

33

42

332

3

33

4
1

)

)]}(
2

tanh[1{

)](
2

[sec
(2      

)]}(
2

tanh[1{

)](
2

[sec
       

)(24

)(16)(34

)

)]}(
2

tanh[1{

)](
2

[sec
(2      

)]}(
2

tanh[1{

)](
2

[sec
       

)(24

)(16)(34

)

)]}(
2

tanh[1{

)](
2

[sec
(2      

)]}(
2

tanh[1{

)](
2

[sec
       

)(24

)(16)(34

tlykx
d

ddd

tlykx
d

hdd
dl

tlykx
d

ddd

tlykx
d

hdd
dl

dlk

ddlkldlkldl
w

tlykx
d

ddd

tlykx
d

hdd
dk

tlykx
d

ddd

tlykx
d

hdd
dk

dlk

ddlkkdlkkdk
v

tlykx
d

ddd

tlykx
d

hdd
kld

tlykx
d

ddd

tlykx
d

hdd
kld

dlk

ddlkkldlkkldkl
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         (2.59) 

 

上述解 u1 的结构如图 2.1 所示，这里时间分别取 t=0、5、10 秒，解 v1 和 w1

可以类似地画出。  
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图2.1  式(2.59)解u1的结构图  (a) t=0, (b) t=5, (c) t=10 

 

根据方程(2.38)，有  
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       (2.60) 

上述解 v3 的结构如图 2.2 所示，这里时间分别取 t=0、5、10 秒，解 u3 和 w3

可以类似地画出。  
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(c) 

图2.2  式(2.60)解v2的结构图  (a) t=0, (b) t=5, (c) t=10 
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 -22- 

上述解 w5 的结构如图 2.3 所示，这里时间分别取 t=0、5、10 秒，解 u5 和 v5

可以类似地画出。  
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(c) 

图2.3  式(2.61)解w5的结构图  (a) t=0, (b) t=5, (c) t=10 

 

根据方程(2.42)，有  
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          (2.62) 

 

上述解 u7 的结构如图 2.4 所示，这里时间分别取 t=20、40、60 秒，解 v7 和

w7 可以类似地画出。  
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(c) 

图2.4  式(2.62)解u7的结构图  (a) t=20, (b) t=40, (c) t=60 

 

根据方程(2.44)，有  
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      (2.63) 

 

上述解 v9 的结构如图 2.5 所示，这里时间分别取 t=10、20、30 秒，解 u9 和

w9 可以类似地画出。  
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(c) 

图2.5  式(2.63)解v9的结构图  (a) t=10, (b) t=20, (c) t=30 

 

根据方程(2.51)，有  
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             (2.64) 

式(2.64)是一个周期函数，解 w6 的结构如图 2.6 所示，这里时间分别取 t=0、10、

20 秒，解 u6 和 v6 可以类似地画出。  
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  (c) 

图2.6  式(2.64)解w6的结构图  (a) t=0, (b) t=10 , (c) t=20 

 

2.3 广义的(2+1)维 Nizhnik-Novikov-Veselov 方程的行波解 

广义(2+1)维 Nizhnik–Novikov–Veselov 方程是(2+1)维 KdV 方程的一种对称

推广，其可用如下方程描述 
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利用式(2.24)对式(2.65)进行行波变换可得  

3 3( ) ( ) 3

       3 3 3 0

0

0

k l U k l U k U V

k UV l U W l UW

kU lV

lU kW

     

  

        

    

  

  

 (2.66) 

式(2.66)与方程(2.25)类似，因此同样可以将上述方程的解设为  
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将式(2.30)代入式(2.66)得 
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      (2.68) 

比较式(2.68)中的各次幂的系数，可得到如下的代数方程组  

0         

0         

0         

0         

0         

0         

0)( 2         

0)(3)(3)25)((        

 0)(6 )                      

(6)38)(()(2        

033                      

33)3)(()(        

22

11

00

22

11

00

222242

33

122112214132

33

20021120

02113122

33

2

1001

10012112

33

1

























lakc

lakc

lakc

kalb

kalb

kalb

calbakdalk

cacalbabakdadalk

cacacalba

babakdadalkalk

calcal

bakbakdadalkalk













      (2.69) 

求解方程组(2.69)，得到  
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    (2.70) 

 

其中由式(2.36)-(2.58)给出。广义(2+1)维 Nizhnik–Novikov–Veselov 方程与(2+1)

维 Nizhnik–Novikov–Veselov 方程有相似的结构，后者由式(2.36)-(2.58)的前面几

个公式给出了部分解，下面由式 (2.36)-(2.58)的后面几个公式给出广义(2+1)维

Nizhnik–Novikov–Veselov 方程的部分解的表达式。  

(1) 根据方程(2.53)，有  
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  (2.71) 

式(2.71)是一个周期函数，解 u18 的结构如图 2.7 所示，这里时间分别取 t=20、40、

60 秒，解 v18 和 w18 可以类似地画出。  
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(c) 

图2.7  式(2.71)解u10的结构图  (a) t=20, (b) t=40 , (c) t=60 

 

(2) 根据式(2.55)，可得  
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    (2.72) 

式(2.72)是一个周期函数，解 v20 的结构如图 2.8 所示，这里时间分别取 t=20、40、

60 秒，解 u20 和 w20 可以类似地画出。  
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(c) 

图2.8  式(2.72)解v14的结构图  (a) t=20, (b) t=40 , (c) t=60 

 

(3) 根据(2.57)，可得  
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  (2.73) 

上述解 w22 的结构如图 2.9 所示，这里时间分别取 t=0、5、10 秒，解 u22 和 v22 可

以类似地画出。  
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(c) 

图2.9  式(2.73)解w22的结构图  (a) t=0, (b) t=5, (c) t=10 

 

按照类似的方法，还可以写出很多的解，不一一赘述。 

2.4 小结 

本章的主要工作是基于一种辅助常微分方程方法来研究非线性发展方程的行
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波解。首先，简单的介绍了一下辅助方程方法的一般步骤以及现有的几种常见的

辅助方程，并对这些辅助方程进行了简单的分析。接下来，通过对一个辅助微分

方程的解的讨论，并借助扩展双曲正切函数法的一些思想，求得了(2+1)维

Nizhnik–Novikov–Veselov方程和广义(2+1)维Nizhnik–Novikov–Veselov方程的一

些精确的行波解。  

具体做法是通过行波变换将含自变量 x 、 y 、 t 的非线性偏微分方程变为只含

自变量  的非线性常微分方程。设非线性常微分方程的解为 )( 的幂级数，其中

待定系数的数目通过平衡最高阶导数项和非线性项得到。这些常微分方程的精确

解 )( 由式(2.32)-(2.58)给出，则可以求得非线性发展方程的多组行波解。  

该方法可以推广至其他具有孤子解、三角周期解和椭圆函数解的非线性偏微

分方程的求解，例如(2+1)维  Broer-Kaup 方程和(2+1)维长水波色散方程等等，前

提是行波变换以后的非线性常微分方程要有精确解，如果不可解，则不能用辅助

常微分方程方法求解。基于这些精确解，可以直接研究非线性偏微分方程的分岔

行为。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



基于行波变换的无限维动力系统的分岔研究 

 -36- 

第 3 章 Burgers 方程的行波解和跨临界分岔 

Burgers 方程是一个著名的非线性方程，是描述流体力学、声学与冲击波等物

理现象的重要数学模型，很多学者都对其进行了研究 [150,151]。文献 [152]提出了一种

求解带有移动边界条件的 Burgers 方程的广义方法；文献 [153]得到了一种描述远声

场弱非线性波的广义 Burgers 方程，并通过数值计算得到了其强非线性的波解；

文献 [154]通过自相似约化得到了一种有阻尼的广义 Burgers 方程。郭建刚 [155]等人

用该方程讨论了细杆中非线性波的传播，考虑了有限变形所引起的几何非线性和

粘性耗散效应共同作用，得到了有限变形粘弹性杆的稳定的行波解，当粘性效应

趋于零时出现激波解，这些结果可为工程的安全设计提供参考。Burgers 方程是一

个简单但是十分重要的物理方程。然而该方程的分岔却很少有人研究。Jordan
[156]

分析了 Kuznetsov’s 方程的精确行波解并确定了分岔值的马赫数；在文献 [157]中，

以无量纲的传输速度作为分岔参数，并以此为基础画出了具有内部阻尼的

Kelvin-Voigt versus Burgers 系统的分岔图；Dang-Vu and Delcare
[158]应用数值方法

得到了 Burgers 方程的解并讨论了其存在 Hopf 分岔；总而言之，对于 Burgers 方

程分岔的研究才刚刚起步。  

通过相应的参数变换，Burgers方程可以被简化成一个具有行波解的一阶常微

分方程。在这种情况下，Burgers方程变成了一个具有跨临界分岔的一维系统。基

于这一理论，很多偏微分方程亦可化成具有典型分岔行为的一维系统 [159-161]。跨

临界分岔是一种在非线性系统中常见的典型分岔行为。本章将主要讨论Burgers方

程和(2+1)维Burgers方程的精确行波解及其跨临界分岔行为。  

3.1 Burgers 方程的行波解 

行波变换是一种精确的变换方法，通过行波变换将非线性偏微分方程变为常

微分方程，进而可以求得 Burgers 方程的精确解。文献 [162]引入一个变换，而无需

引入试探函数，把二阶非线性偏微分方程变为一阶非线性常微分方程，用一种不

同的方法直接求解了 Burgers 方程 

0 xxxt uuuu   

获得了该方程的扭状孤波解(图 3.1) 

)](
2

1
tanh1[),(1 tkxktxu    
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图 3.1 Burgers 方程的扭状孤波解  

和奇异行波解(图 3.2) 
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图 3.2 Burgers 方程的奇异行波解  

下面用直接积分的方法来求 Burgers 方程的精确解。 

3.1.1 Burgers 方程的行波变换 

Burgers 方程可由如下模型描述  

  0t x xxu uu u     (3.1) 

引入行波变换  
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( , ) ( )u x t U

kx t



 



  
      (3.2) 

利用上式可将方程(3.1)变换成如下常微分方程  

2
2

2

d d d
   0

d d d

U U U
k U k  

  
    (3.3) 

对上式积分得  

2

2

d
 

d  2  

U
U U c

k k

 

  
    (3.4) 

令 0c ，方程(3.4)简化为  

2  U U U        (3.5) 

其中  

d 2
 ,    ,    

d 2   

U
U

k k

 
  

  
     (3.6) 

3.1.2 Burgers 方程的解 

研究方程(3.5) 

2

d

d
UU

U
 


 

分离变量，有  




d
d

2


UU

U
 

两边分别积分，易知上式具有如下形式的解：  

(1) 当 0 时，方程(3.5)的精确解为  

  
1

C e
U

Ce









    (3.7) 

因此方程(3.1)的解为  
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 (3.8) 

由式(3.8)表示的解 u(x,t)的结构如图 3.3 所示。  

绘图时不妨取  

0.5  1,  2,  ,4.0   k  

由式(3.6)计算得  
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图3.3 式(3.8)表示的解u(x,t)的结构图  

 

(2) 当 0 时，方程(3.5)的精确解为  

 
1

U
Ce 







    (3.9) 

因此方程(3.1)的解为  

2
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1
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 (3.10) 

绘图时取  

0.5  1,  2,  ,4.0   k  

由式(3.6)计算得  
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由式(3.10)表示的解 u(x,t)的结构如图 3.4 所示。  
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 图3.4 式(3.10)表示的解u(x,t)的结构图  

(3) 当 0 时，方程(3.5)的精确解为  

1
 U
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       (3.11) 

因此方程(3.1)的解可描述为  
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图3.5 式(3.12)表示的解u(x,t)的结构图  
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由式(3.6)可知这种情况只在 0 时才会满足 0 ，因此，时间变化不会影响解

的值，由式(3.12)表示的解 u(x,t)的结构如图 3.5 所示。  

3.2 (2+1)维 Burgers 方程的行波解 

(2+1)维 Burgers 方程可由如下模型描述 

t y x yy xx

y x

u uu avu bu abu

v u

   


 (3.13) 

引入行波变换  

 
( , , ) ( ),     ( , , ) ( )

  

u x y t U v x y t V

kx ly t

 

 

 

  
 (3.14) 

利用上式可将方程(3.13)变换为如下形式的常微分方程  

 

2d d d d
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d d d d

d
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2 2
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 (3.15) 

对上式积分一次，可得  

 
2 2
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2 2 2 2

d
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U l ak
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 (3.16) 

令 0C ，上式简化为  

 2  U U U    (3.17) 

其中  

 
2 2

2 2 2 2

d 2
 ,     ,     

d 2 ( )

U l ak l
U

l bl abk l ak


  




   

 
 (3.18) 

由于方程(3.17)与方程(3.5)具有相同的形式，因此方程(3.13)的解可用上述类似的

方法求得。  

(1) 当 0 
2

22


 akl

l
时，方程(3.13)的解为  
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                  (3.19) 

绘图时不妨取  

a=1，b=0.8，k=1，l=0.5，  =0.2 

由式(3.18)计算得  
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时间分别取 t=20、40、60 秒，式(3.19)表示的解 u(x,y,t)如图 3.6 所示，解 v(x,y,t)

与解 u(x,y,t)类似。  
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(c) 

图3.6 式(3.19)表示的解u(x,y,t)的结构图  (a) t=20, (b) t=40, (c) t=60 

 

也可以在固定位置画出时间历程图，分别取 x=0、2、4，式(3.19)表示的解 u(x,y,t)

如图 3.7 所示，解 v(x,y,t)与解 u(x,y,t)类似。  
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(c) 

图3.7 式(3.19)表示的解u(x,y,t)的结构图  (a) x=0, (b) x=2, (c) x=4 
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                     (3.20) 

仍然取  

a=1，b=0.8，k=1，l=0.5，  =–0.2 

由式(3.18)计算得  
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(c) 

图3.8 式(3.20)表示的解u(x,y,t)的结构图  (a) t=20, (b) t=40, (c) t=60 

 

时间分别取 t=20、40、60 秒，式(3.20)表示的解 u(x,y,t) 如图 3.8 所示，解 v(x,y,t)

与解 u(x,y,t)类似。  
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(c) 

图3.9 式(3.20)表示的解v(x,y,t)的结构图  (a) x=-2, (b) x=0, (c) x=2 

 

也可以在固定位置画出时间历程图，分别取 x=-2、0、2，式(3.20)表示的解 v(x,y,t)

如图 3.9 所示，解 u(x,y,t)与解 v(x,y,t)类似。  
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              (3.21) 

绘图时取  

a=1，b=0.8，k=1，l=0.5，  =0 

由式(3.18)计算得  
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因  =0，时间变化不会影响解的值，式(3.21)表示的解 u(x,y,t)如图 3.10 所示，

解 v(x,y,t)与解 u(x,y,t)类似。  
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图3.10 式(3.21)表示的解u(x,y,t)的结构图  

 

3.3 Burgers 方程的跨临界分岔 

将方程(3.5)写成如下形式  

 2( ; )   u f u u u     (3.22) 

由上式描述的一维系统具有跨临界分岔行为。 

跨临界分岔是一种典型的静态分岔。静态分岔就是研究方程    0 ),( uf 的多

重解的问题，是研究  ),( ufu  的平衡点分岔的一个重要内容。 

考虑静态方程，其中向量场 f : nmn RRRJU   . 设   ),( 00 J Uu  是静

态方程的解，即  0 ),( 00 uf 。研究局部静态分岔问题，只关心在点 ),( 00 u 附近方

程的解(即 f 的零点)的数目随参数 变化的情况。取点 ),( 00 u 的某个足够小的邻域

JUΩ   ，记 )(n 为当 固定时静态方程在 Ω内的解数目。如果当   经过 0 时，

)(n 发生突然变化，则称 ),( 00 u 为一个静态分岔点， 0 为一个静态分岔图(或零

点集)。总之，静态分岔就是研究方程的多重解的问题。在下面假设 f 对 u 和 都

是足够光滑的。 

3.3.1 跨临界分岔的必要条件 

下面的定理给出了 ),( 00 u 为静态分岔点的一个必要条件。 

定理: 设点   ),( 00 J Uu  使得  0 ),( 00 uf ，在点 ),( 00 u 附近，f 对 u 可微，

且 ),( uf 和  ),( ufDu 对 u 、是连续的。若 ),( 00 u 是 f 的静态分岔点，则  ),( 00 ufDu

是不可逆(即奇异)的。 
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奇异点的定义是：如果在点   ),( 00 J Uu  处有  0 ),( 00 uf ，且  ),( 00 ufDu

是不可逆(即奇异)的，则称 ),( 00 u 为 ),( uf 的奇异点. 

点 ),( 00 u 为 f 的静态分岔点的几个等价的必要条件： 

(1) ),( 00 u 是 f 的奇异点； 

(2)  0 ),( 00 uf ，且  ),( 00 ufDu 至少有一个特征值等于零； 

(3)  0 ),( 00 uf ，且 0 )/det ( )( 00
 μuji ,

uf ； 

(4)  0 ),( 00 uf ,且  ),( 00 ufDu 的零空间 (即核)的维数 dim ) ),(( 00 ufDN u  

1 . 

考虑单参数静态方程 

0 ),( uf ， nRUu  ， RJ  . 

如果 f 还满足下面的条件：(1) Jf   ,0),0( ;(2) b = 0 )],)(0,0([ 2

u fDΨ , 

c = 0 )0,0(  fDΨD u 。则在 ),( u 空间中点 )0,0( 的某个邻域内除了平凡解 ),0(  之

外，还有方程的一条非平凡解曲线经过 )0,0( ，用参数方程 













)(
c2

)(

)()(

2

2








O
b

Ouu

 

表示，其中参数  R ，且  是小量。由上式知方程对 0 有两个解，而对 0

只有平凡解。这种分岔称为跨临界分岔。 

3.3.2 Burgers 方程的跨临界分岔 

静态方程 0 ),( 2  uuuf  有奇异点 ),( 00 u ,还满足下面的条件： 

02)0,0(2 fDx ，    0,1 )0,0( fDD x 1  . 

因此它具有跨临界分岔。当 由负变正时，对应的动态方程出现稳定性交换现象。 

方程(3.5)有两个平衡点， 0 *

1 u 和 *

2  u ，雅克比矩阵为  

 0

( ; )
u

f u
J 

u





 


 (3.23) 

当 0 0   时，平衡点 0 *

1 u 是稳定的；当 0 0   时，其是不稳定的。因此，

平衡点 )0,0(),( 0

*

1 u 即为分岔点(见图 3.11)。按照类似的讨论可知， ),( 0

*

2 u 为另

一个平衡点。  

如图 3.11 所示，直线 0 u 和 u 将平面 u - 分成四个部分，A, B, C 和 D。

在区域 A, B, C 中，u 的曲线如图 3.12 所示；方程(3.22)的解在区域 B 里面是稳定

的；而在区域 D 中，方程(3.22)的解是不稳定的。  
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图 3.11 跨临界分岔图  
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(a)                              (b) 

5 10 15 20 25 30

t

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

u

 

(c) 

图 3.12 各个区域中的解 u 的曲线图  (a)A 区域,(b)B 区域,(c)C 区域 

3.4 小结 

用行波变换和直接积分方法获得了 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程的精

确解。利用试探函数法或 tanh 函数展开法等方法也能得到 Burgers 方程和(2+1)维

Burgers 方程的孤波解，本章的方法更简单。对上述方程的静态分岔行为进行了分

析，发现 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程均具有典型的跨临界分岔行为。对

于由非线性偏微分方程控制的无限维系统，分岔控制的研究成果还很少。跨临界分

岔行为是针对一维系统，本章将 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程直接化成为

一维系统，对于高维系统要用中心流形等方法对非线性偏微分方程或行波变换后

的非线性常微分方程进行约化。该方法还可以对偏微分方程的其他类型的静态分

岔，如叉形分岔和鞍结分岔等进行分析。  
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第 4 章 无限维系统的三类静态分岔 

分岔是非线性科学研究的重要领域之一，它是指在动力系统中，当改变可控

制参量时，系统中的定性性质和流的结构也可能会随之改变。无限维动力系统要

比有限维系统具有更丰富的非线性动态特征。无限维系统在空间上可能存在分岔

行为，而有限维仅在时间上进行分析。由于涉及时空理论，近年来无限维系统的

分岔研究成为了物理、力学和化学等学科的研究工作者的热门探讨课题。   

无限维非线性动力学系统常常包含一个或多个控制参数，当系统可控制参数

值发生变化时，具有新性质的解会被分岔出来，动力系统中的全局或局部结构发

生变化。例如，Kuramoto-Sivashinsky 方程是作为时空增长不稳定性的振幅方程

出现在许多不同的物理现象中，其分岔等动力学行为已经在理论与数值上得到了

验证 . 非平衡相变和波动理论中经典的 Ginzurg-Landau 方程具有分岔行为；文献

[163]利用中心流形约化方法和吸引子分歧理论，分析了在外部周期激励下，复

Ginburg-Landau 系统在一个均值约束空间中从一个极限环附近分岔出一个新的吸

引子，得到了分岔解的显式近似表达式。文献 [161]利用摄动法获得了修改的

Burgers-KdV 方程的分岔方程，讨论了它的鞍结分岔。文献[162]利用行波变换将

(2+1)维 Burgers 方程化为常微分方程，揭示了它的跨临界分岔现象。但是，在迄

今为止发现的非线性偏微分方程中，具有分岔行为的无限维非线性系统并不多，

远远不如有限维非线性系统研究得彻底。  

讨论一类无限维非线性系统的分岔行为 ,用行波变换将 (2+1)维修改的

Kadomtsev- Petviashvili 方程化为常微分方程，用中心流形方法降维，讨论它的鞍

结分岔现象。具有鞍结分岔的非线性偏微分方程还有 (2+1)维 Konopelchenko- 

Dubrovsky 方程等等。  

鞍结分岔、叉形分岔和跨临界分岔是非线性常微分方程具有的三类典型的静

态分岔。在已有的非线性偏微分方程中，已经发现具有鞍结分岔、跨临界分岔行

为的无限维非线性系统。但是，目前还没有发现具有叉形分岔行为的无限维非线

性系统。本章构造一个具有叉形分岔的非线性偏微分方程，对它进行分析。  

4.1 无限维系统的鞍结分岔 

鞍结分岔现象在一些非线性偏微分方程中可能出现，下面对一些具体的问题

进行研究。  

4.1.1 Kadomtsev-Petviashvili 方程的鞍结分岔 
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Kadomtsev-Petviashvili 方程在流体力学、等离子体物理、气体动力学等领域

有重要的应用，该方程和它的推广方程有着广泛的物理背景。考虑(2+1)维修改的

Kadomtsev-Petviashvili 方程  

2( 3  )  0t x xxx x yyu u u u u                           (4.1) 

利用行波变换 

kx ly t                                        (4.2) 

将式(4.2)代入式(4.1)得  

 
3 2

2 3 2

3 2

d d d d d
( 3  )  0

d d d d d

U U U U
k k U k l 

    
      (4.3) 

其中 )(UU  。积分两次，式(4.3)变为  

 
2

3

2

d
0

d

U
pU qU


    (4.4) 

其中  

 
2

4 2
,     

k l
p q

k k

 
     (4.5) 

有很多方法可以求方程(4.1)的精确解 [149]，例如  

当 0
4

2




k

lk
, 0

2


k


时，有  

 

2

2 4

4

1
2

2 4

2 4

csc ( )
2( , , )

2 cos ( )
2 2

k l

k l k kx ly t
ku x y t

k l

k l k kx ly t
k k








 





 





   

 (4.6) 

当  0
4

2




k

lk
, 0

2


k


时，有  
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2

2 2 2

4 4 4

2 2 2
2

2 4 4 4

( , , )

4 [cosh ( ) sinh ( )]

2
[cosh ( ) sinh ( )]

u x y t

k l k l k l
kx ly t kx ly t

k k k

k l k l k l
kx ly t kx ly t

k k k k

  
 

   
 



  
       

  
        

 (4.7) 

其它形式的解可参见文献[149]。  

下面通过研究方程(4.4)来讨论(2+1)维修改的 Kadomtsev-Petviashvili 方程的

分岔问题。用中心流形方法降维，令  

1 2

d
,    

d

U
u U u


    

式(4.4)变为  









3

112

21

qupuu

uu




                              (4.8) 

将式(4.8)变为扩张系统  















3

112

21

0

qupuu

uu







                              (4.9) 

其中
q

p
 。式(4.9)有中心流形  

),( 12 uhu                                 (4.10) 

利用求导的链式法则，有  

 3

11

1

1

1

2 .. qupuh
u

hu

u

h
u 
















  (4.11) 

设  

  2

1

3

1

2

11  gufeuducbuah  (4.12) 

将式(4.12)代入式(4.11) 
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3

11

2

1

3

1

2

11

2

11

)

)(32(

qupuguf

euducbuafeudub












 (4.13) 

比较上式两边的系数 ,有  

pbadu

abu





21

1

0

1

2    : 

0    : 
 

2

1u ： 033   aebd  

3

1u ： qdbe  224  

1 ： 0bcaf  

2 ：  0bgcf  

1u ：  022  bfcd  

可求得  

0   0,   0,   ,
2

  0,   ,0   ,
2




 gfe
q

dcb
q

p
a       (4.14) 

式(4.8)的约化系统是  

 2

1 1u a du   (4.15) 

式(4.15)写成标准形式  

 2( ; )  u f u u     (4.16) 

一维系统 (4.16)有典型的静态分岔，称为鞍结分岔。在 0 0  ，它有平衡点

0 *

1 u ；在 0  ，有 2* )( u 。对于 0 0   , *

2 u 是稳定的，而 *

3 u  

是不稳定的(图 4.1) 。  
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图 4.1 鞍结分岔 
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曲线 0   和 2 u  将 u - 参数平面分成  A、B、C 和  D 四个部分。在区

域  A 和 B 中, u 曲线如图 4.2 所示，式(4.16)的解是稳定的；在区域  C 和 D, 

式(4.16)的解是不稳定的。  

 

5 10 15 20 25 30
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   (b) 

图 4.2 u 曲线   (a) A 区域   (b) B 区域  

 

考虑单参数静态方程 0 ),( uf ， nRUu  ， RJ  。定理 3.1 给出了

),( 00 u 为静态分岔点的一个必要条件。  

鞍结分岔的充分条件 :如果 a = 0, )0,0( fD b = 0 )],)(0,0([ 2

u  fD (表示

),( uf 在 ),( 00 u 处的 l 阶微分), 则在 ),( u 空间中点 )0,0( 的某个邻域内，有一条解

曲线经过 )0,0( ，可用参数方程 













)(
2

)(

)()(

3
2

2








O
a

b

Ouu

                   (4.17) 

表示，其中参数  R ，且  是小量。由上式知当 a与 b 异号(或同号)时，方程对

0  (或 0 )无解，而对 0  (或 0 )有两个解，它们分别对应 0 和 0 ，

且当 0 时在 )0,0( 处汇合。图 4.1 表示的鞍结分岔中，对应动态方程的平衡解实

线表示稳定，虚线表示不稳定。点 )0,0( 称为解的转向点(或极限点)。 

静态方程 0 ),( 2  uuf  具有鞍结分岔。易知 
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02)0,0( 

 0,1 )0,0( 

2 



fD

fD

u


 

记 )0,0( fDL u ,设 L有一个(代数上)单重特征值等于零，其余特征值的实部皆不为

零。 L的零特征值对应右单位特征(列)向量 nR 和左单位特征(行)向量 nR ，

即 ,0L  1   ,0  L 。 

4.1.2 非线性 Klein-Gordon 方程的鞍结分岔 

非线性 Klein-Gordon 方程具有鞍结分岔行为。置于弹性基础上的张紧索的横

向振动可以用著名的非线性 Klein-Gordon 方程来描述。考虑一根均匀、柔软、弹

性的理想索，其质量密度为 0 ，置于弹性基础上，索张紧。对索的横向振动有两

点假设：(1)索上各点的运动都在同一平面内；(2)索的变形是微小的。 

研究索受到外界扰动后的振动，如图 4.3 所示。设在平衡位置为坐标原点，

横坐标为 x 的点在时刻 t 的横向位移为 u ， )  ,( txuu  ，即 u 是 x 和 t 的函数。取索上

微元段 dx，其运动后变形为 ds 。设微元段 dx在 x 处的张力为 )(xT ，在 xx d 处的

张力为 )d( xxT  。由于索是放在弹性基础上的，如果假设弹性基础所产生的力是

非线性的，与一次项和三次项有关，则相当于索在单位长度上受到一个力 

),(),(),( 3

31 txuktxuktxF                           (4.18) 

作用。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.3 索的横向振动 

 

由于假设索的变形是微小的，故有以下的几何关系 
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分析 x 方向微元段的平衡，有 

0cos)(cos)( 12   xTdxxT  

考虑 1coscos 21   ，则  

0)()( TxTdxxT 
                               

(4.19) 

其中 0T 是索中的初始张力。 

微元段 dx在 u 方向所受合力为 

0d
),(
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即  
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     (4.20) 

其中 x

是区间 ]d,[ xxx  中的某一个值，对式(4.20)应用微分中值定理，有 
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          (4.21) 

上式消去 xd ，并令 0d x ，则有 xxxxx 


  ,d ，因此得 

03

2

2
2

2

2










uu

x

u
c

t

u
                            (4.22)

其中 00

2 / Tc  ， 01 /  K ， 03 /  K 。索的横向振动方程(4.22)就是非线性

Klein-Gordon 方程。  

    用试探函数法、辅助微分方程法等方法求非线性 Klein-Gordon 方程的精确解

的文献比较多，这些解包括孤波解(钟型孤波解、扭结型孤波解)和三角函数周期
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解等等。下面进行分岔分析。  
 

对式(4.22)作行波变换  

tkxUtxu   ),(),( ,                            (4.23) 

其中 ,k 是常数。则方程(4.22)变为  

              )()()( 3

222222
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 .                  (4.24) 

该方程即式(4.4), 可表示为  

)()()( 3  qUpUU                                (4.25) 

其中  

222 






ck
p ，

222 






ck
q                            (4.26) 

用中心流形定理降维，约化式(4.25)为一维系统  

2uu    

与前面的分析一样，该方程具有鞍结分岔，即非线性 Klein-Gordon 方程(4.22)有

鞍结分岔行为。 

4.1.3 (2+1)维 KD 方程的鞍结分岔 

某些非线性无限维系统在满足一定的条件下具有分岔行为，像非线性(2+1)

维 Konopelchenko-Dubrovsky 方程(KD 方程)就在系统参数满足一定的关系时具有

鞍结分岔行为。 

KD 方程的一般形式为 

xy

xyxxxxxt

vu

vauvuuabuuuu



 033
2

3
6 22

                (4.27) 

该系统具有一个弱的色散项的非线性波。当 0yv 时，方程(4.27)为 Gardner 方程；

当 0a 时，方程(4.27)为 Kadomtsev-Petviashvili (KP) 方程；当 0b 时，方程(4.27)

为修正的 KP 方程。接下来对(2+1)维 KD 方程进行分岔分析。先进行行波变换  
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tlykxtyxvVtyxuU   ),,,()(    ),,,()(            (4.28) 

则式(4.27)为 

VkUl

VUakVlUkUaUbkUUkU
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        (4.29) 

将式(4.29)的第 2 式及其积分代入第 1 式得 
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积分式(4.30)得 
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             (4.31) 

当系统参数满足下面的条件 

02 albk                                          (4.32) 

式(4.31)变为 

 03  qUpUU                                    (4.33) 

其中  

2

2

4

2

2
    ,

3

k

a
q

k

lk
p 





                                 (4.34) 

式(4.33)与式(4.4)、式(4.25)一样，用中心流形定理降维，可约化该式为一维

系统  

2uu    

与前面的分析一样，该方程具有鞍结分岔，即非线性(2+1)维 KD 方程(4.27)有鞍

结分岔行为。 

4.2 无限维系统的跨临界分岔 

第 3 章讨论了一维 Burgers 方程 



博士学位论文 

-59- 

  0t x xxu uu u      

和(2+1)维 Burgers 方程 

.

t y x yy xx

y x

u uu avu bu abu

v u

   


  

具有跨临界分岔。具有跨临界分岔行为的非线性偏微分方程还有(2+1)维 Burgers– 

KP 方程 

0)(  yyxxxxt uuuuu                         (4.35) 

Kadomtsev and Petviashvili 在 KdV 方程 

06  xxxxt uuuu                              (4.36) 

的基础上提出了KP方程 

0)6(  yyxxxxxt uuuuu                        (4.37) 

文献 [164]在 Burgers 方程和 KP 方程的基础上提出了 Burgers-Kadomtsev-Petviashvili 

(Burgers-KP)方程。  

引进行波变换  

tlykx
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因此方程(4.35)可变换为  
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积分一次，式(4.39)变为  
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这里积分常数取为零。再积分一次，上式变为  
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                      (4.40) 
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这里积分常数取为零。式(4.40)简化为  

2UUU                                    (4.41) 

上式与(3.17)式一致，其中  
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            (4.42) 

因此可用第三章的方法求得(2+1)维 Burgers-KP 方程的精确行波解。  

当 0
)(2

2

2





k

lk 
时，(2+1)维 Burgers-KP 方程(4.35)的跨临界分岔图如图 4.4(a)

所示；当 0
)(2

2

2





k

lk 
时，(2+1)维 Burgers–KP 方程(4.35)的跨临界分岔图如图

4.4(b)所示。 
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图 4.4 跨临界分岔 
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4.3 无限维系统的叉形分岔 

非线性常微分方程有三类典型的静态分岔，即鞍结分岔、叉形分岔和跨临界

分岔。非线性偏微分方程也有鞍结分岔 [160]和跨临界分岔 [161]行为，但是，在已有

的非线性偏微分方程中目前还没有发现叉形分岔行为。我们不妨构造一个方程，

虽然目前还不能说明它的物理意义，但是，这个非线性偏微分方程具有叉形分岔

行为。  

考虑非线性偏微分方程 

 2  0t x xxu u u u     (4.43) 

利用行波变换 ctkx ，有  

 
2

2 2

2

d d d
   0

d d d
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    (4.44) 

其中  )(UU  。积分一次，式(4.44) 变为  
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    (4.45) 

令积分常数 C=0，上式变为  

3  u u u    (4.46) 

其中  
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 ， 是分岔参数。式(4.27)即  

 3( ; )   u f u u u     (4.47) 

一维系统(4.47)具有典型的静态分岔，称为叉形分岔。在 0 0  ，它有平衡点

0 *

1 u ；在 0  ，有 2* )( u 。易知  

 *

* 2( ; )
3( )

u u

f u
J u

u







  


 (4.48) 

因此 , 当 0 0   , 0 *

1 u 是稳定的；当 0 0   , 它是不稳定的。平衡点

)0,0(),( 0

*

1 u 是一个分岔点(图 4.5)。同样地，当 0 ， 2* )( u  是稳定的。曲

线 0 u  和 2 u  将平面 u -  分成  A、B、C 和 D 四个区域， u 曲线如图

4.6 所示。  
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图 4.5 叉形分岔  
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(c)                                 (d) 

图 4.6 u 曲线   (a) A 区域   (b) B 区域   (c) C 区域   (d) D 区域  

 

考虑单参数静态方程 0 ),( uf ， nRUu  ， RJ  。定理 3.1 给出了

),( 00 u 为静态分岔点的一个必要条件。  

叉形分岔的充分条件: 

(1) 对 nR 中使得  s 的线性变换 s 有 

Jsf(x,sxf   ),),(                             (4.49) 

上式称为对称性条件。特别是当 Ru 时，有 Is   ( I 为恒等变换)，则上式也可

写成 

)),(  f(u,uf                               (4.50) 
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即 f 是关于 u 的奇函数，方程 0 ),( uf 对一切 J  有平凡解 ),0(  。 

(2) c = 0 )0,0(  fDΨD u ， e = 0 )],,)(0,0([ 3

u fDΨ ,则在 ),( u 空间中点 )0,0(

的某个邻域内除了平凡解 ),0(  之外，还有方程的一条非平凡解曲线经过 )0,0( ，它

可用参数方程 
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                       (4.51) 

表示，这种分岔称为叉形分岔(图 4.5)。如果非平凡解在 大于分岔值的范围出

现，则称分岔是超临界的，否则称为亚临界的。 

静态方程 0 ),( 3  uuuf  具有叉形分岔。易知 

   0,1 )0,0(   ),,(),(  fDDufuf u  

 06)0,0(3 fDu . 

在各种单参数分岔中，鞍结分岔是唯一的通有分岔，其它都是退化分岔。也

就是说，只要对 ),( uf 加上适当的小扰动，就可以使非鞍结分岔的定性性态发生

变化。在实际应用中，只有对系统加上某些限制条件，即对扰动加以限制，才能

使非鞍结分岔具有保持性。除鞍结分岔外，其它的单参数静态分岔都要通过引进

附加参数的方法才能扩展成通有分岔。 

4.4 结论 

非线性偏微分方程和非线性常微分方程一样也具有鞍结分岔、叉形分岔和跨

临界分岔行为。将三类非线性偏微分方程通过行波变换，化为一阶常微分方程，

本章对其进行了静态分岔分析。满足是鞍结分岔点、叉形分岔点或跨临界分岔点

的必要条件是该点必须是奇异点，这是它们共同的必要条件。另外，各自还有不

同的充分条件必须满足，才能判断该点是否是这三类分岔点之一。  

Burgers 方程、(2+1)维 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers–KP 方程具有跨临界分

岔，(2+1)维修改的 Kadomtsev-Petviashvili 方程具有鞍结分岔。在非线性偏微分方

程中还可以找到具有鞍结分岔、跨临界分岔的其它例子。但是，目前在非线性偏

微分方程中还没有找到具有叉形分岔的实际例子，本章构造了一个偏微分方程，

分析了其叉形分岔行为。  
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第 5 章 无限维系统的静态分岔控制 

非线性系统的分岔行为非常复杂，但是，它并不象混沌现象那样难于预测。

因此，分岔控制也就没有混沌控制那样难于掌握。然而，它又不象镇定混沌那样

直接，有时混沌控制的目的仅仅是把混沌消除掉。对于微分动力系统，应用常规

技术研究分岔控制通常就是简单地把整个分岔现象清除掉，因此，达不到镇定或

改变其动力性态的目的。控制分岔行为可以归纳为下面几个方面 [102]：设计参数值，

使系统产生新的分岔；将系统原有的分岔行为提前或者延迟；设计参数值，改变平衡

点的位置；改变系统的拓扑结构，改变分岔类型；改变原系统极限环的幅值、频率和

数目等等。分岔控制就是设计一个控制器来改变非线性系统的特性，从而获得所需要

的动力学行为。人们已经在电网控制与稳定、航空发动机控制、轴向风流压缩器、心

脏病节律控制等等方面取得了分岔控制的一些成果。随着常规技术的改进和新技术

的发展，分岔可以用一些方法来控制，这些方法在工程等领域得到了应用。  

在机械、电力、航空航天、建筑、化工等工程领域普遍存在分岔现象[133-136]。分

岔控制研究正在形成非线性科学研究的一个新的热点，引起了越来越多科技工作者

的兴趣。例如，在一些工程问题中，由于鞍结分岔的存在，会产生跳跃、滞后等具

有一定破坏性的动力学行为。在非线性系统中加入适当的线性或非线性控制器，完全

可以控制鞍结分岔，使非线性系统的跳跃、滞后现象得到抑制；也可使系统的振动幅

值大大减小。Hopf 分岔在工程上客观存在，根据工作需要可以利用它也可以抑制

它，因此，提出了通过 Hopf 分岔控制来设计极限环与指定振荡行为。环面分岔控

制研究不变环面的产生、消失和变化相关的分岔现象。环面分岔是导致非线性系

统出现混沌现象的一种重要途径，具有环面特性的混沌系统具有许多奇特的现象。

环面分岔因环面破裂会导致电压失稳，严重时会使电网崩溃。总之，对非线性系

统的分岔控制进行研究是非常紧迫的，具有重要的理论意义和工程应用价值。 

非线性系统的分岔控制在国际上正在形成一个专门的、新的研究方向。目前，

分岔控制的主要手段有反馈控制、自适应控制、washout-filter 方法、规范型方法、

频域分析方法、逼近方法等等。在分岔控制中，状态反馈控制是常用的方法，控

制器有线性的、非线性的和两者组合的状态反馈控制器。自适应控制根据系统的

变量和参考模型的变量之间的偏差来控制系统参数的变化，将控制增益调节到期

望目标值，通过系统的全局动态来辨识参数值的变化情况。因此，可以使分岔系

统在参数受到扰动后能很快恢复到渐近稳定状态。应用 washout- filter 方法，分岔

控制对象可以是低维非线性系统也可以是高维非线性系统，可以对多种分岔行为

进行状态反馈控制。规范形方法根据系统的范式不同来进行系统的分类，具有同
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一范式的非线性系统都具有相同的分岔特性。具有同一种范式的非线性系统的分

岔控制可以采用同一种控制器，即可以采用同一标准来设计系统的分岔控制器。

规范形理论是分岔分析和分岔控制的非常有效的工具，因此，规范形方法在分岔

控制领域得到了广泛的应用。频域分析和逼近方法使极限环的数目、幅值、频率

等得到控制，对 Hopf 分岔控制十分有效。极限环常用数值方法进行求解，解析

解一般得不到，只能借助于逼近方法。  

5.1 自动控制原理 

自动控制是指在没有人参与的情况下利用控制装置使生产设备或生产过程自

动地按预定的规律运行。自动控制理论 [65-70]己广泛地应用于人们日常生活、国民

经济以及国防建设中，从简单的家用电器到复杂的机器人，从船舶操纵到航空航

天都离不开自动控制。随着计算机技术的发展，自动控制从经典控制到智能控制

在应用上出现了飞跃。以智能控制为标志的现代控制理论正逐步在新型的控制系

统中得到应用。经典控制理论中最重要的部分是以反馈理论为基础的自动控制原

理。  

5.1.1 自动控制形式 

由控制器和控制对象组成一个系统，在这个系统中对控制对象的工作状态进

行自动控制，称其为自动控制系统。自动控制的基本形式有：开环控制、闭环控

制和复合控制。  

(1) 开环控制  

系统的输出量只受控于控制作用，而对控制作用不能反过来施加任何影响，

这种控制方式称为开环控制。 

在开环控制系统中(图 5.1)，由于开环控制器只按照给定的输入信号对被控制

量进行单向控制，而不能对控制量进行测量并反向对控制施加影响，因此，开环

控制不具有修正由于扰动而出现的被控制量与希望值之间偏差的能力，即不可能

产生具有纠正被控制量偏离预定的规律的任何动作，抗干扰能力差。 

 

 

 

图 5.1 开环控制系统 

(2) 闭环控制  

系统的输出量与控制作用之间存在着负反馈的控制方式，这种控制方式称为

闭环控制。其中信息的传送途径是一个自身闭合的环，称为闭环。具有闭环控制

的系统称为闭环控制系统(图 5.2)或反馈控制系统。  

控制  

装置  

 

输入量  
被控  

对象  

 

输出量  
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闭环控制先从被控对象获取信息，反过来又把调节被控量的作用反馈给被控

对象。按被控量偏离预定值的相反方向改变控制量的反馈称为负反馈。  

 

 

 

 

 

图 5.2 闭环控制系统  

(3) 复合控制  

复合控制系统由主反馈回路、前置滤波或扰动补偿装置组合而成(图 5.3)。是

开环控制与闭环控制相互配合的控制系统，按开环进行粗调，用闭环进行校正。

复合控制系统具有开环控制动作迅速和闭环控制精度高的优点。  

 

 

 

 

 

 

图 5.3 复合控制系统 

5.1.2 反馈控制 

反馈控制是自动控制的主要形式，自动控制系统大多数是反馈控制系统。反

馈控制原理就是根据系统输出变化的信息来进行控制，即通过比较系统输出与期

望行为之间的偏差，并消除偏差以获得系统预期的运行规律。在图 5.4 所示的反

馈控制系统中，既存在由输入信号到输出信号的前向通路，也包含从输出端到输

入端的信号反馈通路，系统形成一个闭合的回路。 

在反馈控制系统中，不管是外部扰动或系统内部变化的原因使控制量偏离规

定值，系统会产生相应的控制作用去消除偏差。因此，它具有修正偏差、抑制干

扰的能力，控制系统对元件特性变化不敏感，并能改善系统的响应特性。但是， 

 

 

 

 

 

图 5.4 反馈控制系统 
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由于引入了反馈回路，就增加了系统的复杂性，而且由于选择增益不恰当，也会

引起系统的不稳定。 

反馈控制系统由控制器、受控对象和反馈通路组成。图 5.4 中带叉号的圆圈

与控制器一起称为调节器，起一个比较的作用，用来将输入与输出相减，给出与

预定规律偏差的信号。 

反馈控制系统有被控对象和控制器两个主要部分，其基本部件有：测量元件、

执行元件、比较元件、校正元件、放大元件、整定元件、能源元件等。  

反馈控制的方式有负反馈和正反馈。使系统的输出量与目标值的偏差愈来愈

小，反馈信息与控制信息的作用方向相反，因而可以纠正控制信息的反馈称为负

反馈。使系统的输出量与目标值的偏差愈来愈大，反馈信息不是制约控制部分的

活动，而是促进与加强控制部分的活动的反馈称为正反馈。有的系统需要正反馈

的作用，正反馈并不都是不好的。  

自动控制系统必须是稳定的才能够正常工作。一个实际的控制系统受到外来

作用的影响时，经过一个过渡过程仍然能够回到原来的平衡状态，这个系统是稳

定的；如果一个实际的控制系统受到外来干扰时，不能够回到原来的平衡状态，

这个系统是不稳定的。  

稳定的控制过程才是正常的控制过程。稳定的系统受到输入信号时，其被控

量的过渡过程是随时间增长而衰减并趋向一个稳定值，输出量最终能与希望值一

致。不稳定的控制过程是不正常的控制过程。不稳定的系统其输出量的过渡过程

表现为持续振荡，或随着时间的增长不衰减。因此，一个控制系统必须是稳定的，

才能够实现所要求的控制功能。本章则主要利用图 5.4 所示的反馈控制系统，来

研究对一维系统的静态分岔控制问题。考虑如下形式的单参数方程描述的一维系

统 

 ),( ufu                                       (5.1) 

系统(5.1)的静态方程可描述为为 

0 ),( uf ， RUu  ， RJ                    (5.2) 

利用反馈控制器 )(uv 对上式进行分岔控制，可将式(5.2)变为如下的受控系统  

0)( ),(  uvuf                                    (5.3) 

然后，分别设计不同的反馈控制器 )(uv ，实现一维静态系统(5.2)的跨临界分岔、

鞍结分岔和叉形分岔控制。  

5.2 跨临界分岔控制 

讨论 Burgers 方程的跨临界分岔控制。在方程(4.22)中引入线性反馈控制器

) ,( uuv  后，则系统变为如下受控系统  

http://www.hoodong.com/wiki/%E8%B0%83%E8%8A%82%E5%99%A8
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 2  ( , )u u u v u u    (5.4) 

设计反馈控制器为  

 ( )v e u   (5.5) 

其中 e为控制增益。方程(5.4)可写为  

 2  ( ) ( )( )u u u e u u e u          (5.6) 

系统(5.6)的静态方程为  

0)(2  ueuu   

很明显， eeu  00 , ，且 

 0),( 00 uf  

0 ),( 00 ufDu  

点 ),-(- ee 是一个奇异点。且满足跨临界分岔的充分条件  

02),--(2 eefDx  

01 ),--( eefDD x  

系统(5.6)具有跨临界分岔，点 ),-(- ee 是分岔点。  

图 5.5 是未控系统的跨临界分岔图，图 5.6 是受控系统的跨临界分岔图。从

图 5.6 看出，随着控制增益的改变，方程的解的稳定区域也随之改变。线性反馈

控制器不会改变原始系统的分岔特性，但是改变了分岔点的位置，并改变了稳定

解的区域。  

-2 -1 1 2

-1.5

-1

-0.5

0.5

1

1.5

u u

0

 

图 5.5 跨临界分岔  
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图 5.6 受控系统的跨临界分岔  

5.3 鞍结分岔控制 

考虑(2+1)维修改的 Kadomtsev-Petviashvili 方程的鞍结分岔控制，经过行波变

换，用中心流形方法降维后，系统化为一阶常微分方程  

 
2  u u   (5.7) 

利用控制器 ),( uuv  进行分岔控制，式(5.7)变为受控系统  

 2  ( , )u u v u u    (5.8) 

设控制器 ),( uuv  为线性的  

 1( , )v u u k u  (5.9) 

则式(5.8)变为  

 2

1  u u k u    (5.10) 

系统(5.10)的静态方程为  

01

2  uku  

解静态方程得  

2

42

11 


kk
u  

令 

4
-   ,

2

2

1
0

1
0

kk
u    
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显然 00 ,u 满足  

0 ),( 00 uf  

0 ),( 00 ufDu  

点 )
4

- ,
2

(
2

11 kk
是一个奇异点。且满足鞍结分岔的充分条件  

0)
4

- ,
2

( 

0 )
4

- ,
2

(

2

112

2

11





kk
fD

kk
fD

u



 

系统(5.10)具有鞍结分岔，点 )
4

- ,
2

(
2

11 kk
是分岔点。  

未控系统的鞍结分岔如图 5.7 所示，受控系统的鞍结分岔如图 5.8 所示。取

4.01 k ，系统(5.7)受控后，分岔点的位置发生了改变，方程的解的稳定区域也随

之发生了变化。控制器(5.9)是一个线性反馈控制器，它没有改变原系统具有鞍结

分岔的特性。  

-0.5 0.5 1 1.5 2

-1

-0.5

0.5

1

u u

u

0

 

 

图 5.7 未控系统(5.7)的鞍结分岔 

-0.5 0.5 1 1.5 2

-1

-0.5
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0

 

图 5.8 受控系统(5.10)的鞍结分岔 
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设控制器 ),( uuv  为非线性的  

 2

1 2( , )v u u k u k u   (5.11) 

则式(5.8)变为  

 2 2

1 2  u u k u k u     (5.12) 

系统(5.12)的静态方程为  

02

21

2  ukuku  

解静态方程得  

)1(2

)1(4

2

2

2

11

k

kkk
u







 

令 

)1(4
   ,

)1(2 2

2

1
0

2

1
0

k

k

k
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显然 00 ,u 满足  

0 ),( 00 uf  

0 ),( 00 ufDu  

点 )
)1(4

 ,
)1(2

(
2

2

1

2

1

k

k

k

k





是一个奇异点。且满足鞍结分岔的充分条件  
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系统(5.10)具有鞍结分岔，点 )
)1(4

 ,
)1(2

(
2

2

1

2

1

k

k

k

k





是分岔点。  

-0.5 0.5 1 1.5 2

-1

-0.5

0.5

1

u u

u

0

 

图 5.9 未控系统的鞍结分岔 
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图 5.10 受控系统(5.12)的鞍结分岔 

 

未控系统的鞍结分岔如图 5.9 所示，受控系统的鞍结分岔如图 5.10 所示。取

1 0.3k  和 2 0.2k  ，系统(5.7)受控后，分岔点的位置发生了改变，方程的解的稳定

区域也随之发生了变化。控制器(5.11)是一个非线性反馈控制器，它也不会改变原

系统具有鞍结分岔的特性。  

5.4 叉形分岔控制 

考虑如下具有叉形分岔的一维系统 

 3( ; )   u f u u u     (5.13) 

利用控制器 ),( uuv  进行分岔控制，式(5.13)变为受控系统  

 3  ( , )u u u v u u    (5.14) 

设控制器 ),( uuv  为  

 2 ),( kuuuv   (5.15) 

则式(5.14)变为  

 23 kuuuu    (5.16) 

讨论静态分岔  

 023  kuuu  (5.17) 

式(5.17)的解为  
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0

2

42






u

kk
u


 (5.18) 

令 
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显然 00 ,u 满足  

0 ),( 00 uf  

0 ),( 00 ufDu  

点 )
4

 ,
2

(
2

11 kk
 是一个奇异点。且满足鞍结分岔的充分条件  
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系统(5.16)具有鞍结分岔，点 )
4

 ,
2

(
2

11 kk
 是分岔点。  

从式(5.18)可知：  

当 
4

2k
 时，式(5.17)只有一个解  01 u ；  

当 
4

2k
 时，式(5.17)有二个解，

2
1

k
u  ， 02 u ；  

当 
4

2k
 时，式(5.17)有三个解，

2

4
   ,

2

4 2

2

2

1

 





kk
u

kk
u ，

03 u 。  

取控制参数 4.0k ，未控系统的叉形分岔如图 5.11 所示，受控系统(5.17)

的叉形分岔如图 5.12 所示。  

系统受控后，分岔点发生了改变，系统(5.16)的稳定区域发生了改变：当  0

时，系统(5.16)的解是稳定的；当  0 时，解
2

4
   ,

2

4 2

2

2

1

 





kk
u

kk
u

是稳定的，解 03 u 是不稳定的。 
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图 5.11 未控系统的叉形分岔 
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图 5.12 受控系统的叉形分岔 

5.5 小结 

    采用变换方法研究无限维非线性系统的分岔有两种方式，一种是采用精确变

换，用行波变换等方法将非线性偏微分方程变换为常微分方程，通过研究变换后

的常微分方程来研究无限维系统的分岔；另外一种是采用近似变换，将非线性偏

微分方程按本征模展开，得到模式振幅的微分方程组，在较高阶模处截断该微分

方程组，化为常微分方程组，再应用分岔理论进行研究. 近似处理方式需要分析

这种截断对无限维非线性系统的动力学行为不会产生定性性质和结构性影响。本

文采用的是精确处理方式，用行波变换将非线性偏微分方程变换为常微分方程，

用中心流形方法降维，分析了某些无限维非线性系统的鞍结分岔、跨临界分岔、

叉形分岔行为，在参数平面了解非线性偏微分方程的解的稳定性。用反馈控制方

法对无限维非线性系统的三类静态分岔进行了控制，分别设计了线性、非线性的

反馈控制器，对无限维系统的鞍结分岔、跨临界分岔、叉形分岔行为进行了有效

控制。反馈控制器不会改变原系统的分岔特性，而使非线性系统的分岔点发生了

改变，系统解的稳定区域发生了改变。  
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第 6 章 Burgers-KdV 方程的鞍结分岔及其控制 

分岔是现象普遍存在于分线性动力系统中，某些系统的主共振中存在鞍结分

岔现象 [161,165]。例如，文献[166]研究了安全阀的的鞍结分岔及其极限环的跳跃和

时滞现象；文献[167]构造了一个同时含有平方和立方非线性项的模型来研究刚性

悬臂梁的定常角速度转动问题；文献[168]分析了一种非接触式原子力显微镜的悬

臂在压电层激励下的频率与响应函数。很多经典的变换方法的和分解方法被相继

提出并用来寻找非线性发展方程的解析孤立波解 [169-172]；文献[173]和[174]研究了

受迫 Burgers 方程和变系数的 KdV 方程；通过变量变换，一些受迫偏微分方程可

以转化成为受迫常微分方程，分析变换后的常微分方程的频率与响应函数，可以

研究受迫偏微分方程的分岔特性，并通过各种分馈控制方法得到动力系统的较满

意的动力学行为 [175-178]。  

Burgers-Korteweg-de-Vries 方程（Burgers-KdV 方程）是一个用途广泛的物理

模型，在尘埃等离子体的尘埃粒子冲击波、粘性流体在弹性管中的传输、液体流

中的汽包和湍流等方面扮演重要的角色 [169]。  

在本章中我们首次发现在某些特定情况下 Burgers-KdV 方程会出现鞍结分

岔。为了控制分岔的发生，设计了相应的控制器来去除或者延迟系统极限环跳跃

和时滞现象的发生。通过利用线性和非线性反馈控制器，原方程的不稳定区域能

够被移动，并且鞍结分岔现象的也发生了改变。利用数值计算，将未受控的系统

与受控系统进行了比较，证明了所设计的控制器能有效的实现 Burgers-KdV 方程

的鞍结分岔控制。  

具有鞍结分岔行为的还有 mKdV 方程等非线性系统。本章求出了 mKdV 方程

的一阶近似和二阶近似频率响应方程，即分岔方程，根据该非线性系统的频率响

应方程绘制了鞍结分岔图。  

6.1 Burgers-KdV 方程的行波变换 

考虑如下形式的非线性偏微分方程  

  ( ,  ,  ,   ,  ,  ,   ) 0x t xx tt xtP u u u u u u    (6.1) 

引入行波变换  

 ( , ) ( ),      u x t u kx ct     (6.2) 
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将(6.2)代入(6.1)并积分一次即可得到  

  ( ,  ',  '',   ) 0O u u u    (6.3) 

上式即为只含一个变量  的常微分方程。  

类似的，考虑如下形式的非齐次偏微分方程  

  ( ,  ,  ,   ,  ,  ,   ) ( , )x t xx tt xtP u u u u u u f x t   (6.4) 

同样利用(6.2)所示的行波变换并设  

 ( , ) ( )f x t f   (6.5) 

则方程(6.4)可变为如下形式的常微分方程  

  ( ,  ',  '',   ) ( )O u u u F    (6.6) 

现在考虑带有驱动力的改进的 Burgers-KdV 方程  

 2   ( , )t x xx xxxu u u u u f x t       (6.7) 

利用(6.2)所示的行波变换和(6.5)，可以得到  

 2 2 3 '  ''  ''' ( )cu k u u k u k u f        (6.8) 

令  

 0( ) cos( )f f    (6.9) 

将(6.8)式积分可得  

 2 3

0 '' 2   sin( )u u' u u F         (6.10) 

其中  

 2 0
03 2 3

,     2 ,     ,      
  3   

fc
F

k k k k

 
  

   
   


 (6.11) 

通过行波变换，将非线性偏微分方程变成了非线性常微分方程。式 (6.10)是一个二

阶常微分方程，含有立方非线性项。  
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6.2 求 Burgers-KdV 方程的分岔方程 

Burgers-KdV 方程的分岔行为可以通过研究一个描述振幅 (或相位)与激励频

率之间的关系的函数——频率响应函数来分析得到。为了得到分岔方程，假设该

系统是弱非线性的，因此，将系统(6.10)写成如下形式  

 2 3

0 '' [ 2   sin( )]u u u' u F           (6.12) 

其中  为小参数。下面利用摄动理论中的多尺度方法来求系统 (6.12)主振动的近似

解。  

将系统(6.12)的解进行摄动展开，设  

 0 0 1 1 0 1( , ) ( , )  ( , )u u T T u T T     (6.13) 

其中    ( 0,1)i

iT i   , 且有  
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                (6.14) 

其中  

  ,  ,  ,
2

0

2
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1

0

0
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将式(6.13)和(6.14)代入方程(6.12)得 

)]sin()(    

))((2[)(    

)]()2(2[

00

3

10

101010

2

1020

2

1

2

10

2

0

ΩTFuu

uuDDuu

uuDDDDDD



















             (6.15) 

令方程式(6.15)两边   的同次幂的系数相等，可得到下列摄动方程  

2 2

0 0 0 0D u u                                      (6.16) 

2 2 3

0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 02 2   sin( )D u u D D u D u u F T          (6.17) 

方程(6.16)的解为  

)cos( 00   Tau                                   (6.18) 

其中 a、为 1T 的函数。考虑主共振 , 有  
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 Ω  

其中， 为调谐参数。  

将式(6.18)代入(6.17)得  

)sin()](3cos)    

cos(3[
4

1
)sin(2)cos(2    

)sin(2)sin()(cos    

)sin(2)]sin(2[ 

1000

0

3

00

01000

33

0011

2

1

2

0

















TTFT

TaTaTa

TaTTFTa

TaTaDuuD




   (6.19) 

其中
11 d

d
,

d

d

TT

a
a


   。要消除永年项 , 必须令式(6.19)中的 )sin( 0  T 和 )cos( 0  T  

的系数等于零，即  

0)sin(
4

3
2

0)cos(22

10

3

10









TFaa

TFaa




                      (6.20) 

设   1T ，则    。考虑稳态响应，有 0  ,0  a ，因此有 

0sin
28

3
 

0cos
2

 

03

0
















F
aa

F
a

                              (6.21) 

消去  , 有 

 
2

2 3 2 0

2

3
(  ) (  ) 0

8 4

F
a a a


 

 
                             (6.22) 

上述方程即为所要求的频率响应方程，亦即分岔方程。  

6.3 鞍结分岔行为  

Burgers-KdV 方程(6.7)变换为非线性常微分方程(6.12)是一种精确变换。非线

性常微分方程(6.12)具有丰富的动力学行为，因此 Burgers-KdV 方程(6.7)也具有丰

富的动力学行为，最重要的一种动力学特性是系统会出现鞍结分岔。  

在数值模拟中，设系统的参数为 1.0  ，  0.05  ，  0.2  ， 0 0.3F  。从图

6.1 可看出系统的幅频响应曲线展现出了系统典型的鞍结分岔行为。该图有以下
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特点：  

(1) 非线性系统 (6.12)有二个分岔点，系统的跳跃现象分别发生在 *

1  和

*

2  处。  

(2) 频率由小到大改变与频率由大到小改变，响应的曲线是不相同的。当频

率增加(减小)到分岔点值时发生跳跃，而频率减小(增加)到分岔点值时跳跃的发生

总落后于前一跳跃的分岔点值，即频率要超过这个值，才发生方向相反的跳跃，

系统的响应产生了滞后现象。 

(3) 当 *

1  时，系统只有一个解；当 *

1  时，系统有二个解；在频率 *

1 和

*

2 之间系统有三个解，有二个解是稳定的，有一个解是不稳定的，图中的实线表

示稳定响应，虚线表示不稳定响应；当 *

2  ，系统有二个解；当 *

2  时，系

统只有一个解。  

(4) 不稳定区域为 ， *

1

*

2   。在实验时，虚线表示的不稳定响应实际上

是不存在的。  

(5) 响应的峰值发生了偏移，偏移的程度与非线性项的系数有关，即与非线

性的强弱相关。  

1 0.5 0 1 0.5 2 1

0

1

2

3

 

图 6.1 具有鞍结分岔的幅频响应曲线  

6.4 鞍结分岔控制  

如果非线性系统的稳态响应中存在鞍结分岔，则意味着我们不希望看到的跳

跃和迟滞现象也将伴随而生。因此，我们设计了相应控制器来消除或者延迟这种

分岔现象的发生。对于一个给定的非线性系统，分岔控制就是利用反馈控制技术

来改变系统的分岔特性。  
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6.4.1 分岔控制方程  

引入如下的一般反馈控制器，并将其代入方程 (6.4)，可得到一个受控的非线

性系统  

  ( ,  ,  ,   ,  ,  ,   ) ( , )  ( ,  ,  ,    )x t xx tt xt x tP u u u u u u f x t q u u u x, t     (6.23) 

将控制器设计为如下形式  

xxxxtx uuhuhx, tuuuq  )   , , , ( 2

21                 (6.24) 

其中 1h 是线性控制增益， 2h 是非线性控制增益。受控方程(6.7)变成了下述的受控

方程 

) (),(   2

21

2

xxxxxxxxxxt uuhuhtxfuuuuu            (6.25) 

设 ctkxutxu        ),(),( ，对式(6.25)进行行波变换 

]'')([)(''' '' ' 24

21

322 uukhukhfukukuukuc    

积分一次，得 

]ˆˆ)sin(   2[ '' 3

210

32 uhuhFuu'uu            (6.26) 

其中  
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h                                     (6.27) 

用多尺度法求解，设式(6.26)的解为 

 ),( ),(),( 101100 TTuTTuu                         (6.28) 

其中     i

iT   ( i= 0, 1 )。将式 (6.28)以及式 (6.14)表示的导数关系一起代入式

(6.26)，有  

)]sin()]    

)([(ˆ)(ˆ)(    

))((2[)(    

)]()2(2[

00

3

1
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3
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uDDhuuhuu
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uuDDDDDD

























     (6.29) 
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令方程(6.29)两边   的同次幂的系数相等，可得到下列摄动方程 

00

2

0

2

0  uuD                                       (6.30) 

)sin() (ˆˆ                      

  22

00

3

00201

3

0000101

2

1

2

0

TFuDhuh

uuDuDDuuD



 
                 (6.31) 

其中 

nn TD  / ( n= 0, 1) 

    方程(6.30)的解为 

)cos(0   au                                     (6.32) 

将式(6.32)代入(6.31)得  

)]sin()cos()cos()[sin(   

)](3sin)sin(3[ˆ
4

1
)cos(ˆ   

)](3cos)cos(3[
4

1
)sin(2   

)cos(2)sin(2)sin(    

)(sinˆ)cos(ˆ)(cos    

)sin(2)]sin(2[ 
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        (6.33) 

要消除永年项, 必须令上式 )sin( 0  T 和 )cos( 0  T 的系数等于零，即 

0)sin(ˆ
4

3
2

0)cos(ˆ
4

3
22

101

3

10

33

2









TFahaa

TFahaa




                (6.34) 

设   1T ，考虑稳态响应，有 0  ,0  a ，因此有  

0sin
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F
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F
aha

                      (6.35) 

则受控系统(6.26)的分岔方程为 
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 0
4

)ˆ
2
1

8
3 ()ˆ

8
3 ( 2

2
02

1
3232

2 =−+−+−
ωω

β
ω

σων Fahaaaha  (6.36) 

通过给定不同的控制增益的值，式(6.36)所示的分岔曲线将展现系统(6.25)一

些有趣的结果。 

6.4.2 线性和非线性控制 

(1) 线性控制  

若令线性反馈系数 1̂h 为非零，而非线性反馈系数 2̂h 等于零，此时，反馈控制

器为线性控制器。令系统(6.26)中的系数为： 1ω = ，  0.05ν = ，  0.2β = ， 0 0.3F = ，

1̂ 0.26 (0.48)h = ， 2̂ 0h = 。则受控系统(6.26)为 

 3
1̂ '' ( 0.1 0.2 0.3sin  )u u u' u h uε x+ = − − + +  (6.37) 

数值模拟的结果见图 6.2。浅色的曲线表示未控系统的频率响应曲线。黑色的曲

线表示受控系统的频率响应曲线， 48.01̂ =h 时，为左边的曲线； 26.01̂ =h 时，为中

间的曲线。线性反馈控制可以使频率响应曲线平行移动，因此，可以改变系统出

现鞍结分岔的时机。然而线性控制不能改变曲线的形状，意味着不能消除跳跃和

迟滞现象。线性控制不能使区域为 ∆ ( *
1

*
2 σσ −=∆ )发生变化，即不能改变系统的频

率响应曲线的稳定区域。同时，在线性控制器下，频率响应曲线中的最大振幅也

没有改变。  
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图 6.2  线性控制   

(2) 非线性控制 

若令线性反馈系数 1̂h 为零，而非线性反馈系数 2̂h 非零，此时，反馈控制器为

非性控制器。令系统(6.26)中的系数为： 1ω = ，  0.05ν = ，  0.2β = ， 0 0.3F = ， 1̂ 0h = ，
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2̂ 0.26 (0.4)h = 。则受控系统(6.26)为  

] ˆsin5.0 2.0 1.0['' 3
2

3 uhuu'uu ′++−−=+ xε               (6.38) 

系统在该组参数下的数值模拟如图 6.3 所示，浅色的曲线表示未控系统的频

率响应曲线，黑色的曲线表示受控系统的频率响应曲线。由图 6.3(a)可见，非线

性控制可以改变解在 *
1σ 和 *

2σ 之间的稳定区域。随着非线性反馈系数 2ĥ 的增大，不

稳定区域 ∆  ( *
1

*
2 σσ −=∆ )越来越小。鞍结分岔的跳跃、延迟现象均被改变或者消

除，如图 6.3(b)所示。控制增益 2ĥ 和稳定区域 ∆的关系图如图 6.4 所示。显然， 2ĥ

和 ∆之间的关系是非线性的。在非线性控制器下，幅频响应曲线中的最大振幅的

值没有明显的改变。  
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(a) 26.01̂ =h  
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(b) 4.0ˆ
2 =h  

图 6.3  非线性控制  
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
h2
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21

 

图 6.4 ∆−2ĥ 关系曲线  

(3) 线性和非线性组合控制 

当线性反馈系数和非线性反馈系数都不等于零时，幅频响应曲线可以平行移

动，同时能够完全的消除鞍结分岔。令 1ω = ，  0.05ν = ，  0.2β = ， 0 0.3F = ， 1̂ 0.26h = ，

2̂ 0.4h = 。则受控系统(6.26)为  

] ˆˆsin5.0 2.0 1.0['' 3
21

3 uhuhuu'uu ′+++−−=+ xε           (6.39) 

该组参数下的系统的数值模拟结果如图 6.5 所示。通过对比受控系统与未受

控系统，不难发现，反馈控制对于 Burgers-KdV 方程的鞍结分岔控制具有较好的

效果。  
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图 6.5 线性和非线性组合控制 
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6.5 mKdV 方程的鞍结分岔 

具有鞍结分岔行为的无限维非线性系统还可以列举一些，例如，考虑横向惯

性效应的非线性弹性杆的纵向振动，它的控制方程为 mKdV 方程。 

研究一等截面的非线性弹性直杆，考虑其无限长、均质、形状任意，承受轴

向拉、压载荷,杆的单位长度的质量为 0ρ 。取柱坐标系 )  x,  ,( θr ，直杆的轴向为 x

轴。作如下的假设: 

(1) 受拉压过程中无限长杆处于单轴应力状态, 即 0== θσσ r ，其中 rσ ， θσ

分别为径向和环向应力； 

(2) 变形考虑横向惯性的影响，即 xr ee  ν−= ，利用无限小应变的几何方程易

得到
x
urreu rr ∂
∂

−== ν ；其中ν 为泊松比， re ， xe 分别为径向和轴向应变， ru 、 u 分

别为径向和轴向位移； 

(3) 材料服从非线性弹性的本构方程 n
xnxx eEaEe +=σ ，其中 E 为材料的弹性

模量， na 、n均为材料常数。在考虑横向惯性引起的几何弥散效应以后,任意截面

的非线性弹性杆的纵向振动方程为  

0)(3 22

42

2

2
2

3
2
02

2
2
02

2

=
∂∂

∂
−

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

tx
u

s
J

x
u

x
uac

x
uc

t
u ν                 (6.40) 

其中 S 为杆的横截面积， J 为杆横截面的极惯性矩，
0

0 ρ
Ec = 是线弹性波的波速，

取 3=n 。 

用摄动法求解方程(6.40),可将该方程变为mKdV方程  

),(),(),(),(
3

3
2 txf

x
txu

x
txuu

t
txu

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂ βα             (6.41) 

对 mKdV 方程进行行波变换 

tkxtxvVtxuU lxxx +=== ),,()(    ),,()(  

式(6.41)变为 

)(3

3
32 x

x
β

x
α

x
l fUkUUkU

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂                    (6.42) 

设 
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)sin()( 0 ωxx ff =                                 (6.43) 

积分一次得 

)cos(
3 3

03
23 ωx

ββ
α

β
l

Ωk
fU

k
U

k
U −=++′′  

即 

)cos(0
32

0 ωxγω FUUU =++′′                        (6.44) 

其中  

ωββ
αγ

β
lω 3

0
023

2
0    ,

3
   ,

k
fF

k
U

k
−===                  (6.45) 

将式(6.44)改写为  

)cos()( 0
32

0
22 ωxγωωω FUUUU +−−=+′′               (6.46) 

设式(6.46)的零阶近似解为  

)cos(0 ωxaU =                                    (6.47) 

把 0U 代入式(6.46)的右边，并利用三角公式 

)(3cos
4
1)cos(

4
3)(cos3 ωxωxωx +=  

获得一阶近似方程为 

)3cos(
4
1)cos(        

)cos(
4
3)cos()(

3
0

32
0

2
1

2
1

ωxγωx

ωxγωxωωω

aF

aaUU

−

+−−=+″

        (6.48) 

式(6.48)的右边含 )cos(ωx ，会使解 1U 产生永年项，令其系数等于零  

0
4
3)( 0

32
0

2 =+−− Faa γωω                           (6.49) 

式(6.49)为方程(6.44)的频率响应方程，即分岔方程。作 ω−a 曲线如图 6.6 所示，  
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可见，考虑横向惯性效应的非线性弹性杆的纵向振动的 mKdV 方程(6.41)具有鞍

结分岔行为。 
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(b) 

图 6.6 mKdV 方程的鞍结分岔曲线(6.49) (a) 0>γ  (b) 0<γ  

 

也可以求方程(6.44)的一阶近似解。消除永年项后，式(6.48)变为 

)3cos(
4
1 3

1
2

1 ωxγω aUU −=+″                        (6.50) 

方程(6.50)的解为 

)3cos(
32

)cos( 3
21 ωx

ω
γωx aaU +=                    (6.51) 

将式(6.51)代入式(6.46)，得到二阶近似解的微分方程，通过消除方程中的永年项，
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可得到更精确的分岔方程如下 

0
2048

3
128

3
4
3)( 0

7
4

3
5

2

2
32

0
2 =+−−−− Faaaa

ω
γ

ω
γγωω         (6.52) 

式(6.49)表示的 ω−a 曲线如图 6.7 所示，该曲线只是在 0=ω 附近有一点变化，

其余部分与图 6.6 是相同的。说明式(6.49)表示的一阶近似分岔方程有足够的精度。 
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图 6.7 mKdV 方程的鞍结分岔曲线(6.52) 

 

6.6 小结 

由非线性偏微分方程描述的物理系统具有复杂的动力学行为。带有激励项的

Burgers-KdV 方程的稳态响应有鞍结分岔行为，在系统的频率响应中存在跳跃和

延迟现象。利用摄动方法，可以得到非线性系统的幅频响应曲线，并由此绘制出

系统的分岔图。揭示常微分方程描述的离散系统的跳跃、滞后现象的文献比较多，

但是，揭示偏微分方程描述的无限维系统的跳跃、滞后现象的文献很少。这项工

作有助于深入了解无限维非线性系统的丰富的动力学行为。  

为了实现该系统的分岔控制，设计了一种反馈控制器，并根据反馈系数的不

同而分别进行了线性控制、非线性控制和线性与非线性联合控制。利用上述控制

方法，可以改变系统的不稳定区域以及系统的非线性特性。通过对 Burgers-KdV

方程分岔特性及其控制的理论分析和数值模拟，为研究非线性发展方程的分岔控

制提供了有效的思路。  

一些无限维非线性系统具有鞍结分岔行为。mKdV 方程可以描述考虑横向惯

性效应的非线性弹性杆的纵向振动，用逐次逼近法分别求出了其一阶近似和二阶

近似分岔方程，绘制了频率响应的鞍结分岔图。 
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总结与展望 

有限维动力系统的分岔研究已经取得了较丰富的成果，然而无限维动力系统

的分岔及其控制研究目前成果还不多。本文以行波变换为基础，通过中心流形方

法降维，利用摄动方法求分岔方程，研究了几类经典无限维动力系统的静态分岔

问题，并对其控制进行了探讨。主要内容可总结如下：  

(1) 基于一种辅助常微分方程方法研究非线性发展方程的行波解。介绍了辅

助方程方法的一般步骤以及现有的几种常见的辅助方程，并对这些辅助方程进行

了简单的分析。通过对一个辅助微分方程的解的讨论，并借助扩展双曲正切函数

法的一些思想，求得了 (2+1) 维 Nizhnik-Novikov-Veselov 方程和广义 (2+1) 维

Nizhnik-Novikov-Veselov方程的一些精确的行波解。基于这些精确解，可以直接

研究非线性偏微分方程的分岔行为。  

(2) 利用行波变换和直接积分方法获得了 Burgers 方程和(2+1)维 Burgers 方程

的精确解。并对上述方程的静态分岔行为进行了分析，发现 Burgers 方程和(2+1)

维 Burgers 方程均具有典型的跨临界分岔行为。 该方法还可以对偏微分方程的其

他类型的静态分岔，如叉形分岔和鞍结分岔等进行分析。  

(3) 讨论了非线性偏微分方程和非线性常微分方程一样也具有鞍结分岔、叉

形分岔和跨临界分岔行为。将三类非线性偏微分方程通过行波变换，化为一阶常

微分方程，并对其进行了静态分岔分析。其中 Burgers 方程、(2+1)维 Burgers 方

程和 (2+1)维 Burgers-KP 方程具有跨临界分岔， (2+1)维修改的 Kadomtsev- 

Petviashvili 方程具有鞍结分岔。并通过构造一个偏微分方程，分析了该方程的叉

形分岔行为。  

(4) 采用精确处理方式，用行波变换将非线性偏微分方程变换为常微分方程，

用中心流形方法降维，分析了某些无限维非线性系统的鞍结分岔、跨临界分岔、

叉形分岔行为，在参数平面了解非线性偏微分方程的解的稳定性。用反馈控制方

法对无限维非线性系统的三类静态分岔进行了控制。反馈控制器不会改变原系统

的分岔特性，而使非线性系统的分岔点发生了改变，系统解的稳定区域发生了改

变。  

(5) 研究了带有激励项的 Burgers-KdV 方程的稳态响应具有鞍结分岔行为。

利用摄动方法，可以得到非线性系统的幅频响应曲线，并由此绘制出系统的分岔

图。为了实现该系统的分岔控制，设计了一种反馈控制器，并根据反馈系数的不

同而分别进行了线性控制、非线性控制和线性与非线性联合控制。利用上述控制

方法，可以改变系统的不稳定区域以及系统的非线性特性。通过对 Burgers-KdV
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方程分岔特性及其控制的理论分析和数值模拟，为研究非线性发展方程的分岔控

制提供了有效的思路。  

虽然通过上述的研究，本文得到了一些有意义的结果，然而仍有许多地方需

要在今后的工作中继续改进。  

(1) 基于一种辅助常微分方程方法研究了非线性发展方程的行波解，基于这

些行波解，可研究无限维动力系统的行波分岔，但是若无限维系统行波变换以后

的非线性常微分方程没有精确解，则不能用辅助常微分方程方法求解，这是该方

法存在的局限与不足。  

(2) 利用行波变换和直接积分方法获得了一类无限维动力系统的行波解，并

分析了上述方程的静态分岔行为，然而该方法是否具有更广的适用范围仍需进行后

续的研究。 

(3) 分析了无限维动力系统的三类静态分岔，Burgers 方程、(2+1)维 Burgers

方 程 和 (2+1) 维 Burgers–KP 方 程 具 有 跨 临 界 分 岔 ， (2+1) 维 修 改 的

Kadomtsev-Petviashvili 方程具有鞍结分岔。然而，在非线性偏微分方程中还没有

找到叉形分岔的实际例子，我们只能通过构造一个例子来研究，因而使得该研究

的物理意义打了折扣，希望在以后的研究中能有符合叉形分岔条件的实际系统。  

(4) 通过设计了一种反馈控制器研究了 Burgers-KdV 和 mKdV 方程的鞍结分

岔控制，为研究非线性发展方程的分岔控制提供了有效的思路。然而该方法是否

能够直接运用到其他更复杂的系统，仍需进行后续的进一步研究  
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