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问题引导思维，动态演绎精彩
——一道习题探究教学案例设计

⑩宁夏彭阳县第三中学 王伯龙

“数学是思维的体操，问题是数学的心脏”．问题是

引发学生思维与探究活动的向导，是学生课堂学习活动

的载体，能有效地激发学生的好奇心和求知欲．通过问

题，可以把知识的逻辑结构与学生的思维过程有机地联

系起来，使知识的逻辑结构转化为学生的认知结构．通

过问题，能使学生主动探究发现数学的内在规律，认识

与理解数学的本质．

新课标指出：“动手实践，探索交流是学生学习数学

的重要而有效的方式，学生的数学学习活动是一个动态

的、活泼的、富有个性的‘再创造’过程．”叶澜教授曾提

倡：“用动态生成的观念，重新全面地认识课堂教学，构

建新的课堂教学观，使课堂焕发生命活力．”因此，在数

学教学，特别是习题探究课的教学中，要注重问题设计

的整体性、层次性和探究性，通过问题串的设计来体现

低起点、小坡度、密台阶，符合学生的认知规律．让学生

在问题串的引导下，可以自主学习，同时，问题间的适度

思维差又能激发学生合作探究的兴趣．

笔者在每一单元授课结束后，都安排一节习题探究

课，让学生在低起点、小坡度、密台阶的问题串下自然地

探究学习．下面的案例是笔者在教学椭圆单元后的一节

习题课探究的教学设计．

一、教学简述

题目设点A，曰的坐标分别为(一5，0)，(5，0)，直线

AM，脚z相交于点M，且它们的斜率之积为一÷，求点M的
9

轨迹方程．

题目给出后，全班学生几乎都不屑一顾，这不是前

面已做过的一道例题吗?答案我们都没忘记，点肘的轨

迹方程是125+{旨=1(戈≠±5)·是的，不过老师今天不是
9

让你们去重复昨天的故事，而是想通过这道题目带着大

家去继续探索研究，发现更多更有价值的问题，弄清试
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题的本质，从中感悟数学的真谛(同学们都笑了)．

教师：你能通过观察从试题的条件和所求出的结果

中，提出一般性的问题吗?

学生1：设点A，B的坐标分别为(一n，0)，(口，0)，直线

AM，嗍交于点M，且它们的斜率之积为一之，求点M的
旷

轨迹方程．

众生：点M的轨迹方程为冬+善：1(D6>o)(算≠±口)．
旷 b‘

教师：把上述试题看作命题，从逆向思考问题的视

角出发，你能提出一个新的问题并且会验证它成立吗?

学生2：(口述)设点A，B分别为椭圆E：等+丢=l(口>

6>0)长轴的左右顶点，点M(不同于点A，鳓为椭圆E上

一点，则|j}埘·后肋F一之．
旷

学生共同完成证明过程如下：

．，2

由已知易得A(一n，0)，B(a，0)，设点M(x。，Yo)，则竺+
旷

鲁=1，即y：=一芒(戈：一a2)．于是后埘·后脚=』L·j生=善之
D‘ cg xo+a xo-a 聋和矿

=一之，从而命题是真命题
矿

教师：上面的问题中，点A，B是椭圆E长轴的两个顶

点时成立，那么，换成短轴的两个顶点时，是否有同样的

结论呢?

众生：我们通过验证，也有同样的结论．

此时，同学们激情高昂，渴望更多，更有价值的新问

题，新结论出现，教师趁热打铁．

教师：结合上面的问题，谁还能提出新的问题或猜

想?

同学们积极思考，同桌交流，组内合作探讨，大约过

了3分钟的时间，便有同学举手发言．

学生3：我由学生2和您刚提出的问题受到启发，提
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出一个猜想(口述)：点A，B，肘是椭圆E：等+丢=l(口>6>

o)上不同的三点，若k胁·．|}舻一芝，则点A，曰的连线过椭
矿

圆的中一oo．

学生4：受学生3提出的猜想的启发，从逆向思维的

视角思考问题的方法，我也提出一个猜想(口述)：过原

点D的直线z交椭圆E：等+丢：l(Ⅱ>6>o)于点A，B，M(不

同于点A，B)为椭圆E上一点，贝lJk,g·矗埘B=一之．

教师：很好，你们不负众望，老师为你们骄傲(掌声

鼓励)．

为了研究问题的方便，把学生3，学生4提出的猜想

分别记为①，②．冈0才两位同学提出了两个猜想，既然是

猜想，当然需要我们去验证．

教师用“几何画板”演示，给学生直观、动态的感受．

从动态的演示中，同学们欣喜若狂——发现他们的猜想

是成立的．

经过师生共同的参与研究，完成猜想①的验证过程

如下：

为了方便，记k埘=．|}，设M(x。，yo)，A(扎y。)，B(x：，y2)，

则直线删：y-yo=后(戈咄。)．由方苇"i；jl l【Y6-‰Y2+。=口k讧(x-扔x。)：．"消去y
整理得菇的一元二次方程(62+矾2)菇2+2a2k(yo—kxo)茗+
a2[(yo-kx。)2-b2]=0，因为方程有一个根为X=X。，由根与系

数间的关系得茗。慨-=—2ai2k(萨kx矿o-yo)，所以茗l_
—a2k—2xi-2瓦a2k矛yo一-b2xo，代入得y-=—b2y—o-jaf2k孬2y孑o-2-b2kxo．又由Jj}埘·
I|}庐一罢得知庐一要，所以将方程组中的后换成一要，解

茁 西K 莲k

得x2=-a2kZx础o+24a2k6y。o+b2xo-，y1=—-b—2yo+ia2k再2yo万+2一b2kxo．
于是xl慨2=0，Y1+y2=O，所以点A，B关于原点0对称，

故A，B的连线过椭圆的中心O．

对于猜想②学生求解的思路是：

当f为椭圆E的长、短轴所在的直线时，前面已知．这

里只写出不是长、短轴的情形．

设M(xo，yo)，A(‰Y。)，B(x：，Y：)，直线l：y=kx．由方程

组{意巍批消去y得(群+62)x2-a2b2_0’所‰机2_
o，茗∥z一丽a2b2．于是有yt坳=。，戈牟z一薹羞象．所以晟埘·

材

法

l|}一—(y2-yo)—(y--yo)：!坚!!!竺!趟一堕篮二堕!：铀一瓦；而一磊了磊蕊i一一a2(y20-k：x2)一芒(注意到6‰j+口粥=扔z)．综上，猜想成立．
旷

教师：大家已验证了猜想是成立的，那么把我们的

研究成果形成结论，不妨分别叫做结论1和结论2．

请大家仔细观察图1，老师

过椭圆的中-Oo作OPffMA交MB

于点P，结合结论1和结论2，你有

什么新的发现吗?

V』
、

B

移展?
￥乡。

二、体验高考

经过一番探究后，在大家都为自己的探究兴奋不已

时，笔者顺势抛出了下面的三道练习题：

题1(2013年全国高考大纲卷理科第8题)椭圆c：

等+等=l的左、右顶点分别钟。、A：，点赃c上，且直线
尉：的斜率的取值范围是[一2，一1]，那么直线PA。的斜率

的取值范围是( )．

A．[吉，号]B．[詈，寻]c．[÷，·]D．[寻，·]
题2(2013年全国高考新课标I卷理科第10题)已

知椭圆E：等+等：1(痧6>o)的右焦点为只3，o)，过点瑚

直线交E于A，曰两点．若A曰的中点坐标为(1，一1)，则E的

方程为( )．

A．!+￡：1 B．笙+￡：1 c．兰+￡：1 D．兰+￡：1
45 36 36 2。7 2’7 18 18 9

题3(2010年全国高考数学上海卷理科第23题)已

知椭圆丁：等+善=1(口>6>0)，点P的坐标为(一口，b)．

(I)略

(Ⅱ)设直线2。：y=而傅+p交椭圆吁C、D两点，交直线

12：y=南彬于点E若I|}函2=一-O-，证明：E为cD的中点．
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(Ⅲ)略．

很快，有学生结合结论得出了题1，题2的选项分别

为B和D．对于题3，当大家正在激烈地进行代数运算时，

平时爱思考的学生6给出了简洁证法：

证明：过。亡tc@cc／／f：交椭圆盱点G，由“k2=-芝得
旷

||}函萨一芒，由结论1知原点。为佃的中点，所以E为cD的
矿

中点．

课堂在一片热烈的掌声中落下了帷幕

三、教后反思

本节课迎合新课程理念，不仅圆满地完成了预期的

课堂教学任务，更重要的是达到了以下的效果．

(1)给学生留出了时间，留出了空间，提供了体验和

领悟的机会，通过问题串的引领，让学生经历了数学认

知的过程，让学生大胆地猜想，感悟数学问题的产生原

本就是那么的自然、合理、简单，自己通过努力也能发现

和解决，从心理上消除了数学难学的困惑．

(2)调动了学生探究学习的热情，激发了学生的求

知欲和进取精神，学习潜力也得到了挖掘，正所谓“知之

者不如好之者，好之者不如乐之者”．也增强了课堂教学

活力，提高了教学效率．

教材凝聚了专家们的心智，教材中的例习题都具有

很强的基础性、典范性和示范性，它是教师教学的基础

和根本，也是高考命题的立足点．因此对教材例习题的
探究、拓展，能够引导学生重视教材，回归教材，夯实基

础，培养学生学习数学的自信心．

数学的精髓在于探索和创新．本节课通过教材中一
道平常的例题，经过教师精心的设计，以问题串引领学

生不断地发现新问题，获取新信息，得出新结论(对学生

而言)．调动学生通过探索交流的动态方式去参与探索、

发现、解决问题的全过程．这样，学生学到的不单是知识

本身，也经历了知识发生、形成的过程．同时在分析、探

索、发现的过程中领会到知识创新的思维过程和思维方

法，从而提高他们的创新能力．
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(1)求证：直线E助面一CD；
(2)求证：面EFC上酗CD．

C

图2

在解题过程中，相同的，也有定义法和建立直角坐

标系法两种，要证明两平面垂直，首先就得明白：①两个

平面相交，如果所成的二面角是直二面角，那么这两个

平面互相垂直②如果一个平面经过另一个平面的一条
垂线，那么这两个平面互相垂直．③如果一个平面垂直

于两个平行面中的一个，那么，也垂直于另一个平面．

当然，也可以同样通过以D为原点建立直角坐标

系，通过求两个平面的法向量，当两个平面的法向量数

量积为0时，那么两个平面相互垂直．

4．复习课的设计要以学生为主体，引导学生进行有

效复习与巩固

在高中数学复习阶段，复习时更应该以学生为主

体．在讲授新课时，多以教师的讲授和学生的被动接受

为主要方式，但是，在复习时就应该打破这样的模式，教

师在这一过程中，应当以学生为主，尽可能地让学生自
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己去回忆和思考以前所学的知识，在学生想不起来时，

再予以提醒和指点．然后，在学生对知识有了印象之后，

再将前后的知识连贯起来，突出新的知识点．最后，再在

新知识的基础上，出练习题，让学生练习．这样，学生不

仅不会觉得复习课无聊，相反，他们还会觉得复习课有
新的知识点，更有乐趣，而且，综合的练习题对于学生而

言，更有挑战性，更能激发学生学习和练习的积极性．

二、总结

传统高中数学课的复习主要以题海战术和教师讲

述为主，在目前的教育环境下，所取得的效果不是非常

理想．因为这样的复习课无法使学生拥有学习的兴趣和

积极性，相反，还会打消他们学习数学的热情．所以，高

中数学复习课教学设计的创新是一个重要的环节，对学

生复习效果有着举足轻重的影响．只有创新的、新颖的

复习课设计才能提高学生的积极性，复习效果才会更为

理想．
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