
摘要

低密度校验码是一种能逼近sh咖on容量限的渐进好码，在长码时其性能甚
至超过了Turbo码。它的译码采用的是基于置信传播的软输出迭代译码算法，复杂

度很低，是一种次优的译码算法。由于低密度校验码具有诸多优点，它在信息可

靠传输中的良好应用前景已经引起学术界和IT业界的高度重视，成为当今信道编

码领域最受瞩目的研究热点之一，低密度校验码的应用也已经被提到日程上。

作者在理解U)PC码基本编译码理论的基础之上，深入分析了影响LI)PC码

性能的因素；并研究了采用最小和算法u)Pc码的量化译码方案。

本文主要完成的工作有以下几个方面：

1．基于因子图模型，介绍了U)PC码的表示和构造；详细介绍了U)PC码基

于多种测度的软判决迭代译码(和积算法和最小和算法)。

2．概括了影响U)PC码性能的主要因素。分析了度序列对长码性能的影响，

介绍了结合密度进化(高斯逼近)和差分进化优化高斯信道下度序列的方法。分

析了环对中、短码性能的影响，介绍了PEo构造方法。最后分析了U，Pc码错误

平层产生的原因，介绍并仿真了能有效的降低LDPc码错误平层的AcE算法。

3．研究了u)PC码的量化译码，提出了一种基于密度进化理论优化设计低密

度校验码最小和量化译码器的算法，该算法能够大大降低译码复杂度，同时译码

性能损失很小。

u)PC码的实用化还要走较长的一段路，虽然u)PC码的性能优越，但是编码

问题一直很难解决。因此，u)Pc码的编码方面还需要进一步研究，如码的构造及

线性编码问题。量化译码也是LDPc码实用化过程中的关键问题。本文仅对u)Pc

码量化译码做了粗浅的研究，如何设计一个复杂度低但性能好的量化译码器是值

得研究的。
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Abstract

Low—Density Pafity·check(u)Pc)codes are a class of capacity approaclling

enDr— coⅡecting codes． By using low compIexity a190rithms based on belief

propa鲫ion，LDPC∞des c柚get near ShaIlnon limit decoding perfomance．For long

code 1朋gtbs，L￡}Pc codescan eVen ou啦面瑚nrbo codes．Due fo龇adVan￡agcs of

U)PC cOdes，their applicatjons in reliable communications have receiVed greatinterests

and have become one of most attradive field in channel codillg community．Now，the

applicatiOn of LrDPC has been put on the agenda．

T1lis thesis investigates some aspects of LDPc codes with emphasis on

perform卸ce analysis and qu柚tjzation de∞ding schemes Of U)PC codes．The main

Iesults and contents are as fonows．

1． Based on Factor胂ph，the repfesentation and constnlction of U’PC codes are

addrcssed，aIld the soft decoding algorithm for UDPC codes，i．e．，sum—product a190椰hm

and minimum—sum aIgorithm，are discussed．

2． 确e major factors which impad LDPc codes’pe渤锄ancc are su蛐arized．
Amalyzillg|he jmpact of degree dis砸butjon on the l册争length U)PC 00des锄d

introducing the optilllized de辨e dist抽ution algorithm underthe AWGN ch蛐nel b弱ed

on density evolution or Gaussi锄appmximati伽alld dif!fercntial evolution．T1le impact

of cydes on the shon—len垂h U)PC oodes is柚alyzed柚d thc PEG algorithm is

intmduccd．The ACE algo血hm which caIl degmde the eⅡor fI∞r effidenny is

introduced．

3．Quantization decoding of mPC codes is studied．AJl e衢cient

quantizalion—decoding schemc is proposed which can gfcatly reduce the decoding

∞mplexny with a little perf佃咀柚ce loss．

Altbough long LDPC codes are gOod，the encoding pmblem js hafd to sOIve．So

the study of encoding and quantizatiOn decOding algorithm is essential to the practical

USe．

Keywords：Low·Dens咿Pari姆一Check(LDPC)Codes perfbman∞analysis

quan“za廿on decoding
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第一章绪论

本章简要介绍了数字通信与信道编码的关系，回顾了信道编码理论与技术的
发展历程；给出了常见的几种信道模型及其容量计算；结合图模型的发展历程概
述了LI)Pe码的历史和现状；最后总结了作者在攻读硕士期间所做的主要工作并给
出了本文内容安排．

1．1数字通信与信道编码

通信系统旨在将信息由信源高效、可靠、有时还需安全地传送到信宿。有扰

通信信道的噪声会对传输信息产生干扰，从而可能降低通信可靠性。所以，通信

系统设计的中心问题是在随机噪声干扰下如何有效而可靠地传输信息。一般地，

通信系统的可靠性用错误比特率(BER)衡量，有效性用传输速率R比特，信道符号衡

量。早期的人们普遍认为：通信系统的可靠性与有效性是一对不可调和的矛盾，

在有扰通信信遴上实现任意小错误概率的信息传输的唯一途径就是把传输速率降

低至零吲。sh柚non信息和编码理论的奠基性论文“通信的数学理论【1】”于1948年发

表之后，改变了这一观念。他首次阐明了在有扰信道中实现可靠通信的方法，指

出实现有效而可靠地传输信息的途径是编码。在这篇论文中sh枷咖证明了数据压
缩和传输的基本定律从而奠定_『信息理论的基石，sha蚰on也因此被称为“信息论

之父”。根据sh卸non的信息理论，数字通信系统的基本组成如图1．1所示【3J。

一{聃l
{亟刊删信进

编码信道

图1．1数字通信系统的模型

一般的通信系统均可以用图1．1来表示(如果将存储介质看成信道的话，存储

系统也可以用上述模型表示，这时数字调制／解调器分别对应于写入／写出单元)。
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如上图所示，发送端包含四个模块：信源、信源编码、信道编码和数字调制器。

信源编码就是用二进制(或多进制)序列束表示信源输出的过程，其目的是除去

信源的冗余以减少通信负担，因而也称为数据压缩。任何信源都有一个被称为信

源熵的量，它表征了信源的平均不确定程度。信源编码定理【4】指出信源熵是数据压

缩的下界；信道编码与信源编码正相反，它通过在信息序列中引入冗余来实现通

信的可靠性，任何信道都存在一个被称为信道容量的值，它表征了信道的传输能

力；数字调制就是将信息序列映射成适合信道传输的信号的过程。对应地在接收

端也有相应的四个模块用于实现相反的过程。

由于噪声是影响通信可靠性的关键因素，一个自然的想法是构建可靠的信道

以减少噪声。但是这种想法在很多情况下是无法实现的，而且也没有必要。R．E．

Blahut曾指出“与其花费大量的金钱去建造一条好的通信信道不如采用信道编

码!”。因此，从通信系统的经济性角度考虑信道编码也是必不可少的。

综上所述，信道编码是解决通信有效性和可靠性这对矛盾的关键，也是实现

通信系统经济性所必需的。但是，sballnon在【1】中关于信道编码定理的证明是存在

性的，因而如何在实际系统中实现信道编码仍然是一个难题。

定理1．1(信道编码定理)【5l

任意离教输入无记忆平稳有噪信道都有一个被称为信道容量的值C，它标志

着信道传输能力的上限，只要信息传输速率R‘c，就存在一种编码方式，当平均

码长足够大时，译码错误概率可以做到任意小；反之，则无论采用何种编码方式

也不可能保证错误概率任意小。

信道编码定理和信源编码定理、率失真理论一起构成了shaIlnon三大编码定

理。ShaIlnon在证明上述信道编码定理时采用了三种技术：

1)编码采用了随机编码思想；

21让码长趋于无穷；

31译码采用了最大似然译码。

1)、2)使得码本身具有卓越的纠错性能，而3)中的最大似然译码使得码的纠错

性能得以从分发挥。但是，采用随机编码，使码长趋于无穷大并且采用最大似然

译码将会使系统的复杂度和延时变得太大，因而无法在实际中使用。在半个多世

纪的编码发展历程中，从H撇ming码、BCH码、Rs码、RM码、卷积码、级联码、

代数几何码到逼近容量限的1、lrbo码和u)Pc码，数学家和信息理论专家们为了达

到shannon容量限作了不懈的努力。在编码理论的最初阶段，人们一直倾向于用代

数方法来实现差错控制编码，有限域、数论和有限几何等数学理论成了编码理论

的主要工具。然而有趣的是，最终能够逼近shannon容量限的Turbo码和u)Pc码都

部分地引入了随机编码的思想：Turb0码的交织器和LDPc码的稀疏校验矩阵，并
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且它们的码长都较长，译码均采用了近似最大后验概率译码(当输入等概时，最

大后验概率译码等价于最大似然译码)的迭代译码算法。换句话说，shannon在证

明信道编码定理的三种技术在最终逼近容量限的Tufbo码和U)PC码中都有所体

现。

1．2信道模型和信道容量

信道就是信息传输的媒质。如图1．1所示，按照功能不同，信道可以分为调制

信道和编码信道16J。这里只考虑编码信道。

假定平稳无记忆信道的输入取自M元符号集合，信道的输出取自Q元符号集

合。在数字通信的接收端，解调器对接收波形进行处理，将受扰波形转换成一个

标量或向量作为对传输数据的估计值，并将它送入判决器进行判决，判决输出Q元

符号。实际上，可以将判决过程看成是～种量化过程，而判决器输出所采用符号

集的大小对应为量化级数。当量化级数Q一^f时，称判决器作了一次硬判决；当

量化级数Q，M时，我们称判决器作了一次软判决I引。判决器的输出将作为译码器

的输入。

1，2．1几种常见的信道模型

1．2．1．1 二进制对称信道(mnafy sy籼e倒c channeI，BSC)

考察一个二元输入加性噪声信道，令判决器作硬判决。如果信道噪声造成的

错误是统计独立的，平均错误概率为p，那么可以用如下的转移概率来描述这个

信道的统计特性：

嚣：收茹嚣尝：昌：：p m-，
P(y-1lxtl)-P∥一0lx—O)t1一p

、 7

我们称这种信道为二进制对称信道，其信道模型可以用图1．2表示。

0

1

图1．2二进制对称信道

0

1

1．2．1．2离散输入连续输出信道

假定信道编码器的输出符号取自x一{而，而，⋯，而．，)，译码器输入为连续值
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y。月，我们称这类信道为离散输入连续输出信道，典型的有二元输入高斯白噪声

信道(B陵WGN)和二元拉普拉斯(I五place)信道f1。

二元输入高斯白噪声信道的输出可以用下式表示：
y=Z+Ⅳ (1-2)

其中，Ⅳ为加性高斯自噪声，其均值为零，方差为口2。给定一个输入x。置，

七一0，1，⋯，口一1，则'，是均值为孔，方差为盯2的高斯变量：

po，Ix=孔)矗—7j≥exp{一(y一坼)／2盯2} (1—3)
q踊U

如果信道是无记忆的，则满足

p(y。，)，：，+一，y．Ix，·“。，’一，工。一Ⅳ。)一np(只l墨一“。) (1—4)

1．2．2信道容量

信道容量定义为信道输入与信道输出的互信息，它表征了信道可靠传输的最

大速率。最常见的信道容量计算式就是带宽、功率受限下的加性高斯白噪声

(AwGN)信道容量计算式。设AwGN信道带宽受限于卜缈，Ⅳ1，噪声双边功率谱

密度为Ⅳ。／2，信号功率为P，则
， p、

∞川。911+南J p圳5) 式(1-5)

这个容量仅在输入服从高斯分布的情况下可以达到。如果输入信号调制受限，

那么容量将会小于上面这个值。下面我们考察其他几种典型信道的容量计算。

1．2．2．1 离散无记忆信道侧sc№te MemoryI船s channd，DMC)的容量

考虑一个离散无记忆信道，它的输入符号集为X·fh，而，⋯，％一，)，输出符号

集为l，-{yo，)’1I一，y。一t)，并且转移概率为P(yt l如)。假定传输符号为_，接收到

符号为y。，则事件x tx，和事件y—yi的互信息是109【P(yilx，)，P锄)】，其中
|P(弘)；P('，：M)；宝P(五妒(弘I鼻) (1．6)

★-O

因此，输入集Ⅳ和输出集】，之间的平均互信息为f5l

髑班蓦蓍盹册㈣log马紫 (1_7)
，-0f-l rlV，l

由上式可知，，@；y)的值取决于输入符号集的概率分布{P(x』)}和信道的特
性，即转移概率{P(y。Izm。令，俾；y)在所有输入分布{P∽))中取得最大值，则
这个最大值只与信道的特性{P锄I工脚有关，它标志着信道的传输能力，称为信道
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容量(capacity)，配为c。这样我们就得到了离散无记忆信道的容量计算式：

C；maxJ(X；y)
P{5，)

、

嘴薹》腆㈣魄帮 a墙’

对转移概率为p的二进制对称信道而言，当输入等概时，互信息取得最大值，

信道容量为

c昌1+pl092p+(1一p)l092(1一p)一1一f，(p) (1—9)

其中，日(p)是二元熵函数。

1．2．2．2 离散输入连续输出信道(Discrete·input，Continu叫s．咖tplIt Ch柚neI)的容

量

对于离散输入连续输出信道，记输入符号集为z一‘‰，而，⋯，％一。)，输出符号

集为y一(一。。，+m)。在式(1—8)中，将对输出符号的求和换成积分，相应的概率

P(y。IxJ)换成概率密度p(yl葺)，这样就得到了离散输入连续输出信道的容量计
算式【3l

c=黼霪e曲㈨驯-昭z篇净 m，∞

“嚣：慧荤 mⅢ+拉p仆厄)logz警
共中也，刀母付亏雕煎。

若对二元输入高斯信道的输出作硬判决，则信道等效为一个BSc，其转移概率

为 p；f”寿e噼啪·‘。彘ex卅峄
一‘。去唧{一垃皇粤盥删瓜) (1_，2)

t￡嘉去exp{-争(令州y+厄)／√而)
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其恻小f。击唧㈢出。
将式(1．12)的转移概率代入式(1-9)就可以计算得出硬判决时的信道容量e图1_3

给出了BnwGN信遵的软判决容量，硬判决容量与出氓一磊／Ⅳ0的关系。图1．4给出

了A：IⅣGN信道的BPSK容量限和调制不受限的shannon容量限。
．

c·p·c时-HusSNRmB哪vGHd帅_c_·哪¨nu{EⅢm日眦N channH

l～!：=：2怒。I

／，
-—f一

／’
，／

|／

j，
，

}
f

，

／

sNR■∞ EW(卿
图1．3 BIAwGN信道的软判决与硬判决容量 图1．4 BPsK容鼍限与shannon容量限

由图1．3可知调制器采用软输出比硬输出有2dB左右的附加增益，这也就解释了

为什么软判决译码一般要优于硬判决译码。由图1．4可以看出随着码率的增加BPsK

容量限离sh锄non容量限越来越远，而当码率较小时BPsK容量限基本与sh锄on容
量限一致。因此BPSK调制下，系统一般工作在中低噪比，同时码率也较小(小于等

于1伪。若系统工作在高信噪比，则可以选择更高维的调制以提高容量。

由图1．4可得常见码率的Shallnon容量限，例如1／2码率时Sh如non容量限为

OdB，相应的BPSK容量限约为O．2dB；1，3码率时shaIInon容量限约为．0．55dB，相应

的BPsK容量限约为-0．5dB。

1．2．2．3误比特率仇与单位比特信噪比E／Ⅳo

给定信道容量c，由信道编码定理可知，只要传输码率尺低于c，就可以获

得任意小的误比特率pb。但是如果允许所大于零，那么可获得更大的编码增益(即

昂／Ⅳ0可以进一步减小)。由信道编码逆定理15I，

见log(M一1)+H(既)≥日。(u)一工c (1-13)
‘c

其中，^f为信源字母表的大小，H。(U)为信源熵，信源每L秒产生一个字母，

信道容量为c，每t秒产生一个信道符号，则码率R—t／t。对BPsK调制信号有

M·2，H。(U)z1，式(1．13)化为

c≥R(1一日(肪)) (1·14)
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上式也可以从另外一个角度得到。通常，为了考察特定码的性能，可以通过仿

真砸出其误比特率和信噪比的关系曲线图，再与相同条件下的其它码作比较从而

判断码的性能。下面讨论给定码率条件下误比特率和信噪比的理论最佳曲线的作

法。接收端译码后误比特率为巩的情形等效于发送端对信源作误比特率为风的编

码而接收端译码无误的情形。由率失真理论可知，对二元输出信源作误比特率为以

的编码所需的信源编码速率为1一日(以)。令信道编码速率为R，则实际需要的

BIAwGN信道容量为R(1一片(巩))，由信道编码定理即可得式(1-14)。图1．5为

B拾WGN信道下码率为l／2时，误比特率与单位比特信嗓比的蓝线图。

0 02 0 4 06 0B 1 ’2

图1．5 BIAwGNf毒馨。障比特率和信噪比
的理论最佳曲线图(码率=1，2)

1．3低密度校验码的历史和发展现状

早在1962年Gallagcr已经提出正则低密度校验码(regulaf low density p盯ity

check codcs)和迭代译码(itera伽e decodin曲的概念【”，然而直到上世纪90年代中期

U'Pc码被spielm粕、Mackay和Neal等学者Mo】重新发现后，它才重新引起人们的

广泛关注。为什么性能如此杰出的码会沉寂几十年才被人们认识呢?Gallage增说

过这是因为在U)PC码提出不久，Fomey提出了级联码的思想，而当时大多数人都

认为级联码更有可能取得好的性能。当然，还有一个原因就是当时的硬件水平尚

未成熟，实现那么长的u)Pc码(u)Pc码的短、中码的码长已经达到几百、几千的

量级)非常困难，致使u)Pc码几十年来一直无人问津，只有寥寥几篇文章。其中有

一篇是1981年Ta珈ef发表的获奖文章‘‘A recllrsive approach to low complexity codes’’

11”，当然这篇文章获奖已经是低密度校验码重新被人们认识后的事了。通过这篇

文章，T卸ner为基于图模型的码奠定了基石。文中引入了u)Pc码的二部图模型

d

口

旷

旷

盯
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(bipartite graphicalmodel，现在称为Tanner图)。图1．6给出了一股LDPC码的Tanner

图表示。图1．6中黑色圆圈表示码字中的符号，方框表示局部约束关系。TanⅡer将

U)PC码中的局部约束关系推广到一般的线性码中，并发现上述模型包含了乘积码

以及由简单码递归构造的码类。同时，Tanner还提出了现在所说的“最小和”算法(或

者称为“最大积”算法)。Tanner对基于图模型码类的贡献使我们认识到：如果对相

对简单的码进行迭代译码，那么译码器可以采用并行结构，符合当今大规模集成

电路技术的要求；因为译码器可以有效地使用软判决信息，并且采用了并行结构，

此外译码复杂度也很低，所以即使对长码进行译码，速度也很快。

◆ ●、

-。蠢，。曼 基霪!菱、o、-。j] ◆<：≯夕汀
⋯ ?7、毒。⋯ i一二。一yi≤⋯

，7
■__ ：一。，一一；札

●P ：：≯一

图1．6 u)Pc码的T如ner图 图1．7因子图

u)Pc码的复兴和Turbo码的出现紧密相关。1993年，c．BerI伽。A．Glavieux．and

P．nitimajshima提出令人震惊的Turbo码【12L离BIAwGN信道shaIlnon容量限只有
O．5dB!Turb0码成为继ungerboed(提出TcM【13】之后信道编码的又一里程碑。Turbo

码给人们带来了一个重要启示：迭代译码可以获得接近最大似然译码的性能。于

是，迭代译码思想成为信道编码理论界的研究热点，也被用在通信的各个方面，

如信道均衡。经过J．Hagcnauef等人的总结，迭代译码思想上升为现在我们所熟知

的Tufb0原理(Turbo Prjnciple)。与此同时，各种1nlIbo-l岫码也纷纷涌现：Benedetto
的串行级联Turbo码、Sjpser和Spilmall的扩展码、Tomado码、重复累积(RA)码和李

坪的cT码等等。当然这其中也有同样采用迭代译码的低密度校验码。(所有的

Turbo．1ike码都由结构简单、译码复杂度低的分量码和伪随机置换矩阵组成，并且

1、ld)o．1ike码有两个共同点：可以采用图模型表示、构造；采用迭代译码思想。)

u)Pc码研究的兴起，除了Turbo码的研究热潮为它提供了契机，还有两方面

原因114l：一方面是由于Spielmall、Mackay等几位学者独立研究了低密度校验码，

发现u)PC码有杰出的纠错能力；而另一方面是由于wib盯g在他的关于基于图模型

码的论文中作了拓荒性的研究工作115，l“。spielmall在他的论文中基于扩展图

(expander graphs)，基于LI)PC码设计了一种具有渐进好纠错性能的码类，称为扩

展码【91。这种码可以线性时间编、译码。此后不久，Alon和IJlby把这些结果应用到

Intemet丢包的问题中，设计了Tomado码旧。ToⅡlado码是第一个商用化的U)PC码。

在删除信道中，线性码的译码问题等价于解线性线性方程组，通常求解一般线性

方程组的时间复杂度不是线性的，但是如果方程组中的每个方程都只有一个未知
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数(或者通过迭代等效于每个方程只有一个来知数)的话，那么译码将变得非常

简单。此后，Luby研兔发现使用非规则图并优化度分布序列可以使码的性能逼近

删除信道的容量限，即当传输速率接近1一p时(p为删除概率)可以取得非常小

的误比特率。

n摊t
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图1，8 1、lrbo码的冈子图模型
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图1．9 U)PC码的因子图模型

wibelg的最大贡献在于他把Ta∞ef图进行了扩展，引入了状态节点。扩展后的图仍然是

二部图，称为因子图(fac托"鲫ph)，因子图模型如图1．7所示。图1．8和图1．9分别为nrb0

码和U)PC码的因子豳模型。因子图中的符号节点与Ta蚴ef图中的符号节点含义～致，是可

以观测得到的；而状态节点是内部的，不能由外部观测得到．它是由设计者添加用以简化码的

图模型表示。引入状态节点使得图码和网格码得到了统一，图1．10为通常网格码的因子图模

型。图中4为符号节点，S为状态节点，而q是约束关系，它决定了允许的状态

转移和输出瓴，吼，s川)(trellis section)。
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图1．10网格码的因子图模型 图1．11 RA码的因子图模型

除了对码的图模型表示作出了杰出贡献之外，wiberg对译码也作了深入的研

究。他明确地给出了最小和算法(min—sum algo删1m)及和积算法(sum．ppoduct

a190rithm)的特征，并且指出如果用“求最小值”(min)运算代替“求和”(sum)运算，用

“求和”(sum)运算代替“求积”(product)运算，那么这两种算法在本质上是～样的，更

进一步他给出了“半环”(semiring)扩展。此外，Wibefg=还证明了无环图上这两种算
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法分别对应着最大似然译码和最大后验概率译码。特别地，在网格图上分别退化

成Viterbi算法和BaR算法。这些结果促使研究工作者将这西种算法应用到有环图

中，也取得了令人非常满意的结果。

此后，经过众多学者的研究，u)Pc码的理论研究得到了蓬勃发展。Tornado

码的理论分析技术被Richardson、ufbanke等学者的发展之后，可以应用到AwGN

信道中非规则u)PC码的长码设计当中以满足各种不同应用目的。给定一个具有任

意度分布的二元LDPc码，这几位学者指出【19J在对称信道中采用和积译码算法时概

率密度的进化可以精确计算出来。此外，他们还证明了当码长足够大、迭代次数

足够多时，存在一个门限值，如果噪声低于这个门限就可以实现无误传输。而这

个门限值可以通过选择度分布序列进行优化。仿真结果表明用这种方法设计的码，

当码长达到105时其性能要优于Turbo码。Chung等人设计了1／2码率的U)PC码，其

门限值离Shallnon限在0。0045dB之内L”J。

Divsalar、McEliece等人提出的重复累积码(RA codes，repeat—accumulate codes)

川是⋯种构造非常简单的Turb0．1ike码，然而其性能却比Turbo码出现之前的任何码

都好，离shannon限在1．5dB之内。RA码的分量码是(n，1，n)的重复码和2状态、码率

为1的卷积码(其生成多项式为g(D)=1“1+D))，分量码之间通过伪随机交织器连接，

如图1．1l所示。其他一些学者也提出一些简单码类，其性能与RA码相当，有的甚

至更好。香港城市大学李坪博士所提出的侧(concatenatedtree codes)【23】就是一

例。CT码由M个2状态网格码通过交织器交错连接在一起。CT码可以看成是一种

u)PC码，其译码复杂度很低，但是性能却和同样码长的nrbo码相当。这样看来，

简单的码通过大的伪随机交织器连接在一起并且采用和积算法(sum—product

algorithm)译码将会获得接近Shannon容量限的纠错性能。

近年来，u)PC码的理论研究已经取得了相当丰硕的成果。研究表明U)Pc码

具有如下一些优点：1)长码时，U)Pc码的性能优于Turbo码。在二元输入加性白

高斯噪声信道(BIAwGNc)下，chung等人所优化设计的非规则u)Pc码离Sh蛐non

容量限只有O．0045dB【20l；2)L【，Pc码具有一套线性复杂度的译码算法，即消息传

递算法，相比Turbo码的译码算法要简单得多，而且可以实现并行处理，因此其译

码延时短，更适用于大吞吐量的应用场合；3)相对咖rbo码而言，LDPC码具有更

低的错误平层，并且多数译码错误都是可以检测的；4)由于u)Pc码完全由其校

验矩阵决定，因此可以灵活设计各种参数的U)Pc码。正是因为这些原因，u)Pc

码已经被DVB．s2等一些国际标准所采纳。

正是由于u)Pc码具有上述诸多优点，它在通信领域的许多方面都有很好的应

用前景，如网络数据传输、光纤通信、深空通信、图像传输、下一代无线通信系

统、磁记录、用户数据线(DsL)、数字图像水印等。u)Pc码已经为几个国际标
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准所采纳，国内外一些单位和公司已经研制开发}h相应的LDPC码编译码器。2004

年1月正式颁布的DVB．S2标准采用了LDPC码和BcH码级联的方式来实现纠错功

能。F1arion公司已经开发出名为Vector．LDPC的U)PC码编译码器154l。

1．4本文的主要研究工作和内容安排

作者采用理论分析和计算机仿真相结台的方法，对低密度校验码的理论进行

了深入研究，取得了一些研究成果。全文共分四章，具体安排如下：

第一章回顾了信道编码理论与技术的发展历程，介绍了常见的几种信道模型

及其容量计算，最后结合图模型的发展历程概述了u)Pc码的历史和现状；第二章

系统地阐述了低密度校验码基于图模型的编译码原理；第三章分析了影响低密度

校验码性能的因素，介绍和仿真了相关优化算法；第四章介绍了低密度校验码的

量化译码，提出了一种优化设计最小和量化译码器算法，该算法可以大大降低译

码复杂性并且译码性能损失不大。
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第二章基于图模型的低密度校验码编译码原理

本章系统地概述了LI)Pc码的因子图表示，包括校验约束编码结构和后验概率
译码结构；阐述了低密度校验码的构造方法；最后给出了置信传播算法在不同消
息空间的等价性描述，介绍了和积算法和最小和算法。

2．1 LDpC码的因子图表示

因子图是一个表示因式分解结构的二部图(bipanilc)，图中每一个变量节点对

应一个变量，每一个因子节点对应一个局部函数，当且仅当变量是局部函数的自

变量时，相应的变量节点和函数节点之间存在一条连接边【29】。

因子图是一个通用模型，它归纳了目前所有的图模型定义，认为图模型本质

上是要表达一个全局函数到～组局部函数乘积的有效分解。在码表示应用中，因

子图把编码过程中产生的码字约束分解为基于码元子集的局部约束，或者基于全

概率公式把译码过程中码字的后验概率(APP)测度分解为码的先验约束和信道转

移概率的乘积，实现基于局部函数的迭代边界计算，最后渐进地逼近最佳译码。

2．1．1码结构表示

一个码长为Ⅳ、信息位数为七的线性码由一个生成矩阵G。，。定义，信息序列分

组s。通过G被映射到码字j一粥。线性码可以由一致校验矩阵抒H。，等效描述，
所有码字均满足如c7一O。校验矩阵的每一行表示一个校验约束z，，其中所有非零

元素对应的码元变量工．构成一个校验集，由一个校验方程表示。校验矩阵的每一

列表示一个码元符号参与的校验约束。码元变量与校验方程之间的关系称为结构

115J。下面，我们主要对二元U)PC码进行讨论。

u)Pc码是一类线性码，由其校验矩阵具有的稀疏特点而命名，即日中的元素

几乎全部是O，只有极少量的非零元素。Gall89cf最早定义的二元(Ⅳ，d。d。)LI)Pc

码是码字长度为Ⅳ、设计码率为凡-1一d。肛。的线性码，其校验矩阵日的每一列

都包含正好d，，个“1”、每一行都包含正好d。个“l”。由于满足这个结构条件的校验

矩阵并不唯一，所以具有参数(．Ⅳ，d。d。)的U)Pc码构成了～个码集合。

～般，日可以依上述结构条件随机生成，但所给码的性能差异较大。如果日

矩阵各行线性独立，则实际码率尺一心；否则，实际码率R一(Ⅳ一M’)／Ⅳ，凡，

其中M’是H行空间的维数。
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1 O 1 O 1 O 1 O

l O O 1 0 1 0 1

O 1 l O O 1 l O

0 1 0 1 1 0 0 1

工1+z3+工5+工7譬O

xl+工4+x6+黾罩0

石2+工3+工6+工7窖0

工2+工4+x5+．‰墨O

(a)校验矩阵和方程组

(b)因子图表示

图2．1(8，2，4)LDPC码的校验系统及因子图表示

设一个(Ⅳ，d，，d。)码c具有校验矩阵日=O。)。。．v，其因子图模型可以表示为

一个二部图。码字向量工t0，，工：，⋯，h)表示为一组变量节点伽，：，一1，⋯，Ⅳ)，校

验约束表示为一组校验节点亿：f一1，⋯，M>。仅当_Il。=l时，节点z，和z。之间由一

条边连接，节点善，和五互称相邻节点，其间连接边称为这两个节点的相邻边。因

子图上每个变量节点具有d，条入射边，即度数为d，：每个校验节点具有d。条入射

边，即度数为d。，共有Et删，一删。条边。令集合M(，)；p：JIl“一1}表示变量工，
的受限范围；令ⅣO)一{．，：几-1}表示校验z；的约束范围。

图2．1(a)是一个(8，2，4)短码的校验矩阵及校验方程组，图2．1Q)是相应的因子

图表示。该图表示了校验约束结构码的全局函数，(工1'l叫。)，也称码特征函数。每

个校验节点z。表示一个局部约束函数正(扛，：，∈ⅣO)))。全局函数因式分解为
，“1，⋯x8)j，lOl，z3，x5，z7)，20I，工4，x6，z8)，，02，x3，≯6，z7)，4q2，耳4，x5，z8)(2·1)

定义指示函数为一个把布尔逻辑命题P映射到GF(2)上的二值函数【29J：

叫：：；：恶 陋萄

式(2．1)中的各个函数均为指示函数，其中全局函数的逻辑命题为“工是一个码

字”，每个局部函数的逻辑命题为图2．1(a)中的校验方程。式(2—1)又写作为

【z∈C】一kl+x3+x5+x7-0】恤1+x4+x6+z8墨01

-B2+上3+善6+x7驾OH工2+工4+工5+x8墨O】。 (2。3)
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图2．1(b)的因予图实际上是一个有环Tanner图。注意到矩阵的第三列和第七列

中，1出现在第一行和第三行两个两行位置上，对应在因子图中，依照无向边连接

关系，存在一个长度为4的循环路径纯，z，)、(z，，z，)、0，，z，)、(毛，屯)。类似地，

图中还存在另一个长度为4的循环路径O。，z：)、(z：，砘)、O。，z。)、0。，z。)。采用

迭代置信传播算法译码时，这种短环路将极大地影响码性能。码的最小汉明

(Hammjn曲距离及距离谱直接取决于环路的分布’}青况。因此构造码时，应该尽量消

除短环路【8，30，671。

u)Pc码的因子图表示中，E条边对校验节点的入射关系和对变量节点的入射

关系可以看作是相互置换，所以一个特定的码集合实际是满足特定条件的随机嚣

换函数集合。如果不限制变量节点和校验节点度数，那么随机置换函数有可能导

致变量节点和校验节点各自的度数不再恒定，这时入射边分布表示为一对度数分

布序列A一(A1，．一，九．)和p-(p1，．一，JDd，)119’311，其中A，和n分别表示度数，变量节

点的入射边比例和度数髓曼验节点的入射边比例，哦和d，分别是最大变量节点度数

和最大校验节点度数。或用多项式Ao)一∑扎A，H和po)一∑幺A工“1表示，这

时设计码率风(A，p)一l一_po)出／fAo)出-1一(∑生z n∥)／【∑；：z A，／J)。

当度数分布多项式退化为A@)一／。1和p0)，工“1时，变量节点和校验节点的

度数分别恒定为．，和K，相应的码就称为(Ⅳ，l，，j()规则(fcgIllar)IDPc码，反之称

为非规则(irIegular)IDPc码。规则u)Pc码通常也称为Gallagef码。具有优化度数分

布A0)和JD“)的非规则LDPc码一般要好于规则u)Pc码【18】，而且优化的非规则

U)PC长码的性能已经超过了最好的tu曲码【20，32l。

2，l-2后验概率分布表示

考虑时间离散信道上的一个分组码c，设传输码字为善一“，屯，⋯，工，)，接收

码字为，-(y，，)，：，⋯，y。)。根据全概率公式，信道输入和输出向量的联合概率(密

度)函数，(善，y)-尸O)，OI，)，其中P(善)是发送码字J的先验概率，，(j，lx)是发

送码字工时接收y的条件概率(密度)函数或似然函数。基于给定的信道观察y，对

码字集合c的后验概率(APP测度P臼ly)与联合概率函数，(善，了)成比例，即渺1
P(善I y)·，(工，j，)／，(y)oc，(x，y)· (2。4)

对于时间离散的平稳无记忆信道，似然函数具有如下的乘积形式

mIj)；mt粉一曲阶∥’’m)。Ⅱ，(y小』)’ (2-5)

其中，(y，IxJ)，，一1，⋯，Ⅳ，是平稳信道的标量转移概率密度函数。
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码字J允许服从任何分布【15】。如果假定所有码字被等概选取，即先验概率PQ)

为一个常数，结合形如式(2．1)的码特征函数，可以表示为∞I

盹，"‘，h)2高地，"，，¨。 (2-6)

图2．2 u)Pc码的后验概率测度因子图

因此，联合概率函数，O，，)可以比例表示为

，“，并z，⋯m；_)，-出，⋯，yw)“珥，j(‰：2∈Ⅳo)))珂，(y』I工小(2-7)

代入式(2—4)得到后验概率测度，即给定信道观察y时，j∈c的后验概率为

P(x协al：j^(“：2∈Ⅳ㈣l：l，(y小，)， (2-8)

其中a是使罗。P(冀-Iy)tl的归一化因子。

在表示u)Pc码校验约束的因子图上，增加接收变量节点{)，，}及信道转移函数

节点{，(y，l工，))，得到如图2．2所示的表示码字后验概率分布P(工l，)的因子图a图

中，黑圆点表示局部校验函数，等同于图2．1中的校验节点；黑方块表示转移函数

节点：圆圈表示发送变量和接收变量节点。

2．2 LDPC码的构造

2．2．1正则低密度校验码的构造

校验矩阵可以唯一确定一个线性分组码，因此构造正则低密度校验码只需要

构造它的校验矩阵。Gallagcr在文献【4，8】中采用0，L七)来表示一个正则低密度校验

码，其中，l表示码长，J表示校验矩阵中每列所含1的个数，而七则表示校验矩阵中每

行所含1的个数。Gallage朗∈用随机置换的方法来构造校验矩阵，方法如下：



第一二章低密度校验码基1二图模州的编译码原理 17

Gallager构造正则低密度校验码的方法：

1)将校验矩阵日分成f个子矩阵H1，仃2，⋯，凹，，每个子

矩阵有0一七)／，行，并且每个子矩阵的每列有且只有一个1；

2)子矩阵日1中的1呈下降的阶梯状排列，即第f行的七个1从

第(f一啦+1位排到第蹈位；

3)其余的子矩阵通过对日1进行随机列置换得到，所有置换是

等概出现的。

若一个伽，^砷正则低密度校验码的校验矩阵是满秩的，设校验矩阵有小行，根

据校验矩阵中l的总数是固定的，有：

m七；可辛竺：{ (2．9)
撑 芹

因此，这个机工n正则低密度校验码的码率可以简单计算如下：

R：竿一1一竺a1一吾 (2．10)
九 月 抒

从上面的构造方法不难知道，由G棚ager的方法构造的校验矩阵并不是满秩

的。因此，由Gallager的方法构造的低密度校验码的码率要略大于式(2．10)所计算

盼码率。Gallager曾给出了一个(20，3，4)低密度校验码的校验矩阵，如图2．3所示。

这里，我们称由上述方法可以构造的低密度校验码类(ens咖ble)为6枷agcr码
类。Gallager证明了关于GaIlager码类的两个结果：第一个是关于最小距离的。

Galla鼬r码类中，码的最小距离是一个随机变量，这个随机变量的分布函数可以用

图2．4所示曲线作为上界。对j苫3和七，f的Gallagcr码类而言，当码长趋于无穷时，

图2．4中的曲线逼近阶跃函数(跃变点处的坐标值与码长的比值是一个固定值，记为

6m)。因此，当码长n足够长时，实际上Gallager码类中的所有码的最小距离至少

为硒m。第二个结果是关于误比特率的。Gallager证明：对于Gallager码类，在对称

无记忆信道中，采用最大似然译码时，其误比特率随着码长的增加呈指数形式下

降。这两个结果说明Ganag盯码类是相当好的码类。MacKay和Davey曾指出对任何

码长和码率，当平均列重，一3时，随机构造的Gallagcr码离现在所知最好的码在零

点几个dB之内p“。
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1 1 1 l 0 O 0 0 0 O O 0 O 0 0 0 0 0 0 O

0 O 0 O 1 1 1 1 0 0 0 O 0 0 O O 0 0 0 O

0 0 0 0 O 0 0 0 1 l 1 1 O 0 0 O O 0 0 0

0 0 0 O O 0 O O 0 O O O 1 1 1 1 O O O O

0 0 O O 0 O 0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 O O 0 1 0 O 0 1 0 O O 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 O 0 O 1 O 0 0 O 0 O 1 0 0 0

0 0 1 O 0 0 1 O 0 0 0 O O 1 O 0 0 1 0 0

O 0 0 l O O O O 0 0 l O 0 0 1 O 0 O 1 O

0 0 0 O O O 0 1 0 0 0 1 0 O 0 l O 0 O 1

1 O 0 O 0 1 0 0 0 0 0 1 O O 0 0 O 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 O 0 O 1 0 0 0 O 1 0 O 0 0

0 0 1 0 0 0 0 l O O 0 O 1 0 0 0 O 0 1 O

0 0 0 l O O O O 1 0 O O 0 1 O 0 l 0 O 0

0 0 O O 1 O 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0 O 0 0 1

图2．3(20，3，4)低密度校验码的校验矩阵

}} 广
P{

聆6膻

图2．4最小距离分布函数简图

2．2．2非正则低密度校验码的构造

理论上，正则低密度校验的性能能够逼近sha仰on容量限1341，但是这是当码长

趋于无穷并采用最优译码器的情况下取得的。然而，当码长无穷时，最优译码的

复杂度太高，无法在实际应用中实现。实际上，对于低密度校验码，一般码长不

可能太大而译码采用逼近最大后验概率译码的和积译码算法。因此，正则低密度

校验码的性能是否能完全被挖掘出来还要看具体的译码算法。

Gallager最初构造的低密度校验码是正则低密度较码，它的校验矩阵的列重是

个常数。另一种可选方案是允许校验矩阵的列重可以取几种不同的值，这样构造

的码称为非正则低密度校验码。Luby，Mitzenmacher，shokrollahi和spielman证明了

精心选择非正则码的列重可以使它的性能超过相同参数的正则码po“。

非正则低密度校验码和正则码一样也可以通过它的图模型来描述。记度为珀q
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变量节点的个数为～，度为，的校验节点的个数为P，。若非正则码的码长为H，

码率为尺，则有【叫

n一∑；At，∑』P』=n(1一R) (2·11)

类似式(2-9)，根据Tanner图中按校验节点所连边的数目等于按变量节点所连边
的数目，有

∑。魄，∑，JP， (2·12)

由变量节点度分布序列{Ai}和校验节点度分布序列{P』)，定义多项式

^(x)=∑；A，，和P(x)一∑，P声’ (2．13)

由式(2一11)有A(1)一肛，P(1)一n(1一R)，码率为R一1一^(1)／P(1)。对A(x)和P(x)

求导可得，

嘶)一等壁=∑。叭一 (2．14)甜 一’

咐一掣=芝，删。 p15)积 一’

令x-1，有

人’(1)-P，(1)=总边数 (2-16)

从边的角度考虑，定义度分布序列{凡)和{n)，其中^为与度为f的变量节点
连接的边的数目占总边数的比例，矶为与度为J的校验节点的边的数目占总边数

的比例。类似地定义多项式

A(工)=∑，∥。1 (2．17)

p(x)一∑，p，卜1 (2一18)

由式(2-14)-(2-18)有

㈨=箫及刖，器
2．2．3 快速编码LDPc码的构造

近年来，信道编码的研究者们都以解决以下问题作为最终目标：对一个给定

的信道，找到一种码宇同时具备两种性质：(1)存在线性时间编码算法；(2)对任意

逼近信道容量的编码速率可以可靠线性时间译码。但是对一般的LPDc码来说，若

按传统的编码方法编码，复杂度是0(H2)(n为码长)，这是无法用硬件实现的。

编码问题可以从两方面着手去解决：一是研究编码算法，试图提出一种低复杂度

的编码算法，如Richardson等人提出的快速编码算法【矧。或者是从研究码的结构入
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手，寻找能快速编码的特殊结构【45-4蚋。如zigzag型的LnPc码【22l即使用传统方法编

码，复杂度也低很多；由矩阵循环移位构造的u)Pc码【471的编码和u)Pc分组和卷

积编码f45J础都可用移位寄存器实现，具有线性复杂度。

2．3置信传播算法

因子图中，函数节点对每一个相邻变量节点根据其它相邻变量节点传递的消

息并行求和计算边界消息，变量节点对每一个相邻函数节点根据其它相邻函数节

点传递的边界消息并行求积计算，乘积消息又将调整对应函数节点的边界计算。

经过若干次迭代，最终准确地或渐近准确地完成因式分解。对这个过程引入半环

(R，0，o)，其中R表示消息空间，“o”和“o”分别表示定义在空间R上的“和”、

“积”运算。不同半环的引入，和积算法将演化为涉及人工智能、信号处理和数

字通信等不同领域的特定算法。它们包括贝叶斯网络的Pearl置信传播算法、快速

傅立叶变换算法、BCJR前向／后向算法、Ⅵ～算法、LDPc码的迭代大数判决译码算

法，也包括最小和算法。在纠错码的译码算法中，无论引入何种半环，事实上都

是依据概率澳9度进行的。所以，和积算法应用于纠错码的译码时，统称为概率传

播算法，我们在本文中继续统称置信传播(BP)算法。

2．3．1信号检测与凋度

设随机变量J∈x和y∈Y分别表示信道的输入和输出字符，其中x和Y分别表

示相应的字符集。对于二元输入倍道，信道编码器输出比特序列经双极映射后进

入信道。假设比特H∈{0，l}，双极映射为x一1—2l‘，则x一{+1，一1，。双极映射后，

GF(21上的“和”运算转化为实数域上的“积”运算。在这个意义上，GF(2)和{+L—U

是一对同构空间。Y既可以为离散集也可以为连续集。比如，对于二元对称信道

(BsC)，Y=x；对于二元纯删除信道(BEC)，Y-{+1，0，一1}；对于AwGN半连续信

道，Y等于实数域R。

软判决译码器将基于观察y∈Y产生一个关于X的测度(measuIe)肛O)，其值域

令A表示。这种测度一般等价于x的一个概率分布。产生测度最常用的两种方法是

最大似然法(ML)和最大后验法(MAP)，即∥。。@)一p(y卜)-p“y)／pO)，

弘。。(x)一P(x{y)一p∞)r)／p(y)。硬判决译码器则产生两个极端取值的测度_￡l@)，

由随机变量r表示，称为硬判决测度，这时A={O，1)，传输信道被模型化为一个二

元输入二元输出离散倍道。

对测度p《x)可以引入不同的量度(me试c)，以适应不同的计算需要。最常用的

对数量度定义为'，0)；一log似0))，则∥O)，exp{一'，0)，‘491。如果测度ⅣO)表示概

率，那么量度’，0)为非负实数，这时A一[o，+*)，即非负实数环R+。对数量度使
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乘积运算转化为求和运算。

二元输入信道中，对码符号“∈{O，1>和信道输入符号x∈{+1，一1)的讨论是等价

的，因此我们在下文中不致混淆时，将在适当场合等效使用集合{O，1}和{+l，一1}。

设一个二元随机变量的概率分布率由p。p一，)或(风，p1)等价表示，下面式子定义

了似然比(LR)、对数似然比(u且)和概率差三种量度

V-p+1／p—l， (2-19a)

m t logp+I屈一。)， (2—19b)

印一p+l—p_l， (2—19c)

它们对应的值域A分别是【0，+m)、(一*，+。。)和f一1，l】。这三种量度使一个比

特概率测度的两种取值由一个量度值替代，从而大大减少了置信传播算法中需要

传递的消息数量。这些量度的相互转换公式为

1+肇
l一卸
v一1

v+1

(2·20a)

(2—20b)

i舭协g面 (2．1哟

黼龇。㈤州柚几b嚣吨nh詈 陋埘，

无论是概率测度还是引入的各种量度，都相当于引用了不同的成本函数，并

可以统一简记为p0)【15】。图2．5给出了信道编码与调制分离的信道传输与检测模

型，主要目的在于说明迭代译码中涉及到的消息量度选择问题。

2．3．2和积算法与最小和算法

下面，我们主要讨论二元u)Pc码的译码。信道模型为第一章1．2中介绍的二元

输入平稳遍历无记忆AwGN信道，假设采用双级信号的BPsK调制，噪声具有高斯

密度Ⅳ(o，盯：)。

任意给定信道观察向量．y，式(2．8)中后验概率测度P0ly)是z的函数，准确

地说，是以y为参数和以善为自变量的函数。所以，已知信道输出y时，图2．2中

的每个函数节点，(y，I x，)只需进行～次计算，存储在本节点，使译码器获得从信
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道采集到的概率测度的样本值，该值相对迭代过程而言命名为初始消息。节点O，}

不参与迭代计算，可从图中去掉，于是简化得到图2．6所示的标准因子图，它实际

也是一个迭代置信消息传递和更新(update)的贝叶斯网络。从密度进化特性，本文

把“更新”也写为“修正”或“进化”，并在讨论中应用到一些贝叶斯网络术语。

基于局部有向树概念，图2．6中所有变量节点称为父亲，其邻居函数节点称为

孩子，转移函数节点简称，，节点，初始消息，?也称为局部成本。彤是z。节点向工，

节点传递的校验消息，Q；是xf节点向气节点传递的变量消息，喵和Q；是中间消

息或中间成本。用贝叶斯网络术语，彤表示t根据其他父亲{工。：七，，，七∈Ⅳ(f)}当

前状态向工，宣称的“z，=n使2。满足”的可信度，娜表示xf根据其他孩子包括，，

和{z。：k—f，k∈M(J))向zj宣称的“x，=口”的可信度。按照turbo原理，每个局部

约束z．视为一个子码，这时群也称为子码zj产生的外信息。

图2．7是描述消息传递和修正规则的局部因子图。图中的虚方框表示可以给乏

产生一个局部成本函数g?，当码字先验不等概时，描述局部结构扛f：，∈ⅣO)}的

先验分御，其中扫∈{0’1)竹‘‘1是局部结构的一组特定取值㈦。

迭代置信传播算法将做如下工作：

l初始化：计算初始消息{，?}和初始化f雕)

2迭代消息传递和修正：

阶段1：各个．，，和z。节点向其所有工，父亲节点分别传递消息，?和彤，而

各个z；节点根据接收消息修正饼；

阶段2：各个x．节点向其所有毛孩子节点传递已更新的消息瑶，而各个≈

节点根据接收消息修正硝。

3迭代终止：zi和x；节点根据所有接收消息分别计算最终消息群和Q；。

图2．6置信传播译码网络的因子图表示
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{z^：^_i，^∈M(J)) {x★：I-^≈∈ⅣO))

图2．7消息传递和修正规则

迭代过程中，，，节点只传递消息，但不接收消息。另外，迭代算法只局部进

行消息传递和修正并在迭代终止时计算最终消息(或成本)R?和Q?，但不做任何判

决工作。对于LDPc译码器，最终函数成本R?不必计算，其中6表示杠≯『∈Ⅳ(f)}

的特定取值。Q；表示P(xI y)的近似后验边界分布PO。ly)，⋯，fq。ly)。需要设

计～种迭代终止策略，并根据消息量度的选择作出相应的判决。

u)Pc码～般采取的最优策略为：

(1)每轮迭代结束时，立即计算最终消息并判决叠，计算伴随式戤7；
(2)如果伴随式为零向量，则宣告成功，终止迭代；否则继续迭代。若迭代次

数达到预先设定的最大次数k。仍未成功，则宣告失败，终止迭代。

2-3．2．1基于概率测度的和积算法

根据上述关于消息传递和修正过程的分析，概率测度下，变量消息和校验消

息分别定义为Q；-POf=口Iyf，{z。：七∈M(，)＼吁)和彤-尸(z；Ix，td)，且彤初

始化为1。相对迭代过程，初始概率消息，?表示工，-4的先验信息，n∈{+1，一1}。

假定等概传输±1，定义，?·POf一Ⅱlyf)；af，()，f lx，=口)，其中a，是归一化常

数，保证，?1+，i1-l。高斯信道的似然函数为

m卜小志唧{-等卜 pzD，(yI算-4)一告exp{一!；÷二；上一}。 (2-21)
√2砸： I z盯：l

绘定信道输出y，对，一1，⋯，Ⅳ，算得

，?=V(1+exp{一2缈，肛：”，n∈{+1，一1}。 (2—22)

变量消息Q；和校验消息弼的修正公式推导如下口。挪1：



丝 堡要窒堕墼塑堕堡堂坌堡墨苎苎丝堡里

Q；2PG，2。Iy，，tzt：七E肘c，)、j，)=!!兰；；；；：!：；；；瓣
。!生!三!k立!垡气：女∈M(，)＼f壮，：。)P@，。n{y∥。毋5‘‰I工，2a)■t——-———————-——-二-·——————--——．．．．—，———．。—．．．。——————j．．二—．．。．—一～一 ⋯o～，』u

P({z^：≈∈肘(J)＼f)) P(p。：七∈M(，)＼f})

¨川。瓢≯’ (2-23)

彤2Por l石』。n)4∑Po一，zIz』an)=∑P(。l工，=n，x)P(JIx，。n)
‘：JJ。4， J：』f-口，

l，：荟'㈤即h叫；，：静引工)职㈤
l，：荟纠石t』[：l秽’ (2_z∞

其中式(2—23)中，％为归一化常数，瞄是从上一次迭代中传递来的函数消息，首

次迭代时为初始值。式(2-24)中，尸O。)是指特定求和组合茹中各分量％取相应值

的概率，显然，焉是一个似然概率。用于逐符号判决的最终变量消息为

Qj⋯疗职’ (2‘25)

其中，口为归一化因子。相应的判决准则是

量，。熙掣。 (2-26)

2．3．2．2基于似然比量度的和积算法

令似然比量度下的初始消息、校验消息和变量消息分别用yj、r日和～表示。

根据式(2-19a)、(2—20a)、(2．20b)、(2—22)和(2．23)，似然比消息重新定义如下

y，一疗／一；exp{2_)，，声：)， (2-27a)

yⅡ一硝／码一(1+峨)／(1一曲目)，

％5瑶俺强卫∥
(2-27b)

(2—27c)

由以上定义可知，校验消息彤应该初始化为1。而基于{o，l}的判决规则为

主』I【。，皇1】，其中【P】是式(2—2)定义的布尔指示函数。

基于概率测度和似然比量度的和积算法，校验消息和变量消息采用混合量度

的有效计算，要求在消息传递过程中必须做额外的量度转换。

竺瓣竺叫裟翌坠
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2．3．2．3基于对数似然比量度的和积算法

对数似然比量度的初始消息、校验消息和变量消息分别定义为Ⅱ』*log(y，)、

％-lo默％)、％·log(％)a根据以上定义，“口的初始值为0，判决规则为

毫-h‘o卜初始消息(2-22)和消息修正公式(2—23)最终被重写为【19】

“，一2y，声：， (2—28)

2-3．2．4最小和算法

％州∥。磊，、y^E据“)、f

tann㈡弧，tann阱

(2—29)

(2—30)

最小和算法是在网格图上只挑选一条最可能的有效路径。正是这个思想，使

最小和算法在无环图上实现了最小化码字错误概率的译码。但对于有环图码，比

如Ⅱ，Pc码，晟小和算法则认为是退化的和积算法，其性能更差一些。这一点在以

误比特率(BE鼬评价码的性能时，尤为明显。

考虑一个度数为3的校验节点，令p51)，p：o)和QP，pf2’)是两个输入概率分
布，输出概率分布(p。，p1)由下式给出：

p。霉口max(p≯p：n，p!”pi2’)， (2．31a)

P。_a max(p竽’|P：孙，p：”p52’)， (2—3lb)

其中，口是归一化因子。

因此，按概率测度的术语，最小和算法也称为最大乘积算法(ma)【·pmdu∞。令

v。、v：和Ⅳ分别表示上述输入、输出概率测度的对数似然比量度消息，有

Ⅱ-

其中，s刚x)是正负符号函数，当z苫0时，sgn0)t1；否则s印0)—一1。

若一个校验节点的度数为d。≥2，输入对数似然比消息为{v，：，-1，⋯，d。一1)，

则输出消息“必然等于【15j1】

“-肼d，一1p1，V2，⋯，Vd，一1)， (2-32)

其中，JIlf。0是一个R“一R的映射函数，并定义为

M一㈤：，⋯以)·mln(|vll'㈨⋯川)珥8鲥V，)， (2-33)

)吃P呱m)2O蛐S)p蛐S-

I％I

h％一h叫爿‘爿vl吩h也也也叫h叫
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所以，对数似然比消息空问上的最小和算法包括式(2．28)、(2-29)和(2-32)。

2．4本章小结

本章首先系统地概述了u)Pc码的因子图表示，包括校验约束编码结构和后验

概率译码结构。然后阐述了低密度校验码的构造方法。最后从信号检测角度给出

了基于概率测度的似然比、对数似然比、概率差等不同消息量度，并作了等价性

描述，同时相应地介绍了和积算法和最小和算法。
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第三章低密度校验码的性能分析

本章分析了影响u)Pc长码和中、短码性能的主要躅素并仿真了相应的优化算
法。分析了错误平层产生的原因，介绍了AcE算法，该算法能有效的降低u)Pc码
的错误平层。

3．1 影响LDPC码性能的因素

影响U)PC码性能的因素概括起来主要是度分布序列对和环。但对长码和中、

短码来说这些因素的影响力各有不同。长码受度序列好坏的影响很大，而环的影

响基本不用考虑：Mac勋y曾指出在长码时消除4环以后译码性能已经有很大提高，

继续消环对译码性能影响不大【34l；此外，sac．Ybung chung等人【20I设计了码长为107、

码率为1／2的低密度校验码，在误比特率为10。6时离Shann帆限不到O．0045dB，同时，

他们的仿真结果表明通过密度进化设计在迭代算法下最优的低密度校验码随着码

长的增加可以逼近sh卸non限。对中、短码来说，通过密度进化优化的度序列同样

适用，但环的影响变得非常的重要I删。

3．1．1度分布序列对的影响

在长码时，u)PC码的性能有可能超过1、lrbo码，逼近香农限【捌。而已有的一

些研究结果表明：在长码时，u)PC码的度分布序列对的优劣对其性能的好坏起到

了决定性作用；而在中、短码长时，在长码下最优的度分布序列对也是次优的。

所以要设计一个好的LDPC码，度分布序列对的优化设计很关键。T．J．砌chafdson

等学者提出的密度进化(densitv evolution)理论可以精确分析给定度分布序列对的

无环U)PC码在消息传递译码算法下的误比特性能，因此可以用它来指导u)PC码

度分布序列对的优化设计【”】。

3．1．2环的影响

为了分析方便起见，先给出一些概念的明确定义。所谓环(cyde)是指图中的一

条路径，它由一些节点和边构成，任选一个节点作为起始节点，这条路径经过每

个节点一次，经过每条边一次，最后返回所选的起始节点。而环长指的是环上的

节点数或边数(由环的定义可知，环上的节点数等于环上的边数)。因为mner图是
二部图，所以1hner图中只有长为偶数的环。艟mner图的围长(ginh)是指TaInner图上

的最小环长。特别地，如果Ta衄cr图上没有环(此时TanⅡer图退化为树图)，那么定

义其围长为无穷大。
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由2．3．2节对和积算法迭代过程的分析中不难发现：如果低密度校验码对应的

Tanner图存在坏的话，那么由和积算法计算所得的概率并不是真正的后验概率(这

是因为迭代过程中的独立性假设不能成立)，因而译码并不是最优的逐符号最大后

验概率译码。因此，环的存在使得译码的最优性得不到满足。

由于环对译码的影响，设计围长(ginh)大的Tanner图成为研究的热点之一。那

么是否围长越大码的性能就越好?如果是这样的话，那么树图所对应的U)Pc码应

该是最优的。而实际上已经有结论【72l：如果对应1、姐ner图是无环的，那么：11当对

应码的码率大于1／2时，码的最小距离小于等于2；∞当对应码的码率小于l／2时，码

可以由最小距离小于等于2的码重复某些位生成，更进一步，I己码率为R，则最小

距离满足d。．(2／R。因此，无环图对应的码并不是好码，相反地，环的存在改善

了码的性能。

经过上面的论述，可以得出以下两点：

1)环的存在对码本身的性能带来好处，或者说可以改善码的最小距离(更进一

步可以改善距离谱1；

2)环的存在使得独立性假设不能成立，给和积译码带来困难，译码性能并不

能达到码本身的性能。

因此，环的问题是一个矛盾的混合体，一方面码本身的性能要求必须有环的

存在；而另一方面和积译码却要求没有环。

3．2．1连续密度进化

3．2度分布序列对的优化设计

利用置信传播算法对u)Pc码译码，迭代消息传递和修正的目的在于使图上流

动的消怠向正确方向集中。Gallager在研究规则u)Pc码时，发现该算法存在不动

点，即当迭代超过一定次数时，消息不再发生或几乎不再发生进化，这种现象称

为闽值现象【8，301。Luby等人发现引入非规则图可以有效地改进阈值【31j硝21。

Richardson等人则基于Galla叠er的思想，引入密度进化的概念，系统建立了无环图

上的密度进化理论，提出了有环随机图上迭代算法的性能渐进收敛于无环图的集

中定理【191。密度进化理论允许应用数值方法计算和积译码器对于U)Pc码的平均渐

进性能。他们证明，对于许多人们感兴趣的信道，可以计算出和积算法对随机构

造的u)Pc码集合的阈值，该阈值在分组长度趋于无穷大时可以渐进地确定无错区

域的边界。
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3．2．1．1对称条件和独立性假设

第Fzl轮迭代中，一个度数为以≥2的校验节点z向一个邻居变量节点z传递

的边界消息“是来自其他d。一1个邻居变量节点的输入消息”1，一，‰一，的函数，记为

“一妒P(”l’．一，v。，)。同样，一个度数为d，芑1的变量节点x向一个邻居校验节点z

输出的消息v是初始消息Ⅳ。和来自其他d。一1个邻居校验节点的输入消息

“l'．-．，“d。一l的函数，记为v=妒：q(“o，“1，⋯，H屯一1)。在￡；o即初始化中，所有变量节
点获得初始消息，并向校验节点传递。

二元输入编码信道和迭代算法需要满足的对称条件定义如下：

定义3．1(对称条件)

(1)信道对称：设二元输入信道的输入和输出分别为x和y，如果信道转移概

率满足下式，则称信道是输出对称的，或简称对称信道。

P(yIzI+1)IP(一yI石-一1)； (3—1a)

(2)校验节点对称：如果校验消息修正函数满足符号齐次性，即对于任意±1序

列@，⋯，以)下式总成立，则称校验节点具有对称性。

∥(61vl'．一，kv。)t∥∽，⋯，k)丌6f (3·1b)
’-t

(3)变量节点对称：如果变量消息修正函数满足下列符号变反映射不变性，

则称变量节点具有对称性。

妒y’(—“o，一nl，⋯，一“．)-一妒：”(“o，Ⅳ1，·一，H。)， (3-1c)

舻≯(—Ⅱ。)一一妒∥@。)。 (3—1d)

当信道和置信传播译码器满足上述对称条件时，可以证明线性码译码错误概

率独立于传输的码字119'30，531。显然，AⅣGN信道满足式(3．1a)定义的信道对称条件，

只用一个信道转移概率函数P()，lx-1)就可以完全描述信道特征。对于置信传播算

法，不同消息空间理论上是等价的，但是只有基于u且量度的消息修正公式满足式

(3．1b)一(3．1d)定义的对称条件。因此，我们在分析AwGN信道中簧信传播译码器的

性能时，采用u且薰度，并假设编码器输出零码字，或信道传输全“1”码字。这时，

正值和负值消息分别称为“正确消息”和“错误消息”，消息0分别以1／2的概率视

为正确或错误【19l。

3．2．1．2消息空间婀概率测度及密度进化

引入符号集合的勒贝格(kbesglle)概率测度空间。令n。和nM分别为消息空间

A和M的概率分布空间。校验消息和变量消息的传递及修正将导致测度空间的如下

进化：

叫∞：Ⅱ矗一一ⅡM
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叫"：n^×n刍。一nM。

离散消息空间的概率测度用概率分布律表示，连续消息空I剞的概率测度用概

率密度函数表示，它们统一简称为密度。测度空间的进化由密度进化反映。假设

在第z轮迭代中，Pp)是输入消息密度，它在P=1时表示初始消息密度；尺@)是校

验节点传递的消息密度，是输入消息的函数妒!‘’的密度；Q(v)是变量节点传递的消

息密度，是校验消息的函数以‘’的密度，也是本次迭代完成的进化密度，它将作为

下一轮迭代的输入密度。消息密度的进化直接受到初始消息密度的影响，所以取

决于信道模型的初始消息密度也称为先验密度。

定理3．1

设随机变量麒有密度厶@)，一。。c工c+o。。y-g‘砷，函数gO)为严格单调函数，
则随机变量y自勺密度为

，y(y)一{台Qo”陋I”l’姜主y<芦， (3．2)

其中，口=miIl侣(一。口)，占(+*))，卢一max{g(一m)，g(+。。)’，^p)为g∞的反函数。

考虑AwGN信道的初始消息及其概率密度函数。设信道输入r=+1。

对于均值为0、方差为仃2的AwGN信道，初始消息为“。=(2／口2弦。应用定理

3．1，求得先验密度函数为

‰m赤cx可≮掣卜 p3，

为了方便分析，把一个度数为d。≥1的变量节点x向邻居z传递的消息v的计

算写为

v=罗“i， (3-4)

其中，“。是z的初始消息，％，⋯，雎也一，是来自其他d，一1个邻居的输入消息。同样，

把一个度数为d。≥2的校验节点z向邻居石传递的消息“的计算写为

tann㈦一辑蛐阱 ps，

其中，吒，⋯，％一，是来自其他d，一1个邻居的输入消息。

设一个=元随机变量的概率分布由量度卸∈(一1，+1)描述，它还可以分解为符

号与绝对值两个部分，即用序偶(19s脚印，一logI印I)∈GF(2)×R+作变换表示，其

中正负号在GF(2)上同构表示为lgsgll印一(1一s印(卸))伦，印=0时应予以单独考

虑。所以，式(3．5)能够变换表示为瞰9删
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(t萨畈tanh》，乩g|t砌爿)-隋tss驴ct批》，一薯叫t砒铷，p。
其中等式右边的第一个分量采用GF(2)域上的加法。

式(3．6、使校验消息空间得到变换，将校验消息的计算转化为求和运算a消息

空间的变换导致其测度密度的相应变换。这时，校验消息和变量消息形式上是若

千个独立同分布的输入消息之和，其密度通过卷积计算，而卷积运算在傅立叶变

换域上又转换为乘积运算。

从因子图的观点来看，式(3—5)和(3．6)互为对偶表示，如图3．1所示。对偶表示

使局部函数节点等同于变量节点来处理，即在变换域上函数节点也只是集中和承

载信息129】。

V

图3．1校验节点修正函数的变换表示

函数)，．一logItanhO，2)l∈R+在v，o和v c 0两个区间内分别严格单调，与其

反函数具有对称形式。当v>0时，互逆函数对为y一一log【t柚hp，2)】和

vt—log【tanlI(y／2)】；当v<0时-互逆函数对为y，一lo甜tanh(一V／2)】和

一v。一lo酐tanh()，，2)】。设对变换空间GF(2)xR+测度的概率密度函数表示为

B一(秽(y)，耳O))，其中掣O)一耳(o，y)和耳◇)一0(1，_)，)分别对应V，o和Vto
两种情况。已知对数似然比消息v的密度P(v)，由定理3．1得变换消息y，O的密度

B为{19l

咖卜击Pf一·og(ta曲讣 p7曲

碍咖击十g(tan“讣 阳，

同样，若已知变换消息y的密度B，则对数似然比消息v的密度P(v)为1191
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P(v)=
志带卜卜孙川

(3_8)

南卟·哩卜剖”。
其中，sinhx=托“一1)／知。。

变换空间GF(2)xR+上的式(3，6)表示校验消息是函数群‘’的d，一1个独立同分

布输入消息的变换之和，所以其密度毋=(雕(y)，尺；()，))是d。一1个相同变换密度

B的卷积，泔为吼。o止。0，其中。为卷积运算符。只由对数似然比输入消息的

密度P(v)按式(3—7a)和(3—76)计算得到。空间GF(2)×R+上的函数B经过傅立叶变

换后得到，(o)为

‘_，o】一￡j0)+4(s)

BB，1】z￡；G)一4b)

(3-9a)

(3-9b)

其中辟0)一q带(_)，)】和40)；q群(y)】是拉普拉斯变换，即实数域的傅立叶变换

域。设第l—l轮迭代结束后变量节点传递的对数似然比消息密度为P(‘n，空间

GF(2)×R+上消息密度相应为耳“’，则第￡轮迭代中在GF(2)xR+空间上校验消息

的密度月y’的傅立叶变换F(磷’)的计算式为

《。b，o】=kg‘1加6)+工妒。1b)r‘～， (3．10a)

F；ob，1】；【Lg。1"b)一4‘1)-0小～， (3．10b)

该式计算结果经傅立叶反变换得』∥’，再由式(3．8)计算出对数似然比消息空间上校

验消息的密度R∽m1。

如式(3。4)所示，变量节点传递的消息v是该节点的初始消息“。与函数妒!钟的其

它d，一1个独立同分布输入消息H；之和，所以密度QO)是先验密度P聊@)和d，一1

个相同密度尺@)的卷积，即Q=P∞’@(Q小1R)。第￡轮的密度QO)就是该轮迭代

结束后所有变量节点传递的埘．，个独立同分布消息的密度一“。应用傅立叶变换对，

求得第e轮迭代结束后的消息密度为㈣

P‘‘’兰F-1(F(P‘o’)．F(R‘。’)4”_1) (3—11)

密度进化可以采用数值方法进行计算，尽管计算量非常大，但是可以精确地

跟踪消息进化过程。当分组长度足够大和迭代次数趋于无穷时，IDPC码集合平均

性能收敛于基于独立性和对称性假设的分析性能119j 31。
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3．2．1．3密度进化的参数化

置信传播算法的收敛性反映于消息空间分布密度向正确方向集中。随着迭代

次数的增加，因子图中传播的不难确消息的比例应该逐渐趋于O，使译码器高概率

正确译码。首先，SBlC信道模型可以用一个特征参数来描述，如零均值AwGN信

道的均方差D。先验密度是信道特征参数的函数，先验密度直接影响着密度进化。

初看，密度进化似乎取决于初始密度，事实上密度进化对初始密度并不敏感，而

真正地是对信道参数敏感。因为正是信道参数决定了初始密度。第二，给定码参

数A0)和p(曲，密度函数是信道特征参数a的单调增函数，存在一个极值a‘，当

口s口’时，算法高概率收敛。极值口‘就定义为置信传播算法的容量或阈值|19．5引。

第三，容量a‘是编码参数的函数，不同的码参数将导致不同的容量。给定设计码

率如，使信道容量C，如的信道特征参数上限乜。就是该码率下的Sh卸n册限。译

码器容量口+与信道特征参数具有同样的量纲，它与上限口，之间的差异表征了码集

合的最佳性能与Sha舯on限的距离。

连续消息密度进化的分析是基于无环树图的，但是当码长足够大时，译码器

统计平均性能一致收敛于译码器容量。一方面，若信道参数a主a+，给定足够大

的码长，当迭代次数趋于无穷时，任意(Ⅳ，d。d，)规则码均可以实现信息的可靠传

输。另一方面，设定预期译码错误概率，经过相应的迭代次数后，当码长Ⅳj毡子大

时，任意(Ⅳ，d。d，)规则码的性能按码长Ⅳ指数地依概率1界定于该错误概率，这就

是所谓的集中定理119】。

密度进化理论最重要的地方在于分析不动点。R^曲ardson把上述基于规则码的

密度进化理论推广到非规则码的分析和设计【”】。任意一个给定的度数分布对

(A，p)，总存在一个相应的阈值口‘(A，力，优化的码设计就是基于一个特定的sBIc

信道，搜索最佳的分布对，以最大化该阈值。一般来说，要求搜索的分布对满足

稳定性条件，即不动点为零15⋯。

3．2，2密度进化的高斯逼近

高斯逼近原理以较低的精度损失实现了密度进化的快速计算。因子图上流动

的独立同分布消息具有近似的高斯密度或高斯混合(mixture)密度，利用对称条件约

束逼近进程，高斯逼近方法实现了以高斯均值为一维参数的消息进化特性跟踪，

最终实现了迭代译码器的品质分析和非规则码的优化设计。应用高斯逼近原理，

我们能够比较容易地确定消息进化的快慢交替阶段及(如果收敛时的)收敛速度p”。

通过联合高斯密度方法，高斯逼近原理可被用于有环图上的和积算法分析I砥”J。



丝 堡宣壅竺丝塑塑堡堕坌塑墨苎篁垡堡塑

3．2．2．1对称约束条件

当信道满足对称条件时，转移概率密度函数尸(y I x=1)完全描述了信道特征，

初始消息“仅是信道观察y的函数，满足奇对称特性，印“(一y)—．“(y)。所以，给

定任意sBIc信道观察y，先验密度为p0)，P(yI茗=1)，根据对称条件有

P(一“)罩P(一)，lx罩1)，贝U{19}

p@)t P“p(一“)。 (3—12)

该式综合了式(3-1a)～(3．1d)的要求，建立了标准信道下的对称条件。

对于密度为Ⅳ(拼，盯2)的高斯随机变量，对称条件简化为02=2m，均值研是该

变量的唯一参数。对于双极调制的、方差为口2的零均值AwGN信道，先验密度实

际是Ⅳ(2／盯2，4／盯2)高斯密度。
高斯变量的信噪比定义为sNR。，m 2／盯2，对称条件满足时有sNR。一m／2

=1／口2 155】。对于物理高斯信道，sNR。显然表达了接收信噪比。已知高斯信道硬判

决的错误比特率为只一Q(】／盯)；Q(√m／2)，其中Q(z)=fⅣ(o，1)出。所以高斯逼

近也便于计算迭代译码的错误比特率。

3．2．2．2规则码的高斯逼近

已知初始消息H。具有密度为Ⅳ(2／口2，4／盯2)的高斯分布，假如式(3-4)中所有独
立同分布的H；，f．1'⋯，d。一1，都服从高斯分布，那么独立高斯变量之和v也服从

高斯分布；即使“；不服从高斯分布，对于有限信噪比译码器来说，它们的均值和

方差总是有限的，所以当d。。趋于无穷大时，根据中心极限定理，这些独立同分布

随机变量之和收敛于一个高斯分布。然而校验消息的分析就困难的多，即使能假

定所有v，，，。l，⋯，d。一1，都是高斯变量，从式(3-5)仍不能确定“逼近高斯分布的

可能程度。迭代过程中这种校验节点和变量节点的相互作用，最终使变量消息的

高斯逼近程度很难作出严格分析。

按照对称约束条件，假定在第￡次迭代中，对数似然比消息空间中消息变量“p’

和y(。’分别是密度为Ⅳ@：“，2m：‘’)、Ⅳ∞：“，2m：‘’>的高斯变量。设初始消息“o的均

值为mo，有m?’；晰。。一次迭代中，所有H；都统计独立同分匆，所有的yf也统计

独立同分布，所以由式(3．5)得

十曲(针E伊俐十h俐‘1 p聊

其中，研1表示求数学期望，第二个等式表示独立随机变量乘积的期望等于期望的
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乘积。由式(3·4)直接得

卅：。’I小o+(d，一1)，"：n。 (3-14)

为表达式(3·13)中高斯变量函数的期望，定义工∈R+的函数f55】

㈣：{-一击￡tann》p{-譬卜地 ㈣
11

、 。

，算l o．

显然，妒@)是R+上的连续单调递减函数，妒(O)=1，声(m)-0。则式(3．13)写为

l一妒(m￡’)一0一妒(my-1’Ⅺt一。

结合式(3．14)，校验消息均值的进化为阁

m：o=妒。1(1一【1一庐(m。+(d。一1)mg。1’)】‘一1)。 (3一16)

为从数学上分析该式，可令小P t o。一般地，庐O)只能通过数值积分计算。为提

高计算有效性，可以利用下列非常紧密的近似式子：

妒Q)= √量(1一尝)exp{一言) ，J≥14·3987；

。3．。。，

exp{-o．452缸“+o．0218)，工∈(o，14．3987)．

3．2．2-3非规贝lJ码的高斯逼近

基于AWGN信道和规则码推导的高斯逼近公式可以直接推广到非规则码，主

要的概念区别在于：非规则码中一个节点的所有输入消息均视为独立同分布，但

是每个输入消息是进入相应源节点的不同密度的高斯混合。具体理解请参见下列

推导过程中的解释。

考虑具有度分布多项式AO)和p(工)的随机码集合。一个度数为f的校验节点

输出消息的均值由式(3．13)得

嘲叫叫tann俐‘1】’ p嘞

其中，q】项表示上次迭代中传递的、混合高斯分布变量消息的函数的均值。

设一个度数为，的变量节点输出的高斯消息均值为m嚣，不同度数变量节点输

出的消息经过混合，形成均值为晰p=∑；：：A』卅嚣的独立同分布高斯混合消息，进
入校验节点。应用定义式(3—15)，可得

￡H耕·静蛳 仔·∞
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瞧”螂’，r]。 ㈣

不同度数校验节点输出的高斯消息经过混合，形成均值为卅≯=∑；!=：n川嚣的
独立同分布高斯混合消息，进入变量节点。由式(3—14)得

m辨=m。+(J一1枷：“。 (3-21)

综合上两式，得校验消息的均值进化公式为

m：。=耋pr≯4(·一[，一妻A，妒c，玎。+c，一，，朋：。”，]”1)。 cs_z2，

同样可令m：o’一。以方便数学分析该进化函数。

任意给定一个规则码或非规则码集合，AwGN信道下高斯逼近的唯一启动值

就是由信道参数确定的埘。=2／口2。当f—o。时，使得埘：。一o。或m：。一o。成立的

下确界川：对应的仃‘就是该给定码的阈值。

3．2．3度分布序列对的优化设计

对任意固定码率的u)Pc码集合，闽值唯一由它的度分布序列对(A，JD)决定。

如何搜索使闽值最大的度分布序列对，这等价于如何在连续空间上确定参数使非

线性代价函数最小的问题，可以用差分进化【58～删方法解决。

首先我们分析度序列中各个值之间的相关性。假设d，是最大变量节点度，4是

最大校验节点度。可以证明度序列(A，p)满足以下约束条件【删：

艺争=K∑等， (3．23)
争f 年f

、

其中K=1一R，R是码率。而且

九小薹l，胪卜毫pl。 (3-24)

结合(3—23)和(3—24)可以得到

九．一
半+∑孙；一争一K∑孙号一争

Kc去一争
(3-25)

假设度序列(^，P)中独立元素的个数为L。因为^=p。eO，所以根据式

(3．23)～(3．25)有L=4+d，一5。 将度序列(^，p)表示成向量

，●Il_-I__＼

扩暑
唧¨m

为写砷I#p式是F



第二章低密度校验码的性能分析

P t(■，⋯，九．一。，p，，⋯，成)。

差分进化是一个并行直接搜索的过程。由初始的向量组开始，并行迭代更新

向量组里的各个向量直到找到满足代价函数最小的最佳向量。度序列的优化算法

如下I砷l：

(1) 初始化：迭代次数G一0时，随机选择NP个L维向量氏。，

i一0，1，．．．，NP·1，其中NP；10L。根据密度进化或高斯逼近计算这NP个向量所对

应的阙值口∞以及所需的迭代次数k。比较这NP个阈值，将阈值最大或阈值相等

但所需迭代次数最小的向量记做p。．。，对应的闽值记为盯。。，迭代次数记为

，目．G。

(2) 生成新向量：在下一次迭代G+1中，根据如下方法生成新向量：对每个

向量i t 0，1，．．．NP．1，随机选择不同于i的四个各不相同的正整数r1、r2、r3和r4，

定义

Vj，o“兰p6吲’G+F(p，l，G—p，21G+p，3归一p，4灯) (3—26)

其中F是实数，控制了差分进化的幅度。式(3．26)中选用两组向量差来控制进化是

为了避免算法局部最小化。计算每个新向量对应的阈值口∞。和迭代次数k。。

(3) 更新：对每个f，i=0，1，．．．，NP一1，比较盯LG和d∞+，的大小。若口jG“，

盯i．G或盯i，G+1·口∞，‘G+l<‘o，则氏G“一qml：否则氏6+1=A’G。比较更新后的NP

个阈值，将阈值最大或阐值相等但迭代次数最小的向量记做p。。，对应的闽值

记为仃№．G+1，迭代次数记为Z‰m1。

(4) 终止规则：若口bcsI，G+1一。矗，G>O或盯№’G+l一口k惦且f吼G+1<fⅫ．G，返
回到(21。否则终止。

Richardson等人发现，较好的度分布序列对中一般只有少数的非0元素。所以

在实际的搜索中，限制校验节点度为两、三个非零度(这些度可以连续选择)，而

且限制变量节点的度为2、3以及最大变量节点度d，。我们结合高斯逼近原理和差

分进化方法，搜索了在AwGN信道下码率为l，2的度分布序列对，其中最大变量节

点度为4—4，5，6，7，8，9，1o，15，20。这些度分布序列对均满足稳定性条件：九c正，

其中正一e1雎矿／兀(．卜1)n。结果见表3．1。
图3．2和图3S分别是码长8000和2000的无四环规则和非规则LDPc码的译码性

能曲线。非规则码的度序列取自表3．1中以一4列。从这些曲线中可以看到规贝Ij码没

有出现错误平层，而非规则码却有明显的错误平层。规则码没有出现不可检错误，

而非规则码却出现了大量的不可检错误。这主要是因为非规则码中有大量的度为2

的节点，而其中有些节点又构成了环长较短的环，这样导致译出错误的码字。但

是我们也不能因此就说非规则码没有规则码好，因为在低性噪比时非规则码的性

能比规则码要好。尤其码长越长，这种优势就越明显。这也说明了根据DE或GA优
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化的度序列对短码来说并不是最优的。所以，如何建立。套分析有限长u)PC码的

理论是值得研究的。另争卜，如何降低非规则码的错误平层这个问题也很重要。

吐 4 5 6 7 8 9 10 15 20

正 0．3835 O．3572 0．3357 03128 0．3067 0．2812 0．2705 O．2416 O．1996

凡 O_3830 O_3568 0．3340 Of3116 O．2911 O．2713 O．2602 0．2412 O．1935

^ 0．0107 0．1679 0．2245 O．2397 O．2970 O．2714 O．2521 O．1310 0．0852

九 O．6064 0．0056 0．0359 O．1397 O．227l

屯 O．4753 O．0937

九 O．4359

尢 0．4487

九 0．4119

凡 0．4573

k O．4519

扎 0．3943

k 0．4942

p5 O．1994

成 0．8006 O．9179 0．6337 O．2960 0．2168 0．0645

p7 O．082l O．3663 0．7040 O．7832 O．6036 0．5116

风 O．3319 O．4884 O．7930 0．0921

p9 0．2070 0．0914

plo 0．8165

盯 0．9079 0．9168 0．9247 O．9321 O．9362 O．9428 O．9452 0．9508 O．9519

％ 0．979 O．979 0．979 0．979 0．979 O．979 O．979 0．979 O．979

图3．2(8000，4000)LDPc码的译码性能图 图3．3(2000，1000)U)Pc码的译码性能图
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3．3中、短码的优化设计

影响中、短码性能的主要因素是环。对短码来说，用密度进化优化的度序列

也是次优的，在此不考虑度序列对码的影响。如3．1．2节所述，环的存在对码本身

的性能是有好处的，但是会给和积算法译码带来困难。我们如何降低环对迭代译

码算法的影响昵?

短环的存在使迭代译码性能恶化。下面举个例子以说明短环对译码和最小码

重的影响。考察代表校验矩阵的二部图的一部分：

图3．4低密度校验码二二部闰的一部分

图3．4中存在两个4环(如粗线所示)。如果三个变量节点的接收值都发生错误(考

虑硬判决的情况)，即它们的取值由焉变为蕾01(o表示模二加)，则5个校验节点

代表的校验关系仍然成立!在这种情况下，这部分无法正确译码。

上面的分析虽然很简单，但是它表明：短环的存在会损害和积算法译码的有

效性，并且还有可能导致低码熏码字的出现r上图导致了一个重量为3的码字)。

避免出现短环的方法有很多【37删，大部分方法都属于代数方法，也有一些是

采用启发式搜索，比如Ⅺao—Yu Hu的PEG(progressive edge掣删th)方法【22J。低密度

校验码的译码复杂度与校验矩阵的密度紧密相关：校验矩阵的密度越大，译码复

杂度越大；校验矩阵的密度越小，译码复杂度越小。因此，适当引入一些熏量为2

的列会降低译码复杂度，同时也可以提高码率，不过必须采用一些方法以避免小

重量码字的出现。

3．3．1 PEG算法

PEG是一种简单有效构造u)Pc码的算法，它按某种规则逐步向Ta彻er图添加

连接变量节点和校验节点的边。这种规则可以使TaIlIIcr图中的环比较大。用PEG算

法构造的中、短码长低密度校验码是当前所知具有相同参数的最好的低密度校验

码之一【43】。在介绍具体的PEG算法之前，先作一些参数的说明。

假设u)Pc码的变量节点集合为K一{‰，s，¨，s。．)，校验节点集合为

K-{c。，c。，．．．，c。一。'。Ta曲er图由集合∥，E)表示。其中}，是节点的集合，
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矿=KUK。￡是边的集合，当且仅当A，，≠O，^，．∈H，Osf sⅢ一l，os f s以一1

时，边(c。，s，)∈￡。假设变量节点的度序列为破一{d矿d矿⋯，矗。。)，其中d，，是变

量节点J，的度。校验节点的度序列为Dc一{如，d。，，¨．，d。。，’，其中吐，是校验节点c，
的度a E-E。UE。U⋯U毛。，，其中E，包含了连接节点sJ的所有边，连接节点s，
的第t条边表示为E，ost sd。一l。定义在以变量节点5，为根节点扩展的深度

为z的树中所包含的校验节点集合为Ⅳ：，其补集为Ⅳ：则Ⅳ：+彬。K。

基于上面的参数定义，具体的PEG算法如下【矧：

(1)初始化：，；O，t=0。

(2) 若七=o，E；边(cI，5』)，其中c。是当前图E。u巨．u⋯uE。。中度最小
的校验节点。女；t+1。若ttd∥继续执行下一步骤，否则执行步骤(4)。

(3) 若t_O且七‘d∥将当前图以J，为根节点扩展成深度为f的树。若

Jv：，一o，但Ⅳ：?1-g或者州。随着f的增加不再增加但始终小于卅，或=边(cf，s，)，
其中c】是彬，中度最小的校验节点。女=七+1。若七cd，，执行步骤(3)，否则执行

步骤(4)。

(4) 若七=以．，，；，+1，七一O。若Jtn，执行步骤(2)，否则终止整个过程。

为何PEG构造的中、短码长的u)Pc码的性能要优于随机构造的u)Pc码的性

能呢?这是因为随机构造的Tanner图无法保证环长和码最小距离的下限，而PEG算

法构造的Tanncr图具有优秀的环长和码最小距离的特性㈤。

3．3．2仿真结果

我们比较了用PEG算法和用随机方法构造U)Pc中、短码的性能。首先我们构

造了一个码率r t1，2，码长，l；504的规则(3，6)u)Pc码。图3．5a是PEG码和随机码

的最小环长柱状图，可以看到PEG码的平均围长比随机码长。图3．5b比较了这两种

码的误比特率和误码率性能，译码迭代次数均为200次。PEG码的误比特率性能比

随机码在p，-10-5时要好O．25dB。然后我们又构造了一个码率r=1，2，码长

H一1008，变量节点度d。。3的IRAl7lJ码。从图3．6a中我们可以看到PEG码的围长为

10和12，而随机码的围长为6，8，10，12，明显PEG码的平均环长比随机码大。图

3．6b比较了这两种码的译码性能，译码迭代次数均为200次。PEG码的性能要好些。

在仿真(3，6)LDPC码和IRA码时，我们发现在仿真中(3，6)码并没有出现不可检错误，

而1RA码却出现了少量的不可检错误。这是因为IRA码中有大量的度为2和一个度

为1的变量节点。虽然l凡～码的性能不是很优，但是它的结构特殊，可以线性时间

编码。而且我们也可以根据3．2．3节优化度序列的方法来设计好的碌A码。
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图3．5a PEG和随机构造(252，504×3，6)u)Pc码
所对应1抽∽r图的最小环长柱状图

圈3．6a PEG和随机构造(504，1008)JRA码所
对应1’蛐ner图的最小环艮柱状图

3．4．1错误平层

图3．5b PEG和随机构造(252，504X3，6)u)PC
码的译码性能图

图3．6b PE0和随机构造(504，1008)IRA码

的译码性能圈

3．4 ACE算法

u)PC码和Turbo码的迭代译码性能曲线被认为是“降水”曲线。有时候可以观

察到“降水”区域的底部是较平的曲线，我们称之为错误平层。并行级联nfbo码

的错误平层是由低重码字造成的。以前大家都认为规则u)Pc码没有错误平层，这

是因为计算机仿真能力有限，我们观察不到。但是Richardson使用硬件平台仿真发

现甚至连(3，x)和(5，x)这种规则Gallager码都有错误平层163j。MacKay不仅仿真出

Marglllis和Ram如ujall．MargIllis u)PC码有错误平层，而且还分析了导致错误平层的

原因【州。u)PC码与并行级联Tufbo码不同的是，造成错误平层原因不仅有低重码

字，还有相近码字。这些相近码字的产生一般是因为由这些变量节点所构成子图

的邻居节点个数很少。环中的变量节点与剩余1孤ner图中校验节点的连通性是影响

错误平层区性能的重要因素。文【61】中提出的AcE算法不仅考虑了最小环长，更重
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耍的足它考虑了连通性的影响。通过计算机仿真可以发现ACE算法能有效的降低

错误平层。

3．4．2 ACE算法

在分析环对迭代译码性能的影响时，我们必须认识到并不是环长越小对译码

性能的影响就越大。有时候环长稍长但与剩余图连通性较差的环对译码性能的影

响比环长稍短但与剩余图连通性较好的环大。若在构造u)Pc码时抑制掉影响较大

的环，就可以降低LDPc码的错误平层。在介绍AcE算法【6l】之前，为了方便我们对

算法的理解，先介绍几个定义、定理。

定义3．1【6lJ：若一个变薰节点集合的所有邻居节点都连接这个集合至少两次，

则这个变量节点集合称为一个stopping set。

引理3．1【61J：若二部图中没有度为1的变量节点，则每个Stopping set都存在环。

定义3．2161】：若一个变量节点集合中不存在环，则这个集合称为无坏集合。

引理3．2l叫：一个度为2的变量节点集合为无环集合的充要条件是这个集合罩所

有变量节点对应的向量都线性无关。

推论3，1【61】：最多只能有n一☆一1个度为2、长为，l—t的列向量线性无关。

定理3．1⋯：在没有变量节点度为1的∞，七)码中，无环的变量节点集合

“，v：，．．．，v，)满足∑：。(d，一1)sn—t一1，其中每是节点q的度数。
文【65】中提出：u)Pc码在删除信道下的迭代译码性能主要受最小的stopping

set大小的限制。所以增大U)Pc码最小的stopping set可以提高迭代译码性能。而通

过改进LDPc码环的边扩展特性I叫就可以增大最小的stopping sets。文【61】中的AcE

算法就是基于此提出的。算法中有两个相关的参数一EMD和AcE(环的近似

EMD)，定义如下：

定义3．31611：若一个校验节点仅与一个变量节点集合连接一次，则这个校验节

点称为这个变量节点集合的外节点。集合外节点的个数由EMD表示。

定义3．4⋯：长为嬲的环的AcE值等于罗眭一2)，其中盔是环中第f个变量

节点的度数。我们可以认为度为d的变量节点的ACE僖等于d一2，而校验节点的

ACE值等于O。

可以证明若一个变量节点集合的EMD值较大，则它可以包含更多的节点来形

成一个stopping set。EMD可用于任何一个变量节点集合，而ACE仅用于环。对一

个环中的变量节点集合来说，AcE值是EMD值的上限。为了简单起见，AcE算法

中的参数是ACE而不是EMD。如定义3．4所述，度数低的变量节点的ACE值小。相

对的，度数低的变量节点容易形成环，AcE值较小的环与图中其他节点的连接也

较少，而连接较少的予图容易受到噪声的影响。AcE算法可以较好地解决这个问

题，它的基本思想是：构造u)Pc码时，保证所有环长小于一定值的环都有一定的
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ACE值。

假设(n，t)LDPc码满足参数(d．“，玑。)，则所有环长不大于豺∞。的环的AcE

值至少为仉。。要求构造的码为消息比特在前，校验比特在后。假设变量节点集

合为{％，U，．．．，K一，)，废序列为{dvo，dvl，¨．，d‰。)；校验节点集合为{co，c1，．．．，c^。。)，

度序列为故，叱，．．以⋯，)。将变量节点按度数由高到低排列(若fc，则^乏也，)。
因为度数高的节点译码收敛得快，这样会使消息比特得到更多的保护。具体的A既
算法如下：

(1)初始化：f-n一1。

(2)根据度序列随机产生列向量u。若f≥^即vj是校验比特，执行步骤(3)；

否则，执行步骤(4)。

(3)用高斯消去法判断畸是否与v。，b。⋯，v。线性相关，若线性相关则执行步

骤(2)：否则，执行步骤(4)。

(4)检测当前图中节点vl所在环的AcE值是否符合约束条件：当环长f s扰。cE

时，彳CE≥叩。。。若不符合，则执行步骤(2)；否则继续下一步骤。

(5)￡一f一1。若f≥O，执行步骤(2)；否则终止整个过程。

步骤(3)的目的是保证生成的校验矩阵满秩，即保证了不存在只有度为2节点的

环。步骤(4)中检测K所在环的AcE值的方法有两种，一种基于树图检测，另一种

基于网格图检测。本文用的是基于树图检测的方法。假设Tan∞r图中变量节点榘合

为po，h，．．‰}，校验节点集合为{c。，c，．．，cH一1)。按下述方法检测1'anncr图中vo所

在环的ACE值：

(1)初始化：所有变量节点和校验节点的p(“)一o。，其中p(一)为路径(％，以)

的AcE值。p帆)一爿CE(％)。根节点％的深度为f-O。令f-1。

(2)对任一深度为Z一1的节点M，寻找它的孩子节点集合ch(虬)。对集合中

的 每 个 节 点 “∈c^(M) ， 有 p。t p(比)+爿cE(以) 。 若

p。+p(“)一一cE帆)一爿cE(肫)<叩。。，返回(失败)，终止整个过程。否则，若

‰z p(H)，表明p。所对应的路径不是最短路径，从图上删去路径(wI，以)；若

P枷m‘p(肛。)，贝qp(F，)篁p。黼。

(3)ftz十l。若kd．。，执行步骤(2)；否则，返回(成功)，终止整个过程。

其中步骤(2)、(3)中的失效、成功分别表示u所在环的』忙E值不符合、符合约

束条件。

Ramam00nhy在文【62】中分析了AcE算法比随机构造校验矩阵的方法好的原

因，他证明了ACE算法可以减少stopping sel的数量和降低错误平层a

3．4．3仿真结果

我们用AcE算法分别构造了(1000'500)和(2000，1000)u)PC码，度序列均为
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A(茗)=0．25 105工+0．3093缸2+0．00lO“3+O．4385瓤9， p(x)=O．6367缸6+0．3‘32“7

p川a在AwGN信道下，用和积算法对这些码译码，迭代译码次数均为200次，图3．7

和3．8是它们的译码性能图。参数(d。。，叩。。)表示所有环长不大于2d．。的环都有不

小于玑。的ACE值。若玑。值越大，则Ta皿er图的连通性越好；若d。。值越大，则

越大的环要受吼。值的限制。d。。和吼。是一对矛盾的值：增大其中一个参数必

然导致另一个参数难以执行。所以只有选择适当的(叱。，玑。)值，才能构造出较
好的U)PC码。

图3．7和3．8中与(d。i，玑。)码作比较的是无四环的随机码。从这两幅图中可以

看到只要选择适当的参数(d．。，玑。)，就可以得到较低的错误平层。像图3．7中的

(9，4)码的错误平层在脚浓一2+104处，大概要比随机码低2个数量级。图3．8中的(5，3)

码的错误平层在曰ER=9，104处，大概要比随机码低1．5个数量级。但是这些有较

低错误平层的码在低性噪比时的性能比随机码稍差一点。从图3．8中还可以发现无

四环的(5，3)码与有四环的(5，3)码的性能只是稍有差别。而在3．3节中曾指出短环对

中、短码长的LDPC码的性能影响很大。这就说明了有些环长稍长的环对码性能的

影响可能会更大。而ACE算法就是在构造U)PC码时抑制掉影响较大的环。

以上讨论了图的连通性对错误平层的影响，介绍了构造低错误平层u)Pc码的

AcE算法。若将ACE算法和优化的度序列结合在一起来构造LDPC码，将会得到性

能优异且错误平层低的好码。

图3．7(1000，500)LDPc码译码性能 图3．8(2000，1000)Ⅱ)Pc码泽码性能

3．5本章小结

本章概括了影响u)PC码性能的主要因素。分析了度序列对长码性能的影响，

介绍了优化高斯信道下度序列的方法。分析了环对中、短码性能的影响，介绍了

能使．I’姐ner图拥有较大围长的PE0构造方法。最后分析了LDPc码错误平层产生的

原因，介绍并仿真了能有效的降低u)Pc码错误平层的Aa!算法。
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第四章低密度校验码的量化译码

本章根据最小和译码算法的特点，研究了LDPc码量化译码的实现方法。首先
介绍了U)Pc码量化的研究背景；然后提出了一种基于密度进化理论优化设计
LDPc码最小和量化译码器的算法。该算法可用于规则／非规则u)Pc码最小和均匀
／非均匀量化译码器的优化设计。

4．1量化译码的研究背景

低密度校验码I则是一类逼近shannon容量限的好码，当码长较长时其纠错性能

甚至优于nrbo码。低密度校验码的优异性能及其在信息可靠传输中的良好应用前

景已引起学术界和rF业界的高度重视，成为当今信道编码领域最瞩目的研究热点

之一，低密度校验码的应用也已经被提到日程上。

实现低密度校验码的应用，译码器的设计是关键。目前低密度校验码的硬件

实现引起了人们越来越多的关注雠l，而低密度校验码的量化译码设计是译码器硬

件实现所必须考虑的关键环节。

L1)Pc码一般采用连续空间上和积(Sum．Product)算法进行译码。该算法虽然具

有线性复杂度，但在码长较长时，其空间复杂度和时间复杂度仍然比较商。因此，

设计实现复杂度可接受的、编码增益损失小的译码器是当前研究的热点问题之一

【叫。其中译码算法的选择及运算中数据的量化是译码器设计的关键所在。密度进

化理论是一种用于分析迭代系统性能的有效方法：给定译码算法和信道，可以分

析特定度序列U)Pc码(也可以是其它类turbo码)的阈值1191a捌’169】；给定LDPc码，也

可以分析不同译码算法在不同信道下的收敛特性。因此，密度进化理论可以用来

指导量化译码器的优化设计。

基于密度进化理论，本章给出了一种u)Pc码最小和量化译码器的设计算法。

与和积译码器相比，用此算法设计的译码器进行译码，虽然在性能上有所损失，

但它的计算仅涉及整数加法运算，极大降低了计算复杂度和硬件实现难度，具有

很好的实用性。

4．2最小和量化译码器的密度进化

在3．2．1节中较详细的介绍了连续密度进化，其中要求信道和译码算法都满足

式(3．1b)一3．1d)定义的对称条件。对于置信传播算法，不同消息空间理论上是等价

的，但是只有基于u且量度的消息修正公式满足对称条件。因此，我们在分析AwGN
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信道中置信传播译码器的性能时，采用LL，R测度。晟小和算浊是退化的和积算法，

虽然性能比和积算法大约有O．3dB的损失，但是计算复杂度相对要低一些。在u)Pc

码的硬件设计中低复杂度就意味着易于实现，这种折中的选择也是可以接受的。

具体的最小和算法见2．3．2．4节。量化是指按某种规则将连续消息映射成离散消息。

译码器的量化处理包含两部分：信道接收值的量化和译码中间变量的量化。量化

译码器的密度进化是离散密度进化，它与连续密度进化不同的是密度不再是指概

率密度而是指概率。下面介绍具体的基于LLR测度的最小和量化译码器的密度进

化。

假设IDPc码的度序列生成多项式为^o)·∑A，石H和p@)。∑p，x¨，其中
K，J分别为晟大变量节点度和最大校验节点度，。■，(pj)表示度为’7的变量节点
(校验节点)发出的边数占总边数的比例。假设量化的阶数为2s+1。令

声。一【p三，⋯，p?，¨．，p?】、蚕“’一【譬粤，．．。，牙∥，．．，《n】、 芦‘2’一【p2，⋯，pp，⋯，p?’j和

氏s【p_，．．．，p‘，．．，p‘1分别为信道接收量化值的概率、校验消息的概率、变量消息

的概率和最终变量消息的概率，其中p?，qj“，pj“，P‘均是指消息值为f的概率，f指
迭代次数。最小和量化译码器的密度进化过程如下：

a)初始化：计算芦。和初始化西‘o)一6；

b)消息概率的更新计算：

阶段l：校验节点向变量节点传递消息概率豆m，变量节点根据西‘。’和P计算
乒(’“)：

阶段2：变量节点向校验节点传递已更新的消息概率声(“”，校验节点根据芦(“1)

计算Q““'；

c)迭代终止：变量节点根据西(“11计算最终变量消息的概率h和译码错误概

率n。

LDPc码一般采取的最优迭代终止策略为：

(1)每轮迭代结束时，计算译码错误概率n；

(2)如果PB t亭，则宣告成功，迭代终止，否贝q继续迭代；若迭代次数到达

预先设定的最大次数仍未成功，则宣告失败，迭代终止。这里我们选亭一k一6。

在上述译码步骤中，b)中的消息概率更新是关键，具体计算如下I70J：

阶段l：

芦(j+1)：多Af沪。@西‘f】科’”】； (4—1)

阶段2：计算豆‘“’-【g紫’，．．，斫““，．，q，’】，其中口?“’根据式(4·2)、(4-3)和(4—4)

计算。
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若f>O，则

∥。觏豺珊驴科耖1H～一r驴。t驴_“}

若f—O，则

秽“k1一艺qp a

译码错误概率由(4-5)式计算：

只一芝肌+枷

其中h一龛0沪。@西卿。’】，。表示线性卷积。
4．3最小和量化译码器的设计

4．3．1量化译码器的设计

47

(4—2)

(4-3)

(4-4)

(4—5)

最小和量化译码器设计的基本思想是：根据密度进化理论优化量化译码器参

数，使量化译码器能达到最高的阈值。～般来说，量化译码器若对性能要求越高，

其实现的复杂度也就越高，根据密度进化理论优化设计的过程也就越复杂。为了

简单起见，作者根据此思想设计了两个不同阶数的均匀量化译码器，均采用如下

的基于对数似然比测度的量化规则㈣：

qi=

r ，o一三)△s吼<o+丢)△
一S ．

S ，

一j)△ (4·6)

其中f—-s+1，．．．，s一1，量化阶数是2s+l，量化间隔是△，口i是消息值，磊是其量

化值。

o
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在固定阶数的均匀量化译码器中所需要优化的参§真1只有量化间隔这一个参

数，则量化间隔在【△。。，△⋯】内按下述算法优化：

(1)取量化间隔△t△。。，根据密度进化理论计算阈值盯以及得到口时所需的

迭代次数f'并初始△。一△，口。。-盯，，。=f。

(2)另取一个量化间隔△’=△+sf印，计算信道值盯’和f’。

(3)如果0J>盯⋯或口’_口。，f’<fq，则Aq=△’，盯。；=盯’，0一f’；若△f>△。。，
则迭代终止，否则△一△I，重复步骤(2)。

4．3．2数值结果

在AwGN信道下，对一个随机构造的(2094，3，6)规则LI)Pc码做33阶和65阶均匀

量化译码仿真。u)Pc码的码率为1／2，调制方式为BPsK，仿真中最大迭代次数为

50次。图4．1显示33阶量化和65阶量化译码器的最大阈值均为O．825。图4．2表示在不

同的量化间隔下，为得到图4．1中的闽值所需的迭代次数。结合图4．1、图4．2可知这

两个译码器在达到最大阈值时的译码收敛速度相差很小。结合图4．1和图4．2，33阶

量化的量化间隔取0．25，65阶量化的量化间隔取0．14。

针对上述随机构造的(2094，3，6)规则LDPc码，图4．3给出了和积连续译码和采

用上述两个量化译码器译码的误比特率性能。如图所示，采用量化译码器的译码

性能在高信噪比时比采用和积连续译码的性能差O．25dB。65阶和33阶量化译码器的

性能非常接近，只是在高性噪比时前者略好些。

Int●f、矗I Int9n删

图4．1量化间隔和信道阈值的关系 豳4．2量化间隔和迭代次数的关系
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EⅣ啪¨Bl

图4．3(2094，3，6)规则LDPc码的译码性能(最大迭代次数为50次)

在本章中，作者只设计了初始消息和中间消息量化规则相同的均匀量化译码

器。因为均匀量化简单，对性能要求不太高的量化译码器而言还是实用的，而且

均匀量化译码器的硬件实现复杂度较低。但是若对量化译码器的性能要求较高，

就要考虑非均匀量化译码器的设计了。本章提出的设计方法同样可以用于非均匀

量化译码器的设计。首先要考虑选择怎样的量化规则，然后提取出参数，最后再

根据密度进化理论优化参数。我们进一步的工作将是如何优化设计非均匀量化译

码器，使它的量化阶数更低但是性能更好。

4．4本章小结

本章介绍了一种优化u)Pc码最小和量化译码器设计的算法，算法具有如下特

点：

(1)根据密度进化理论指导量化译码器的优化设计：

(2)设计的最小和量化译码器的运算只涉及整数加法和比较运算，计算复杂度

低；

(3)低阶均匀量化译码器的性能比和积连续译码的性能稍差一些。

虽然设计的低阶均匀量化译码器性能比和积连续译码的性能稍差一些，但是

由于运算简单，使U)PC码译码器的硬件实现变得非常容易。而且该算法同样可以

用于低阶非均匀量化译码器的优化设计。这样量化译码器的性能跟和积连续译码

的性能更接近，但是计算复杂度和硬件实现难度还是要低一些。该算法对u)Pc码

的实用化有较大意义。

l-唯j、以；噜』，^，以¨



结论

结论

低密度校验码是能够逼近shannon容量限的好码，它的诸多优点：如译码具

有线性时问复杂度、长码的性能甚至超越Turbo码，使得低密度校验码的研究成为

信道编码理论界的热点之一。自上【址纪90年代中期低密度校验码的熏新发现，对

它的理论研究已经取得丰硕的成果，关于低密度校验码的应用研究也已经全方位

展开。

作者在总结已有的理论成果基础上，分析了低密度校验码的性能，研究了低

密度校验码的量化译码问题。

作者在理解密度进化和高斯逼进的思想基础上，夼绍了优化度序列的方法；

分析了环对u)Pc码性能的影响，介绍并仿真了PEG算法；最后分析了u)Pc码

错误平层产生的原因，介绍了AcE算法，通过仿真发现AcE算法能有效的降低

错误平层。

对于量化译码问题，提出了一种优化设计最小和量化译码器的方案，该方案

具有如下特点：

(1)根据密度进化理论指导量化译码器的优化设计；

(2)设计的最小和量化译码器的运算只涉及整数加法和比较运算，计算复杂度

低；

f3)低阶均匀量化译码器的性能比和积连续译码的性能稍差一些。

因此采用优化的最小和量化洋码算法，u)Pc码译码器的硬件实现变得非常容

易，且译码性能损失很小。该实现方案对u)Pc码的实用化有较大意义。

图模型上u)Pc码的研究内容相当广泛，还有许多理论和实际应用问题没有

得到解决。本文的研究只涉及了其中个别问题，着重于LDPC码的性能分析和量

化译码设计，这些研究成果还有待于做进一步的扩展研究。主要包括：

f11 u)Pc码的和积译码算法只有在无环图上刊能获得最优的译码性能，如何

优化能够在有环图上也能获得最优或近似更优的译码性能；

(21利用密度进化理论分析u)Pc码译码只能是无限长分析，如何建立u)Pc

码有限长分析的理论，为构造良好的u)Pc码尤其是短码奠定基础：

f31如何设计实际可行的Ⅱ)Pc码量化译码器是一个值得研究的问题。

(3】如何设计实际可行的IDPc码量化译码器是一个值得研究的问题。
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