
摘 要

摘 要
在这篇文章中，我们首先介绍了一维自旋5／2Jordan．Wigner变换，接着介绍了

一维自旋1／2 Jordan—Wigner变换在一自旋链模型中的应用和一维自旋

3／2Jordan．Wigner变换。然后由一维推向二维，介绍了二维自旋1／2 Jordan—Wigner

变换。最后讨论了二维自旋1／2Jordan—Wigner在两种自旋模型中的应用。

第一章：首先介绍了用费米予表述的自旋5／2Jordan-Wigner变换，该变换将

自旋模型转变为无自旋费米子模型，接着，基于无自旋费米子表象，我们讨论了

自旋算符所遵循的统计关系。然后介绍了一维自旋5／2 Jordan—Wigner变换在一维

各向异性删模型中的应用。

第二章：在自旋为3／2的自旋算符和双费米子之间构建出了一种新的

Jordan—Wigner变换。基于双费米子表象，我们讨论了自旋值为3／2的自旋算符所

遵循的统计关系。

第三章；在一维变换的基础上，分别讨论了M．Azzouz和Y．R．Wang关于自

旋1／2Jordan—Wigner变换在二维中的延伸。

第四章：介绍了二维自旋1／2Jordan—Wigner变换在两种模型中的应用。首先

详细讨论了各向同性XY模型中的Jordan-Wigner费米子平均场近似处理，然后

单独给出了用费米子描述的考虑了易辛项在内的海森伯模型。

关键词：自旋算符，一维，二维，Jordan—Wigner变换。
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Abstract

In the thesis we firstly introduce one—dimensional spin V2 Jordan—Wigner

transformation．Then the application that one．dimensional spin 1／2 Jordan—Wigner

transformation is used for one spin chain model is displayed and one—dimensional

spin 3／2 Jordan—Wigner transformation is discussed．From one—dimensional to

two-dimensional，we discuss two—dimensional spin l／2 Jordan—Wigner transformation．

At last，two models in which two—dimensional spin l／2 Jordan-Wigner transformation

have been applied are presented

Chapterl：Firstly，one—dimensional spin 1／2 Jordan·Wigner transformation that

maps the spin operators into fermions is introduced，which maps spin model into

spinsless fermions model．Next，we discuss the statistical relations of spin operators by

means of this mapping．Then the application that one-dimensional

spinl／2 Jordan-Wigner transformation is used for one—dimensional anisotropic XY

model is displayed．

Chapter2：New Jordan—Wigner-type transformation between spin3／2 and fermions

of two type is shown．By using the double—fermion representation，we discuss the

statistical relations ofthe S=3／2 spin operator．

Chapter3：Based upon one—dimensional transformation，We discuss the estensions

for two dimensions suggested by M．Azzouz and Y．R．Wang．

Chapter4：The application that two—dimensional spin 1／2 Jordan-Wigner

transformation ale used for two spin chain models are displayed．Firstly，the

mean-field—like treatment of the Jordan—Wigner fermions for the isotropic XY model

is discussed in detail．Then the consideration of Heisenberg model with Ising term in

fermionic language is given separately
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绪 论

绪 论
变量变换的方法在众多物理问题的求解过程中，得到了广泛的应用。无论

在经典力学还是在量子力学中这些变换都能进行，有时候它们的应用可以简化对

所研究问题的分析。

人们经常通过相互作用的量子自旋来描述在磁体中各种不同种类的磁序状

态(如铁磁序、反铁磁序以及铁淦氧磁序等)。然而量子自旋行为很怪异，它既

不同于单纯的玻色子，也不同于单纯的费米子，因此，给人们对其的研究带来了

诸多的不便。为了克服这些困难，人们开始考虑是否可以用其他形式来表述这一

怪异的量子自旋行为，美国物理学家P．Jordan和E．Wigner在这方面率先得到了

行之有效的变量变换方法即“Jordan—Wigner”变换。

关于变量变换，在量子多体理论中存在许多不同的变量变换，运用它们可

以将量子自旋体系变换到粒子体系。其中最为人所熟知并且得到广泛应用的有玻

色子变换和费米子变换两类。玻色子变换中有：适用于任意自旋s的

“Holstein—Primakoff”玻色予变换I”，“Schwinger”玻色子表述，以及

“Dyson—Maleev”玻色子表述。费米子变换中有：适合于自旋s=1／2磁体的

“Jordan-Wigner”费米子变换以及费米子表述I“。玻色子变换是在玻色子的表

象下描述自旋体系，可是自旋体系的相位空间是有限维的，而玻色子体系的相位

空间是无限维的，因此给我们运用这一类变换方法带来了困难，我们必须考虑到

用某些局域约束条件去固定或限制(例如“Holstein—Primakoff”玻色子变换中

对自旋偏离量子数”的限制：，?≤2S)所涉及粒子体系中的玻色子的数目。这一

因素大大限NT玻色子变换方法的应用。

费米子变换则不同于玻色子变换，它在一维情况下处于相同格点的J=l／2

的自旋算符和无自旋费米子算符之间建立了联系，即一维“Jordan—Wigner”变

换。“Jordan—Wigner”变换是可逆的并且不需要任何限制，因而被广泛的应用。

这种变换方法是研究量子自旋链的统计力学性质的手段之一(近年来，一些学者

基于传统的热力学Bethe方案积分方程方法也可以用来研究自旋链的统计力学

性质，结果证明两种方法的结果符合的相当好)。这种变换方法最早是在1928年

被美国物理学家P．Jordan和E．Wigner所提出，并且在以后的时间多次被提及，
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应用和发展。1961年到1963年，美国物理学家E．Lieb，T．Schultz和D．Mattis

运用“Jordan—Wigner”变换先后将自旋算符变换为费米子算符叭电子变换成

为“硬核”(hard core)玻色子[41、‘‘硬核”玻色子变换为费米子【5l。从这些变

换中人们发现，虽然“Jordan-Wigner”变换的形式比较复杂，但将它应用到若

干模型中后，却带来了若干精确的求解结果。1961年，E．Lieb等人对自旋1／2肼

链模型求解得到了较精确的解。1964年他们又运用“Jordan—Wigner”变换对二

维易辛(Ising)模型的转换矩阵进行变换并得到了二维易辛(Ising)模型的热

力学量的精确解[6】。鉴于“Jordan—Wigner’’变换在一维体系中的成功应用，近

来人们又做了很多努力来总结二维17-17】aN=维⋯，】的费米化过程。首先是1989

年，美国物理学家Eduardo Fradkin对于“spin—one—hal f”量子体系在二

维格点上建立了“Jordan—Wigner’’变换p】：智利物理学家Luis Huerta和Jorge

Zanelli于1993年建立了推广到三维(或更高维)的“Jordan—Wigner”变换[18 J，

当然这些变换都是围绕着自旋1／2体系建立起来的。

由于自然界中自旋有可能非常大(N卿J上igN s：15／2的自旋都存在)120】，

因此仅满足于对自旋为1／2的体系所取得的成功是不够的，应转向研究自旋大于

1／2的自旋体系。于是人们开始尝试在高自旋体系与费米予之间建立联系，构建

一种新的没有玻色子表述之缺点的表述，来推广针对于高自旋的

“Jordan-Wigner”变换。2001年，美国物理学家C．D．Batista和G．0rtizl2,J对

于生成SU(2)群代数的任意自旋S引入一种全新的自旋一费米表述，虽然这种表

述构建了自旋S=1／2的“Jordan—Wigner”变换的一种自然的推广结果。但在随

后的2003年，俄罗斯物理学家Stanislav V Dobrovl22】发现这一结果中包含着严

重的不一致并给以证明，对他们的公式给出了另外的解释，并在自旋S=3／2和

双费米子之间明确地构造出了真正的“Jordan—Wigner”类型的变换，同时对自

旋费米化的一般条件给以公式化。



绪 论

针对于自旋为1／2的自旋体系，本文将主要讨论如何在一维和二维中运用

“Jordan—Wigner”变换方法将自旋体系变换到无自旋费米子体系中去以及该变

换方法分别在若干自旋模型中的应用，同时简要讨论了自旋为3／2的

“Jordan—Wigner”变换。第一章将详细介绍运用“Jordan—Wigner”变换将一维

自旋1／2体系变换到无自旋费米予体系中去，另外给出了该变换在一维各向异性

朋7模型中的应用。第二章简要讨论了自旋为3／2的一维“Jordan—Wigner”变换；

在第三节里分别讨论了M．Azzouz和Y．R．Wang关于自旋1／2 Jordan—Wigner变换在

二维中延伸。第四章分别介绍了二维自旋1／2“Jordan—Wigner”变换在各向同性

册7模型和海森伯模型中的应用。
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第一章一维自旋1,／2 Jordan—Wigner变换
及其应用

第一节一维白旋1／2 Jordan．Wigncr变换

我们知道量子自旋的行为很怪异，它既不同于单纯的玻色子，也不同于单

纯的费米子，因此给人们在研究这一课题时带来很多困难。但是，在一维情况

下s：1／2的单自旋的行为和费米子很类似。那么能否用费米子来描述量子自旋

呢?

1928年，美国物理学家P．Jordan和E．Wigner发现，一个单独自旋向上或

自旋向下的状态可以认为是一个被单个电子占据或空的、未被占据的费米子态。

为此我们做如下描述：

11、)--=C+Io)， Io)=10) (1．1t1)

c+代表费米子产生算符，用C表示费米子消灭算符，它们遵循反对易关系：

{c+，c}_1，扛+，c+}_t，c}=0 (1．1t2)

目旋算符的=个分萤S‘、S⋯、S。(h=1)用垲利矩阡衣不力：

^圭(褂止戈丹小三(㈡ ∽"，

很显然：

b。，s，J-is2，b，，s：J-is。，b。，s5|-捃， (1．14)

§8∥}=丢p∥，j=吉％缸肛Ⅵ，z) (115)

这里我们引进两个互为厄密共轭的自旋上升算符S+和自旋下降算符S一，表示

为：

c+=s+=J。+捃7=(： ：]
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c=s一=s。一括7=[? ：] c·．-．6，

在这里：

i2=G。)2+G，)2+G。)2 (1M1’

由对易关系式(1．1．4)可得：

【j 2，J8 J=0，@=矗y，z) (1．1．8)

依据(1．1．6)式和(1．1．8)式，我们得到：

p 2，s+J=b 2，s—J-0 (1．1．9)

用算符s+，s一，s2可以完全地确定矢量算符；，且更便于代数变换。

由式(1．1．6)可以得到

J。=丢G++J一)=吉G++c)
s，=去G+一s一)=土2iG+一c) (·．-．·o)

代入(1．1．4)式得到：

s：：c+c一昙 (1．1．11)

这样自旋算符s的X，Y，Z的分量形式分别用费米子算符c和c+表示出来，现

在我们来看一下它们遵循的统计关系：

it,s-j-b。+捃Y，s。一∥j

=b。，s。J+，∽s。j一，∽s，J-b，，西叫

=一2啦。，s，J

=2s： (1．1．12)

b。，s+J=k+c一{，c+J

=c+cc+一{c+一c+c+C+{c+

(1．1．13)
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同理口]推得：

b：，s—J-一s一 (1．1．11 4)

同样它们遵循费米对易规则：

§+，s一)=t+，c}=l，矗+，s+}=冬一，s一}=0 (1．1．15)

前面我们所讨论的是单自旋态，当所讨论的问题是非单自旋时，就要对这

种表述进行修改。因为相互独立的自旋算符对易，而相互独立的费米子算符却

反对易，解决这一问题办法是给算符乘上一个称为“弦算符”的相位因子。

如图(1)所示，对于一维情况下的自旋链，定义处在格点胆上的自旋算符

为：

s：=c；e’^ (1．1．16)

J：=e-i’．c。 (1．1．17)

相位算符丸为包含所有的小于格点1"1的费米子占据态之和：

丸=万∑^， (1．1．18)
l<n

其中☆，=cjc，为无自旋费米子的粒子数算符且：

茸=c：ci c：ci

=c：Q—c：c J)c J

=cjq
‘

=卉j (1．1．19)

图．1．一维Jordan—Wigner变换

FIG1．Towards the Jordan—Wigner transformation in one dimension

这样对于多自旋的完备的Jordan—Wigner变换被定义为：

s：=c：exp(iz∑c^)
j<n
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sT,=exp(一f万∑cjc』)c。

s：=c：c，一； (i．1．20)

处在格点”上的无自旋费米子的产生和湮灭算符c：与“满足反对易关系

t∥j}=占∥{。∥f}=kci}：0

由(1．1．20)式可以得到

s2s2=c+e“e叫。cn=c：c，

这样得到Jordan-Wigner变换的逆变换式为

另外

c：=s2exp(一，7r∑5jJj)

c。=exp(i万∑s簿)s2

我们先证明用来简化算符c：、o和弦算符之间计算的下面的等式

e+⋯：l一2h

：l±f厩一去万2卉2千去f万3^3+土丌t二t±li丌'h 5一．．⋯．
21 3 1 41 —5 1

叫“加去≯疗干刍矿i+去以±三∥二⋯一
娟““±，痈一刍而干三∥i+去椭±击∥i⋯一
娟一扩五十去万4⋯·．)±(，痈一击∥卉专揣⋯．．)一㈧
=卉(，一刍万2+啬厅4一·⋯一)±历(万一壶，石3+壶，厅5一⋯．一)一j搴+t

=l一2存

e2吨=(1-2h戌1—2hJ)

．7．

(1．1．22)

(1．1．23)

(1．1．24)

、J菥任
，一剐∑。

：

=

明

嘶

证

矿
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=1—4而，+4卉；

=l (1．1．25)

接下来，我们利用上面等式，再来证明相同格点上的费米子产生或湮没算符与

e+。商一的关系：

§2』而-，c：}=(1—2卉)c：+c：(1—2卉)

=c：一2c：c。c：+c：一2c：c：c。

=2c：一2c：(c。c：+c：c。)

=0 (1．1．26)

§““一，c。}=2c。一2(c：c。+c。c：)c．

=2c。一26,，。c。

=0 (1．1．27)

由上两式，可以发现：“在相同格点上的费米子产生或湮没算符与e‘I矾均为反

对易关系。”

由于曩，i：，也⋯⋯二。彼此问相互对易，因此有：

±ix∑tl』
P±’“=P

。“

。e±t赫L P±。_：⋯⋯e±7d—I

=(1—2h。)(1—2J；2)··⋯·(1—2h。一1) (1．1．28)

现在我们来证明“弦算符”e““与费米子产生或湮没算符之间的统计关系：

(1)当m2 n时，

k“一，％J

=(1-2h。)(1—2而2)-·--··(1—2h。一1)c。一Cm(1—2h1)(1—2h2)⋯···(1—2h。一I)

=(1—2h，)(1—2h2)⋯-··(c。一2c二Ic。一lc。)一c，(1—2^I)(1-2h2)⋯⋯(1-2h。一I)

由反对易关系：

{c¨，％)=0=，Cn-Ic。=一％cH
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可推出

叠二．，c。}=瓯吐。=0：’c二，c。=一c，c二．

c。一2c二lc。一IC。=C。一2cmc二lC。一l=c。(1—2c二1C。一1)

所以，e“^与费米子湮灭算符c。的对易关系为

p一，c。J

=(1—2ht)(1—2h2)·⋯··c。(1—2c二tC，1)一Cm(1—2h1)(1—2h2)-⋯··(1—2h。1)

=c。(1—2h1)(1—2h2)⋯⋯(1—2c：lC。一1)一c。(1—2h1)(1—2h2)⋯⋯(1—2h。一1)

=0 (1．1．29)

同理可推得：

p“，c：J=0 (1．1．30)

(2)当m<疗时，

p“，％}

=(1-2h。)(1-2h2)·⋯··(1—2h。一1)c。+c。(1—2i．)(1—2五：)-·····(1—2自，I)(#)

由于：

(1—2h。一1)c。=C。一2c二lc．一1c。=c。一c。2c二lc。一1=c。(1—2c：lC，1)

所以(#)式“+”前面一部分变为：

(1—2疗I)(1—2南2)⋯⋯(1—2自。)c。⋯⋯(1—2卉。一1)

又由于：

c。(1—2而1)=C。一2c。cicI=C。一2c÷c1C。=(1—2cicl)C。

所以(#)式“+”后面一部分可变为：

(1—2h．)(1-2h2)··⋯·Cm(1—2h。)··⋯·(1—2h。一】)

所以可得到：

#+tOJ,0m}=(1—2h。)(1—2h：)⋯⋯(1—2h。)c。⋯⋯(1—2h。一。)

+(1—2五1)(1-2h2)⋯⋯Cm(1—2南。)⋯⋯(1-2h。一1)
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=(1～2h．)(1—2h：)·⋯··[(1—2h，≯。+c，，(1—2h。)】⋯···(1-2h，．)

=0 (1．1．31)

上式中：

(1—2h。)c。+Cm(1—2h。)=2c，一2(c；e。+c。c：)c。

=0

同理可以得到：

p^，c：}=0 (1．1．32)

现在我们来推导多自旋情况下自旋算符Jj，Jj所遵循的统计关系，看一下它

们是否同单自旋情况下的统计关系相吻合，是否满足“相互独立的自旋算符彼

此对易”?

(I)is；，s；】=kje。^，c：e’“j

(1)若，>k，则：

b；，s：J=Ck[Cje’一，e。“J+pj。’一，cj}’“

=c；c；k。^，e+“J+c；Ij，e。“}’^+cj#’一，c：_}‘“一{cj，c：k。一ei“
=0

(2)若_，<k，则：

bj，s：】=cjk‘由，c：P’^】+I；，c；P’^}+^

=cjc：l’一，e+一J+cjI’一，c；-’“一c；{cj，e’n ei竹+pj，c：扣’n eI^

=0

(3)若J=k，则：

k，sj】_b“j_0
所以：

k，s：】=0 (1．1．33)

同理：

bM]-0 (1．1．34)
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(II) kj，si】=k；P’^，e—f^c。J

=b嘶,eke-'“J

(1)若／>k，则

k，si】_c如e⋯，e1“J+ke⋯，刊一

=c。cjk。一，e—l“J+Ck【cj，e。“}’^+cj#‘^,Ck≥一，“一{cj,Ck≯。^e一』“
=0

(2)若，<k，则

s；】=cjk’^，c+e叫^J+kj，c。P叫^}’^

=cjc。k’冉，e一，“J+cjk。一，c。-一J“一c。§1“，cjk’一十叠。，c；扣1^eI^
=0

(3)若J=k，则

所以

(III)

lj，sj】=c，．。i j。-I^c，一e一』九c，c；e。。

=c：ci—cjcjel‘e“l

=2Jj

s；】10(．，≠女)

k，sj】-2町

k，s：】-Si～Sk—s泻

=(cjc，一j1)c；e。“一c；e。“(cjc，一圭)
c：c J c；e“。c；e“k c：c J

(1)如果．，≠k，则

扛；，s：]=cjc，f；g’^一c；cjc，e‘^

(1．1．35)

(1．1．36)
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=c：c J c；e嘞一c：c Jc；e“’

=0

(2)如果_，=k，则：

is；，s：、=c：ci cP·一c：一c4|-ci

=Cj(1一cjc J矽i—e“J cj c：c J

=矿e‘^

=Jj

所以：

k；，s；】=o(J≠女)； (1．1．37)

k，sj】_04-． (1．1．38)

同理可以推得：

k，sj】_o(，≠≈)； (1．1．39)

bsj】=一sj． (1．1．40)

(IV)§j，sj}=s，4．s，--+sjsj

=c：et’J e—j’i ci+e’t‘I c Jcjej4j

=1 (1．1．41)

(V)(Jj)2=c；e’‘c；e’‘

=c：c矽|e“i

=0 (1．1．42)

同理：

(sj)2 0． (1．I．43)

这样由Jordan·Wigner变换所导出的多自旋情况下的自旋算符Jj，sj所遵

循的统计关系同单自旋情况下的统计关系相吻合，同样满足“相互独立的自旋

算符彼此对易”的原则。在其统计关系中，它既具有玻色．性又具有费米性：
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(1)圾色性：

bs：】_0(，≠t)；

k，s：】-o，k，si J=o． (1．1．44)

(2)费米性：

砖，Jj}=1，(sj)2=(Jj)2=o； (1．1．45)

(3)其他关系：

is；，s：】_o，(／≠k)；

bj，sj]=2sJ：，kj，sj】=±sj． (1．I．46)

这样应用Jordan—Wigner变换，我们可以将一维自旋S=1／2的量子自旋链模

型转变到无自旋费米子的表象下，避免了量子自旋算符既有波色性又有费米性

给研究问题带来的不便，给以后对这一问题的研究开辟了一个崭新有效的途径。
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第二节一维自旋1／2 Jordan—Wigner变换在各向异性肼模

型中的应用

在上一节里我们讨论了一维自旋1／2“Jordan·Wigner”变换，即用无自旋费

米子算符来描述量子自旋算符，“弦算符”在中间起到很大作用。接着我们讨论

了自旋算符遵循的统计关系，我们发现运用“Jordan—Wigner”变换将量子自旋算

符变换到无自旋费米子表象下后使得我们对其统计关系的推导变得相当简单，这

体现了“Jordan—Wigner”变换的优越性。在这一节里我们将举一个“Jordan—Wigner”

变换具体应用的实例，即一维自旋1／2“Jordan．Wigner”变换在各向异性A'T模型

中的应用。

自旋为1／2的一维各向异性XY模型的哈密顿量是：

H：兰[(1+，)。：毫，+(1--y)《蛲】】

：兰【(。：s：’，+J：s二。)十，(s：s：+，一“Y。：。)】 (1．2．1)

这里，N趋向于无穷大，S。是处在格点rt的自旋算符，Y是描述各向异性模型的

参数。目旋表象F的该模型的目凝算彳可既谓圾色性义有贾米性，束缚，对该模型

的进一步求解，现在我们运用“Jordan．Wigner”变换的方法将其变换到无自旋费

米予的表象下。

我们知道：

s：s：+．=i1(s：+s：)(s：+，十sj，)

=i1(s：s：：+J：s二。+s：S二。+s sL；)
(1．2．2)

s；j二一=一i1(s：一s：)(s二，一s孟，)

=一i1(s：s二．一J：s。，一52 sl。+j：Jj．)
(1．2．3)

其中：

s：=iI(J：+s：)，s：+，=j1(s：．+5：+。)
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班i1㈠《)，啪=去(嘶一蛎) (12'4)

由式(1．2．2)、(1123)可以得到：

s：s：+，+s。Y s点。=三(s：s二，+s：sI。)=jI(s：s二，+s二．s：) (1．2．5)

s：j。．一J：5量。=j1(s：J二．+s：s二，)=j1(s：sI。+s二。s：)
(1．2．6)

显然：

Ⅳ：要兰【(《4-s二。+。矗．。：)+，(。：s鲁，+s二，s：)】 (1．2．7)

由第一节一维情况下的自旋为1／2的Jordan—Wigner变换(1．I．20)重新写为：

s：=c：exp(irc∑c?c，)

s2=c。exp(-in')"_cic，)

J：=q4-c。一三 (1．2．8)

在上边的式子中，f：和Cn分别是处在格点位置疗上的无自旋费米子的产生和湮灭

算符。进行如下计算：

．，一∑c7ct． ，一∑‘q
J：s二t。c：P“。 c二I e““

m委柏m，萎印+
=c2 e“” e““‘c^

=c：eiz‘．c二l

=c：(1—2c：C。)c二

=c：c^ (1．2．9)

同理有：

s二l s2=C⋯C。 (I．2．IO)

以及：

。+。一一．+，”善f，q， 一，#∑盯q
s：s二】=c：e“6 c¨e

I‘n+l

，一∑柏w∑寸q
2 c：e“。 e“”1 c¨

=c：e。“cⅢ
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=C：c¨ (1．2．11)

同理：

sIl J：=On++l c。 (1．2．12)

将式(1．2．9)、(1．2．10)(1．2．11)、(1．1．12)带入式(1．2．7)可得到无自旋费米子

表象下的一维各向异性XY模型的哈密顿量：

日：妻∑N[(c：‰．+cI一)+y(c：c二。+％^)】 (1．2．13)

现在我们发现原本在自旋表象下的一维各向异性XY模型的哈密顿量在

Jordan．Wigner变换下变成了用无自旋费米子表述的形式。接下来我们会发现用纯

费米性无自旋费米子表述的该模型的哈密顿量在对其热力学量的求解变的相对

容易。

引入如下变换：

c：=去莩e“币铲嘉莩^t ㈧z“，

代入式(2．1．13)，可得到波矢空间的哈密顿量：

Ⅳ。=>-2[cos☆c；f。+要(c。s尼+f sin女)cj c二

+姜(cosk一／sink)c一女q1 (1．2．15)
^、 ，⋯J

我们运用格林函数运动方程法来求解该模型的准粒子能谱，频率表象中的格林

函数运动方程式：

hco<<A；B>>(珊)=矗<阻，B】±>+<<阻，H}B>>(甜) (1．2．16)

在上式中，-，B]。下标中的正号对应于费米子系统，负号对应于玻色子系统。取

A=c。，B=c：，代入(1．2．16)，由于唧和c÷为费米子算符，因此阻，B】的下标取

“+”，于是我们得到下述方程：

hco<<q；c≯>(缈)=^<k。，c÷L>+<<Ck风lc≯>(∞) (1．2．17)

利用费米子算符的反对易关系：
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k∥÷L=％． (1．2．18)

以及：

k，以】_coskc女+i7 sinkc+_, (1．2．19)

代入式(1．2．17)，得到：

(hco—cosk)<<c女；c÷>>(国)=向气·+iysink<<c二；c÷>>(国) (1．2．20)

上式中出现了奇异格林函数<<c：女；c：>>(∞)。

接下来，我们来求奇异格林函数<<c二；c÷>>@)所满足的运动方程。同上我

们取A=c二，B=c：，代入(1．2．16)式可得：

hco<<c-一k；c；>>(∞)=^<k-,c,LL>+<<k二，H。lc÷>>(甜)(1．2．21)

利用费米子算符的反对易关系：

k二，c扎=0 (1．2．22)

以及：

【c-，H^J-一coskc_*。一i7sinkc。 (1．2．23)

代入式(1．2．21)，得到：

(卉出+cosk)<<c二；c÷>>(∞)=一iysink<<C女；c÷>>(∞) (1．2．24)

联立式(1．2．20)和(1．2．24)式我们可求得单粒子格林函数：

G艏·(功)=<<q；c÷>>(功)

2

6屯_—h2—c02

自∞+COSk

COS2 k一，2 sin2 k

1+ !!!!

=扛c裂筹蒜
1一 !!!!
+ 』竺丝兰垒堡垒1(1．225)
hco+～／cos

2

k+y
2
sin
2
k

从上式中，我们能清晰地看出格林函数G。@)存在两个极点，它们分别对应着该

模型的两支准粒子能谱：

E(≈)：±五万i压赢 (1．2．26)
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在运用Jordan．Wigner变换将一维各向异性姗7模型的哈密顿量变换成用无自

旋费米子表述的形式后，对其的求解除了可以采取上面格林函数运动方程法之外还

可以利用Bogoliubov—Valatin变换法，求得的结果与用格林函数运动方程法求得的

结果是一样的，在此略过。
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第二章一维自旋3／2 Jordan．Wigner变换

在第一章里我们详细讨论了一维自旋为1／2的“Jordan—Wigner”变换，将其应用

到各向异性XY模型求出了该模型的的准粒子能谱。在这一章里我们将简要讨论一

下自旋为3／2的“Jordan．Wigner”变换。文献【22】中讲到，对于自旋值s>0的自旋

体系的费米化(不管有无限制)所需要的费米子的最少数量必须遵守以下规则：

2”一1<2s+1≤2” (2．1)

从上式中，能看出对于自旋值S>1的自旋体系费米化所需费米子的最少数量明显少

于文献【22]中Batista和Ortiz所用到的2s个。这样，对于自旋值s>1的自旋体系，

就能用相比于文献中更少的费米子来构造更为简单的自旋．费米变换。而且，对于某

些自旋，这些变换将是无约束的Jordan-Wigner类型的变换。

从(2．1)式能够看出，当自旋值S=3／2时，n=2才能满足不等式的要求。因

此，要将自旋值为3／2的自旋体系变换到无自旋费米子表象下，必须在自旋算符与

双费米子之间构建。

首先我们考虑单个自旋的情况，然后再将其所得的解推广到多自旋的情况。我

们知道，无论自旋值为多少，自旋角动量分量算符J。，S，和S。总满足对易关系

(方=1)：

b。，s，J=f s：，b，，s：J=，s。，b：，s‘J=f S．v (2．2)

对于自旋升降算符S1=S。±is，，它们之间满足以下统计关系：

b+，s—J_2 s：，ls-．,rJ--+s2， (2．3)

§+，j一}=2 s@+1)一2(s z)2 (2．4)

这里我们发现(2．4)式与第一章针对于自旋S=1／2的(1．1．45)中第一式形式不同，

其实(2．4)是针对于所有自旋值的通式，当J=1／2时我们发现：
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(sD2=抄，s_『
=i(S*S-S*S---S*S-S-S+--S-S+S+S-+S-S+S-S+)

=三[(1一s—s+)s+s一+(1--S+S-)s—s+]
=i1(s+s一+J—s+)

l
——

4
(2．5)

将(2．5)式代入(2．4)得(S取3／2)：

¨一)=吾一扫 ㈦s，

显然式(2．6)就是式(1．1．45)中的第一式。当然在这一章里我们讨论的是S=3／2的

情况。同样我们引进费米子算符ci：和C12，满足以下反对易规则：

{c。，c口}=0，k，c；}=0，#。，c；}=％，(口，卢=1，2) (2．7)

且无自旋费米子的粒子数算符为％=c：吒。

自旋态空间的基矢由『-3／2)，f-1／2)，11／2)和13／2)四个矢量组成，这些基矢也

是算符的本征矢量，而双费米子的相位空间也是四维的，其基矢为：

o)，11)=c÷fo)，12)=c；{o)，11，2)=o；c；IO)。现在我们将在自旋算符与作用在费米子空

闻的算符之间建立联系。

由量子力学可知，这些算符的矩阵表示为：

且

又

0打
0 0

0 0

O 0

0 0

2 0

0压

0 O

s一=(S+)+=(s+)7=

i3 0 0 0

0{0 0

0 0一{0

0 0 0 一{

0 0 0

压0 2
0 2 0

0 0压

(2．8)

(2．9)
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O O O O

铲匕
0 0 0

0 0 0

0 1 O O

且ci2=(c啦)+=(cu)7，很明显

铲『；|；|
s+=43c；+2c?c2

(2．10)

s一=√-c2+2c；cl

J2=一昙+2珂1+”2 (2．11)
2

1 ‘

由上(2．11)可推得：

b。，s+j=(一。3+2n．+n2X43c；+2c?c：)一(45c；+2c÷c：)(一兰+2nI+n2)
=2ff3c；clc；+4ciclcic2+√弱c2c；+2c；c2c÷c2

—2x[3c；c；cl一√蟊；c；c2—4c÷c2ciq一2c÷c2c；c2

=4(1一qf?)f÷c2+430一f2f；)c；一2c?0一c；c2)f2

=4c÷c2+√砬一2c÷c2

=√五；+2c÷c：

=S+ (2．12)

同理：

b 2，s—j_一s一 (2．13)

又：

b+，s—J_(43c；+2ci岛)(佤。+2c㈠一(压：+2c㈠(扛；+2c[c。’
=3c；c，+4c÷c，c；cl一3c，c；～4c；clc÷c，

=3n2+4nl(I—n2)一3(1一i"／2)一4n2(1一n1)

=一3+4n1+2n2

=2s：

．21．

(2．14)
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s．,s-}-(,tic；+2c÷c：)(√虱：+2c；c．)+(√_c：+2c；c，)(49c；+2cic：)

=3+4nl(1一"2)+4n2(1一／,71)

=3+4nl+4n2—8nl”2 (2．15)

因为s=3／2，所以有：

2∞+1)-2(∽2=萼-2(÷2”叫(一吾+2n．+／'12)
：等-2(昙砌。勘：+4n。n2)2 、4

1 ‘ 7

=3+4nl+4n2—8nlI"12 (2．16)

由式(2．15)和(2．16)即得：

b+，J一}=2 s p+1)一2(J。)2 (2．17)

很显然，依据(2．11)所推导出来的单自旋情况下算符所遵循的统计关系(2．12)、

(2．13)、(2．14)、(2．16)完全吻合于(2．3)和(2．4)两式。

对于多个自旋的问题，要涉及到作用在不同格点上的所有自旋算符之间的对易

关系，为此我们引进弦算符／,／，，对于一维格点情况，弦算符：

驴叫，-，r酚，w}
=exp[i，r(n11+1121)】exp[izr(n12+胛22)】⋯exp[iTr(nl』一l+肝2，I)J

=exp(innll)exp(inn21)exp(innl2)exp(inn22)⋯exp(inn¨一1)exp(inn2H)

2(1—2n11)(1—2n21)(1—2n12)(1—2n22)⋯(1—2n1，1)(1—2n2，1) (2．18)

同理有：

强+=exp慷∽，M，)}
=(1—2n11)(1—2n21)(1—2n12)(1—2n22)‘·’(1—2nlH)(1—2n2H) (2．19)

由上面两式可以得到：

l∥：，】_0，[b／i％]_0，k?，ciJ-0 (2．20)
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引进弦算符后式(2．11)丽曲式写为：

s,-=√_c2，“，+2c2",cI，

s?=√孔?c；+2cl+jcA (2．21)

将(2．21)代入(2．14)得：

s；=昙b?，s『]

=昙【(43．7c：+2c：c：，)(43c：一+2c；c．，)

一(43c：，“，+2c：4-．c。，)(43．?cj+2c：c：，)】

=一昙+2Ⅳl，+”2． (2．22)

同样我们再来推导一下它们所遵循的统计关系：

bj，s?J=(一昙+2”。，+”：，)(43．／c；+2c：c：．)

一(√五jc；+2c以)(一委+2啊，+”：，)

=2以啊，Ⅳ?c2,4-，+压”2，Ⅳ?c：一243“?c：一，+2 cj c2，

=c+ (2 23)

同理：

bj，siJ-一s,- (2．24)

又：

§?，s一=(届?c寺+2c瓶)(佤：，峨+2c轨)

+(√虱：，坼+2c瓶)(√五?c；+2c；c2，)

=3+4竹1，+4胛2，一8nl，月2．

=3+4门“+4门2，一8nh门2，

=2s(s+1)一2(sj)2 (2．25)

显然，与前所述相同，依据多自旋情况下的定义式(2．21)所导出的上述统计关

系同样吻合于式(2t3)中的统计关系。

众所周知，相互独立的自旋算符相互对易，下面我们来看一下由定义式(2．21)
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所导出的多目旋情况p小f列格点的目旋算符之间的统计关系是否同样满足这一规

律?

b?，町i；．=(拈“?cj+2 cj c：，)(以C2／“，+2 c玉c。，)

一(拈C2j uj+2 c赫川以Ⅳ?c；+2 cC,c：，)

=3“j ci c：，“，+2订“?c去c毛c，，+2订ci c：，c：，”，

-3c：，“，“?c；一245 c：，“，cj c：，一2括c玉q，”?cj

(1)如果f>_，，则：缸?，c：，}=o，量?’cl，}=0眩，c；】=0，k，ci]_0

bj，s土=一3 cj c：，“j“，+2拈c：c：4-，c。，“◆2拈cj C21 C2j”，
一3
C2j ci“，“?一2√了c：，cj c：，“，一245 c玉c。，cj“j

=0

(2)如果f<，，则：b?，c：一=0 kj,CIj]-o，0，，cj}=0，0，，ci}=0

b?，sjl。，=3 ci c：，“?“，+2括ci c轨“?+撕c托C2j“，

+3 c：，c；』“，“?一2西c：，c池“，一2以c；：，c】，c玉”j
=0

由此得到：

b?，sjl。，=0 (2．26)

同理推得：

b?，s儿=0

bi，sjl，，=0 (2．27)

以及：

bj，s儿=0

Is：，sjl，，=o (2．28)

看来，由定义式(2．21)所导出的多自旋情况下不同格点的自旋算符之间的

统计关系是吻合于“相互独立的自旋算符相互对易”这条规律的。
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但是，对于(sT)2，通过计算

(J?)2=(45“j c：+2 cj c2；)(√j“?c；，+2 c,i c2。)

=3 u7 c：“?c：+245“j cj cj c：，+245 ci c：，u7 c；

=243“j ci(1—2n2，)

≠0

即(s?)2≠0，同理(Ji)2≠0。对比于自旋为112的一维Jordan—Wigner变换中(5j)2=0

这一点是不同的。

由上所述，通过推导自旋为3／2的一维Jordan·Wigner变换，我们得到了自旋算

符之间的对易关系：

b?，sj】=2s瓶，bj，sj】-±sj瓯，§?，si}=2s(s+1)一2(s∥

bj，sj】_0，k，sj】-o，bj，s小0 (2．29)

下面，我们用与得到多自旋情况下的Jordan—Wigner变换定义式(2．21)类似的

方法，从单格点费米子算符着手，并对多格点情况引入适当的“弦算符”，可以得到

式(2．21)的逆变换：

钆一专s蔼s沁“t一专W×s≮

％=去(圭w邝一，“=万1蚪(圭w)2 (2．30)

对于单格点情况，式(2．30)满足式(2．4)中的所有的统计关系，对于作用在不同

格点上的费米子算符c而言，“弦算符”w确保T'gq]Zf<遵循反对易关系。一维格

点情况下w，=兀x，，我们可以根据要确保式(2．30)中各费米予算符遵循反对易关

系这一要求来确定x，的形式，假设x，有以下形式：

且

工，=1+∞j+∥(sj)2+，(sj)3 (2．31)

b，，％J_0

．25．

(2．32)
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由式巧=一昙+2nU+／'t2j我们推想_的形式为

xi2 E+Fn、J+GnlJ+Hn、in2 J
(2．33)

将J；带入式(2．33)对照(2．31)式我们推出：

捌÷+百9∥一詈y，～州∥+≯
G=口一2卢+jy，H=4p (2·34)

将式(2．33)带入(2．32)式可得到：

(E+Fnl』+G玎2J+Hnl／聆2J)c可+Caj(E+FnlJ+Gn2J+Hnl／珂2J)=0(2．35)

(1)取口=1，则(2．35)式可化为：

(2E+F)cI』+(2G+H)cI，172J=0

则：2E+F=0，2G+H=0，联且L2．34)口J以舟牟得：

口=一丢朋=4(r-1)
(2)取日=2，则式(2．35)可化为：

(2￡+G)c2』+(2F+H)c2』啊』=0

则：2E+G=0，2F+H=0，联立(2．34)可以解得：

口=一三邶=5(r-1)
要得到统～解我们选取y=0得：

口=，=0,p=一詈
所以得到x，的具体形式：

_=l—j4(sj)2

对其进行规范化，得到x，的最终形式：

圹种了4啪2]
=i5一(sj)2

．26．

(2．36)

(2．37)

(2．38)

(2．39)

(2．40)
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将式(2．38)代入(2．34)求得：

E～4，F一。G一．H：一堕S ‘。 E。 E

代入(2．33)并进行规范化得到：

所以有：

xj 2—1+2nlJ+2n2』一4nlJ”2』

(2．41)

(2．42)

xj=[言一csj，2]+=(--1+2nlj+2n2j--4nurt2j，+=z， c：．。s，

(xj)2_l 何)2胯蟛，2]
2(-1+2H1 J+2n2，一4n1，”2J)(-l+2nl，+2n2，-4n】，H2J)

(2．44)

现在我们选取一自旋为3／2的自旋链模型，运用Jordan．Wigner变换将其变换到

无自旋双费米子表象下。各向同性自旋为3／2的XY链模型的哈密顿量为：

Ⅳ=，∑(sKl+s?J品) (2．45)

见第一章(1．2．5)式得：

sjJ二，+J，Y。。Y。：昙(s?s二，+J7s二，) (2．46)

将(2．21)代入上式计算得：

sjs：．+s?‘s品={(√五jcj+2ci：c2，)(√五：，，“。-；2coc。+，)

+寺(佤：，“，+2c施)(也二，c；'，十l+2co+1C2．i+1)

=i1(3c玉P州“吲c：．，+。+2√五?c；c抽％．

+2√3“，c：c2，c2Hl 8研枷一％’+4ci川c¨+】Cb+C2，)

+寺(3c：，P1州1·”“H4-一2佤，C21c和：，。

+24"SuTcLcl，P一。8‘”“+”2f1 ci．。l+4c；cl，cI+1c2，+I)

=丢bc：(1—2‰)+2括峨(乱‰而，一。I+tC2tC2,i+1)

+4c赫q，1cjc2，+^．cJ (2．47)
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将式(2．47)代入(2．45)得：

好：丢J∑【3c；(1—2吣：，。+2也，(cj,t．iC2：+iC2i--CjC21C2,1+I)
二

f

+4c知Cl,I+lcic2，+h．cJ (2．48)

由上我们发现，运用自旋Jordan—Wigner变换可以把自旋表象下的各向同性AT

链模型变换到无自旋双费米子的表象下，但与上一章单费米子表象下的各向异性

AT链模型相比，双费米子表象下的各向同性胛链模型中不但包含着多项费米子的

相互作用项，而且引入的弦算符使得这些相互作用变得更加复杂，很难像求解一维

各向异性姗，链模型那样来对该表象下的模型进行求解，因此还需要很多努力来对

该变换进行研究与探索。

我们知道自然界中，自旋有可能会非常大(原则上直到S=15／2的自旋都存在)，

只有自旋值满足以下等式的自旋算符：

2s+l=2””∈N (2．49)

才能用费米子来表述(无限制)。绝大部分的自旋都不满足条件等式(2．49)，因此

它们的自旋算符不能用费米子来表述(不限制)。根据式(2．49)，下一个适合费米

化的是自旋值为7／2，需要用3种费米子来描述，紧接着的是自旋值为15／2，需要

用4种费米子来描述。当然从前面第一章里我们已经知道对于自旋值为1／2的也同样

满足式(2．49)，这时候盯=1，这就是我们通常所接触的一维自旋l／2 Jordan—Wigner

变换。
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第三章二维自旋1／2 Jordan．Wigner变换

前面我们分别讨论了一维自旋为1／2的“Jordan—Wigner”变换和自旋为3／2的

“Jordan—Wigner”变换，在一维情况下运用“Jordan·Wigner”变换把自旋为1／2的

自旋体系变换到无自旋费米子表象下，给我们对其热力学量的求解带来了方便。

而针对自旋为3／2的自旋体系，须在自旋算符与双费米子之间构建，虽然也可以

把自旋体系变换到无自旋费米子表象下，但从变换的结果我们发现它包含着更加

复杂的相互作用项，使得对其的求解同样很麻烦，因此还需要对其进行进一步的

研究。本章我们将从一维转向二维，针对二维情况下自旋为1／2的自旋体系如何

运用“Jordan—Wigner”变换将二维自旋体系变换到费米子表象下。在这里我们将

讨论两种“Jordan·Wigner”变换。

(I)二维Jordan—Wigner变换(M．AZZOUZ，1993)㈨J

回顾～维情况下自旋为l／2的“Jordan-Wigner”变换：

s：=c：P肌，s：=P叫^c。

逆变换：

丸=万∑n，，
j=o

c：=e““’s：，c，=s2 e’“ (3．2)

其中c：和c。为费米子算符。

在二维情况下如图(2)所示的正方格：在置y轴上，两坐标i，J分别指明了

给定的位置，相比于(3．1)式，M．AZZOUZ定义了扩展的“Jordan-Wigner”变

换：

s：j|=c：．i沙=沙c：。i

Sj。i=c，Jel 71。=e-l’h ctJ



!壁望鲞些塑!!壅 ．一一——
扎：。f芝妻％，+窆一．，1，％，：c：，吖 (3 3)

Ld=0产o ，=o ／

图．2．二维Jordma—Wigner变换

FIG．2．Towards the Jordan．Wigner transformation in two dimension

引入的费米子算符c0，Cij无论在相同位置或不同位置都遵循赘米对易规则，(3·3)

式中的符号及该式中第一行中相乘的顺序都不重要，在引进了该变换式以后我们构

建了二维自旋一；模型的费米变换。现在我们来看一下变换后的自旋算符的对易情

况，相同位置处；

P。‘，0一‘‘，：1

P 2。“，：1 (3．4)

所以：

§0，si，}=cj，。n叮”Cq,p--Cq,p e⋯”e％9 c知

=c；．p cF p+cP p c；．P

：1 (3 5)

同理：
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§0，s0}=o

§知，s知}=0 (3．6)

由此我们看出在相同位鬣处自旋算符的费米型对易规则保持不变，在不同位置的情

况下，比如考虑g，P和毋p+m(聊>O)这两个位置，有：

P一，一．．，8t^一+一=P。”∑；：：’1”·，

P峨，e‰一：e’F∑∥～．，

P一-·q'Pe-iOq，．一：P一，"∑；：：。‘月·7 (3．7)

所以有：

bi，，s主，+。J=c，，，e。。lyt一，P·+m，～_，c主，+，一c主，+。。’F∑；：：～～，。。．，

Cq,p cj，+。e’F∑；：：一1，+ci，+。。。．，。7口∑；：：～一，

=(c。，，ci，+。--Cq,p c蠹，+。)e。E∑；：：～’，

=O (3．8)

同理：

bj，，s主，+。】=0

k，，si肿】：0 (3．9)

此为自旋算符的玻色性。

在构建了二维自旋为1／2的“Jordan．Wigner”变换后，我们接下来看～下如何

运用“Jordan—Wigner”变换将自旋为l／2自旋模型变换到费米子表象下。在正方格

三，上，(t一鸭上，哼。。)上自旋为1／2的自旋模型的海森伯哈密顿量为：

Ⅳ=∑，_·s，+∑h Jj (3．10)
U，J) 』

(f，力在这里表示正方格上所有不同的近邻位置，，表示相邻点间的交换作用，h

表示外场。各向同性海森伯作用由各向同性XY部分和易辛部分组成：

J，·S，=(s；s；+sfsD+sj S；
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=三(sjsj+sisj)+(s?si一三)(sjsj—j1) (3．11)

上式代入(3+10)分别得到

H。=毛J∑(s+j s--J+s：s：)
Z “，J)

也=j1，互(s?p妒1一一三)-
<，』)

o 一

日／=∑h(sjsi—i1) (3．12)
j

‘

进一步考虑自旋哈密顿量的变换，接下来我们处理比等式(3．1)更为普遍的

相邻点问相互作用，也就是如图(3)所示，我们假设在正方格上不同方向上相互

作用不同。为了检验在准一维系统中链问相互作用的影响，我们需要考虑

，．，‘<<，，，。这一情况(假若二聚链被考虑在内，则，≠，。)。如果，，i<<，，．，’，以

我们就有一相互作用二阶梯度的模型，在，l=0(无相互作用的二阶梯度模型)的

极限情况下，这个模型可以简化为一个相互作用超出相邻格点问作用的一维系统。

U+1

五
●

扛ll， ， 址 J i+ll，

以

‘，_l

于是(3．10)写为

图．3．正方格上相邻点间相互作用

FIG．3．Nearest neighbour interactions on a square lattice

．32-
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H=∑∑，(¨‰，+¨‰，)+∑∑^si， (3．13)

i--0j=0 i=0j=o

类似于(3．11)式，我们可以分别求出H。、H：、H，

(3．14)

日：=委：霎(Jhj；，+l,j(so si，一三)(s二u s二。．，～圭)I=O，；O ‘ ‘

+‘，。。川(s己si，一百1)(so。so。～吾) (3．15)

H，=∑∑^(50 si，一去) (3．16)

Jv=Ⅳ州+Ⅳz+Hr (3．17)

运用“Jordan—Wigner”变换对上述三部分进行费米化，易辛相互作用与带有外场的

相互作用相应很简单：

妒E；E垂(s,。。“气+一c，∥1‘∥。厂主)，=O，。0 厶 厶

¨。。“c“，一三)(c乙+1 Ct,j+l--i1) (3．18)

H，=EEh(c0 q，厂去)． (3．19)

对于各项同性如7部分，如图(4)所示，进行费米化得：

何。：丢至主(t，u：。，，(s。--_4扎．，+si，s二u)+J。。川(si，s乙+．+so so+．))

：委宝至(Ji,j；i+l,j(。。e州∑新，+∑孙∥c沁+c∥‘∑知，+∑一1-]”‰，)

+JⅢ∥l(c』。／e一”c乙+l+c0 P1巩7 q√+】))

；丢宝宝(．，。；，+u(气e“‘∑_～簖j-I‰一‰+c∥‘∑小∥∑f'‘oot*l'f)Ct+1．j)

+J。。H(一C，，c：⋯+ci，C，，1+1) (3．20)

)，～H
S

+“
S+

／+件
S

l：“
占(，+』一(

。∑伽。∑Ⅲ●～2

1I
胛H
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图．4．对各项同性船7部分的费米化

FIG4．Towards the fermionization of矸w

接下来我们引用下面的符号来简化上式

‰∽=F(∑月“+∑‰，)
f=』 ，；0

荔。(舻z(宝％，+曼‰，)
，-j+l f：O

妒¨+1(f)=mu (3．21)

于是，哈密顿量(3．18)式变成下述形式

Ⅳ。：；宝宝(叱。√"删m”‰+co。魄w∽‰．)
‘一0 J=O

+‘一¨+I(P¨e一‘竹Ⅲ“’c0+|+c0 e。竹川“3 cu+1)

=寺∑∑(，，．，，+。，(一c，。P一’“⋯‘’’c：¨+c_；：：，a’4⋯‘”Ci*l,j)
‘i=0，=0

式(3 22)可以看作是二维紧束缚似的无自旋费米子啥密顿量，哈密顿量在x方向

上的跃迁振幅为：

干i1以zn．√P；礼】【n (3．23)
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在Y方向上的跃迁振幅为：

千i1 J。。川
(3．24)

它们以一种复杂的方式在中间格点的位形上跃迁。它们的复杂性表明了各向同性

XY模型在检验二维的时候，与一维的相比要明显的复杂。虽然如此，但通过

M．AZZOUZ定义的二维“Jordan．Wigner”变换，我们仍然可以把这一模型完全变

换成用费米子描述的体系。下面我们再来看一下Y．R．WANG采用的另一种定义方

式。

(II)二维Jordan—Wigner变换(Y．R．WANGl991)1t2-14】

现在我们回到一维Jordan—Wigner变换式(3．1)，用它作为指导，我们定义一个

粒子消灭算符：

d，=e-i#,si，谚=∑BgnJ， (3．25)
J(≠，)

色在这里表示常数矩阵元，"，=彭d，，相应的粒子产生算符为：

dj=J?e‘‘=e’‘s0 (3．26)

上面两式的逆变换为：

si=e⋯d，=d，e’‘ (3．27)

s：=e’‘d：=d：e’+． Q．28)

在这里我们引进的算符d+，d遵从费米型对易规则。很明显，在相同位置处它们遵

循费米对易规则。进一步考虑两不同位置处i≠，，假设d+，d是费米算符，则可发

现：

k，sI＼=e“d：e峨dj—e㈠di e叫·d：

=e。m^d∥qb’d J—e‰‘p di e”】8u d： (3∞)

由于：

e一竹岛=1+(e一一1)"，

P”％=1+(P’8∥一1)n． (3．30)

代入(3．29)，最后推得：
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k，JjJ．(1+g“即etBlt)d?d，

由算符的玻色性得上式计算结果为零，所以必有

d8q=一e|8F

Y．R．Wang[i2 J为B。提出以下的选择：考虑两个复数

f，=fj+jI r

(3．31)

(3．32)

(3．33)

fJ=J；+l，y (3．34)

它们分别对应于位置f_f，"，+f，n，和J=／。胛，+，，n，，在这里”，和My分别表示指向

x轴和y轴的单位矢量。用Bo表示辅角，则：

Bo 2arg(rj—r．) (3．35)

很明显：

PiBll=e’盯瓯‘一7』)=P’忡g{r厂q’+引=一8馆“ (3．36)

这正符合式(3．32)式。因为。一r，=k—r，l einrg(?,-r』)，式(3．35)可以写成下述

形式：

BⅣ2Imln(rJ—Z"I) (3．37)

因此在前面所用到的弦算符破又可写为：

谚=∑ImIn(r，一‘)"J． (3．38)
J(}，)

值得注意的是：M．Azzouz的变换式(3．3)也可以用带有B。的等式(3．27)，(3．28)

来写出，这里毋为：

B，2万(0(f，一，，)(1—4√，)+4√，0(f，一／，)(1—4√，)) (3．39)

在这里O(x)表示阶跃函数。

当我们引进哈密顿变换的近似处理时，Y．R．Wang的选择的优点就显示出来

了，把(3．27)，(3．28)代入(3．13)，联立(3．2)可得：

日=∑(，u(d?e“‘一d』+d，P“‘一‘’dj)
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在这里：

其中彳(，)=V，a，则：

+，，。(d?一一i1)(町嘭一j1))+∑．a(dT a，一三)(3．40)

母J一币|=ldr·A∽

的)2毒(磊?,ImIn(一-G+i(ry训舯z

在上式中我们利用近似

+芳‘磊?,ImIn(r；-G+i(ry训胁，

=∑一
，(≠r)

一，孙等争r—r) V 7，

”，一(_)=(s；)+三2。丢

(3．41)

(3．42)

(3．43)

明显地，在(3．43)式中作近一步假设(s；)=0，则矗=o。这样就彻底简化了这一

问题，因为它面临的是在正方格上的紧束缚无自旋费米子。然而，由于这个模型的

不一致性使得在实际中这样做很困难。

在(3．42)式中(n，．)可以移到求和符号外边，在求连续极限下，场爿(r)的矢势

可以写成：

爿c，，=一(胛，)，善，!i}：；；≯

=一(”，)击垂彬虐杉，善，气笋≥争

屯)如×， (3．44)
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上式中晶表示基面元。如图(5)所示。

Ⅳp，=mt彳。，=c胛，，委l三享|{}{=c胛，，要吼， c，．。s，

中。=Ⅳ(r)tS。H==2n(”，．)=石． (3．46)

谚“，一办，，2 Idr’爿(r)2万 (3-47)

口t+1．』“一at+1，』=a，．』+l—dI+1．pl=a』，，一a，，』+l=0
(3．48)
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另～种表达就是：

g毋·彳(r)=p，r。tj(r)=jdS·H(r)=巾。 (3．50)

因此，对单个基本面元跃迁通量中。恒等于7／"。

让我们重新回到哈密顿量(3．40)，现在我们用统计力学方法来处理，在相位

因子(3．47)，(3．48)的平均场处理的范围内，哈密顿量(3．40)可以重新写成：

H=∑去，u(d?d，一d，dj)+也+H， (3．51)

(J．／)‘

因为在哈密顿日"中J=J。=J』=Ji，有：

JidⅢ=一J，Ju^川=J，J㈣川，J=J，‘叭l’Ipl=J (3·52)

从式(3．51)，(3．52)可看出不需要任何额外近似就可以检验各向同性XY模型，

因为它在双向正方格上与紧束缚无自旋费米子耦合了，相反因无自旋费米子间的相

互作用，海森伯模型需要近一步的近似，这将在后面的第四章讲到。



自旋费米化的研究

第四章二维自旋1／2Jordan—Wigner变换
的应用

在上一章里我们讨论T--维的Jordan—Wigner变换，运用Jordan-Wigner变换

对自旋体系进行了费米化。在这一章里，我们讨论在二维自旋1／2各向同性XY模

型和二维自旋1／2各向同性海森伯模型中应用Jordan．Wigner变换，将它们费米化

后再来求解各模型所对应的热力学函数。

第一节二维自旋1／2各向同性XY模型

在第一章我们讨论了Jordan-Wigner变换在一维自旋1／2各向异性XY模型中的

应用，在这一部分里我们来看一下如何在二维自旋1／2各向同性XY模型中应用

Jordan-Wigner变换将其进行费米化，然后再求解热力学量。

依据第三章中式(3．51)，我们考虑．，=J’，厶=，i且H二=H，=0得到二维自

旋各向同性盯模型哈密顿量：

圩"=去∑∑(~，(一1)”7(d0 d。，，-du d二Ⅵ)+，．(d0 d。，，一du d：u))
‘，#O，’0

=寺t，(‘～d0 b，“，J+口u b,tu+6二，J a，+2。J—b，+l。，口：2，，+’·‘)

+寺^(⋯+口0 bi，pI—ai,j岛j+I+K¨口，+I．J+I—b，+l，，d之l，，+I+··‘) (4．1．1)

在这里，正方格的双向特性出现了。在上式中我们引进了如下计法：口。=d。，

b。，，=d乩等等。

如果在式(4．1．1)中取J．=0或，=0，则可得到一个无链间作用的系统，它们

分别在水平或垂直的方向上延伸。

在前一种情况下取J。=0，式(4．1．1)对应的无链间作用系统的哈密顿量为：

％(r，)=(一1)7∑≯(一1)。(矿0‰，-d,，，d乩) (4．1．2)
J=O-

在后～种情况下取J=0，式(4．1．1)对应的无链问作用系统的哈密顿量为：



第四章二维自旋1／2 Jordan·Wigner变换的应用

Hw(f)=∑去J．(d0 d¨。-d。d0。) (4．1_3)
，。O‘

这样就又重新得到一维有限情况下的精确代换

d0=P坼％，+，d川．J=P叫叫¨／：“，⋯，∥o=o，∥川=∥，+j (4．1．4)

(如di．|=式，d己=一式，d；．i=一式，dj—i=式等等a]

进行傅立叶变换：

did=击丕ei(k't_LkrJ)‰，
咖嘉y％，

小去莩e“一，

弘嘉莩e“研

《2寿莩扩。Ⅳ

t=等"仉一了Nx，一TNx“，

。=等咿～=一等，一誓扎⋯，等一·
p”d乏}=坑禹，dkl，db}=0 pi，d：}=o (4．1．5)

于是哈密顿量变为：

HAT=圭莩(删n¨咖t叫啪+d-cosky孵”小∽

=妻∑吲(c。s儿(K钆一口k+ak)+fsin几(w吼一口以)) (4．1．6)
二k

上式推导中运用了以下计法：

醣=dt^，以=d”础冉，⋯，

E女=Ji cosky+Usink，=阪Ie“

吲=肛丽百巧‘蕊
Ji cosk P

cosyk 2可’ ． ，sink，
smYk 2育!

．41．

(4．1．7)
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哈密顿量式(4．1．6)可以重新写成下述形式：

H"=∑1引(cosYk(醣玩一口^)+isinTk(K吼

k在如图(6)所示范围内变化

图．6．式(4．1．6)、(4．1．7)(4．1．8)中k的变化范围

FIG．6．The region in which k varies in the sum in Eq．(4．1．6)、(4．1．7)、(4．1．8)

最后我们引进以下算符：

铲cos争“sj呼吼

尾嫡争一沁。s铷
k”饯}=0，溉、，口i}=o

矗"口志}=坑一，，识．，雕}-瓯。^ (4．1．9)

在费米情况下，我们利用近似(3．43)从式(4．1．8)得到最终的二维自旋1／2各向同

性XY模型的哈密顿量：

H胛=∑’Ak(口溉一／3；Zk)， (4．1．10)



——．苎竺兰三竺!竺坚!!!：!竺：!!竺!：壅苎竺些里
其中：

人。=JEk J=归丽瓦i焉巧>-0
现在可以很容易计算出与(4．1．10)式哈密顿量所对应的自旋模型的热力学函数，例

如单基态能量为：

粤=一￡堕k-IkrlI百dky忡t'2。。。22zr Ik百面Ⅳ ^# ^一一，I 2z V”1⋯“y⋯“⋯。

—一￡等￡鲁何i石而啊 ㈠¨z，

在一维限制下(J．=0)，式(4．1．12)变为

鲁=一三￡鲁dsink，l—iIJIi|v 2工t 2口 ”

同样在一维限制下(J=0)，式(4．1．12)变为：

鲁一三￡当J．cosky]2XIv I=一粤Ⅳ 2上z ”

求得解相同，即为一维情况下的精确解。

一43．

(4．1．13)

(4．1．14)
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第二节二维自旋1／2海森伯模型

在这一节里我们将讨论一下二维自旋l／2各向同性海森伯模型，同样在平均场近

似(式(3．43))体系中利用二维Jordan—Wigner变换，可以得到海森伯模型的哈密

顿量(见(3。40)式)，其中除了Hw项外，还包含Ⅳ。项：

H：=互‘，(州，d；d，一d7卜≯¨丢) (4．2．1)
‘，．J>

。

在上式中的d?d，d；d．可写为：

dHd；di_d：dl<djd J>+(d,+di>d；d|一<d÷dt>(d：d J>

+dTd J<d：d J>jr(d：di>d：di一<dTdi><d：d J>

=dTd，<刀，>+d；dJ<门．>一<门，><”』>

+d?d』△¨e’只J—d，d；A川口’q’+△u△川e’‘E，+q-I’ (4．2．2)

上述表达式中我们引进了下面的记法：

<dTdj>=△uP’B’7=一<djd，> (4．2．3)

根据式(4．2．2)，有四种方法来处理易辛作用，例如可以做如下假设：

△。=o，m=<sj>=<n』>一互1=o
(4．2．4)

或：

△u≠O，m=0
(4．2．5)

或：

△。=O，卅≠0 (4．2．6)

或：

A。≠O，m≠0 (4．2．7)

对于假设△。=O，埘=0，我们已在上一节里讨论过，现在我们来考虑第二种情况

(A。≠O，聊=0)，在这一种情况下易辛项变为：

Hz=∑Ju(△ue’B’dTd厂Aj,iP’巳。d，dj+△u△川P帆w)
《f，J>
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为了得到同位通量解，我们作以下代换(见图7)

Q
0+l i+ld+l

P P

均 一Q i+ld

图．7．对于海森伯模型的同相通量解

FIG7．Towards the in—phase flux solution for the Heisenberg model

△，。“+l，，5△，+l，』．J．，2 A，+l，J．，+2，，=△H2，J，，+1，J
2Q

∥，w，：∥一，一：一1，∥一一+：·Je5‰，一=1

△，．”．J+l=A，．，+1，‘，=A，+l”+1，，+l=Al+l,j*l；l+1．J=P

P’B”，“：P’日．，“u：e。B“"“p·：P’E“一¨“，：1 (4．2．8)

参量Q和P见后面式(4．2．13)和(4．2．14)，现在海森伯模型哈密顿量与各向同

性XY模型哈密顿量(4．1．1)式仅有微小差别。其形式为：
1

．H=去J(1+2Q)(‘·-一口_：：_，b，+l，J+口叫6二l，，+6二l，，d，+2，J—b，“√口：2．，+··‘)

+去J1(1+2尸)(⋯+盯0 b¨+I一日叫60十l+Kl，J d，扎J+l—b⋯，J口二l，J．1+⋯)

+NJQ2+MiP2． (4．2．9)

类似于(4．1．10)式，则有：

Ⅳ=∑。Ak(口概-fl[flk)+NJQ2+NJ．P2 (4．2．10)
k

其中：
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A。=肛丽面再孑矿了F面磊巧≥o (4．2．11)

单基态能量为：

导=一互I i，西dk上。瓦dk、／一而2丽i瓦而i蕊两
+JQ2+I，』P2

由旦aQ叠N=o和旦OP墨N=o可确定Q，P为：

Q=圭￡鲁￡鲁而赢拳甓篱丽
P=圭￡等￡鲁丽≤爱筹每丽

(4．2．12)

(4．2．13)

(4．2．14)

现在我们来考虑后两种假设△。=0，研≠0和△。≠O，用≠0，在这两种情况下我

们来处理易辛项(4．2．2)，设亚晶格磁化奈尔序m和一m如下：

1

<胛，，』>=<胛，+1．』+l>=’‘‘=m+i

<hi,j+I>=<胛Ⅲ>一一Ⅲ+i1 (4．2．15)

见图(8)。

-117 ，，，

i04-1 ，+lJ+i

7，， -Ill

，J f÷l√

图．8．海森伯模型奈尔序

FIG．8．The Ned order for the Heisenberg model

(在这里提一下，这一给定的假设明显与对相位因子的平均场近似处理相矛盾
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而且这一矛盾也一直没有得到解决)。对于假设△。=O，m≠0，带有奈尔序的均匀通

量称作奈尔通量解，对于假设△。≠O，m≠0，带有奈尔序的内通量称作同相奈尔通

量解。对于后一种情况，哈密顿量为：

H=去J(1+2Q)(···一口己b，扎J+日u 6矗u+6二l，，口，+2，J—b，+1．，口二2。J+⋯)

+喜以(1+2p)(···+口0 6。+l一口u茸≥“+6矗v口⋯．』“一6f．1．』口二1．，“+⋯)

+，(-··一肌ai+,jau十mbT．Ⅵb。扎，+，”6二ub，+L，一厅?口：2√口，+2，J++·’)

+，1(⋯一M口；：_，口u+mbD叫bu+l+打z6矗Ⅵb．+1．』一，摇口二u+l口．+l，，十1+‘·’)

+NJQ2+NJiP2+N(J+，1)胛2
(4·2·16)

利用傅立叶变换：

H=i1∑((2(J+J1)肌+iJ(1+2Q)sink，)b[ak

+(2(J+L，i)朋一iL，(1+2Q)sink，)口：b^

+J1(1+2P)cosky(b；bk—a；ak))

+NJQ2+NJiP2+N(J+，1)m2

=∑’((2(，+，．)m+∥(I+2Q)sink，)K吼
女

+(2(J+．，i)，竹一u(1+20)sinkx)口；西女

+．，』(1+2P)cosky(bibt—d；口★))

+NJQ2+NJlP 2+N(J+．，1)m2 (4·2．17)

在这里醣=d乏，k，吼=d”。．“+，等。引进算符

石：：nkei8，矗；=a：e一哦，茜k：b k，己÷=bi

2(1，+几)m±u(1+2Q)sin女。：瓜瓦了万了百面丽瓦蝴(4．2．17)
接下来：

铲c。s争瓦痂等瓦， 以墒等瓦一s等瓦
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Jz(1+2P)cosk。 ．44(J+Jz)2m 2+j2(1+2Q)sin
2

k，COS90‘2—]f’sin o)k。————啊T_—一
『EIl=44(J+J1)2Ⅲ2+j 2(1+2Q)2 sin

2

k，+Ji(1+2|P)2 cos
2

k，

在费米情况下得到最终的海森伯哈密顿量：

H=∑+Ak(口：％一雕版)+NJQ2+NJiP2+Ⅳ(，+以)m
2

上式中A。=IE。『≥0。

由式(4．2．19)得单基态能量为：

(4．2．18)

(4．2．19)

熹=一圭E等￡鲁厢可而巧可砀丽百珥雨丽
+NJQ2+AVi尸2+N(J+，i)聊2 (4．2．20)

与丽述类似n--I求得F回三个量：

Q：!f-!娶1 1 111 1垒竺三!呈! (4．2．21)‘

2。(2丌)2√4(J+J1)2m2+，2(1+2Q)2 sin
2

k，+，j(1+2Jp)2 cos2 k，

尸：土掣警一 !!竺丝：丝 (4．222)，’=一I—————=_——c!!=====================三======：=================== L斗．Z．ZZ，

2。(2万)2 44(J+，i)2埘2+j 2(1+2Q)2 sin
2

k，+J1(1+2P)2 cos2 k，

2。：一1 f-』竺了一 垒!兰!!!竺 (4．2．23)
2。(2万)2 44(J+J』)2埘2+，2(1+2Q)2 sin2 k，+．，i(1+2P)2 cos2七，

P，Q等于零，从式(4．2．15)，(4．2．18)，(4．2．19)，(4．2．20)，(4．2．23)得到奈尔

通量解。
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总 结
本文主要研究了一维情况下自旋1／2 Jordan-Wigner变换及其简单应用、一

维情况下自旋3／2 Jordan—Wigner变换、二维情况下自旋1／2 Jordan—Wigner变换以

及该变换在一些自旋模型中的应用。

1．一维自旋l／2 Jordan-Wigner变换在处于相同格点上的无自旋费米子算符

与自旋1／2算符之间建立了联系，给众多一维S=1／2的自旋链模型提供了一种新

的费米子表象下的描述，简化了一些物理问题的分析求解。运用该变换对一维

自旋1／2各向异性AT进行费米化，带来了精确求解。

2．对于一维自旋3／2 Jordan·Wigner变换，它是在自旋3／2和双费米子之间

构造出来的，双费米子表象下的该类自旋模型包含着多项费米子的相互作用，

而且弦算符的引入使得相互作用变得更加复杂，因此此类Jordan．Wigner变换方

法的实际应用价值还需要进一步发掘。

3．二维情况下的自旋为l／2的“Jordan—Wigner”变换是在研究正方格自旋

模型的基础上构建出来的，它是以一维变换为基础。将该变换应用到二维自旋

1／2各向同性邪模型和二维自旋l／2海森伯模型发现在二维Jordan—Wigner费米

化过程中有更多问题需要考虑，迫切需要一种更成熟地对相位因子的处理。
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