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第三章  多维随机变量及其分布 

习题 3.1 
1． 100 件商品中有 50 件一等品、30 件二等品、20 件三等品．从中任取 5 件，以 X、Y 分别表示取出的 5

件中一等品、二等品的件数，在以下情况下求 (X, Y ) 的联合分布列． 
（1）不放回抽取；（2）有放回抽取． 

解：（1）(X, Y )服从多维超几何分布，X, Y 的全部可能取值分别为 0, 1, 2, 3, 4, 5， 
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故 (X, Y ) 的联合分布列为 
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（2）(X, Y )服从多项分布，X, Y 的全部可能取值分别为 0, 1, 2, 3, 4, 5， 
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故 (X, Y ) 的联合分布列为 
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2． 盒子里装有 3 个黑球、2 个红球、2 个白球，从中任取 4 个，以 X 表示取到黑球的个数，以 Y 表示取

到红球的个数，试求 P{X = Y }． 

解：
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3． 口袋中有 5 个白球、8 个黑球，从中不放回地一个接一个取出 3 个．如果第 i 次取出的是白球，则令

Xi = 1，否则令 Xi = 0，i = 1, 2, 3．求： 
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（1）(X1, X2, X3)的联合分布列； 
（2）(X1, X2)的联合分布列． 

解：（1）
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4． 设随机变量 Xi ,  i =1, 2 的分布列如下，且满足 P{X1X2 = 0} = 1，试求 P{X1 = X2}． 
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解：因 P{X1 X2 = 0} = 1，有 P{X1 X2 ≠ 0} = 0， 
即 P{X1 = −1, X2 = −1} = P{X1 = −1, X2 = 1} = P{X1 = 1, X2 = −1} = P{X1 = 1, X2 = 1} = 0，分布列为 
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故 P{X1 = X2} = P{X1 = −1, X2 = −1} + P{X1 = 0, X2 = 0} + P{X1 = 1, X2 = 1} = 0． 
5． 设随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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试求 
（1）常数 k； 
（2）P{X < 1, Y < 3}； 
（3）P{X < 1.5}； 
（4）P{X + Y ≤ 4}． 
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故
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6． 设随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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试求 
（1）常数 k； 
（2）(X, Y ) 的联合分布函数 F (x, y)； 
（3）P{0 < X ≤ 1, 0 < Y ≤ 2}． 

解：（1）由正则性： 1),( =∫ ∫
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故 k = 12； 
（2）当 x ≤ 0 或 y ≤ 0 时，F (x, y) = P (∅) = 0， 

当 x > 0 且 y > 0 时， 

∫∫∫ ∫ −−+−+− −=−⋅==
x yux yvux y vu dududvduyxF

0

43

0 0

)43(

0 0

)43( )e1(e3]e3[e12),(  

)e1)(e1()e1(e 43

0

43 yxxyu −−−− −−=−−=  
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（3）P{0 < X ≤ 1, 0 < Y ≤ 2} = P{X ≤ 1, Y ≤ 2} = F (1, 2) = (1 − e −3) (1 − e −8)． 
7． 设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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试求 
（1）P{0 < X < 0.5, 0.25 < Y < 1}； 
（2）P{X = Y }； 
（3）P{X < Y }； 
（4）(X, Y ) 的联合分布函数． 

解：（1） ∫∫ ∫ ⋅==<<<<
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（2）P{X = Y } = 0； 
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（4）当 x < 0 或 y < 0 时，F (x, y) = P (∅) = 0， 
当 0 ≤ x < 1 且 0 ≤ y < 1 时， 
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当 0 ≤ x < 1 且 y ≥ 1 时， 
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当 x ≥ 1 且 0 ≤ y < 1 时， 
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当 x ≥ 1 且 y ≥ 1 时，F (x, y) = P (Ω) = 1， 
故(X, Y ) 的联合分布函数为 
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8． 设二维随机变量(X, Y ) 在边长为 2，中心为(0, 0) 的正方形区域内服从均匀分布，试求 P{X 2 + Y 2 ≤ 1}． 
解：设 D 表示该正方形区域，面积 SD = 4，G 表示单位圆区域，面积 SG = π， 

故
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9． 设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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（2）求 P{X > 0.5}和 P{Y < 0.5}． 

解：（1）由正则性： 1),( =∫ ∫
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故 k = 6； 
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10．设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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（1）求 P{X > 0.5, Y > 0.5}； 
（2）求 P{X < 0.5}和 P{Y < 0.5}； 
（3）求 P{X + Y < 1}． 

解：（1）
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11．设随机变量 Y 服从参数为λ = 1 的指数分布，定义随机变量 Xk如下： 
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求 X1 和 X2 的联合分布列． 
解：因 Y 的密度函数为 
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且 X1 和 X2 的全部可能取值为 0, 1， 

则 11

0

1

021 e1ee}1{}2,1{}0,0{ −−− −=−==≤=≤≤=== ∫ yy dyYPYYPXXP ， 

P{X1 = 0, X2 = 1} = P{Y ≤ 1, Y > 2} = P (∅) = 0， 
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2
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故 X1 和 X2 的联合分布列为 
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12．设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎪⎩
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求 P{X + Y ≥ 1}． 
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13．设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<

=
−

.,0
,0,e

),(
其他

yx
yxp

y

 

试求 P{X + Y ≤ 1}． 

解： ∫∫∫ ∫ −−−−− − +−=−⋅==≤+
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14．设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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求 X 与 Y 中至少有一个小于 0.5 的概率． 
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15．从(0,1)中随机地取两个数，求其积不小于 3/16，且其和不大于 1 的概率． 
解：设 X、Y 分别表示“从(0,1)中随机地取到的两个数”，则(X, Y ) 的联合密度函数为 
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故所求概率为 
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习题 3.2 
1． 设二维离散随机变量(X, Y ) 的可能值为 

(0, 0)，(−1, 1)，(−1, 2)，(1, 0)， 
且取这些值的概率依次为 1/6, 1/3, 1/12, 5/12，试求 X 与 Y 各自的边际分布列． 

解：因 X 的全部可能值为−1, 0, 1，且 
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6
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因 Y 的全部可能值为 0, 1, 2，且 
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2． 设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ >>−−−

=
−−−−−

.,0
,0,0,eee1

),(
},max{122121

其他

yx
yxF

yxyxyx λλλλλ

 

试求 X 与 Y 各自的边际分布函数． 

解：当 x ≤ 0 时，F (x, y) = 0，有 FX (x) = F (x, + ∞) = 0， 

当 x > 0 时，
⎩
⎨
⎧

≤
>−−−

=
−−−−−

.0,0
,0,eee1

),(
},max{122121

y
y

yxF
yxyxyx λλλλλ

 有 

xyxyxyx

yX xFxF 1122121 e1]eee1[lim),()( },max{ λλλλλλ −−−−−−

+∞→
−=−−−=∞+= ， 

故
⎩
⎨
⎧

≤
>−

=
−

.0,0
,0,e1

)(
1

x
x

xF
x

X

λ

 

当 y ≤ 0 时，F (x, y) = 0，有 FY ( y) = F (+ ∞, y) = 0， 

当 y > 0 时，
⎩
⎨
⎧

≤
>−−−

=
−−−−−

.0,0
,0,eee1

),(
},max{122121

x
x

yxF
yxyxyx λλλλλ

 有 

yyxyxyx

xY yFyF 2122121 e1]eee1[lim),()( },max{ λλλλλλ −−−−−−

+∞→
−=−−−=+∞= ， 

故
⎩
⎨
⎧

≤
>−

=
−

.0,0
,0,e1

)(
2

y
y

yF
y

Y

λ

 

3． 试求以下二维均匀分布的边际分布： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤+=

.,0

,1,
π
1

),(
22

其他

yxyxp  
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解：当 x < −1 或 x > 1 时，pX (x) = 0， 

当−1 ≤ x ≤ 1 时， 21

1
1

π
2

π
1),()(

2

2 xdydyyxpxp
x

xX −=== ∫∫
−

−−

∞+

∞−
， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−−=

.,0

,11,1
π
2

)(
2

其他

xxxpX  

当 y < −1 或 y > 1 时，pY ( y) = 0， 

当−1 ≤ y ≤ 1 时， 21

1
1

π
2

π
1),()(

2

2 ydxdxyxpyp
y

yY −=== ∫∫
−

−−

∞+

∞−
， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−−=

.,0

,11,1
π
2

)(
2

其他

yyypY  

4． 设平面区域 D 由曲线 y = 1/ x 及直线 y = 0，x = 1，x = e 2 所围成，二维随机变量(X, Y ) 在区域 D 上服

从均匀分布，试求 X 的边际密度函数． 

解：因平面区域 D 的面积为 2ln1 22
e

1

e

1
=== ∫ xdx

x
S D ， 

则(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈=
.),(,0

,),(,
2
1

),(
Dyx

Dyxyxp  

当 x < 1 或 x > e 2 时，pX (x) = 0， 

当 1 ≤ x ≤ e 2时，
x

dydyyxpxp x
X 2

1
2
1),()(

1

0
=== ∫∫

∞+

∞−
， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤=

.,0

,e1,
2
1

)(
2

其他

x
xxpX  

5． 求以下给出的(X, Y ) 的联合密度函数的边际密度函数 px (x) 和 py ( y)： 

（1）
⎩
⎨
⎧ <<

=
−

.,0
;0,e

),(1
其他

yx
yxp

y

 

（2）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −<<+=

.,0

;10),(
4
5

),(
22

2
其他

xyyxyxp  

（3）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<<=

.,0

;10,1
),(3

其他

xy
xyxp  

解：（1）当 x ≤ 0 时，pX (x) = 0， 

当 x > 0 时， x

x

y

x

y
X dydyyxpxp −+∞−+∞ −+∞

∞−
=−=== ∫∫ eee),()( 1 ， 

故
⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

.0,0
;0,e

)(
x
x

xp
x

X  

当 y ≤ 0 时，pY ( y) = 0， 

当 y > 0 时， yy y
Y ydxdxyxpyp −−+∞

∞−
=== ∫∫ ee),()(

01 ， 

x0 

y 

1

1 

−1 

−1 

x0 

y 

1 e 2
D

x0 

y 
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故
⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

.0,0
;0,e

)(
y
yy

yp
y

Y  

（2）当 x ≤ −1 或 x ≥ 1 时，pX (x) = 0， 

当−1 < x < 1 时， )1(
8
5)

2
1(

4
5)(

4
5),()( 41

0

221

0

2
2

22

xyyxdyyxdyyxpxp
xx

X −=+=+==
−−+∞

∞− ∫∫ ， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−−=

.,0

;11),1(
8
5

)(
4

其他

xxxpX  

当 y ≤ 0 或 y ≥ 1 时，pY ( y) = 0， 

当 0 < y < 1 时， yyxyxdxyxdxyxpyp
y

y

y

yY −+=+=+==
−

−−

−

−−

+∞

∞− ∫∫ 1)21(
6
5)

3
1(

4
5)(

4
5),()(

1

1

31

1

2 ， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−+=

.,0

;10,1)21(
6
5

)(
其他

yyyypY  

（3）当 x ≤ 0 或 x ≥ 1 时，pX (x) = 0， 

当 0 < x < 1 时， 111),()(
03 =⋅=== ∫∫

+∞

∞− x
xdy

x
dyyxpxp

x

X ， 

故
⎩
⎨
⎧ <<

=
.,0

;10,1
)(

其他

x
xpX  

当 y ≤ 0 或 y ≥ 1 时，pY ( y) = 0， 

当 0 < y < 1 时， yyxdx
x

dxyxpyp
yyY lnln1lnln1),()( 11

−=−==== ∫∫
+∞

∞−
， 

故
⎩
⎨
⎧ <<−

=
.,0

;10,ln
)(

其他

yy
ypY  

6． 设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
.,0

,10,6
),(

2

其他

xyx
yxp  

试求边际密度函数 px (x) 和 py ( y)． 
解：当 x ≤ 0 或 x ≥ 1 时，pX (x) = 0， 

当 0 < x < 1 时， )(66),()( 2
2 xxdydyyxpxp

x

xX −=== ∫∫
+∞

∞−
， 

故
⎩
⎨
⎧ <<−

=
.,0

,10),(6
)(

2

其他

xxx
xpX  

当 y ≤ 0 或 y ≥ 1 时，pY ( y) = 0， 

当 0 < y < 1 时， )(66),()( yydxdxyxpyp
y

yY −=== ∫∫
+∞

∞−
， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−

=
.,0

,10),(6)(
其他

yyyypY  

7． 试验证：以下给出的两个不同的联合密度函数，它们有相同的边际密度函数． 

x0 

y 

1

1

−1 

x0 

y 

1

x0 

y 

1

1 
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⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤+

=
.,0

,10,10,
),(

其他

yxyx
yxp  

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤++

=
.,0

,10,10),5.0)(5.0(
),(

其他

yxyx
yxg  

证：当 x < 0 或 x > 1 时，pX (x) = 0， 

当 0 ≤ x ≤ 1 时， 5.0)
2
1()(),()(

1

0

21

0
+=+=+== ∫∫

+∞

∞−
xyxydyyxdyyxpxp X ， 

则
⎩
⎨
⎧ ≤≤+

=
.,0

,10,5.0
)(

其他

xx
xpX  

当 y < 0 或 y > 1 时，pY ( y) = 0， 

当 0 ≤ y ≤ 1 时， 5.0)
2
1()(),()(

1

0

21

0
+=+=+== ∫∫

+∞

∞−
yxyxdxyxdxyxpypY ， 

则
⎩
⎨
⎧ ≤≤+

=
.,0

,10,5.0
)(

其他

yy
ypY  

并且当 x < 0 或 x > 1 时，gX (x) = 0， 

当 0 ≤ x ≤ 1 时， 5.0)5.0(
2
1)5.0()5.0)(5.0(),()(

1

0

21

0
+=+⋅+=++== ∫∫

+∞

∞−
xyxdyyxdyyxgxg X ， 

则
⎩
⎨
⎧ ≤≤+

=
.,0

,10,5.0
)(

其他

xx
xg X  

当 y < 0 或 y > 1 时，gY ( y) = 0， 

当 0 ≤ y ≤ 1 时， 5.0)5.0()5.0(
2
1)5.0)(5.0(),()(

1

0

21

0
+=+⋅+=++== ∫∫

+∞

∞−
yyxdxyxdxyxgygY ， 

则
⎩
⎨
⎧ ≤≤+

=
.,0

,10,5.0
)(

其他

yy
ygY  

故它们有相同的边际密度函数． 
8． 设随机变量 X 和 Y 独立同分布，且 

P{X = −1} = P{Y = −1} = P{X = 1} = P{Y = 1} = 1/2， 

试求 P{X = Y }． 
解：因 X 和 Y 独立同分布，且 P{X = −1} = P{Y = −1} = P{X = 1} = P{Y = 1} = 1/2， 

则(X, Y ) 的联合概率分布 

2
1

2
1

2
1

4
1

4
11

2
1

4
1

4
11

11

j

i

p

p
X

Y

⋅

⋅

−

−

 

故 P{X = Y } = P{X = −1, Y = −1} + P{X = 1, Y = 1} = 1/2． 
9． 甲、乙两人独立地各进行两次射击，假设甲的命中率为 0.2，乙的命中率为 0.5，以 X 和 Y 分别表示甲
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和乙的命中次数，试求 P{X ≤ Y }． 
解：因 X 的全部可能取值为 0, 1, 2， 

且 P{X = 0} = 0.8 2 = 0.64， 32.08.02.0
1
2

}1{ =××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==XP ，P{X = 2} = 0.2 2 = 0.04， 

又因 Y 的全部可能取值为 0, 1, 2， 

且 P{Y = 0} = 0.5 2 = 0.25， 5.05.05.0
1
2

}1{ =××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==YP ，P{Y = 2} = 0.5 2 = 0.25， 

则(X, Y ) 的联合概率分布 

25.05.025.0
04.001.002.001.02
32.008.016.008.01
64.016.032.016.00

210

j

i

p

p
X

Y

⋅

⋅

 

故 P{X ≤ Y } = 1 − P{X > Y } = 1 − P{X = 1, Y = 0} − P{X = 2, Y = 0} − P{X = 2, Y = 1} = 0.89． 
10．设随机变量 X 和 Y 相互独立，其联合分布列为 

3/19/1
9/1

2

1

321

bx
cax

yyy
X

Y

 

试求联合分布列中的 a, b, c． 

解：因 cap ++=⋅ 9
1

1 ，
9
4

3
1

9
1

2 +=++=⋅ bbp ，
9
1

1 +=⋅ ap ， bp +=⋅ 9
1

2 ， cp +=⋅ 3
1

3 ， 

根据独立性，知
81
4

9
5

9
1

9
4 2

2222 ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⋅== ⋅⋅ bbbbppbp ， 

可得 0
81
4

9
42 =+− bb ，即 0

9
2 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −b ， 

故
9
2

=b ； 

再根据独立性，知 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⋅== ⋅⋅ 9

1
9
6

9
1

9
4

9
1

1221 aabppp ，可得
6
1

9
1
=+a ， 

故
18
1

=a ； 

由正则性，知 1
9
5

3
1

9
1

9
12

1

3

1
=+++=+++++=∑∑

= =

cbabcap
i j

ij ，可得
9
4

=++ cba ， 

故
6
1

18
3

9
4

==−−= bac ． 

11．设 X 和 Y 是两个相互独立的随机变量，X ~ U (0, 1)，Y ~ Exp (1)．试求（1）X 与 Y 的联合密度函数；

（2）P{Y ≤ X }；（3）P{X + Y ≤ 1}． 
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解：（1）因 X 与 Y 相互独立，且边际密度函数分别为 

⎩
⎨
⎧ <<

=
.,0

,10,1
)(

其他

x
xpX  

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

.0,0
,0,e

)(
y
y

yp
y

Y  

故 X 与 Y 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ ≥<<

==
−

.,0
,0,10,e

)()(),(
其他

yx
ypxpyxp

y

YX  

（2） 111

0

1

0

1

0 0

1

0 0
e1e1)e()e1()e(e}{ −−−−−− =−+=+=−=−⋅==≤ ∫∫∫ ∫ xxxyx y xdxdxdydxXYP ； 

（3） 11

0

11

0

11

0

1

0

1

0

1

0
e)e()e1()e(e}1{ −−−−−− − =−=−=−⋅==≤+ ∫∫∫ ∫ xxxyx y xdxdxdydxYXP ． 

12．设随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
.,0

,0,10,3
),(

其他

xyxx
yxp  

试求（1）边际密度函数 px (x) 和 py ( y)；（2）X 与 Y 是否独立． 
解：（1）当 x ≤ 0 或 x ≥ 1 时，pX (x) = 0， 

当 0 < x < 1 时， 2

0
33),()( xxdydyyxpxp

x

X === ∫∫
+∞

∞−
， 

故
⎩
⎨
⎧ <<

=
.,0

,10,3
)(

2

其他

xx
xpX  

当 y ≤ 0 或 y ≥ 1 时，pY ( y) = 0， 

当 0 < y < 1 时， )1(
2
3

2
33),()( 2121

yxxdxdxyxpyp
yyY −==== ∫∫

+∞

∞−
， 

故
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−=

.,0

,10),1(
2
3

)(
2

其他

yyypY  

（2）因
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<<<−=

.,0

,10,10),1(
2
9

)()(
22

其他

yxyxypxp YX  即 px (x) py ( y) ≠ p (x, y)， 

故 X 与 Y 不独立． 
13．设随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<

=
.,0

,10,||,1
),(

其他

yyx
yxp  

试求（1）边际密度函数 px (x) 和 py ( y)；（2）X 与 Y 是否独立． 
解：（1）当 x ≤ −1 或 x ≥ 1 时，pX (x) = 0， 

当−1 < x < 0 时， xdydyyxpxp
xX +=== ∫∫ −

+∞

∞−
11),()(

1
， 

当 0 ≤ x < 1 时， xdydyyxpxp
xX −=== ∫∫

+∞

∞−
11),()(

1
， 

故
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤−
<<−+

=
.,0

,10,1
,01,1

)(
其他

xx
xx

xpX  

x 0

y

1 x0 

y 

1

1 

x0 

y 

1

1 

x0 

y 

1

1 

−1 
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当 y ≤ 0 或 y ≥ 1 时，pY ( y) = 0， 

当 0 < y < 1 时， ydxdxyxpyp
y

yY 21),()( === ∫∫ −

+∞

∞−
， 

故
⎩
⎨
⎧ <<

=
.,0

,10,2
)(

其他

yy
ypY  

（2）因
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<<≤−
<<<<−+

=
.,0

,10,10),1(2
,10,01),1(2

)()(
其他

yxxy
yxxy

ypxp YX  即 px (x) py ( y) ≠ p (x, y)， 

故 X 与 Y 不独立． 
14．设二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数如下，试问 X 与 Y 是否相互独立？ 

（1）
⎩
⎨
⎧ >>

=
+−

.,0
;0,0,e

),(
)(

其他

yxx
yxp

yx

 

（2） +∞<<∞−
++

= yx
yx

yxp ,,
)1)(1(π

1),( 222 ； 

（3）
⎩
⎨
⎧ <<<

=
.,0

;10,2
),(

其他

yx
yxp  

（4）
⎩
⎨
⎧ <+<<<<<

=
.,0

;10,10,10,24
),(

其他

yxyxxy
yxp  

（5）
⎩
⎨
⎧ <<<<−

=
.,0

;10,10),1(12
),(

其他

yxxxy
yxp  

（6）
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<=

.,0

;1,
4
21

),(
22

其他

yxyxyxp  

解：（1）因 xe − (x + y) = xe −x ⋅ e −y可分离变量，x > 0, y > 0 是广义矩形区域，故 X 与 Y 相互独立； 

（2）因
)1π(

1
)1π(

1
)1)(1(π

1
22222 yxyx +

⋅
+

=
++

可分离变量，−∞ < x, y < +∞是广义矩形区域， 

故 X 与 Y 相互独立； 
（3）因 0 < x < y < 1 不是矩形区域，故 X 与 Y 不独立； 
（4）因 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < x + y < 1 不是矩形区域，故 X 与 Y 不独立； 
（5）因 12xy(1 − x) = 12x(1 − x) ⋅ y 可分离变量，0 < x < 1, 0 < y < 1 是矩形区域，故 X 与 Y 相互独立； 
（6）因 x2 < y < 1 不是矩形区域，故 X 与 Y 不独立． 

15．在长为 a 的线段的中点的两边随机地各取一点，求两点间的距离小于 a / 3 的概率． 
解：设 X 和 Y 分别表示这两个点与线段中点的距离，有 X 和 Y 相互独立且都服从[0, a / 2]的均匀分布， 

则(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<<<=

.,0

,
2

0,
2

0,4
),( 2

其他

ayax
ayxp  

x0 

y 

a /3 

a /3 

a /2 

a /2

D

G 
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故所求概率为
9
2

2

32
1

}
3

{ 2

2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×

==<+
a

a

S
SaYXP

D

G ． 

16．设二维随机变量(X, Y ) 服从区域 
D = {(x, y): a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} 

上的均匀分布，试证 X 与 Y 相互独立． 
证：因(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤≤≤

−−=
.,0

;,,
))((

1
),(

其他

dycbxa
cdabyxp  

当 x < a 或 x > b 时，pX (x) = 0， 

当 a ≤ x ≤ b 时，
ab

dy
cdab

dyyxpxp
d

cX −
=

−−
== ∫∫

+∞

∞−

1
))((

1),()( ， 

则
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

−=
.,0

;,1
)(

其他

bxa
abxpX  

当 y < c 或 y > d 时，pY ( y) = 0， 

当 c ≤ y ≤ d 时，
cd

dx
cdab

dxyxpyp
b

aY −
=

−−
== ∫∫

+∞

∞−

1
))((

1),()( ， 

则
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

−=
.,0

;,1
)(

其他

dyc
cdypY  

因 px (x) py ( y) = p (x, y)， 
故 X 与 Y 相互独立． 

17．设 X1, X2, …, Xn 是独立同分布的正值随机变量．证明 

nk
n
k

XX
XXE

n

k ≤=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++ ,

1

1

L

L
． 

证：因 X1, X2, …, Xn 是独立同分布的正值随机变量， 

则由对称性知 ),,2,1(
1

ni
XX

X

n

i L
L

=
++

同分布，且满足 10
1

<
++

<
n

i

XX
X
L

， 

可得 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ n

i

XX
XE
L1

存在，且 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ n

n

nn XX
XE

XX
XE

XX
XE

L
L

LL 11

2

1

1 ， 

因 1
1

1

11

2

1

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ n

n

n

n

nn XX
XXE

XX
XE

XX
XE

XX
XE

L

L

L
L

LL
， 

则
nXX

XE
XX

XE
XX

XE
n

n

nn

1

11

2

1

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ L

L
LL

， 

故 nk
n
k

XX
XXE

n

k ≤=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++ ,

1

1

L

L
． 
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习题 3.3 
1． 设二维随机变量(X, Y ) 的联合分布列为 

09.007.004.02
22.011.007.01
20.015.005.00

321
X

Y

 

试分布求 U = max{X, Y } 和 V = min{X, Y } 的分布列． 
解：因 P{U = 1} = P{X = 0, Y = 1} + P{X = 1, Y = 1} = 0.05 + 0.07 = 0.12； 

P{U = 2} = P{X = 0, Y = 2} + P{X = 1, Y = 2} + P{X = 2, Y = 2} + P{X = 2, Y = 1} 
= 0.15 + 0.11 + 0.07 + 0.04 = 0.37； 

P{U = 3} = P{X = 0, Y = 3} + P{X = 1, Y = 3} + P{X = 2, Y = 3} = 0.20 + 0.22 + 0.09 = 0.51； 
故 U 的分布列为 

51.037.012.0
321

P
U

 

因 P{V = 0} = P{X = 0, Y = 1} + P{X = 0, Y = 2} + P{X = 0, Y = 3} = 0.05 + 0.15 + 0.20 = 0.40； 
P{V = 1} = P{X = 1, Y = 1} + P{X = 1, Y = 2} + P{X = 1, Y = 3} + P{X = 2, Y = 1} 

= 0.07 + 0.11 + 0.22 + 0.04 = 0.44； 
P{V = 2} = P{X = 2, Y = 2} + P{X = 2, Y = 3} = 0.07 + 0.09 = 0.16； 

故 V 的分布列为 

16.044.040.0
210

P
V

 

2． 设 X 和 Y 是相互独立的随机变量，且 X ~ Exp(λ )，Y ~ Exp(µ )．如果定义随机变量 Z 如下 

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
.,0
,,1

YX
YX

Z
当

当
 

求 Z 的分布列． 
解：因(X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ >>

==
+−

.,0
,0,0,e

)()(),(
)(

其他

yx
ypxpyxp

yx

YX

µλλµ
 

则 ∫∫ ∫
+∞ +∞+−+∞ +∞ +− −⋅==≤==

0

)(

0

)( e)(e}{}1{
x

yx

x

yx dxdydxYXPZP µλµλ λλµ  

µλ
λ

µλ
λλ µλµλ

+
=

+
−==

+∞+−+∞ +−∫ 0

)(

0

)( ee xx dx ， 

µλ
µ
+

==−== }1{1}0{ ZPZP ， 

故 Z 的分布列为 

µλ
λ

µλ
µ

++
P
Z 10

 

x0 

y 

X < Y 

X > Y
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3． 设随机变量 X 和 Y 的分布列分别为 

4/12/14/1
101

P
X −

      
2/12/1

10
P
Y

 

已知 P{XY = 0} = 1，试求 Z = max{X, Y }的分布列． 
解：因 P{X1 X2 = 0} = 1，有 P{X1 X2 ≠ 0} = 0， 

即 P{X1 = −1, X2 = 1} = P{X1 = 1, X2 = 1} = 0，可得 (X, Y ) 的联合分布列为 

2/12/1
4/11
2/10
4/11

10

j

i

p

p
X

Y

⋅

⋅

−
              

2/12/1
4/104/11
2/12/100
4/104/11

10

j

i

p

p
X

Y

⋅

⋅

−
 

因
4
10

4
1}0,0{}0,1{}0{ =+===+=−=== YXPYXPZP ； 

4
3}0{1}1{ ==−== ZPZP ； 

故 Z 的分布列为 

4
3

4
1

10
P
Z

 

4． 设随机变量 X、Y 独立同分布，在以下情况下求随机变量 Z = max{X, Y }的分布列． 
（1）X 服从 p = 0.5 的 (0-1) 分布； 
（2）X 服从几何分布，即 P{X = k} = (1 − p) k − 1p，k = 1, 2, …． 

解：（1）(X, Y ) 的联合分布列为 

5.05.0
5.025.025.01
5.025.025.00

10

j

i

p

p
X

Y

⋅

⋅

 

因 P{Z = 0} = P{X = 0, Y = 0} = 0.25；P{Z = 1} = 1 − P{Z = 0} = 0.75； 
故 Z 的分布列为 

75.025.0
10

P
Z

 

（2）因 P{Z = k} = P{X = k, Y ≤ k} + P{X < k, Y = k} = P{X = k} P{Y ≤ k} + P{X < k} P{Y = k} 

pppppppp k
k

i

i
k

j

jk 1
1

1

1

1

11 )1()1()1()1( −
−

=

−

=

−− −⋅−+−⋅−= ∑∑  

ppp
p

pp
p

ppp k
kk

k 1
1

1 )1(
)1(1

)1(1
)1(1

)1(1)1( −
−

− −⋅
−−

−−
+

−−
−−

⋅−=  

= (1 − p) k − 1 p ⋅ [2 − (1 − p) k − 1 − (1 − p) k ] 
故 Z = max{X, Y }的概率函数为 pz (k) = (1 − p) k − 1 p ⋅ [2 − (1 − p) k − 1 − (1 − p) k ]，k = 1, 2, …． 
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5． 设 X 和 Y 为两个随机变量，且 

7
3}0,0{ =≥≥ YXP ，

7
4}0{}0{ =≥=≥ YPXP ， 

试求 P{max{X, Y } ≥ 0}． 

解：设 A 表示事件“X ≥ 0”，B 表示事件“Y ≥ 0”，有
7
3)( =ABP ，

7
4)()( == BPAP ， 

故
7
5

7
3

7
4

7
4)()()()(}0},{max{ =−+=−+==≥ ABPBPAPBAPYXP U ． 

6． 设 X 与 Y 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ >>

=
+−

.,0
,0,0,e

),(
)(

其他

yx
yxp

yx

 

试求以下随机变量的密度函数（1）Z = (X + Y )/2；（2）Z = Y − X． 
解：方法一：分布函数法 

（1）作曲线簇 zyx
=

+
2

，得 z 的分段点为 0， 

当 z ≤ 0 时，FZ (z) = 0， 

当 z > 0 时， ∫∫ ∫
−+−− +− −⋅==

z xzyxz xz yx
Z dxdydxzF

2

0

2

0

)(2

0

2

0

)( ]e[e)(  

zzxzz xz zxdx 22

0

22

0

2 e)12(1)ee()ee( −−−−− +−=−−=+−= ∫ ， 

因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = (X + Y )/2 为连续随机变量， 
故 Z = (X + Y )/2 的密度函数为 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=′=
−

.0,0
,0,e4

)()(
2

z
zz

zFzp
z

ZZ  

（2）作曲线簇 y − x = z，得 z 的分段点为 0， 

当 z ≤ 0 时， ∫∫∫ ∫
+∞

−

−+−+∞

−

++−+∞

−

+ +− +−=−⋅==
z

xzx

z

zxyx

z

zx yx
Z dxdxdydxzF ]ee[]e[e)( )2(

0

)(

0

)(  

zzz

z

xzx e
2
1ee

2
1ee

2
1 )2( =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=

+∞

−

−+− ， 

当 z > 0 时， ∫∫∫ ∫
+∞ −+−+∞ ++−+∞ + +− +−=−⋅==

0

)2(

0 0

)(

0 0

)( ]ee[]e[e)( dxdxdydxzF xzxzxyxzx yx
Z  

zzxzx −−
+∞

−+− −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −= e

2
111e

2
1ee

2
1

0

)2( ， 

因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = Y − X 为连续随机变量， 
故 Z = Y − X 的密度函数为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=′=

− .0,e
2
1

,0,e
2
1

)()(
z

z
zFzp

z

z

ZZ  

方法二：增补变量法 

（1）函数
2

yxz +
= 对任意固定的 y 关于 x 严格单调增加，增补变量 v = y， 

x0 

y 

2z

x0 

y 

−z 

x0 

y 

z 
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可得
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
=

,

,
2

yv

yxz  有反函数
⎩
⎨
⎧

=
−=

,
,2

vy
vzx

 且 2
10
12
=

−
=

′′
′′

=
vz

vz

yy
xx

J ， 

则 ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
−=⋅−= dvvvzpdvvvzpzpZ ),2(22),2()( ， 

作曲线簇 zyx
=

+
2

，得 z 的分段点为 0， 

当 z ≤ 0 时，pZ (z) = 0， 

当 z > 0 时， zz z
Z zdvzp 22

0

2 e4e2)( −− == ∫ ， 

故 Z = (X + Y )/2 的密度函数为 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

.0,0
,0,e4

)(
2

z
zz

zp
z

Z  

（2）函数 z = y − x 对任意固定的 y 关于 x 严格单调增加，增补变量 v = y， 

可得
⎩
⎨
⎧

=
−=

,
,

yv
xyz

 有反函数
⎩
⎨
⎧

=
−=
,

,
vy

zvx
 且 1

10
11

−=
−

=
′′
′′

=
vz

vz

yy
xx

J ， 

则 ∫
+∞

∞−
−= dvvzvpzpZ ),()( ， 

作曲线簇 y − x = z，得 z 的分段点为 0， 

当 z ≤ 0 时， zzvzv
Z dvzp e

2
1e

2
1e)(

0

2

0

2 =−==
+∞+−+∞ +−∫ ， 

当 z > 0 时， z

z

zv

z

zv
Z dvzp −+∞+−+∞ +− =−== ∫ e

2
1e

2
1e)( 22 ， 

故 Z = Y − X 的密度函数为 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

− .0,e
2
1

,0,e
2
1

)(
z

z
zp

z

z

Z  

7． 设 X 与 Y 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
.,0

,0,10,3
),(

其他

xyxx
yxp  

试求 Z = X − Y 的密度函数． 
解：方法一：分布函数法 

作曲线簇 x − y = z，得 z 的分段点为 0, 1， 
当 z < 0 时，FZ (z) = 0， 

当 0 ≤ z < 1 时， 312

0

31

0

21

0 0 2
1

2
3

2
33333)( zzzxxxzdxdxxxdydxxdydxzF

z

z

z

z

z

x

zx

z x

Z −=+=+=+= ∫∫∫ ∫∫ ∫ −
， 

当 z ≥ 1 时，FZ (z) = 1， 
因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = X − Y 为连续随机变量， 
故 Z = X − Y 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−=′=

.,0

,10),1(
2
3

)()(
2

其他

zzzFzp ZZ  

−z x0 

y 

x0 

y 

2z 

z 

x0 

y 

x0 

y 

1

1 

z 
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方法二：增补变量法 
函数 z = x − y 对任意固定的 y 关于 x 严格单调增加，增补变量 v = y， 

可得
⎩
⎨
⎧

=
−=
,

,
yv

yxz
 有反函数

⎩
⎨
⎧

=
+=
,

,
vy

vzx
 且 1

10
11
==

′′
′′

=
vz

vz

yy
xx

J ， 

则 ∫
+∞

∞−
+= dvvvzpzpZ ),()( ， 

作曲线簇 x − y = z，得 z 的分段点为 0, 1， 
当 z ≤ 0 或 z ≥ 1 时，pZ (z) = 0， 

当 0 < z < 1 时， )1(
2
3)(

2
3)(3)( 21

0

21

0
zvzdvvzzp

zz

Z −=+=+=
−−

∫ ， 

故 Z = X − Y 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−=

.,0

,10),1(
2
3

)(
2

其他

zzzpZ  

8． 某种商品一周的需要量是一个随机变量，其密度函数为 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

.0,0
,0,e

)(1 t
tt

tp
t

 

设各周的需要量是相互独立的，试求 
（1）两周需要量的密度函数 p2 (x)；（2）三周需要量的密度函数 p3 (x)． 

解：方法一：根据独立伽玛变量之和仍为伽玛变量 
设 Ti 表示“该种商品第 i 周的需要量”，因 Ti 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
Γ=

−−

.0,0

,0,e
)2(

1
)(

12

1

t

tttp
t

 

可知 Ti 服从伽玛分布 Ga (2, 1)， 
（1）两周需要量为 T1 + T2，因 T1 与 T2 相互独立且都服从伽玛分布 Ga (2, 1)， 

故 T1 + T2 服从伽玛分布 Ga (4, 1)，密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
Γ=

−−−

.0,0

,0,e
6
1

.0,0

,0,e
)4(

1
)(

314

2
x

xx

x

xxxp
xx

 

（2）三周需要量为 T1 + T2 + T3，因 T1, T2, T3 相互独立且都服从伽玛分布 Ga (2, 1)， 
故 T1 + T2 + T3 服从伽玛分布 Ga (6, 1)，密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
Γ=

−−−

.0,0

,0,e
120

1

.0,0

,0,e
)6(

1
)(

516

3
x

xx

x

xxxp
xx

 

方法二：分布函数法 
（1）两周需要量为 X2 = T1 + T2，作曲线簇 t1 + t2 = x，得 x 的分段点为 0， 

当 x ≤ 0 时，F2 (x) = 0， 

当 x > 0 时， ∫∫ ∫
−−−−− −− −−⋅=⋅=

x txtttx tx tt ttdtdtttdtxF
0 02110 0 22112

12211 21 )ee(eee)(  

∫ −− +−−=
x tx dtttxtt

0 1111
2
1 ]ee)[( 1  

x
ttx ttxtt

0
1

2
1

2
1

3
1

11 eee
2
1

2
1

3
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= −−−  

x0 

y 

1

1 − z 

t10 

t2 

x
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)1(eee
2
1

2
1

3
1 233 −−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= −−− xxx xxxx  

xxxx xxx −−−− −−−−= e
6
1e

2
1ee1 32 ， 

因分布函数 F2 (x) 连续，有 X2 = T1 + T2 为连续随机变量， 
故 X2 = T1 + T2 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=′=
−

.0,0

,0,e
6
1

)()(
3

22
x

xxxFxp
x

 

（2）三周需要量为 X3 = T1 + T2 + T3 = X2 + T3，作曲线簇 x2 + t3 = x，得 x 的分段点为 0， 
当 x ≤ 0 时，F3 (x) = 0， 

当 x > 0 时， ∫∫ ∫
−−−−− −− −−⋅=⋅=

x xxttxx xx tx txdxdttxdxxF
0 03

3
220 0 33

3
223

23322 32 )ee(e
6
1ee

6
1)(  

∫ −− +−−=
x xx dxxxxxx

0 2
3
2

3
2

3
2

4
2 ]ee)[(

6
1̀ 2  

x
xxxxx xxxxxxx

0
2

2
2

3
2

4
2

4
2

5
2

2222 e6e6e3ee
4
1

4
1

5
1

6
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= −−−−−  

)1(eee
2
1e

6
1e

4
1

4
1

5
1

6
1 23455 −−−−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= −−−−− xxxxx xxxxxx  

xxxxxx xxxxx −−−−−− −−−−−−= e
120

1e
24
1e

6
1e

2
1ee1 5432 ， 

因分布函数 F3 (x) 连续，有 X3 = T1 + T2 + T3 为连续随机变量， 
故 X3 = T1 + T2 + T3 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=′=
−

.0,0

,0,e
120

1
)()(

5

33
x

xxxFxp
x

 

方法三：卷积公式（增补变量法） 

（1）两周需要量为 X2 = T1 + T2，卷积公式 ∫
+∞

∞−
−= 2222 )()()(

21
dttptxpxp TT ， 

作曲线簇 t1 + t2 = x，得 x 的分段点为 0， 
当 x ≤ 0 时，p2 (x) = 0， 
当 x > 0 时， 

x
x

xx xx ttx xtxtdttxtdtttxxp −−−−−− =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅−= ∫∫ e

6
1e

3
1

2
1e)(ee)()( 3

0

3
2

2
20 2

2
220 22
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故 X2 = T1 + T2 的密度函数为 
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（2）三周需要量为 X3 = T1 + T2 + T3 = X2 + T3，卷积公式 ∫
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−= 3333 )()()(
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作曲线簇 x2 + t3 = x，得 x 的分段点为 0， 
当 x ≤ 0 时，p3 (x) = 0， 
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当 x > 0 时， ∫∫ −−−− −+−=−=
x xx ttx dttxttxtxdtttxxp
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故 X3 = T1 + T2 + T3 的密度函数为 
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9． 设随机变量 X 与 Y 相互独立，试在以下情况下求 Z = X + Y 的密度函数： 
（1）X ~ U (0, 1)，Y ~ U (0, 1)； （2）X ~ U (0, 1)，Y ~ Exp (1)． 

解：方法一：分布函数法 
（1）作曲线簇 x + y = z，得 z 的分段点为 0, 1, 2， 

当 z < 0 时，FZ (z) = 0， 

当 0 ≤ z < 1 时， 2
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当 1 ≤ z < 2 时，
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当 z ≥ 2 时，FZ (z) = 1， 
因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = X + Y 为连续随机变量， 
故 Z = X + Y 的密度函数为 
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（2）作曲线簇 x + y = z，得 z 的分段点为 0, 1， 
当 z < 0 时，FZ (z) = 0， 
当 0 ≤ z < 1 时， 

zzxzz xzz xzyz xz y
Z zxdxdxdydxzF −+−+−−−− − +−=−=−=−⋅== ∫∫∫ ∫ e1)e()e1()e(e)(
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当 z ≥ 1 时， 
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因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = X + Y 为连续随机变量， 
故 Z = X + Y 的密度函数为 
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方法二：卷积公式（增补变量法） 

卷积公式 ∫
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∞−
−= dyypyzpzp YXZ )()()( ， 

（1）作曲线簇 x + y = z，得 z 的分段点为 0, 1, 2， 
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当 z ≤ 0 或 z ≥ 2 时，pZ (z) = 0， 

当 0 < z < 1 时， zdyzp
z

Z == ∫0 1)( ， 

当 1 ≤ z < 2 时， zdyzp
zZ −== ∫ −

21)(
1

1
， 

故 Z = X + Y 的密度函数为 
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（2）作曲线簇 x + y = z，得 z 的分段点为 0, 1， 
当 z ≤ 0 时，pZ (z) = 0， 

当 0 < z < 1 时， zzyz y
Z dyzp −−− −=−== ∫ e1)e(e)(
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， 

当 z ≥ 1 时， zzzz
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故 Z = X + Y 的密度函数为 
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10．设随机变量 X 与 Y 相互独立，试在以下情况下求 Z = X /Y 的密度函数： 
（1）X ~ U (0, 1)，Y ~ Exp (1)； （2）X ~ Exp (λ1)，Y ~ Exp (λ2)． 

解：方法一：分布函数法 

（1）作曲线簇 z
y
x
= ，即直线簇

z
xy = ，得 z 的分段点为 0， 

当 z ≤ 0 时，FZ (z) = 0， 

当 z > 0 时， )e1(e)(e)e(e)(
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因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = X /Y 为连续随机变量， 
故 Z = X /Y 的密度函数为 
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（2）作曲线簇 z
y
x
= ，即直线簇

z
xy = ，得 z 的分段点为 0， 

当 z ≤ 0 时，FZ (z) = 0， 

当 z > 0 时， ∫∫∫ ∫
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因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = X /Y 为连续随机变量， 
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故 Z = X /Y 的密度函数为 
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方法二：增补变量法 
（1）函数 z = x / y 对任意固定的 y 关于 x 严格单调增加，增补变量 v = y， 

可得
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则 ∫
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作曲线簇 x / y = z，得 z 的分段点为 0， 
当 z ≤ 0 时，pZ (z) = 0， 

当 z > 0 时， zzzzvz v
Z zz
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故 Z = X /Y 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>−−=
−−

.0,0

;0,e1e1)(
11

z

z
zzp

zz
Z  

（2）作曲线簇 x / y = z，得 z 的分段点为 0， 
当 z ≤ 0 时，pZ (z) = 0， 

当 z > 0 时，
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故 Z = X /Y 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
+=

.0,0

;0,
)()( 2

21

21

z

z
zzpZ λλ
λλ

 

11．设 X1 , X2 , X3为相互独立的随机变量，且都服从(0, 1)上的均匀分布，求三者中最大者大于其他两者之

和的概率． 
解：设 Ai 分别表示 Xi 大于其他两者之和，i = 1, 2, 3， 

显然 A1 , A2 , A3 两两互不相容，且 P(A1) = P(A2) = P(A3)， 
则 P(A1∪A2∪A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3) = 3P(A3) = 3P{X3 > X1 + X2} 
因 X1 , X2 , X3相互独立且都服从(0, 1)上的均匀分布， 

则由几何概型知
6
1

1
2
11

3
1

}{ 213 =
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=+> XXXP ， 

故
2
1}{3)( 213321 =+>= XXXPAAAP UU ． 

12．设随机变量 X1 与 X2 相互独立同分布，其密度函数为 
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试求 Z = max {X1, X2} − min {X1, X2}的分布． 
解：分布函数法， 

二维随机变量(X1, X2) 的联合密度函数为 
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因 Z = max {X1, X2} − min {X1, X2} = | X1 − X2 |， 
作曲线簇 | x1 − x2 | = z，得 z 的分段点为 0, 1， 
当 z < 0 时，FZ (z) = 0， 
当 0 ≤ z < 1 时， 
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当 z ≥ 1 时，FZ (z) = 1， 
因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = max {X1, X2} − min {X1, X2}为连续随机变量， 
故 Z = max {X1, X2} − min {X1, X2}的密度函数为 
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13．设某一个设备装有 3 个同类的电器元件，元件工作相互独立，且工作时间都服从参数为λ 的指数分

布．当 3 个元件都正常工作时，设备才正常工作．试求设备正常工作时间 T 的概率分布． 
解：设 Ti 表示“第 i 个元件正常工作”，有 Ti 服从指数分布 Exp (λ)，分布函数为 
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， 

则设备正常工作时间 T = min {T1, T2, T3}，分布函数为 
F (t) = P{T = min {T1, T2, T3} ≤ t} = 1 − P{min {T1, T2, T3} > t} = 1 − P{T1 > t}P{T2 > t}P{T3 > t} 

= 1 − [1 − F1
 (t)][1 − F2

 (t)][1 − F3
 (t)] 

当 t ≤ 0 时，F (t) = 0， 
当 t > 0 时，F (t) = 1 − (e − λ t )3 = 1 − e − 3λ t， 
故设备正常工作时间 T 服从参数为 3λ 的指数分布 Exp (3λ)，密度函数为 
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14．设二维随机变量(X, Y ) 在矩形 G = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}上服从均匀分布，试求边长分别为 X 和 Y
的矩形面积 Z 的密度函数． 

解：二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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方法一：分布函数法 
矩形面积 Z = XY，作曲线族 xy = z，得 z 的分段点为 0, 2， 
当 z ≤ 0 时，FZ (z) = 0， 
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当 0 < z < 2 时， ∫∫∫∫∫ ∫ +=+=
2

00

2

0

1

0 22
1

2
1

2
1)(

z

z

z

z

Z dx
x
zdxdydxdydxzF x

z

 

)ln2(ln
22

ln
22

2 zzzxzz
z

−+=+= ， 

当 z ≥ 2 时，FZ (z) = 1， 
因分布函数 FZ (z) 连续，有 Z = XY 为连续随机变量， 
故矩形面积 Z = XY 的密度函数为 
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方法二：增补变量法 
矩形面积 Z = XY，函数 z = xy 对任意固定的 y ≠ 0 关于 x 严格单调增加，增补变量 v = y， 

可得
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作曲线族 xy = z，得 z 的分段点为 0, 2， 
当 z ≤ 0 或 z ≥ 2 时，pZ (z) = 0， 

当 0 < z < 2 时， )ln2(ln
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故矩形面积 Z = XY 的密度函数为 
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15．设二维随机变量(X, Y ) 服从圆心在原点的单位圆内的均匀分布，求极坐标 

)/arctan(,22 XYYXR =+= θ ， 

的联合密度函数 
注：此题有误，对于极坐标，不是θ = arctan (Y / X )，应改为 tanθ = Y / X，0 ≤ θ < 2π 
解：二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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且当 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1 时，有 0 ≤ r ≤ 1，0 ≤ θ < 2π， 
故(R, θ ) 的联合密度函数为 
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16．设随机变量 X 与 Y 独立同分布，其密度函数为 
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（1）求 U = X + Y 与 V = X / (X + Y ) 的联合密度函数 pUV (u, v)； 
（2）以上的 U 与 V 独立吗？ 

解：二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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且当 x > 0, y > 0 时，有 uv > 0, u (1 – v) > 0，即 u > 0, 0 < v < 1， 
故 U = X + Y 与 V = X / (X + Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<>

=−⋅−=
−

.,0
,10,0,e

|)(|))1(,(),(
其他

vuu
uvuuvpvup

u

XYUV  

（2）当 u ≤ 0 时，pU (u) = 0， 
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当 v ≤ 0 或 v ≥ 1 时，pV (v) = 0， 
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故 U 与 V 相互独立． 
17．设 X, Y 独立同分布，且都服从标准正态分布 N (0, 1)，试证：U = X 2 + Y 2与 V = X / Y 相互独立． 

证：二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 +∞<<∞−+∞<<∞−=
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对于
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且−∞ < x < +∞, −∞ < y < 0 与−∞ < x < +∞, 0 < y < +∞时，都有 0 < u < +∞, −∞ < v < +∞， 
故由对称性知 U = X 2 + Y 2 与 V = X / Y 的联合密度函数为 
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当 u ≤ 0 时，pU (u) = 0， 
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故 U 与 V 相互独立． 
18．设随机变量 X 与 Y 相互独立，且 X ~ Ga (α1 , λ )，Y ~ Ga (α2 , λ )．试证：U = X + Y 与 V = X / (X + Y )相

互独立，且 V ~ Be (α1 , α2)． 
证：二维随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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且当 x > 0, y > 0 时，有 uv > 0, u (1 – v) > 0，即 u > 0, 0 < v < 1， 
故 U = X + Y 与 V = X / (X + Y ) 的联合密度函数为 
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当 u ≤ 0 时，pU (u) = 0， 
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当 v ≤ 0 或 v ≥ 1 时，pV (v) = 0，  
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故 V ~ Be (α1 , α2)． 
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故 U 与 V 相互独立． 
19．设随机变量 U1 与 U2 相互独立，且都服从(0, 1)上的均匀分布，试证明： 

（1）Z1 = −2 ln U1 ~ Exp(1/2)，Z2 = 2π U2 ~ U (0, 2π)； 

（2） 21 cos ZZX = 和 21 sin ZZY = 是相互独立的标准正态随机变量． 



 30

证：（1）因 z1 = −2 ln u1 严格单调减少，反函数为 2
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则 Z1 = −2 ln U1 的密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
−

.0,0

;0,e
2
1

)(
1

1
2

1

1

1

z

zzp
z

Z  

故 Z1 = −2 ln U1 ~ Exp(1/2)； 

因 z2 = 2π u2严格单调增加，反函数为
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当 0 < u2 < 1 时，有 0 < z2 < 2π，可得 π20,
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则 Z2 = 2π U2的密度函数为 
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故 Z2 = 2π U2 ~ U (0, 2π)； 
（2）因 U1与 U2 相互独立，有 Z1 = −2 ln U1 与 Z2 = 2π U2 相互独立， 

则二维随机变量(Z1, Z2) 的联合密度函数为 
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且当 z1 > 0, 0 < z2 < 2π时，有−∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞， 

则 21 cos ZZX = 与 21 sin ZZY = 的联合密度函数为 
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即(X, Y )服从二维正态分布 N (0, 0, 1, 1, 0)，相关系数ρ = 0， 

故 21 cos ZZX = 和 21 sin ZZY = 是相互独立的标准正态随机变量． 

20．设随机变量 X1 , X2 , …, Xn 相互独立，且 X i ~ Exp (λ i)，试证： 
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i
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证：因 X j ~ Exp (λ j)，密度函数和分布函数分别为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>=

−

.0,0
,0,e)(

x
xxp

x
j

j

jλλ   nj
x
xxF

x

j

j

,,2,1
.0,0
,0,e1)( L=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>−=

−λ

， 



 31

设 Yi = min{X1 , …, X i−1 , X i+1 , …, Xn}， 
则 Yi 的分布函数为 

FY i ( y) = P{Yi = min{X1 , …, X i−1 , X i+1 , …, Xn} ≤ y} 
= 1 − P{min{X1 , …, X i−1 , X i+1 , …, Xn} > y} 
= 1 − P{X1 > y}…P{X i−1 > y}P{X i+1 > y}…P{Xn > y}， 

当 y ≤ 0 时， 0)( =yF
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因分布函数 )(yF
iY 连续，有 Yi = min{X1 , …, X i−1 , X i+1 , …, Xn}为连续随机变量， 

则 Yi 的密度函数为 
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故 P{Xi = min{X1 , X2 , …, Xn}} = P{Xi ≤ Yi} 
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21．设连续随机变量 X1 , X2 , …, Xn 独立同分布，试证： 
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证：设 X i 的密度函数为 p (x)，分布函数为 F (x)，又设 Y = max{X1 , X2 , …, X n−1}， 
则 Y 的分布函数为 

FY ( y) = P{Y = max{X1 , X2 , …, X n−1} ≤ y} = P{X1 ≤ y}P{X2 ≤ y}…P{X n−1 ≤ y} = [F ( y)] n−1， 
可得 pY ( y) = FY′ ( y) = (n − 1) [F ( y)] n−2 ⋅ p ( y)， 
故 P{Xn > max{X1 , X2 , …, X n−1}} = P{Xn > Y} 
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习题 3.4 
1． 掷一颗均匀的骰子 2 次，其最小点数记为 X，求 E (X )． 
解：因 X 的全部可能取值为 1, 2, 3, 4, 5, 6， 
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2． 求掷 n 颗骰子出现点数之和的数学期望与方差． 

解：设 Xi 表示“第 i 颗骰子出现的点数”，X 表示“n 颗骰子出现点数之和”，有 ∑
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3． 从数字 0, 1, …, n 中任取两个不同的数字，求这两个数字之差的绝对值的数学期望． 
解：设 X 表示“所取的两个数字之差的绝对值”，有 X 的全部可能取值为 1, 2, …, n， 
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4． 设在区间 (0, 1) 上随机地取 n 个点，求相距最远的两点之间的距离的数学期望． 
解：设 Xi 表示“第 i 个点”，有 Xi 都服从均匀分布 U (0, 1)，密度函数和分布函数分别为 
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又设 X(1) = min{X1 , X2 , …, Xn}，X(n) = max{X1 , X2 , …, Xn}， 
则相距最远的两点之间的距离为 X = X(n) − X(1) ， 
因 X(1) 的分布函数为 

F1 (x) = P{X(1) = min{X1 , X2 , …, Xn} ≤ x} = 1 − P{min{X1 , X2 , …, Xn} > x} 
= 1 − P{X1 > x}P{X2 > x}…P{Xn > x} = 1 − [1 − F (x)]n 
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又因 X(n) 的分布函数为 
Fn (x) = P{X(n) = max{X1 , X2 , …, Xn} ≤ x} = P{X1 ≤ x}P{X2 ≤ x}…P{Xn ≤ x} = [F (x)]n 
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故相距最远的两点之间的距离的数学期望
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5． 盒中有 n 个不同的球，其上分别写有数字 1, 2, …, n．每次随机抽出一个，记下其号码，放回去再抽．直

到抽到有两个不同数字为止．求平均抽球次数． 
解：设 X 表示“抽球次数”，有 X 的全部可能取值为 2, 3, …， 
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6． 设随机变量(X, Y ) 的联合分布列为 
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2
πsin YXZ 的数学期望． 

解： 25.0
2
π3sin15.0sinπ15.0sinπ2.0

2
πsin25.0

2
πsin15.00sin1.0)( =×+×+×+×+×+×=ZE ． 

7． 随机变量(X, Y ) 服从以点 (0, 1)，(1, 0)，(1, 1) 为顶点的三角形区域上的均匀分布，试求 E (X + Y ) 和

Var (X + Y )． 
解：因(X, Y ) 的联合密度函数为 
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其中区域 D 为以点 (0, 1)，(1, 0)，(1, 1) 为顶点的三角形区域， 

故
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8． 设 X, Y 均为(0, 1)上独立的均匀随机变量，试证： 
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证：因(X, Y ) 的联合密度函数为 
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9． 设 X 与 Y 是独立同分布的随机变量，且 
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m
mmYXE

3
)1)(1()( +−

=−  

注：此题有误，E(X − Y ) 必等于 0，应改为 E(| X − Y |) 
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10．设随机变量 X 与 Y 独立同分布，且 E(X) = µ，Var(X) = σ 2，试求 E(X − Y )2． 
解：E(X − Y )2 = Var(X − Y ) + [E(X − Y )]2 = Var(X) + Var(Y) + (µ − µ)2 = 2σ 2． 
11．设随机变量(X, Y ) 的联合密度函数为 
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试求 E (Y / X )． 
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12．设 X1 , X2 , …, X5 是独立同分布的随机变量，其共同密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<

=
.,0

,10,2
)(

其他

xx
xp  

试求 Y = max{X1 , X2 , …, X5}的密度函数、数学期望和方差． 
解：因 X1 , X2 , …, X5 的共同分布函数为 
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当 Y = max{X1 , X2 , …, X5}的分布函数为 
FY ( y) = P{Y = max{X1 , X2 , …, X5} ≤ y} = P{X1 ≤ y}P{X2 ≤ y}…P{X5 ≤ y} = [F ( y)]5 
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故 Y 的密度函数为 
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数学期望
11
10

11
1010)()(

1

0

111

0

9 ==⋅== ∫∫
+∞

∞−
ydyyydyyypYE Y ； 

且
12
10

12
1010)()(

1

0

121

0

9222 ==⋅== ∫∫
+∞

∞−
ydyyydyypyYE Y ， 

故方差
726

5
1452

10
11
10

12
10)Var(

2

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Y ． 



 36

13．系统由 n 个部件组成．记 Xi 为第 i 个部件能持续工作的时间，如果 X1 , X2 , …, Xn 独立同分布，且 Xi ~ 
Exp (λ )，试在以下情况下求系统持续工作的平均时间： 
（1）如果有一个部件停止工作，系统就不工作了； 
（2）如果至少有一个部件在工作，系统就工作． 

解：Xi ~ Exp (λ )，可得 Xi 的密度函数和分布函数分别为 
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设 Y 表示“系统持续工作的时间”， 
（1）Y = min{X1 , X2 , …, Xn}，可得 Y 的分布函数为 

FY ( y) = P{Y = min{X1 , X2 , …, Xn} ≤ y} = 1 − P{min{X1 , X2 , …, Xn} > y} 
= 1 − P{X1 > y}P{X2 > y}…P{Xn > y} = 1 − [1 − F ( y)]n 
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（2）Y = max{X1 , X2 , …, Xn}，可得 Y 的分布函数为 
FY ( y) = P{Y = max{X1 , X2 , …, Xn} ≤ y} = P{X1 ≤ y}P{X2 ≤ y}…P{Xn ≤ y} = [F ( y)]n 
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14．设 X, Y 独立同分布，都服从正态分布 N (0, 1)，求 E [max{X, Y }]． 
解：方法一：先求最小值的分布函数，再求其数学期望 

因 X, Y 独立且密度函数和分布函数都分别是标准正态分布密度函数ϕ (x)和分布函数Φ(x)， 
则 Z = max{X, Y}的分布函数为 F (z) = [Φ(z)]2，密度函数为 p (z) = F ′(z) = 2 Φ(z)ϕ (z)， 
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方法二：直接求最小值函数的期望 
因 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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15．设随机变量 X1 , X2 , …, Xn 相互独立，且都服从 (0, θ ) 上的均匀分布，记 
Y = max{X1 , X2 , …, Xn}， Z = min{X1 , X2 , …, Xn}， 

试求 E (Y ) 和 E (Z )． 
解：因 X1 , X2 , …, Xn 相互独立且密度函数和分布函数分别是 
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则 Y = max{X1 , X2 , …, Xn} 和 Z = min{X1 , X2 , …, Xn}的分布函数分别是 
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且密度函数分别是 
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16．设随机变量 U 服从 (−2, 2) 上的均匀分布，定义 X 和 Y 如下： 
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试求 Var (X + Y )． 
解：方法一：先求 X + Y 的分布 

因 X + Y 的全部可能取值为−2, 0, 2， 

且
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故 Var (X + Y ) = E (X + Y )2 − [E (X + Y )]2 = 2． 
方法二：用方差的性质 
因 X 和 Y 的全部可能取值都−1, 1 

且
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17．一商店经销某种商品，每周进货量 X 与顾客对该种商品的需求量 Y 是相互独立的随机变量，且都服从

区间 (10, 20) 上的均匀分布．商店每售出一单位商品可得利润 1000 元；若需求量超过了进货量，则可

从其他商店调剂供应，这时每单位商品获利润为 500 元．试求此商店经销该种商品每周的平均利润． 

解：二维随机变量 (X, Y ) 服从二维均匀分布，联合密度函数为
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设 Z 表示此商店经销该种商品每周所得利润， 
当 X ≤ Y 时，Z = 1000X + 500 (Y – X ) = 500X + 500Y；当 X > Y 时，Z = 1000 Y， 
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18．设随机变量 X 与 Y 独立，都服从正态分布 N (a, σ 2)，试证
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证：方法一：先求最小值的分布函数，再求其数学期望 
因 X, Y 独立且密度函数和分布函数都分别是 
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方法二：直接求最小值函数的期望 
因 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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∫ ∫∫∫
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π
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⎞

⎜
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⋅+= ∫
∞+

∞−
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−

aaaxda
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方法三：根据第 14 题结论 

因
σ

aX −
与

σ
aY −
独立同分布，都服从正态分布 N (0, 1)， 

则根据第 12 题结论知
π

1,max =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−

σσ
aYaXE ， 

故
π

,max}],[max{ σ
σσ

σ +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−

+= aaYaXEaYXE ． 

19．设二维随机变量 (X, Y ) 的联合分布列为 

20.032.008.01
15.018.007.00

101−
X

Y

 

试求 X 2 与 Y 2 的协方差． 
解：因 E (X 2) = 02 × (0.07 + 0.18 + 0.15) + 12 × (0.08 + 0.32 + 0.20) = 0.6， 

E (Y 2) = (−1)2 × (0.07 + 0.08) + 02 × (0.18 + 0.32) + 12 × (0.15 + 0.20) = 0.5， 
E (X 2Y 2) = 0 × 0.07 + 0 × 0.18 + 0 × 0.15 + 1 × 0.08 + 0 × 0.32 + 1 × 0.20 = 0.28， 

故 Cov (X, Y ) = E (X 2Y 2) − E (X 2) E (Y 2) = 0.28 − 0.6 × 0.5 = − 0.02． 
20．把一颗骰子独立地掷 n 次，求 1 点出现次数与 6 点出现次数的协方差及相关系数． 
解：设 X 与 Y 分别表示“1 点出现次数”与“6 点出现次数”，又设 

⎩
⎨
⎧

=
.1,0

,1,1
点次没有掷出第

点次掷出第

i
i

X i  
⎩
⎨
⎧

=
.6,0

,6,1
点次没有掷出第

点次掷出第

i
i

Yi  

则 X1 , X2 , …, Xn 相互独立，Y1 , Y2 , …, Yn 也相互独立，且当 i ≠ j 时，Xi 与 Yj相互独立， 
因 (Xi, Yi) 的联合分布列为 

0
6
11

6
1

6
40

10
i

i

X
Y

 

则
6
1

6
11

6
50)( =×+×=iXE ，

6
1

6
11

6
50)( =×+×=iYE ， 

6
1

6
11

6
50)( 222 =×+×=iXE ，

6
1

6
11

6
50)( 222 =×+×=iYE ， 
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001
6
10

6
10

6
40)( =×+×+×+×=iiYXE ， 

可得
36
5

6
1

6
1)]([)()Var(

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= iii XEXEX ，

36
5

6
1

6
1)]([)()Var(

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= iii YEYEY ， 

36
1

6
1

6
10)()()(),Cov( −=×−=−= iiiiii YEXEYXEYX ， 

因 ∑
=

=
n

i
iXX

1
， ∑

=

=
n

i
iYY

1
，且当 i ≠ j 时，Xi与 Yj 相互独立， 

故
36

),Cov(),Cov(),Cov(
111

nYXYXYX
n

i
ii

n

i
i

n

i
i −=== ∑∑∑

===

； 

又因 X1 , X2 , …, Xn 相互独立，Y1 , Y2 , …, Yn 也相互独立， 

则
36
5)Var()Var()Var(

11

nXXX
n

i
i

n

i
i === ∑∑

==

，
36
5)Var()Var()Var(

11

nYYY
n

i
i

n

i
i === ∑∑

==

， 

故
5
1

36
5

36
5

36
)Var()Var(

),Cov(),Corr( −=
−

==
nn

n

YX
YXYX ． 

21．掷一颗骰子两次，求其点数之和与点数之差的协方差． 
解：设 X1 , X2 分别表示第 1, 2 颗骰子出现的点数，有 E(X1) = E(X2)，Var(X1) = Var(X2)， 

故 Cov(X1 + X2 , X1 − X2) = Var(X1) − Var(X2) = 0． 
22．某箱装 100 件产品，其中一、二和三等品分别为 80、10 和 10 件．现从中随机取一件，定义三个随机

变量 X1 , X2 , X3 如下 

3,2,1
.,0

,,1
=

⎩
⎨
⎧

= i
i

X i
其他

等品若抽到
， 

试求随机变量 X1 和 X2 的相关系数 Corr (X1 , X2)． 

解：因 1.0
100
10}{}0,0{ 21 ===== 抽到三等品PXXP ， 1.0

100
10}{}1,0{ 21 ===== 抽到二等品PXXP ， 

8.0
100
80}{}0,1{ 21 ===== 抽到一等品PXXP ，P{X1 = 1, X2 = 1} = P (∅) = 0， 

则 X1 和 X2 的联合分布为 

08.01
1.01.00

10
1

2

X
X

 

因 E (X1) = 0 × (0.1 + 0.1) + 1 × (0.8 + 0) = 0.8，E (X2) = 0 × (0.1 + 0.8) + 1 × (0.1 + 0) = 0.1， 

8.0)08.0(1)1.01.0(0)( 222
1 =+×++×=XE ， 1.0)01.0(1)8.01.0(0)( 222

2 =+×++×=XE ， 

E (X1 X2) = 0 × 0.1 + 0 × 0.1 + 0 × 0.8 + 1 × 0 = 0， 

则 16.08.08.0)]([)()(Var 22
1

2
11 =−=−= XEXEX ， 09.0)]([)()(Var 2

2
2
22 =−= XEXEX ， 

Cov (X1 , X2) = E (X1 X2) − E (X1) E (X2) = 0 − 0.8 × 0.1 = − 0.08， 
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故
3
2

3.04.0
08.0

)(Var)(Var
),Cov(),Corr(

21

21
21 −=

×
−

=
⋅

=
XX

XXXX ． 

23．将一枚硬币重复掷 n 次，以 X 和 Y 分别表示正面朝上和反面朝上的次数，试求 X 和 Y 的协方差及相关

系数． 
解：方法一：根据相关系数的性质 

因 Y = n − X，即 X 与 Y 线性负相关， 
故 Corr (X, Y ) = −1； 
又因 X 和 Y 都服从二项分布 b (n, 0.5)，有 E (X ) = E (Y ) = 0.5n，Var (X ) = Var (Y ) = 0.25n， 

故 nnnYXYXYX 25.0)1(25.025.0),Corr()Var()Var(),Cov( −=−⋅⋅=⋅⋅= ． 

方法二：直接计算 
因 X 和 Y 都服从二项分布 b (n, 0.5)，且 Y = n − X，有 E (X ) = E (Y ) = 0.5n，Var (X ) = Var (Y ) = 0.25n， 
故 Cov (X, Y ) = Cov (X, n − X ) = Cov (X, n) − Cov (X, X ) = 0 − Var (X ) = −0.25n； 

1
25.025.0

25.0
)Var()Var(

),(Cov),Corr( −=
⋅

−
=

⋅
=

nn
n

YX
YXYX ． 

24．设随机变量 X 和 Y 独立同服从参数为λ 的泊松分布，令 U = 2 X + Y，V = 2 X − Y，求 U 和 V 的相关系

数 Corr (U, V )． 
解：因 X 和 Y 独立同服从泊松分布 P (λ )，有 E (X ) = E (Y ) = λ ，Var (X ) = Var (Y ) = λ ， 

则 E (U ) = E (2 X + Y ) = 2E (X ) + E (Y ) = 3λ ，E (V ) = E (2 X − Y ) = 2E (X ) − E (Y ) = λ ， 
Var (U ) = Var (2 X + Y ) = 4Var (X ) + Var (Y ) = 5λ ，Var (V ) = Var (2 X − Y ) = 4Var (X ) + Var (Y ) = 5λ ， 
Cov (U, V ) = Cov (2 X + Y, 2 X − Y ) = 4Cov (X, X ) − Cov (Y, Y ) = 4Var (X ) − Var (Y ) = 3λ ， 

故
5
3

55
3

)Var()Var(
),(Cov),Corr( =

⋅
=

⋅
=

λλ
λ

VU
VUVU ． 

25．在一个有 n 个人参加的晚会上，每个人带了一件礼物，且假定各人带的礼物都不相同．晚会期间各人

从放在一起的 n 件礼物中随机抽取一件，试求抽中自己礼物的人数 X 的均值与方差． 

解：设 ni
i
i

X i ,,2,1
.,0

,,1
L=

⎩
⎨
⎧

=
个人抽到其他人的礼物第

个人抽到自己的礼物第
，有

n
XP i

1}1{ == ，
n

nXP i
1}0{ −

== ， 

则
nnn

nXE i
11110)( =×+
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×= ，

nnn
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11110)( 222 =×+
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×= ， 
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XEXEX iii

−
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⎠
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⎜
⎝
⎛−=−= ， 

因当 i ≠ j 时，(X i , X j) 的联合分布列为 

)1(
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y 

x0 
D 

1

可得
)1(

111
)1(

1)()()(),Cov( 2 −
=×−

−
=−=

nnnnnn
XEXEXXEXX jijiji ， 

因抽中自己礼物的人数 ∑
=

=
n

i
iXX

1
， 

故 11)()()(
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i
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26．设随机变量 X 和 Y 数学期望分别为 −2 和 2，方差分别为 1 和 4，而它们的相关系数为 −0.5，试根据

切比雪夫不等式，估计 P{| X + Y | ≥ 6}的上限． 
解：因 E (X + Y) = E (X ) + E (Y ) = −2 + 2 = 0， 

3)5.0(41241),Cov(2)(Var)(Var)Var( =−××++=++=+ YXYXYX ， 

则
12
1

36
3

6
)Var(}6|)()({|}6|{| 2 ==

+
≤≥+−+=≥+

YXYXEYXPYXP ， 

故 P{| X + Y | ≥ 6}的上限为
12
1

． 

27．设二维随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<

=
.,0

,10,||,1
),(

其他

xxy
yxp  

求 E (X ), E (Y ), Cov (X, Y )． 

解：
3
2

3
221)(

1

0

31

0
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0
===⋅= ∫∫ ∫− xdxxdyxdxXE

x

x
； 0

2
11)(

1
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0
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x

x

x

x
ydxdyydxYE ； 

因 0
2
11)(

1

0

21

0
=⋅=⋅= ∫∫ ∫ −−

x

x

x

x
xydxdyxydxXYE ， 

故 Cov (X, Y ) = E (XY ) − E (X )E (Y ) = 0． 
28．设二维随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<

=
.,0

,10,3
),(

其他

xyx
yxp  

求 X 与 Y 的相关系数． 

解：因
4
3

4
333)(

1

0

41

0
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0 0
===⋅= ∫∫ ∫ xdxxxdyxdxXE

x
，  

8
3

8
3

2
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2
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5
3

5
333)(

1

0
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0
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0 0

22 ===⋅= ∫∫ ∫ xdxxxdyxdxXE
x
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5
1

5
13)(

1

0
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31

0 0
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x0 
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则
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4
3
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2
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⎠
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⎜
⎝
⎛−=−= XEXEX ，
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8
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5
1)]([)()(Var

2
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⎠
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⎜
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⎛−=−= YEYEY ， 
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3

8
3

4
3
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3)()()(),Cov( =×−=−= YEXEXYEYX ， 

故
19
3

320
19

80
3
160

3

)Var()Var(
),Cov(),Corr( ===

YX
YXYX ． 

29．已知随机变量 X 与 Y 的相关系数为ρ ，求 X1 = a X + b 与 Y1 = cY + d 的相关系数，其中 a, b, c, d 均为非

零正常数． 
解：因 Var (X1) = Var (a X + b) = a 2 Var (X )，Var (Y1) = Var (cY + d ) = c 2 Var (Y )， 

Cov (X1, Y1) = Cov (a X + b, cY + d ) = E [(a X + b) − E (a X + b)][(cY + d ) − E (cY + d )] 
= E [a X − a E (X )][cY − c E (Y )] = ac E [X − E (X )][Y − E (Y )] = ac Cov (X, Y )， 

故 ρ
||)Var()Var(||

),Cov(

)Var()Var(

),Cov(
)Var()Var(

),Cov(
),Corr(

22
11

11
11 ac

ac
YXac

YXac

YcXa

YXac
YX

YX
YX ==== ． 

30．设 X1 与 X2 独立同分布，其共同分布为 Exp (λ )．试求 Y1 = 4 X1 − 3 X2与 Y2 = 3 X1 + X2 的相关系数． 
解：因 X1 与 X2 独立同分布，有 Var (X1) = Var (X2)，Cov (X1, X2) = 0， 

则 Var (Y1) = Var (4 X1 − 3 X2) = Var (4 X1) + Var (3 X2) = 16 Var (X1) + 9 Var (X2) = 25 Var (X1)， 
Var (Y2) = Var (3 X1 + X2) = Var (3 X1) + Var (X2) = 9 Var (X1) + Var (X2) = 10 Var (X1)， 
Cov (Y1, Y2) = Cov (4 X1 − 3 X2, 3 X1 + X2) = Cov (4 X1, 3 X1) − Cov (3 X2, X2) = 12 Var (X1) − 3 Var (X2) 

= 9 Var (X1)， 

故
105
9

)Var(10)Var(25
)Var(9

)Var()Var(
),Cov(

),Corr(
11

1

21

21
21 ===

XX
X

YY
YY

YY ． 

31．设 X1 与 X2 独立同分布，其共同分布为 N (µ, σ 2)．试求 Y = a X1 + bX2 与 Z = a X1 − bX2的相关系数，其

中 a 与 b 为非零常数． 
解：因 X1 与 X2 独立同分布，有 Var (X1) = Var (X2)，Cov (X1, X2) = 0， 

则 Var (Y ) = Var (a X1 + bX2) = Var (a X1) + Var (bX2) = a 2 Var (X1) + b2 Var (X2) = (a 2 + b2) Var (X1)， 
Var (Z) = Var (a X1 − bX2) = Var (a X1) + Var (bX2) = a 2 Var (X1) + b2 Var (X2) = (a 2 + b2) Var (X1)， 
Cov (Y, Z) = Cov (a X1 + bX2, a X1 − bX2) = Cov (a X1, a X1) − Cov (bX2, bX2) = a 2 Var (X1) − b2 Var (X2) 

= (a 2 − b2) Var (X1)， 

故 22
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1
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1
22

1
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)Var()()Var()(

)Var()(
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),Cov(),Corr(
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−
== ． 

32．设二维随机变量 (X, Y ) 服从二维正态分布 N (0, 0, 1, 1, ρ )， 
（1）求 E [max{X, Y }]； 
（2）求 X − Y 与 XY 的协方差及相关系数． 

解：（1）方法一：直接计算 
因 (X, Y ) 的联合密度函数为 

+∞<<∞−
−
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+−
−

yxyxp
yxyx

,,e
1π2
1),( )1(2
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， 
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y 
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D2
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令 u = x − ρ y，有 x = u + ρ y，dx = du，且当 x → −∞ 时，u → −∞ ；当 x = y 时，u = (1 − ρ ) y， 

故 ∫ ∫
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方法二：利用二维正态分布的性质 

因 |)|(
2
1},max{ YXYXYX −++= ，且 E (X ) = E (Y ) = 0， 

则 |)(|
2
1|)](|)()([

2
1|)|(

2
1}],[max{ YXEYXEYEXEYXYXEYXE −=−++=−++= ， 

因 (X, Y ) 服从二维正态分布 N (0, 0, 1, 1, ρ )，有 E (X ) = E (Y ) = 0，Var (X ) = Var (Y ) = 1， 

且 Corr (X, Y ) = ρ ，可得 ρ== ),Corr()Var()Var(),Cov( YXYXYX ， 

则 X − Y 服从正态分布，且 E (X − Y ) = 0，Var (X − Y ) = Var (X ) + Var (Y ) − 2 Cov (X, Y ) = 2 − 2ρ ， 
即 X − Y 服从正态分布 N (0, 2 − 2ρ )，密度函数为 

)22(2

2

e
)22(π2

1)( ρ

ρ
−

−

−
=

z

zp ， 

故 ∫
∞+

∞−

−
−

−
⋅=−= dzzYXEYXE

z
)22(2

2

e
)22(π2

1||
2
1|)(|

2
1}],[max{ ρ

ρ
 

+∞

−
−∞+ −

−
−−⋅

−
=

−
= ∫

0

)22(2

0

)22(2

22

e)]22([
)1(π2

1e
)22(π2

1 ρρ ρ
ρρ

zz

dzz  

π
1)22(

)1(π2
1 ρρ

ρ
−

=−⋅
−

= ； 
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（2）因 (X, Y ) 的联合密度函数为 

+∞<<∞−
−

= −

+−
−

yxyxp
yxyx

,,e
1π2
1),( )1(2

2

2

2

22

ρ
ρ

ρ
， 

则由对称性知 ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

−

+−
−

−
⋅= dxdyyxYXE

yxyx
)1(2

2

2

22 2

22

e
1π2
1)( ρ

ρ

ρ
 

)(e
1π2
1 2)1(2

2

2

2 2

22

XYEdxdyxy
yxyx

=
−

⋅= ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

−

+−
−

ρ
ρ

ρ
， 

且 E (X ) = E (Y ) = 0， 
故 Cov (X − Y, XY ) = E [(X − Y )XY ] − E (X − Y ) E (XY ) 

= [E (X 2Y ) − E (XY 2)] − [E (X ) − E (Y )] E (XY ) = 0； 

0
)Var()Var(

),Cov(),Corr( =
−
−

=−
XYYX

XYYXXYYX ． 

33．设二维随机变量 (X, Y ) 服从区域 D = {(x, y) | 0 < x < 1, 0 < x < y < 1}上的均匀分布，求 X 与 Y 的协方差

及相关系数． 
解：因 (X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<

=
.,0

,10,2
),(

其他

yx
yxp  

则
3
1

3
21

3
2)1(22)(

1

0

321

0

1

0

1
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅= ∫∫ ∫ xxdxxxdyxdxXE

x
， 

3
2

3
11

3
1)1(2)(

1

0

31

0

21

0

121

0

1
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅=⋅= ∫∫∫ ∫ xxdxxydxdyydxYE

xx
， 

6
1

2
1

3
2

4
2

3
2)1(22)(

1

0

431

0

21

0

1 22 =−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅= ∫∫ ∫ xxdxxxdyxdxXE

x
， 

2
1

4
11

3
2

4
1

3
2)1(

3
2

3
22)(

1

0

41

0

31

0

131

0

1 22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅=⋅= ∫∫∫ ∫ xxdxxydxdyydxYE

xx
， 

4
1

4
1

2
1

4
1

2
1)(2)(

1

0

421

0

31

0

121

0

1
=−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−=⋅=⋅= ∫∫∫ ∫ xxdxxxxydxdyxydxXYE

xx
， 

可得
18
1

3
1

6
1)]([)()(Var

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= XEXEX ，

18
1

3
2

2
1)]([)()(Var

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= YEYEY ， 

故
36
1

3
2

3
1

4
1)()()(),Cov( =×−=−= YEXEXYEYX ； 

2
1

18
1

18
1
36
1

)Var()Var(
),Cov(),Corr( ===

YX
YXYX ． 

x0 

y 

1
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0 x1

y 
2 

34．设二维随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

.,0

,20,10,
27

6
),(

2

其他

yxxyxyxp  

求 X 与 Y 的协方差及相关系数． 

解：因 ∫∫∫ ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

1

0

231

0

2

0

2231

0

2

0

2

7
6

7
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7
6

27
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7
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7
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7
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7
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7
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⎜
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∫∫∫ ∫ ⎟
⎠
⎞
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⎜
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⎜
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7
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7
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7
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7
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7
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7
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7
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7
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7
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∫∫∫ ∫ ⎟
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⎜
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⎜
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1
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7
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7
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21
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则
490
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7
5
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39)]([)()(Var

2
22 =⎟
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⎝
⎛−=−= XEXEX ，
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46

7
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34)]([)()(Var
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= YEYEY ， 

故
147

1
7
8

7
5

21
17)()()(),Cov( −=×−=−= YEXEXYEYX ； 
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5

147
46

490
23

147
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)Var()Var(
),Cov(),Corr( −=

−
==

YX
YXYX ． 

35．设二维随机变量 (X, Y ) 在矩形 G = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}上服从均匀分布，记 
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⎩
⎨
⎧

≤
>

=
.,0
,,1

YX
YX

U  
⎩
⎨
⎧

≤
>

=
.2,0
,2,1

YX
YX

V  

求 U 和 V 的相关系数． 

解：因 25.0
2
5.0}),{(}2,{}0,0{ 1

1 ===∈=≤≤===
G

D

S
S

DYXPYXYXPVUP ， 

P{U = 0, V = 1} = P{X ≤ Y, X > 2Y} = P (∅) = 0， 

25.0
2
5.0}),{(}2,{}0,1{ 2

2 ===∈=≤>===
G

D

S
S

DYXPYXYXPVUP ， 

5.0
2
1}),{(}2,{}1,1{ 3

3 ===∈=>>===
G

D

S
S

DYXPYXYXPVUP ， 

则 E (U ) = 0 × (0.25 + 0) + 1 × (0.25 + 0.5) = 0.75，E (V ) = 0 × (0.25 + 0.25) + 1 × (0 + 0.5) = 0.5， 
E (U 2) = 0 2 × (0.25 + 0) + 12 × (0.25 + 0.5) = 0.75，E (V 2) = 0 2 × (0.25 + 0.25) + 12 × (0 + 0.5) = 0.5， 
E (UV) = 0 × 0.25 + 0 × 0 + 0 × 0.25 + 1 × 0.5 = 0.5， 

有 Var (U ) = E (U 2) − [E (U )]2 = 0.75 − 0.752 = 0.1875，Var (V ) = E (V 2) − [E (V )]2 = 0.5 − 0.52 = 0.25， 
Cov (U, V) = E (UV) − E (U ) E (V ) = 0.5 − 0.75 × 0.5 = 0.125， 

故
3

1
5.0325.0

125.0
)(Var)(Var

),Cov(),Corr( =
×

=
⋅

=
VU

VUVU ． 

36．设二维随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数如下，试求 (X, Y ) 的协方差矩阵． 

（1）
⎩
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⎧ <<<<
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yxp  

（2）
⎪⎩
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⎨
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其他
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解：（1）因
3
2

3
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4
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4
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4
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2
1

4
2226)(
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5
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5
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5
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5
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222 ===⋅=⋅= ∫∫∫ ∫ xxdxxydxdyxyydxYE ， 

2
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2
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有
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22 =⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛−=−= XEXEX ，
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4
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= YEYEY ， 

0
4
3

3
2

2
1)()()(),Cov( =×−=−= YEXEXYEYX ， 

故协方差矩阵为 

2

1 
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x = y x = 2y

D1 D2 
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⎟⎟
⎟
⎟
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（2）因
6
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8
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
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+
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3
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3
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2
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3
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8
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+
⋅= ∫∫∫ ∫ dxxxxyyxdxdyyxxydxXYE ， 

有
36
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6
7

3
5)]([)()Var(

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= XEXEX ，

36
11

6
7

3
5)]([)()Var(

2
22 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−= YEYEY ， 

36
1

6
7

6
7

3
4)()()(),Cov( −=×−=−= YEXEXYEYX ， 

故协方差矩阵为 

⎟⎟
⎟
⎟
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⎞
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⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

36
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36
1

36
1

36
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． 

37．设 a 为区间 (0, 1) 上的一个定点，随机变量 X 服从区间 (0, 1) 上的均匀分布，以 Y 表示点 X 到 a 的距

离．问 a 为何值时 X 与 Y 不相关． 

解：因 X 服从区间 (0, 1) 上的均匀分布，有
2
1)( =XE 且 X 的密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<
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x
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a

a

a
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1
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1

3
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3
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a

a

a
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3
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2
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3
1

2
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3
1
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3
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3
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⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ， 

可得 3223

3
1

2
1

12
1

2
1

2
1

3
1

2
1

3
1)()()(),Cov( aaaaaaYEXEXYEYX +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−= ， 
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令 0)122)(12(
12
1

3
1

2
1

12
1),Cov( 232 =+−−=+−= aaaaaYX ，可得

2
1

=a 或
4

322 ±
=a ， 

因 a 为区间 (0, 1) 上的一个定点， 

故当
2
1

=a 时，Cov (X, Y ) = 0，即 X 与 Y 不相关． 

38．设随机向量 (X1, X2, X3) 满足条件 
a X1 + b X2 + c X3 = 0， 
E (X1) = E (X2) = E (X3) = d， 
Var (X1) = Var (X2) = Var (X3) = σ 2， 

其中 a, b, c, d, σ 2 均为常数，求相关系数ρ 12 , ρ 23 , ρ 31． 
注：此题条件有误，应更正为“其中 a, b, c, σ 2均为非零常数，d 为常数” 
解：因 c X3 = − a X1 − b X2，有 Var (c X3) = Var (− a X1 − b X2)， 

则 c2 Var (X3) = a 2 Var (X1) + b2 Var (X2) + 2ab Cov (X1 , X2)， 
因 Var (X1) = Var (X2) = Var (X3) = σ 2，Cov (X1 , X2) = σ 2ρ 12，且 a, b 为非零常数， 

故
ab

bac
2

222

12
−−

=ρ ，同理可得
bc

cba
2

222

23
−−

=ρ ，
ac

cab
2

222

31
−−

=ρ ； 

此外，因 a X1 + b X2 + c X3 = 0，且 E (X1) = E (X2) = E (X3) = d， 
则 E (a X1 + b X2 + c X3) = a E (X1) + bE (X2) + cE (X3) = (a + b + c) d = 0， 
如果 d ≠ 0，有 a + b + c = 0，即 c = − a − b， 

故 1
2
)( 222

12 =
−−−−

=
ab

babaρ ，同理可得ρ 23 = 1，ρ 31 = 1． 

39．设随机向量 X 与 Y 都只能取两个值，试证：X 与 Y 的独立性与不相关性是等价的． 
证：因独立必然不相关，只需证明若 X 与 Y 不相关可推出 X 与 Y 独立， 

设 X 与 Y 不相关，且 X 只能取两个值 a 与 b，Y 只能取两个值 c 与 d，有 a ≠ b，c ≠ d， 

令
ab
aXX

−
−

=* ，
cd
cYY

−
−

=* ，有 X *与 Y *只能取两个值 0 与 1， 

则 0
))((

),Cov(
))((

),Cov(,Cov*)*,Cov( =
−−

=
−−
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
−

=
cdab

YX
cdab

cYaX
cd
cY

ab
aXYX ， 

设随机向量 (X *, Y *) 的联合分布列与边际分布列为 

21

22221

11211

1
0

10
*

*

⋅⋅⋅

⋅

⋅

⋅

ppp
ppp
ppp

p
X

Y

j

i

 

则 Cov (X *, Y *) = E (X *Y *) − E (X *) E (Y *) = p22 − p2 ⋅ p⋅2 = 0，即 p22 = p2 ⋅ p⋅2， 
有 p12 = p⋅2 − p22 = p⋅2 − p2 ⋅ p⋅2 = (1 − p2 ⋅) p⋅2 = p1 ⋅ p⋅2， 

p21 = p2⋅ − p22 = p2⋅ − p2 ⋅ p⋅2 = p2 ⋅ (1 − p⋅2)  = p2 ⋅ p⋅1， 
p11 = p⋅1 − p21 = p⋅1 − p2 ⋅ p⋅1 = (1 − p2 ⋅) p⋅1 = p1 ⋅ p⋅1， 

故 pij = pi ⋅ p⋅j ，i, j = 1, 2，即 X 与 Y 独立，得证． 
40．设随机变量 X 服从区间 (−0.5, 0.5) 上的均匀分布，Y = cos X，则 X 与 Y 有函数关系．试证：X 与 Y 不

相关，即 X 与 Y 无线性关系． 
证：因 X 服从区间 (−0.5, 0.5) 上的均匀分布，有 E (X ) = 0 且 X 的密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<−

=
.,0

,5.05.0,1
)(

其他

x
xp  
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x

y 

0 1−1 

则 5.0sin2)5.0sin(5.0sinsin1cos)( 5.0

5.0

5.0

5.0
=−−==⋅=

−−∫ xdxxYE ， 

因 x cos x 为奇函数，有 01cos)(
5.0

5.0
=⋅= ∫− dxxxXYE ， 

故 Cov (X, Y ) = E (XY ) − E (X ) E (Y ) = 0 − 0 × 2 sin 0.5 = 0，即 X 与 Y 不相关，X 与 Y 无线性关系． 
41．设二维随机变量 (X, Y ) 服从单位圆内的均匀分布，其联合密度函数为 
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π
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),(
22

22

yx

yxyxp  

试证 X 与 Y 不独立且 X 与 Y 不相关． 

证：当−1 < x < 1 时，
π

12
π
1),()(

21

1
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=== ∫∫
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当−1 < y < 1 时，
π

12
π
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2
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y
dxdxyxpyp
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则
⎪⎩
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⎧
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)1)(1(4
)()( 2

22

其他

yx
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ypxp YX  

故 p (x, y) ≠ pX (x)pY ( y)，即 X 与 Y 不独立； 

因 0)1(
π3

2
π
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ππ
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0
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1
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x
yx
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故 Cov (X, Y ) = E (XY ) − E (X ) E (Y ) = 0 − 0 × 0 = 0，即 X 与 Y 不相关． 

42．设随机向量 (X1, X2, X3) 的相关系数分别为ρ 12 , ρ 23 , ρ 31，证明 312312
2
31

2
23

2
12 21 ρρρρρρ +≤++ ． 

证：设 3,2,1,)Var( 2 == iX ii σ ，有 Cov (X i, X j ) = σ i σ j ρ ij ，i, j = 1, 2, 3；i ≠ j， 

对任意实数 c1, c2, c3，都有 Var (c1 X1 + c2 X2 + c3 X3) ≥ 0，即 

0222 311313233232122121
2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1 ≥++++++ ρσσρσσρσσσσσ ccccccccc ， 
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ccc ， 

根据二次型理论及 c1, c2, c3 的任意性，可知随机向量 (X1, X2, X3) 的相关系数矩阵 
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为半正定矩阵， 

故 021
1

1
1

2
31

2
23

2
12312312

2331

2312

3112

≥−−−+= ρρρρρρ
ρρ

ρρ
ρρ

，即 312312
2
31

2
23

2
12 21 ρρρρρρ +≤++ ． 

43．设随机向量 (X1, X2, X3) 的相关系数分别为ρ 12 , ρ 23 , ρ 31，且 
E (X1) = E (X2) = E (X3) = 0，Var (X1) = Var (X2) = Var (X3) = σ 2， 

令 
Y1 = X1 + X2，Y2 = X2 + X3，Y3 = X3 + X1， 

证明：Y1, Y2, Y3 两两不相关的充要条件为ρ 12 + ρ 23 + ρ 31 = −1． 
证：充分性，设ρ 12 + ρ 23 + ρ 31 = −1， 

因 Var (X1) = Var (X2) = Var (X3) = σ 2，有 Cov (X i, X j ) = σ 2ρ ij ，i, j = 1, 2, 3；i ≠ j， 
则 Cov (Y1, Y2 ) = Cov (X1 + X2, X2 + X3) = Cov (X1, X2) + Cov (X1, X3) + Cov (X2, X3) + Cov (X2, X2) 

= σ 2ρ 12 + σ 2ρ 31 + σ 2ρ 23 + σ 2 = σ 2 (ρ 12 + ρ 23 + ρ 31 + 1) = 0； 
同理 Cov (Y2, Y3 ) = 0，Cov (Y3, Y1 ) = 0， 
故 Y1, Y2, Y3两两不相关； 
必要性，设 Y1, Y2, Y3 两两不相关，有 Cov (Y1, Y2 ) = σ 2 (ρ 12 + ρ 23 + ρ 31 + 1) = 0， 
故ρ 12 + ρ 23 + ρ 31 = −1． 

44．设 X ~ N (0, 1)，Y 各以 0.5 的概率取值 ±1，且假定 X 与 Y 相互独立．令 Z = X ⋅ Y，证明： 
（1）Z ~ N (0, 1)； 
（2）X 与 Z 不相关，但不独立． 

证：（1）因 X ~ N (0, 1)，P{Y = 1} = P{Y = −1} = 0.5，且 X 与 Y 相互独立， 
则 FZ

 (z) = P{Z = XY ≤ z} = P{X ≤ z, Y = 1} + P{X ≥ −z, Y = −1} = 0.5 P{X ≤ z} + 0.5 P{X ≥ −z} 
= 0.5 Φ (z) + 0.5[1 − Φ (−z)] = 0.5 Φ (z) + 0.5 Φ (z) = Φ (z)， 

故 Z ~ N (0, 1)； 
（2）因 E (X ) = 0，Var (X ) = 1，E (Y ) = 0.5 × (−1) + 0.5 × 1 = 0，且 X 与 Y 相互独立， 

则 E (Z ) = E (XY ) = E (X ) E (Y ) = 0 × 0 = 0，E (XZ ) = E (X 2Y ) = E (X 2) E (Y ) = 1 × 0 = 0， 
故 Cov (X, Z ) = E (XZ ) − E (X ) E (Z ) = 0 − 0 × 0 = 0，即 X 与 Z 不相关； 
因 (X, Z ) 的联合分布函数 

FXZ (x, z) = P{X ≤ x, Z = XY ≤ z} = P{X ≤ x, X ≤ z, Y = 1} + P{X ≤ x, X ≥ −z, Y = −1} 
= 0.5 P{X ≤ x, X ≤ z} + 0.5 P{X ≤ x, X ≥ −z}， 

当 x = z < 0 时，FXZ (x, x) = 0.5 P{X ≤ x} = 0.5 Φ (x)， 
但 FX (x) FZ (x) = [Φ (x)]2， 
故当 x = z < 0 时，FXZ (x, x) ≠ FX (x) FZ (x)，即 X 与 Z 不独立． 

45．设随机变量 X 有密度函数 p (x)，且密度函数 p (x) 是偶函数，假定 E (| X | 3) < +∞．证明 X 与 Y = X 2不

相关，但不独立． 
证：因 p (x) 是偶函数，有 x p (x) 与 x 3 p (x) 都是奇函数， 

则 0)()( == ∫
+∞

∞−
dxxxpXE ， 0)()( 33 == ∫

+∞

∞−
dxxpxXE ， 

故 Cov (X, Y ) = E (XY ) − E (X ) E (Y ) = E (X 3) − E (X ) E (X 2) = 0 − 0 × E (X 2) = 0，即 X 与 Y = X 2 不相关； 
因 (X, Y ) 的联合分布函数 FXY (x, y) = P{X ≤ x, Y = X 2 ≤ y}， 
当 y = x 2, x > 0 时，FXY (x, x 2) = P{X ≤ x, Y = X 2 ≤ x 2} = P{−x ≤ X ≤ x} = FX (x) − FX (−x)， 
但 FX (x) FY (x 2) = FX (x) P{−x ≤ X ≤ x} = FX (x)[FX (x) − FX (−x)]， 
故当 y = x 2, x > 0 且 FX (x) < 1 时，FXY (x, x 2) ≠ FX (x) FY (x 2)，即 X 与 Y = X 2 不独立． 

46．设二维随机向量 (X, Y ) 服从二维正态分布，且 E (X ) = E (Y ) = 0，E (XY ) < 0，证明：对任意正常数 a, b
有 P{X ≥ a, Y ≥ b} ≤ P{X ≥ a} P{Y ≥ b}． 



 53

证：设 (X, Y ) 服从二维正态分布 ),,,0,0( 2
2

2
1 ρσσN ， 

则 (X, Y ) 的联合密度函数为
⎥
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yxp ， 

因 E (X ) = E (Y ) = 0，E (XY ) < 0， 

则 0)()()()(),Cov(

212121
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==
σσσσσσ

ρ XYEYEXEXYEYX
， 

当 x > 0, y > 0 时，有 
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即 ∫ ∫∫ ∫
∞+ ∞+ −
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令
21 ρ−

=
xu ，

21 ρ−
=

yv ，有 dudx 21 ρ−= ， dvdy 21 ρ−= ， 

当 x = a 时，
21 ρ−

=
au ，当 x → +∞时，u → +∞；且当 y = b 时，

21 ρ−
=

bv ，当 y → +∞时，v → +∞； 

则 ∫ ∫
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因 X 服从正态分布 ),0( 2
1σN ，Y 服从正态分布 ),0( 2

2σN ， 
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47．设随机向量 (X, Y ) 满足 E (X ) = E (Y ) = 0，Var (X ) = Var (Y ) = 1，Cov (X, Y ) = ρ，证明： 

222 11}],[max{ ρ−+≤YXE ． 

证：因 E (X ) = E (Y ) = 0，Var (X ) = Var (Y ) = 1，Cov (X, Y ) = ρ， 
则 E (X 2) = Var (X ) + [E (X )]2 = 1，E (Y 

2) = Var (Y ) + [E (Y )]2 = 1，E (XY ) = Cov (X, Y ) + E (X )E (Y ) = ρ， 

因 [ ]||
2
1},max{ 222222 YXYXYX −++= ， 
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则 [ ] |)(|
2
11|)(|)()(

2
1}],[max{ 22222222 YXEYXEYEXEYXE −+=−++= ， 

根据 Cauchy-Schwarz 不等式有 )()()( 22 VEUEUVE = ， 

则 )|(|)|(|
2
11|)||(|
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11|)(|

2
11}],[max{ 222222 YXEYXEYXYXEYXEYXE −++≤−⋅++=−+= ， 

因 E (| X + Y |2) = E (X 2 + Y 
2 + 2 XY ) = E (X 2) + E (Y 

2) + 2 E (XY ) = 2 + 2ρ， 
E (| X − Y |2) = E (X 2 + Y 

2 − 2 XY ) = E (X 2) + E (Y 
2) − 2 E (XY ) = 2 − 2ρ， 

故 222 11)22)(22(
2
11}],[max{ ρρρ −+=−++≤YXE ． 

48．设随机变量 X1, X2, …, Xn中任意两个的相关系数都是ρ，试证：
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故
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ρ ． 
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习题 3.5 
1． 以 X 记某医院一天内诞生婴儿的个数，以 Y 记其中男婴的个数，设 X 与 Y 的联合分布列为 

LL ,2,1,0;,,1,0,
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nnm
mnm

mYnXP
mnm

 

试求条件分布列 P{Y = m | X = n}． 
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2． 一射手单发命中目标的概率为 p (0 < p <1)，射击进行到命中目标两次为止．设 X 表示第一次命中目标

所需的射击次数，Y 为总共进行的射击次数，求(X, Y ) 的联合分布和条件分布． 
解：(X, Y ) 的联合分布为 

pij = P{X = i, Y = j} = p2 (1 − p) j − 2,  i = 1, 2, …;  j = i + 1, i + 2, …； 
则 X 的边际分布为几何分布 Ge(p)，即概率分布为 pi⋅ = P{X = i} = p (1 − p) i − 1,  i = 1, 2, …， 

Y 的边际分布为负二项分布 Nb(2, p)，即概率分布为 p⋅j = P{Y = j} = ( j − 1) p2 (1 − p) j − 2,  j = 2, 3, …， 
故当 Y = j 时，X 的条件分布为 
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jYiXP
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ij L ； 

当 X = i 时，Y 的条件分布为 
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ij
． 

3． 已知(X, Y ) 的联合分布列如下： 

8
1}1,2{}1,1{ ====== YXPYXP ，

4
1}2,1{ === YXP ，

2
1}2,2{ === YXP ． 

试求： 
（1）已知 Y = i 的条件下，X 的条件分布列，i = 1, 2； 
（2）X 与 Y 是否独立？ 

解：（1）因 Y 的边际分布为
4
1

8
1

8
1}1{ =+==YP ，

4
3

2
1

4
1}2{ =+==YP ， 

故当 Y = 1 时，X 的条件分布列为 
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当 Y = 2 时，X 的条件分布列为 
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（2）因当 Y = 1 与 Y = 2 时，X 的条件分布列不同，故 X 与 Y 不独立． 
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4． 设随机变量 X 与 Y 独立同分布，试在以下情况下求 P{X = k | X + Y = m}： 
（1）X 与 Y 都服从参数为 p 的几何分布； 
（2）X 与 Y 都服从参数为(n, p)的二项分布． 

解：（1）因 X 与 Y 的概率函数为 P{X = k} = P{Y = k} = p(1 − p) k − 1，k = 1, 2, …，且 X 与 Y 独立， 
则 X + Y 的概率函数为 
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（2）因 X 与 Y 的概率函数为 nkpp
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则 X + Y 的概率函数为 
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其中 l = max{0, m − n}，r = min{m, n}． 
5． 设二维连续随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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试求条件密度函数 p ( y | x)． 
解：当 x ≤ 0 或 x ≥ 1 时，pX (x) = 0， 

当 0 < x < 1 时， 2

0
33),()( xxdydyyxpxp

x

X === ∫∫
+∞

∞−
， 

则
⎩
⎨
⎧ <<

=
.,0

,10,3
)(

2

其他

xx
xpX  

x0 

y 

1



 57

y 
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故当 0 < x < 1 时，pX (x) > 0，条件密度函数
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6． 设二维连续随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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求条件密度函数 p (x | y)． 
解：当 y ≤ −1 或 y ≥ 1 时，pY ( y) = 0， 

当 −1 < y ≤ 0 时， ydxyp
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故当 −1 < y < 1 时，pY ( y) > 0，条件密度函数
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7． 设二维连续随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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求条件概率 P{Y ≥ 0.75 | X = 0.5}． 
解：当 x < −1 或 x > 1 时，pX (x) = 0， 
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当 −1 < x < 1 时，pX (x) > 0，条件密度函数
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8． 已知随机变量 Y 的密度函数为 
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在给定 Y = y 条件下，随机变量 X 的条件密度函数为 
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解：因 (X, Y ) 的联合密度函数为 

⎩
⎨
⎧ <<<

==
.,0

,10,15
)|()(),(

2

|
其他

yxyx
yxpypyxp YXY  

故

1

5.0

531

5.0

421

5.0

1221

5.0

1 2

2
3

2
5

2
15

2
15

2
1515}5.0{ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⋅==> ∫∫∫ ∫ xxdxxxyxdxydyxdxXP

xx
 

64
47

64
3

16
5

2
3

2
5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ． 

9． 设随机变量 X 服从 (1, 2) 上的均匀分布，在 X = x 的条件下，随机变量 Y 的条件分布是参数为 x 的指

数分布，证明：XY 服从参数为 1 的指数分布． 
证：因 X 密度函数为 
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在 X = x 的条件下，Y 的条件密度函数为 
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则 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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设 Z = XY， 
当 z ≤ 0 时，有 FZ (z) = 0， 

当 z > 0 时，有 zzx
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即 Z = XY 的分布函数和密度函数分别为 
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故 Z = XY 服从参数为 1 的指数分布． 
10．设二维离散随机变量 (X, Y ) 的联合分布列为 

05.006.008.009.05
06.005.006.007.04
06.005.005.005.03
04.005.004.003.02
02.003.002.001.01
01.001.001.000

3210
X

Y

 

试求 E (X | Y = 2) 和 E (Y | X = 0)． 
解：因 P{Y = 2} = 0.01 + 0.03 + 0.05 + 0.05 + 0.05 + 0.06 = 0.25， 

则条件分布列 (X | Y = 2) 为 
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24.02.02.02.012.004.0
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故 E (X | Y = 2) = 0 × 0.04 + 1 × 0.12 + 2 × 0.2 + 3 × 0.2 + 4 × 0.2 + 5 × 0.24 = 3.12； 
因 P{X = 0} = 0 + 0.01 + 0.01 + 0.01 = 0.03， 
则条件分布列 (Y | X = 0) 为 
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11．设 X 与 Y 相互独立，分别服从参数为λ1 和λ2 的泊松分布，试求 E (X | X + Y = n)． 
解：因 X 与 Y 的概率函数分别为 
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当 0 ≤ k ≤ n 时，
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即在 X + Y = n 的条件下，X 服从二项分布 ⎟⎟
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故条件数学期望
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12．设二维连续随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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试求 E (X | Y = 0.5)． 
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13．设二维连续随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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试在 0 < y < 1 时，求 E (X | Y = y)． 

解：当 0 < y < 1 时， 2121
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14．设 E (Y ), E (h(Y )) 存在，试证 E ( h(Y ) | Y ) = h(Y )． 
证：在 Y = y 条件下，h(Y ) = h( y)为常数，即 E ( h(Y ) | Y = y) = h( y)， 

故 E ( h(Y ) | Y ) = h(Y )． 
15．设以下所涉及的数学期望均存在，试证： 

（1）E( g(X )Y | X ) = g(X )E(Y | X )； 
（2）E(XY ) = E(X E(Y | X ))； 
（3）Cov(X, E(Y | X )) = Cov(X, Y )． 

证：（1）在 X = x 条件下，g(X ) = g(x)为常数， 
则 E( g(X )Y | X = x) = E( g(x)Y | X = x) = g(x) E(Y | X = x)； 
故 E( g(X )Y | X ) = g(X )E(Y | X )； 

（2）因 E(XY | X ) = X E(Y | X )，故 E(X E(Y | X )) = E(E(XY | X )) = E(XY )； 
（3）Cov(X, E(Y | X )) = E(X E(Y | X )) − E(X ) E( E(Y | X )) = E(XY ) − E(X ) E(Y ) = Cov(X, Y )． 

16．设随机变量 X 与 Y 独立同分布，都服从参数为λ的指数分布．令 
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解：因 X 与 Y 独立，且 X 与 Y 的密度函数分别为 
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则 (X, Y ) 的联合密度函数为 
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17．设随机变量 X ~ N (µ , 1)，Y ~ N (0, 1)，且 X 与 Y 相互独立，令 
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试证明： 
（1）E(I | X = x) = Φ(x)； 
（2）E(Φ(X)) = P{Y < X}； 

（3） )2())(( µΦ=Φ XE ． 

（提示：X − Y 的分布是什么？） 
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（3）因 X ~ N (µ , 1)，Y ~ N (0, 1)，且 X 与 Y 相互独立，有 X − Y 服从正态分布， 
则 E(X − Y ) = E(X ) − E(Y ) = µ − 0 = µ，Var(X − Y ) = Var(X ) + Var(Y ) = 2，即 X − Y ~ N (µ , 2)， 
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18．设 X1, X2, …为独立同分布的随机变量序列，且方差存在．随机变量 N 只取正整数值，Var (N) 存在，

且 N 与{Xn}独立．证明 
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证：因 X1, X2, …为独立同分布的随机变量序列，且方差存在，有 E (Xi) = E (X1)，Var (Xi) = Var (X1)， 

则 ∑ ∑∑ ∑∑∑
∞

= =

∞

= ===

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1 11 111
}{}{

n

n

i
i

n

N

i
i

N

i
i

N

i
i nNPXEnNPnNXENXEEXE  

)()(}{)(}{)(}{)( 1
1

1
1

1
1 1

NEXEnNPnXEnNPXnEnNPXE
nnn

n

i
i ==⋅⋅==⋅==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

= =

， 

且 ∑ ∑∑ ∑∑∑
∞

= =

∞

= ===

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

2

11

2

1

2

1

2

1
}{}{

n

n

i
i

n

N

i
i

N

i
i

N

i
i nNPXEnNPnNXENXEEXE ， 

因 ∑∑∑∑∑
≤<≤=≤<≤==

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

nji
ji

n

i
i

nji
ji

n

i
i

n

i
i XEXEXEXXXEXE

11

2

11

2
2

1
)()(2)(2  

2
1

2
1

2
1

2
11 )]([)Var()]([

2
)1(2})]([){Var( XEnXnXEnnXEXn +=

−
×++= ， 

则 ∑∑
∞

==

=+=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1

2
1

2
1

2

1
}{})]([)Var({

n

N

i
i nNPXEnXnXE  

∑∑
∞

=

∞

=

=+==
1

22
1

1
1 }{)]([}{)Var(

nn
nNPnXEnNnPX  

= Var (X1) E (N ) + [E (X1)]2 E (N 2) = Var (X1) E (N ) + [E (X1)]2 {Var (N ) + [E (N )]2}， 

故

2

1

2

11
Var ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∑∑
===

N

i
i

N

i
i

N

i
i XEXEX  

= Var (X1) E (N ) + [E (X1)]2 {Var (N ) + [E (N )]2} − [E (X1) E (N )]2 
= Var (X1) E (N ) + [E (X1)]2 Var (N )． 


