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摘 要

变形，是指从初始物体到目标物体的连续、光滑、自然的过渡(这里的物体

可以是数字图像、曲线、曲面、网格等)。变形有着十分广泛的应用，如计算机

图形学、动画设计、工业造型、科学计算可视化、电影特技等。本文对同构平面

三角网格的变形和平面多边形的变形算法进行了研究，主要的研究结果如下：

1)平面多边形的相似同构三角剖分。本文提出了基于初始多边形和目标多

边形之间相似性的同构三角剖分算法。该方法将初始多边形和目标多边形的相似

性进行分析，在不添加额外顶点的情况下，首先进行初始和目标多边形的相似部

分三角剖分，得到相应的简化初末多边形，该过程能够起到对初始和目标多边形

简化的作用，对此简化初始和目标多边形进行相应的同构三角剖分。这样能够减

少在原始的初始和目标多边形之间的同构三角剖分的计算，以达到好的的效果。

应用该算法能够减少进行同构三角剖分需要增加的额外顶点的个数，从而能够减

少多边形变形的复杂度和计算量。

2)基于小波的平面多边形变形算法。该算法首先将初始和目标多边形进行

适当的小波分解，得到相应的轮廓多边形和细节部分，再分别对轮廓多边形和细

节进行变形，最后通过重构算法得到中间多边形。该算法在保持多边形轮廓不自

交上有显著的改善，因为该算法能够在很大程度上保证轮廓多边形不自交，从而

能够将该算法与同构三角网格变形算法相结合，结合两者的优点。通过实践证明

了运用该算法能够减轻同构三角剖分的难度，以及减少进行变形的计算量，进而

达到实时的效果，而且变形取得令人满意的效果。

3)平面凸网格的保凸变形研究。本文提出了具有不同凸边界的同构平面三

角网格的保凸变形算法。本文提出了基于角度的的保凸变形算法变形网格的凸边

界，并给出了该算法保凸的理论证明，且具有凸边界内角按同一速度变化的性质。

对网格的内部顶点采用凸组合方法。本文方法能够保证网格边界在变形过程中始

终保持凸性，且任意时刻的中间网格与初末网格同构，即不产生自交现象。

关键词： 同构三角网格，相似性剖分，简化多边形，小波变换，多分辨分析，

轮廓多边形，细节信息，额外顶点，避免自交，保凸变形，凸组合
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Abstract

Morphing，also known as metamorphosis，is the gradual，consecutive，slippery

and natural transformation ofthe source object into the target object(the object maybe

digital image，curve surface，gridding and SO on)．Morphing has wide practical use in

areas such as computer graphics，animmion design，industrial modeling，science

computmion visualization，film stunt and SO on．This paper makes researches on the

morphing of planar compatible triangulations and planar polygons，and the main

results are as follows：

1)The similitude compatible triangulations of planar polygons．This paper

presents a compatible triangulations arithmetic which is based upon the comparability

between the source polygon and the target polygon．This arithmetic takes the

comparability into account．Firstly,triangulates the similitude parts between the

source polygon and target polygon，needing no extra vertex in this process，this Can

simplify the two polygons，called the two resulted polygons as simplified source

polygon and simplified target polygon．Using the already existing arithmetic，the two

simplified polygons Can be triangulated．Then the computation Can be decreased for

triangulating the original polygons and the results of triangulation are satisfied．The

number of extra vertexes Can be decreased，SO the complexity and the computation are

decreased for metamorphosizing the polygons．

2)The morph arithmetic of polygons is based upon waveletes．Firstly,the source

polygon and the target polygon are decomposed at the same level，as a result,the

overall shapes ofthe polygons and the details ofthe polygons can be gotten．Secondly,

the overall shapes and the details are metamorphosized separately．Lastly,the middle

polygon Call be reconstructed via reconstructed arithmetic according to the middle

overall shapes and the middle details．The intersection—free of the overall shape of the

polygons is largely improved，SO this arithmetic can be merged with the morph

arithmetic ofthe compatible triangulation,to exeg the virtues ofthe two arithmetices．

There are some examples to show that this arithmetic carl decreased the complication

of compatible triangulation，bringing on the decreased the computation of morph and
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the process is real time．The moth resultes are satisfied．

31 This paper goes along with the research On convexity—preserving when planar

convex griddings metamorphosize．When two polygons that have different convex

boundaries metamorphosize，the arithmetic presented in this paper carl keep the

boundary convexity．This arithmetic is base on the angle and that is used to

metamorphosize the boundaries of the griddings．The character that this arithmetic is

convexity-preserving is proved in this paper and this arithmetic has the character that

all the angles in the polygon have the same transformational rate．The inner vertexes

CAD-be metamorphosized via convex combination．The arithmetic in this paper can

keep the boundary protruding all the time and the middle gridding is compatible with

source gridding and targct gridding，the phenomena of intersection will not appear in

the whole process ofmetarnorphosise．

Keyword：compatible triangulations，similitude compatible triangulation，simplified

polygons，wavelet transformation，multi-resolution—analysis，overall shape polygon，

detail，extra vertex，intersection-free，convexity-preserving，convex combination

III
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第一章绪论

1．1变形概述和研究背景

变形(Metamorphosis或Morphing)，也称为形状调配或融合(Shape blending)、

形状平均(Shape averaging)等，是指从初始物体到目标物体的连续、光滑、自然

的过渡(这里的物体可以是数字图像、多边形、多面体等)。变形技术在许多领域

有着十分广泛的应用，如计算机图形学、动画设计、工业造型设计、虚拟现实、

科学计算可视化、电影特技制作等领域。变形应用于计算机动画，可以减轻美工

师的手工劳动；在产品造型设计中，应用变形可以把不同造型特征相互交融，产

生新的造型系列；变形应用于电影制作，可以产生奇特的电影特技效果，给人以

美的视觉享受。随着现代信息社会和变形技术的不断发展，变形将会有更加广泛

的应用。变形问题已经引起了广泛的关注和研究，比如二维图像变形研究【8、21、

25、32、38、49、50、51、52、60、68】，多边形变形及多边形曲线变形研究[12、

16、17、24、34、36、42、44、57、58、60、61、64、67]，自由曲线变形[54、56】，

三维变形[27、28、53、551。

变形通常要解决两个关键问题：第一是建立初末两物体的元素(如顶点，边，

角度等)之间的对应关系，称为对应问题(Correspondenceproblem)；第二是通过

插值初束两物体的对应元素产生中间状态，称为插值问题(interpolationproblem)。

目前国内外已有许多有关变形的研究成果，给出了解决变形问题的比较有效的算

法，但遗憾的是，变形是一种视觉效果，与人的审美标准密切榻关，主观因素很

大，因此对于变形的两个问题什么是成功地解决方案，还没有正式明确的定义，

但研究者普遍认为一个令人满意的变形应该满足以下三个条件：

1．变形过程中产生的中间状态的一些特征，如边长、夹角、面积等应保持单

调平滑的变换。

2．变形过程中产生的中间状态没有出现自交、收缩、内部区域发生扭曲等不

自然现象。

3．中间状态要保持初始状态和目标状态的视觉特征。

目前已经有许多的变形算法，其类型及其复杂性在很大程度上取决于物体的表示
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方法和相应的数据结构，因此不同的表示方法所采用的变形算法也不尽相同，大

致分为以下三类：

1．基于体元表示

物体的体元表示即一个三维物体表示成定义在整个3D空间上的函数的水平

集，假设物体表示为点集P，使得厂(p)=C，则／(p)=C即为该物体的体元表示。

2．基于正视图(elevation map)表示

该表示方法在地貌造型和图像变形中有着重要的应用。例如2D图像可以看作

是在像素格上由正视图(elevation map)定义的颜色映射。

3．基于边界表示

物体的边界表示是指物体由多边形(多面体)和参数曲线(曲面)如样条曲

线(曲面)这两个主要模型来构成其边界的表示方法，有相当多的物体是以其边

界表示的。

1．2国内外研究综述

目前国内外研究者通常主要研究变形的某一个问题：或主要研究变形的对应

问题，其插值问题则用简单的顶点线性插值法来解决；或假设对应关系已经给定

的前提条件下对插值问题进行研究，也有一些研究者同时研究这两个问飚。其中

对应问题的研究相对比较少，更多研究成果则是插值问题方面的。

1．2．1对应问题

在变形对应问题的研究中，每一种算法都各有其适用范围。在文献[581中

Thomas W．Sederberg基于一种物理模型，把平面多边形的边看作为金属丝，通过使

得初始多边形经过弯曲或者伸缩变为目标多边形时所做的功最小来建立初末多边

形顶点的对应关系，该方法适用于两个相似的平面多边形；Kanai在其文献【55】中

利用Harmonic映照使得初始和目标多面体网格与相应的平面网格相对应，并将这

两个平面网格重叠进而建立初末多面体的对应关系，这种方法适用于两个同胚于

3D球或2D圆盘的可以不相似的多面体；文献[5]ee Gregory用特征点把多面体网

格对应分片，通过对分片的对应，建立两多面体的对应关系，该方法适用于两个
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不相似的同胚的简单(或非简单)多面体；在文献[15]中Decarlo利用初末曲面上

的稀疏控制网格建立亏格不同的曲面之间的对应关系，该方法适用于拓扑结构不

同的曲面。关于对应问题，将在第二章详细的介绍。

1．2．2插值问题

对变形插值问题的研究常常是在假设对应关系已经确定的前提条件下进行

的。在文献[25】中Hermann Birkholz和[52】中Beier提出的图像变形的方法，都是

基于一种影响场，通过在初末图像中使用若干条对应的辅助线来完成图像的对应

和插值，从而实现图像变形。这是一种较成功的图像变形方法，但在有些情况下

会出现病态，即某些时刻的中间图像产生重叠、相交。在解决多边形、多面体、

曲线和曲面的插值问题的方法中，一个最简单的方法是顶点线性插值法，这种方

法生成速度快，但变形中可能引起边界的非正常萎缩，产生自交，一些简单的几

何特征如长度、角度等不能一致的变化，原因是各个顶点在变形过程中缺乏联系，

其路径是相互独立的。在文献【1]中Kaul和Riossignac同时研究变形的对应问题和

插值问题，提出了基于Minkowski sum的算法，使得这两个问题同时得到解决，

但该方法很容易混淆物体的相似部分，使得变形效果不理想。1993年Sederberg和

王国瑾等在[571qb提出了关于平面多边形变形的内在解算法，1998年建立了用于空

间多边形或多面体变形的新算法MSI(见【1】)。该方法首先找出初末多边形或多面

体的顶点在局部直角坐标中的极坐标或者球面坐标，即内在解，通过线性插值其

内在变量重构出中间状态。这种方法能够体现多边形或者多面体的内在结构特征，

且生成速度快，取得了较好的变形效果，但是由于边界的各个部分之间缺乏联系，

没有明确地考虑到多边形或多面体的内部，所以许多情况下边界容易自交，内部

面积(体积)在变形中易产生扭曲。为了克服内在解算法中出现的容易自交的问

题，Shapira和Rappoport[42]利用多边形的星骨架表示方法提出了一种新的插值方

法，该方法首先构造初末多边形的同构的星骨架，然后线性插值相应的元素如边

长、角度等得出中间多边形。由于它即考虑到了多边形的边界，也考虑到了多边

形的内部，故减少了变形过程中产生自交的可能性。

Alexa[36]将初末物体分解成同构的单纯复形，在两个对应单纯形之间定义仿

射变换．并将其表示成旋转变换和伸缩变换的复合，将这两种变换线性插值得到
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期望的仿射变换，然后通过使得中间物体在最小二乘的意义下逼近该期望的仿射

变换，从而达到扭曲最小的效果。该方法考虑了物体的内部，且变形具有刚性，

因而变形过程比较自然，且不易产生自交，但是该方法计算量比较大。F10ater和

Gotsman[19]基于平面三角网格的内顶点的凸组合表示方法，提出了具有相同凸边

界的同构三角网格的变形方法，称为凸组合变形，该方法能够使得中间三角网格

始终与初末网格同构，不产生自交，且变形过程连续光滑，这给以后可保证不自

交的变形算法的研究打下了基础。受[19]方法的启发，Gotsman和Surazhskyf60]

给出了可避免自交的平面简单多边形的变形方法，它将初末多边形分别嵌入到两

个具有相同凸边界的同构平面三角网格中，通过采用文献【19】中的方法对这两个三

角网格进行变形，以此实现多边形的变形。该方法首次彻底的解决了平面简单多

边形的变形中产生自交的问题，而且也是到目前为止唯一能够保证变形的中间状

态不自交的变形方法。并且应用于图像变形，也可以保证中间图像不产生折叠。

Floater和Gotsman[19]的凸组合变形方法能够保证初末多边形在变形过程中不

产生自交，且变形过程连续光滑。但是在进行变形前，先要对初术多边形进行同

构三角剖分，这是一项十分复杂和艰苦的工作。对于同构三角网格的研究将在第

三章详细介绍。对插值问题的研究将在第四章详细介绍。

1．3论文研究内容及结果

在国内外二维图形变形的基础上，本文将在假设初末物体的对应关系已经确

立的前提条件下对变形的插值问题进行研究，本文的若干研究结果，有的综合了

已有算法的优点，在原有算法的基础上进行了改进，使得原有的算法更加完善。

有的结果则是针对现有算法的不足与缺陷，提出了更好的算法，解决了原有算法

的缺陷，得到了更加令人满意的结果。本文的研究内容及研究结果如下：

1)平面多边形的相似同构三角剖分，提出了基于初始多边形和目标多边形的

相似性的同构三角剖分。该方法将初始多边形和目标多边形的相似性考虑进来，

首先在不添加额外顶点的情况下三角剖分掉初始和目标多边形的相似部分，能够

达到对初始和目标多边形简化的效果，在此简化的初始和目标多边形基础上进行

同构三角剖分，能够达到简化原始的初始和目标多边形之间的同构三角剖分的效

果。应用该方法能够减少进行同构三角剖分增加的额外顶点个数，从而减少了多
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边形变形的复杂度。

2)基于小波的多边形变形算法，提出了平面简单多边形的简单有效的变形算

法。该方法结合了小波算法和多边形的同构三角剖分变形算法，通过实践证明了

运用该方法能够减轻同构三角剖分的难度，以及减少了进行变形的计算量，从而

达到实时的效果，而且变形也可以取得令人满意的变形效果。

3)平面凸网格的保凸变形研究，提出了具有不同凸边界的同构平面三角网格

的保凸变形方法。本文提出了基于角度的的保凸变形算法变形网格的凸边界，并

给出了该算法保凸的理论证明，且具有凸边界内角按同～速度变化的性质，对网

格的内部顶点采用凸组合方法。本文方法能够保证网格边界在变形过程中始终保

持凸性，且任意时刻的中间网格与初末网格同构，即不产生自交现象。
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第二章对应问题

初末物体的对应问题是进行变形的基础，也是影响变形质量的一个关键环节。

初末物体的对应问题已经有着广泛的研究『4、9、16、24、30、35、48、55、58]，

而且取得了较好的成果，但是每一种对应方法都有其自身的应用范围。对应问题

的研究还有更加光明的研究前景，通过对应问题的研究及实现，可以减少应用变

形时所需要的手工劳动。

本章的目的在于寻找图形上对应的顶点位置。给定两个初末物体，如果仅仅

需要建立的对应关系是物体的边界点对应关系，可以通过使得从初始物体变形到

目标物体时所做的功最小或者采用加权的形式等方法决定初末物体之间的顶点对

应关系。如果同时需要建立内部顶点的对应关系，可以采用嵌入的方法确定两者

的对应关系，现在平图的变形技术不但要求对初末物体的外部顶点，而且需要变

形图形的内部性质(比如边长，面积，颜色等)，所以对初末物体的内部变形也是

至关重要的。则本章重点作网格顶点的对应介绍。

给定两个网格A如和M，这一过程的结果是一个重心坐标的集台风，使得M

上这些重心坐标的几何体％∈九(岛)是％在M。上的一个嵌入‰，反之亦然。想

法就是将一个网格的顶点映射到另一个网格上，以完成M，和M之间双射的主要

部分，经过这一步，仅有边和面需要做相应的调整。

这一步骤的典型做法是为曲面寻找一个公共的参数域D。通过将每一个曲面

可逆的映射到参数域上，图形间的映射就被建立起来了。在变形的情况下，网格

的典型参数域是球面s2(在网格是一拓扑球面的情况下)或者是一个由分段线性

参数域描述的拓扑圆盘的集合。在圆盘情况下，网格必须分解成圆盘的同构结构

(这要求原网格是同构的)。一个主要的约束的要考虑用户指定或自动生成的特征

的对应(如点．点对应)。依赖于所选的方法，决定是通过重新参数化还是按照特征

对应分解网格来完成这一步骤。

在映射到球面的情况下，需要计算嵌入九，s={so，丑，⋯}，s。∈R3,⋯=1。球面

上的嵌入由一个球面到球面的双射，按照特征对应对齐。
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{i)∈K—屿嗷㈣
氐山 个耐
$—。专 黟

，

这个方法里的主要问题是计算球面上的顶点坐标so，S以及重新参数化映射

_，。

分解方法是更普遍也更困难的方法。除了要产生拓扑圆盘的嵌入外，还必须

在考虑可能的特征对应的情况下，将网格按同构方式分解。形式上，要用一个包

含K和蜀子集的抽象单纯复形￡来粗略的逼近两个网格： 办(。)(H)“办(0)(I,V01)

且办m(H)“办(1)(1墨I)。典型的，上是Ko年flKl的予式，如它是网格的一个划分

(partition)。甄和K1的顶点视为L中的某一个面，并且所有属于一个特殊面的顶

点嵌入到它的平面图形中。这需要将网格的每一片嵌入到平面上。

{f)∈K—屿噍慨)
或山 个田
l刊7旧

下面就平面图形的外顶点对应方法以及将平面上一单连通的有界或无界网格

嵌入到球面上的技术作介绍。

2．1图形边界顶点对应

2．1．1基于最小做功的顶点对应

Sederberg等人在受到用力拉伸一根金属丝，该力做功的启发下，在文献【58】

中提出了基于物理模型的二维多边形顶点对应算法。物体的变形主要由伸缩变换、

旋转变换和平移变换构成，做相应的变换都会有相应的功。

对于伸缩变换有，对一根长度为三。的金属丝施加大小为P的～个外力，则金
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属丝会发生一定的形变，其拉伸长度为：艿=二睾。其中A为金属丝的横截面的面
』F

积，E为金属丝的拉伸系数，这是一个和金属材料有关的不变的常量(例如：铁

的参数E为29000000psi)。在拉伸金属丝的过程中，外力P所作的功为：

形：i82_AE (2．1)1 r 、 7

对于～根固定的金属丝，因为AE是一个不变的衡量，用一个用户自定义的“固体

拉伸常量”七，替换式中的AE。如果L。是一根金属丝的初始长度，L。是该金属丝

的最终长度，当金属丝的初末状态交换的话，公式(2．1)将得到不同的值(在初

始状态将⋯I．82'厶AE，而在最终状态将得到≤莘E)。当多边形的一条边缩短成为
一个点时(即：Lo=O)，上面的公式将计算得到一个无穷值。对公式(2．1)改进

得到： Ⅳs=ks瓦面告‰ (2．z)

其中占=厶一L。，C。是用户定义的一个常量，通过该常量，用户可以处理当一条边

缩短成一个点的情况。公式(2．2)中的指数2只有在金属丝为线性弹性的情况下

才能适用，即金属丝的伸缩变换不是太剧烈的情况下。如果伸缩变换太剧烈，则

实际所用的功比通过公式计算所得到的结果要小。那是因为在这种情况下，金属

丝已经发生了弹性形变，用指数1替代公式中的指数2更能描述拉伸或者压缩金

属丝所作的功。因此，对计算拉伸或者压缩金属丝所作的功的公式(2．2)做最终

的改变如下；形=k。L．一c。JmmL‰IL，'L-。LJ+。l"ii茜瓦云j万，其中七。，。。和气是
用户定义的常量。

在现实中的物理模型中，上面的公式只有在处理金属丝被拉长的情况下(即：

厶>厶的情况下)才有意义，处理被压缩(L；<厶)的情况下没实际意义。但是，

为了变形的问题，必须处理拉伸和压缩两种情况。因此设L。=11只-&o I，
厶=慨一P0¨定义睨([f0，Jo]，[Il，^])如下：
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彬(‰地√1])=—(1-c—,)m型in(Lo生,L1)监+c，m—ax(Lo,L,)(2‘3)
拉伸就相当于将气一只．映射到0。一只，其中‘=i。或者f．=i。+1，^=J。或者

J【=Jo+1。

对于旋转变换，需要解决从初始多边形的一个角度变换成目标多边形相应角

度问题。对于从角z(eo，p。O，磺)变换到角么(p∥l爿，p，O：)，定义其功为：

％([f0，^]，[fl，朋，[f2，五】)

：{吒(△目+mbAO。")。如果V’∈[o，1】，目(f)≠o (2．4)
lke(ZXO+rn,aO+)“+ph如果|f0∈【o，l】，O(to)=o

、’

其中△曰和A0+在文献【58]的2．1节与2．2节给出了定义，占(f)是从初始角度变换到

目标角度的中间角度，k。，m。，e。和既是用户定义的常数变量，常量屯是表示

物体弯曲的难度系数，m。是补偿系数，适合于当角度变换不是单调变换，e。是一

个和es扮演相同角色的指数，仇是处理当岔(f)经过零的补偿常量。

顶点之间的对应关系通过上面的伸缩变换所做的功(2．3)和旋转变换所做的

功(2．4)之和最小来决定的，当对公式中的常数变量设定不同的值时，所得到的

对应关系很可能也不一样。该方法适用于两个相似的平面多边形。

2．1。2基于最小成本的顶点对应

Henry Johan等人在文献[241中提出了一种顶点对应算法，该算法延伸了

Sederberg等人在文献[58]中提出的最小能量算法和s．Cohen等人在文献【48]中提出

的顶点对应算法。

Henry在Sederberg的思想上提出了一种新的成本算法。在该算法里，首先定

一 D+ D’

义了在顶点处的切线方向F 2霞}三{赫‘其中·代表初始或者目标L其中各变
量如图2-1所示，并且定义算子如下：

9
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l}瓤

蹲!孥斛只+’
、霄
‘l—j

图2．1(a)顶点处豹切向量定义与(b)角度成本计算

s x)={∑：Io。；：‘o z(j，荟)=4B—AyBxign(0．0
s

x)=1—1．o x< zt一’绷=4dy一

从而得到在顶点P’处的角度成本为：

angle(P，’)=：1 arccos(Pf：l，只：i)sign(Z(只：j，只：i))

顶点只5处的参数简单的定义为二(拧为初始多边形的顶点个数)，同理可定义∥处

的参数为上(聊为目标多边形的顶点个数)，则通过角度成本和参数成本表示的初

始多边形的第i个顶点与目标多边形的第，个顶点对应的成本函数为：

c。s砸，／)=qI∽g拓(F)一鲫咖(哆)I+叻岛一丢1
其中∞与口，为相应的权值系数，刚顶点之间的对应关系可以通过使得

^ n

∑cost(i，'，(i))最小来求得，即求解mm∑cost(／，J(f))。

2．1．3模糊的顶点对应

Xiaoyi Jiang等人在文献[65】中提出了新的变形算法，其具体内容将在第四章

作详细介绍。在该文中，作者先将初末图形用向量串表示，然后采用【45】中从初始

向量串变形到目标向量串所定义的编辑算子，并且采用该文中计算两向量串距离

的算法计算用向量串表示的初末两幅图形的距离，在计算初末图形距离的同时，

初末向量串中各元素之间的对应关系也就确定了下来。

10
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2．1．4结论与比较

平面图形边界顶点的对应算法的最大不同点在于定义了不同的成本计算方法。

在定义了成本计算方法之后，通过计算顶点之间的最小成本来确定顶点之间的对

应关系。该类顶点对应方法在初末图形是相似的情况下，效果比较明显，一旦初

术图形有较大的差异，则会导致变形过程出现自交等不良现象。

2．2基于网格的顶点对应方法

三维图形边界的单连通(simply．connected)部分同构于一圆盘，因此称为拓

扑圆盘。为了寻找这些单连通片的一个参数化，需要定义一个从有界单连通网格

到平面的一个双射。

在实际的应用中，需要寻找片与片之间的双射。这里关注从任意有界单连通

网格到单位圆盘上的映射，使得网格边界顶点位于单位圆上。这里仅局限于几种

参数化方法，这些方法允许三角化曲面的边界是非凸的或者没有固定是优先获得

更光滑的还是更少扭曲的边界映射【11、21、22】。

第一步，将边界顶点固定在单位圆上。首先，从基域三取三个点，按等角方式

固定在单位圆上，这是取保基域中相邻的面在经过基域边是有一个连续的参数化

所必要的。剩余的边界顶点按弧长与原边长成比例的方式固定。剩余的内部顶点

是自由的，它们的位置由其与相邻点的关系确定。

大部分已发表的方法是令一个由该顶点相对于其邻点的关系表示的二次误差

函数最小来确定内部顶点。这样内部顶点的确定可以简化为一个线性方程组的求

解问题。非线性的方法或者是使一高次函数最小化或者利用算法本身的性质(如

Gregro等[4、5]，用户指定一对对应顶点，通过最短路径确定内顶点的对应关系)。

更明确的说，令f-g。}是要映射到圆盘上的顶点，其中自由的内部顶点的下标为

0兰i<”，固定的边界点下标为仃≤i<N，下面的目标是要寻找平面上点的位置Ⅵ，

IⅥI=1，n茎i<N。当且仅当没有边相交时这个映射是个双射，或者说
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v(i，．，，七)∈K，det

w，Wiy
1

wi。w|。1

Wk。Wk}1

>0 (2．5)

然而，如果将这个二次表达式作为保证有效的平面嵌入的准则，则是不方便

的，这也是为什么多数方法转而更严格但却更有效的线性条件的原因。

接下来，将讨论三种定义线性系统的方法，这些线性系统的解将产生顶点的

位置，另外还将说明Gregory等[4、5】的Divid&Conquer方法。

2．2．1重心映射

Tutte[66]已经证明了怎样利用重心映射将平图映射到平面上。在约束假设中，

思想很简单，就是将每一个顶点置于它的相邻点的中心：

wI=∑Ld J
jeN(O，

(2．6)

设人={^，，}^，，={％1{‘i,，j})仨eK世 Q．，，

则(2．6)式可以写成线性方程组的形式：

(卜A)

矩阵(，一A)是满秩的，这样方程组(2．8)就有唯一解。1Ⅶe【66】已经证明这

个解是网格的一个有效嵌入。

注意到，网格的形状并不影响顶点在平面上的位置，嵌入中的所有信息均来

自于K，显然这样的嵌入并不能反映网格的顶点位置y所蕴涵的几何性质。下面

试着混合原图形的这些信息。

12
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2．2．2保形参数化

在重心映射中，权系数兄仅包含拓扑信息。Floater[39】定义了反映网格局部形

状的权系数，更准确的说，就是权系数^的选择考虑了某顶点周围的角度以及边的

长度。

为了计算某特定点H的权值，这个点先被置于原点，与它相连的边按原来的长

度置于平面上，相应的角度则与原图形的角度成比例，这被假定为网格关于v最理

想的参数化∥。

权值按以下方式进行：即如果相邻点一已固定，那么所求的权值将使wf置于

原点，并且必须求解线性方程组。这样有

Ⅵ=(≯，磊，钆嵋 皿，，

且 ∑^，』=1 (2．10)

如果vJ仅有三个相邻点，则上式将唯一确定一组权值；如果vj有三个以上的相

邻点，那么正的权值就必须从可能的解空间里选择。权值的正性导致了凸组合，

这是确保一个有效嵌入的必要条件。Floater给出了一个计算正权值的方法：取循

环有序的相邻点集合五∈Ⅳ(f)，k∈zⅣ“、，对每一个七，产生一组非负权值，平均这

些权值以产生最终的权值：

五，2南乳@) (2-11)

有关正权值的计算将在后面章节做详细的说明。确定权值后，Ⅵ的位置由方程组

(2．8)给出。晟后Floater[40、4l】证明了Tutte定理的一个一般化的结论，其中表

明每一个顶点都表示为其相邻点的凸组合是产生有效嵌入的充分条件。

2．2．3离散调和映射

调和映射(harmonic mapping)是几个应用微分的数学领域中的～个概念。调
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和映射经常被描述为在所有映射到给定区域Q的函数中，使Direchlet能量

％(w)=了1￡lV¨j2 (2．12)

最小的函数“。Pinkall和polthier[59]说明了如何在三角形上离散这个问题，使得

每一点的权值都可以导出，并且可以得出一个形如方程组(2．8)的线性方程组。

更详细的推导可参看polthier[33】，在这篇文章里，离散的Direchlet能量用下式表

示：

啪’飞1 l戮cot口,,j+cot届。)11，广。12 (213)

口。=Z(i，‰，J)，屈，，=么(f，k{，，)，{f，，，t}∈K

每一点的最小解为

这样可求得权值

0=i1∑(cot口u+cotp,，J)(_--Vj)
‘J∈Ⅳ(J)

枷』≤j。N(监O(COta‰"i U⋯'JkIr K
五广{∑ ．，+cot属．，)

⋯

【0 {f，，}E K

这些权值代入式(2．8)中可求得一个嵌入。

2．2．4保面积的DiVid&conquer映射

(2．14)

(2．15)

Gregory等[4、5]描述了一个递归算法，其目的是在映射中保持三角形的面积。

基本思想就是促使映射递归的将片(patch)分割两部分，每一部分再独立的映射。

这些分割的选择使得原网格与嵌入中的面积比大致相同。

特别的，选择直径上的两个顶点。最短路径按Dijkstra的算法计算。这条路径

映射成连接两顶点的线段。然后改变路径使得在嵌入中与在三角曲面上的面积比

差异最小。这些线段将每一片网格分成两半，每～半再按同样的方式进行，直到

映射完所有的顶点。

2．2．5比较与结论

应用上述四种方法，已经将网格的一些部分作了嵌入。注意到矩阵方程(2．8)

的解可以利用分级(hierarchical)技术来执行，这等同于利用多栅方法。然而，这

14



第二章对应问题

图2-2用币同的映射技术将嘲格的一部分在单位圃盘上做的参数化。原柬的图形是图中红色的部分。重心

映射不能反映网格的几何性质(见2 2 1节)。保形嵌入试图通过局部逼近正投影映射来抓住网格的局部形

状(见2 2 2节)。离散调和嵌入将将矩阵扭曲最小化(见2 2 3节)。保面积嵌入是一个递归过程，它的目

标是逼近原三角形的面积(见2．2 4节)。

个矩阵是稀疏的，可以发现利用它的稀疏性，应用迭代解法也是很有效的。

图2．2蜕明了这几种方法比较的一些结果。很明显，在所有用线性优化技术生

成的嵌入中，较大和较小三角形的一般结构是类似的。这也暗示了连通性是这一

类嵌入的主要影响因素。改变用来计算嵌入的权值仅仅改变嵌入的局部行为。它

们都具有面积压缩的问题：内部三角形比外部三角形的面积小的多。面积保持算

法消除了这个问题，但是它却扭曲了三角形图形。

实际上，由于面积或角度的高比率和浮点数的精度限制，所有这些方法可能

都不实用。研究发现，为了获得一个合理的网格参数化，基域必须足够的“外壳

(skin)”。

在局部图形上的细小差异对图形对应的结果似乎并没有多大的影响，尤其是

当局部特征通过重新参数化对齐的时候(见2．2．4节)。

2．3参数化拓扑球面

无边界的单连通2．流形称为拓扑球面，因为它们与球面是同胚的。因此，对

这种图形一个自然的参数域就是单位球面。

2．3．1星图(star shape)

Kent等[29、301首次提出了将某一类零亏格网格映射到球面上的技术。特别简

单的一类物体就是凸图形。一个凸图形有以下性质：连接任意两个边界项点的直
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线都完全落在图形内部。这样，所有的点对图形的任意内部点都是可见的，并且

从一个内部点到一个封闭球面的投影是个双射。

这一思想的一般化就是将凸图形推广到星图上。在星图中，至少与一个内部

点，使得连接该点与边界点的直线完全落在图形内部。具有这一性质的内部点称

为星点。显然，通过一个星点将边界点投影到一个封闭球面的映射是个双射。明

确的说，如果对所有的网格点，点O是可见的，那么变换所有的点使得点O与原

点重合，然后规范化所有点的坐标。这些坐标就是网格点在单位球面上的参数化。

图2．3给出了一个说明。

图2-3一个多边形星图咀及它在圊上的投影。星图的核是所有边(在多面体情况下是面)上的开

半空间的交集。每一个核里的点通过投影导出一个到圆上的双射

现在，唯一的问题就是确定一个图形是否为一个星图，如果是，寻找星点。

对分段线性图形(网格)来说，可以通过求有网格面元导出的半空间的交来解决

这个问题。所有半空间的交集称为核(kernel)。如果核是非空的，那么网格就是

星图，并且每一个(凸)核内部的点都可以作为星点。应用标准的技术[9】，计算

一个三维网格的核的复杂度为O(nlogn)。

2．3．2简化

Shapiro和Tal[7]首次提出了一个将任意零亏格多面体转化为凸图形的可靠算

法。他们首先用顶点移除的方法将图形简化，直到简化的图形变成一个四面体为

止。仅仅度数为3，4，5的顶点被移除。既然网格是三角网格，这样的顶点是恒

存在的：由Euler-Poincare方程易得，任意的三角(曲面)网格的平均度数小于6。

这样，至少存在一个度数严格小于6的点。
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一旦图形被简化成四面体，顶点被重附着在图形上，并确保图形保持凸性。

更明确的，它浣明了怎样重附着度数为3，4，5的顶点使得图形保持为凸的。也

就是说，如果一个顶点{i}必须添加到面，上，那么这个点的位置必须在现有网格

凸包的外部，但是在，的相邻面的核的内部。

2．3．3弹性嵌入

Alexa[35]将平面嵌入方法的一个变化引入到多面体在球面上的嵌入中去。其

基本思想和重心映射是一样的：将每一个顶点置于其相邻点的中心。然而，在球

面上，平面情况的两个条件就被破坏了：第一，相邻顶点位置的凸组合并不是参

数域(球面)的一部分；第二，没有给定的外部圆环来支持嵌入。

这个方法是用一个松弛算法来计算重心约束的解。初始的外形是通过计算网

格表示的实体模型的～个内部点，然后再将所有的点投影到一个以刚计算得到的

内部点为中心的一个球面上来产生的。松弛算法重复的将每一个顶点置于它的相

邻点的中心。既然这些中心不在球面上，将它们的坐标规范化：

彬“。医ZjeN翮(oWtj
(2．16)

这个方法的主要问题是缺少了固定顶点。在平面情况下，固定的顶点避免了

所有的顶点塌陷成一个点，这个点是(2．16)的一个平凡解。在球面上，存在局部

最小使得这些点分布在球面上，然而，松弛算法倾向于寻找全局最小值，也就是

洗所有顶点一致。

对这个问题，Gumhold[15]报告了一个优秀且简单的解决方案：在每一次松弛

循环后使球面回到中心，也就是说

wl“=去(∑趟蟛)一∥ (217)

如果要保证嵌入的拓扑正确性，任意类型的一个F范围作为唯一的终止准则是

不充分的，代替的，这一过程只有当找到一个有效的嵌入时才能结束。一个嵌入

是有效的，当且仅当所有的面均有相同的方向。可以通过测试沿着每一个面的边

界的三个连续的点的方向来检查这一条件。这里，方向指的是球面上的曲面的三

个点是否是一个顺时针的顺序。这可通过计算sgn((vo×v1)·v：)的值束确定。图2-4
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描述了一匹马的多面体模型的松弛过程，图2—5展示了几个模型的嵌入结果。

10 itetaticIns 100“arn“ms 1000“emtio“s 1000()i(cration．s

图2-4用松弛算法将一多面体物体嵌入到球面上。最初，所有顶点通过模型的一个内部点投影到单位

球面上。当所有的面有正确的方向时，松弛过程结束。图中红色边围起来的面为方向不正确的面。

囤2-5一只长颈鹿、一只锤头状的鲨鱼和一只旗鱼模型的球面嵌入

2．3．4}匕较与结论

除了必要的约束(如2．2．4节所讨论)以使得嵌入是有用的，上面所讨论的

方法没有一个特意的去尝试保持原网格的性质。中心投影也显然只局限于--；J,类

物体。可以发现这两种针对一般零亏格网格的技术具有互补的特征：简化方法更

稳定(关于几何计算和网格拓扑检测的敏感性)，而松弛方法则生成更光滑的嵌入。

这两种方法都有前面所提到的面积压缩的问题。

2．4本章小结

在本章中介绍了顶点的对应算法，对各种算法作了一定程度的分析。对应算
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法的好坏直接影响到了变形的效果，因此在做变形处理的时候，一定要选择好的

对应算法。对应算法在一定程度上影响着初末多边形之间的同构三角剖分难度，

对应算法重要，多边形之划的同构三角剖分同样也很重要，因此在下一章将介绍

平面多边形的同构三角剖分。

19
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第三章平面多边形的相似同构三角剖分

同构三角网格在各个领域都有着十分重要的作用，有着广泛的应用范围，当

一个好的同构三角网格应用于变形时，可以减少变形的计算量以及取得好的变形

效果。在计算机图形学中，平面三角网格被用来作为曲面和平面形状的参数和表

示方法，因而研究同构平面三角网格的变形方法，对于这一类物体的变形具有重

要的意义。基于同构三角网格给出的变形方法有Alexa[17]给出的方法，Floater和

Gotsman给出的凸组合变形方法，Gotsman和Surazhsky给出的可控制的同构平面

三角网格的变形方法【56】，同构三角网格的内在变形164]等。相应的同构三角网格

算法研究有『6、26、34、43、61、62]等。然而，应用于平面多边形变形的网格算

法中，得到初末多边形同构三角网格所增加的额外顶点是大家所关心的问题，因

为所添加的额外顶点个数越多，所需要的计算量也就越大，从而使得额外顶点个

数成为衡量计算量大小的一个标准。本章在如何减少额外顶点方面做了进一步的

研究，取得了比较好的效果。

3．1平面同构三角网格预备知识

当两个平面三角网格的拓扑结构是等价的时候，则称这两个平面三角网格是

同构的，或者是称为相容的。拓扑结构的引入是为了在一般的集合上建立映射连

续的概念。下面介绍两平面三角网格同构的相关知识。

定义3．1(拓扑空问)设x是一个非空集合，若x的一个子集族f它满足：

(1)伍，矿)c r；

(2)f中任意多个成员的并集仍在f中；

(3)f中两个成员的交集仍在r中；

则称f为x的一个拓扑，称(x，f)为一个拓扑空间。

一个图G是由有P个顶点的非空有限集合V=矿(G)和预先给定由V中不同顶

点的g个无序对构成的一个集合E=E(G)组成，记作G=o(v，E)。E中的每个顶

点对(“，v)称为G的边，如果用e表示这条边，则记e=(“，v)或简记为e=Ⅳv，称“，
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v是边e的端点，且称“和v是邻接的顶点。简单图是指～张没有环边且边在边集E

中不重复出现的图。

在图论中，两个简单图G。=Go(％，‰)和G．=G1(K，E。)同构(isomorphic)，是

指G0和G1的顶点集合和边集合之间分别存在～一映射，使得对应的边连接对应的

顶点。

定义3．2图G=G(V，E)称为平面图，如果它满足如下的条件：

(1)存在一一映射P将顶点集V映射到平面上的一个互不重合的点集；

(2)G的每条边(f，J)∈E对应于以p(f)和P(I)为端点的简单曲线；

(3)这些简单曲线除了在公共端点处的交点外，无其它交点。

此时的图G称为平面图(Planar graph)，其平面表示称为平图(Plane graph)。由以

上条件可以看出，一个平面图与其平图是同构的，且其平图不唯一。

平面三角网格(planartriangulation)T=T(G，P)，是指其每个有界面仅含三条

边且每条边均由直线段表示的简单平图。两个平面三角网格矗=To(G0，晶)和

五=互(G1，置)是否同构(isomorphic或compatible)，关键是看它们的拓扑结构是

否是等价的，其判断规则如下：

(1)图G。和图Gl同构。

(2)平面三角网格写和互的有界面之间存在一一映射的关系，并且两个相

对应的有界面之间连接图Go和图Gl中相对应的顶点。

(3)边界aGo和8G】具有相同的方向(orientation)，即aGo和aGI存在相对

应的顶点序列，它们的顶点相对于其内部有界面或者是都呈现逆时针

方向，或者都呈现顺时针方向。

(4)瓦和五的所有互相对应的有界面都具有相同的方向。

其中(3)与(4)是等价的。设有界面的有序顶点依次为P。，P2，⋯，P。，其

方向有逆时针和顺时针两种：当面的方向是逆时针时，是指顶点序列

P．，P：，⋯，P。是有界面的顶点通过有界面的质心按逆时针方向排列得到的；

’1
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当面的方向为顺时针时，是指A，p：，⋯，以是有界面的顶点通过有界面的质

心按顺时针方向排列得到的。图3-1给出了平面三角网格同构与不同构的实例。

图3-I 在上面给出的五个平面三角咧格中，(b)与(a)是同构的，其余嘲格均不与(a)同构．网格(c)不满足平

面图的条件t(d)与(a)不满足判断规则(3)(或者是(4))，(e)与(a)不满足判断规则(2)

给定两个平面三角网格，检验其是否同构是比较简单的问题，只要考察它是

否符合上面的条件即可缛到是否是同构的结果。但是，对于给定的两组顶点，要

寻找其同构三角网格则是比较困难的；对于给定初末两个多边形，要寻找其同构

三角剖分，同样不是一件容易的事情，在不添加额外顶点的情况下，同构三角剖

分有时是不存在的。已经有研究者[47】证明出同构三角网格的存在性是一个NP问

题，有时只有添加一定数量的额外顶点才能够构造出同构三角网格剖分。

④

(a)只有根结点的树 (b)一般的树

图3．2树的示例

定义3．3(树) 树(Tree)是门∽≥0)个结点的有限集。

在任意一棵非空树中：(1)有且仅有一个特定的称为根(Root)的结点；(2)

当”>l时，其余结点可分为肌∽>0)个互不相交的有限集五，疋，⋯，L，其

中每一个集合本身又是一棵树，并且称为根的子树(SubTree)。如图3-2所表示。
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图3-2(b)中，子集{B，E，F，K，L)就是根A的子树。

定义3．4(叶) 结点拥有的子树数称为结点的度(Degree)，度为零的结点称

为叶。如图3-2(b)中，E、K、L、G、H、I、M都是树的叶结点。

定义3．5(对偶图) 设G是有P个顶点，q条边和厂个面的平面图，G的，

个面分别用S．，S：，⋯，S，表示。在G的每个面中放置一个顶点，令S。中的顶

点为u．。如果两个面s．，S，相邻(两个面的边界至少有一条公共边，则称这两个

面是相邻的)，则用边(q，q)连接q和u，，使它与面S；，Sj的公共边只相交一次

(此时称(q，u，)与所相交的边成为对应边)，且与图的其它边界无公共点。这样得

到的有，个顶点和q条边的图G‘称为G的对偶图。

定义3．6(对角线) 设P，，P，是多边形P的任意两个顶点，如果P，P，位于

多边形的内部，则称P。P，为多边形尸的一条对角线。

定义3．7(耳) 设P。，P。，p。是多边形P的三个连续顶点，并且p。P，+．

是P的对角线，那么P。，P，，P。构成P的一个耳，P。称为耳尖。

3．2平面多边形的同构三角剖分算法介绍

当给定两个都具有”条边的简单多边形时，如果三角剖分的顶点仅仅局限于平

面多边形所提供的顶点上，不允许增加额外的顶点，在这两个多边形之间很肯能

不存在同构三角剖分；当在两个多边形的内部，额外顶点被允许使用时，则在两

个多边形之间是否存在同构三角剖分呢?答案是肯定的。这是在BorisAronov等人

在文献[6]中给出的肯定回答，在此文献中，作者给出了两种同构三角剖分的算法，

并且这两种算法要使用D(n2)个额外顶点。

方法一：给定都含有n个顶点的两个简单多边形鼻和B，并且假设两多边形

顶点之间的对应关系已经确定，将只和只相应的顶点按逆时针方向或者顺时针方

向从1到n进行编号。多边形尸是一个含有疗个顶点的任意凸多边形，并且尸的顶

点有着相同方向的从l到九的编号。要对两个多边形进行同构三角剖分，首先从两

23
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个多边形鼻和尸2单独三角剖分开始，在对只和马进行三角剖分时，可以在不添加

任意额外的顶点的情况下完成对两个多边形的三角剖分。假设对只三角剖分得到

I，对B进行三角割分得到疋，将正和正分别映射到P上，则得到多边形尸的两

个三角剖分正’与正。和线性同胚映射厶：P士P．，L2：P斗只，上，将三角剖分五。

的顶点，角以及三角形分别映射到瓦上相应的顶点，角及边上，L：将三角剖分t’

的顶点，角以及三角形分别映射到疋上相应的顶点，角及边上。将P的三角剖分互’

与疋’重叠在一起，则得到P的一个凸细分，在不引入额外顶点的情况下，对，的

凸细分进行三角剖分，可以得到尸的一个三角剖分s，该剖分拥有O(n2)个顶点。

则S。=三l(s)和S：=￡：(S)便分别为鼻和最的同构三角剖分。剖分实例如图3-3所

示。

(a)

(e)

圈3-3 (a)与(b)是两个不存在I司构兰角剖分的六边形。(c)与(c)为由方法一通过利用凸多边形(d)构造得到的

同构三角剖分
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方法二：该方法是Boris Aronov等人在文献[6】中给出的另外～种多边形的通

用(AUniversialTriangulation)三角剖分方法：将多边形按照“蜘蛛网”(如图3-4

(a))的图案进行三角剖分。由图可见，对于一个拥有n条边的多边形，其“蜘蛛

网”结构是一个拥有n一2层同心层多边形和一个公共的中心顶点，对于最里面一

(a) (b)

图3-4 (a)具有8个角点的多边形“蜘蛛网”。(b)由12个顶点中含有8个角点的多边形产生一个新的里层

的多边形，该多边形县有12个顶点．嚣中7个角点。

层多边形的所有顶点都与中心顶点相连接。对于同心层多边形之间，用线段连接

相邻两层多边形对应的顶点。

对任意一个有行条边的多边形的“蜘蛛网”三角剖分可以通过如下步骤很容易

得到：设多边形P是一个拥有H个顶点的多边形，其中n个顶点中有m个角点(即：

剩下的n—m个顶点在多边形的边上)，在P的内部构造一个比P稍小且形状相同的

多边形P’，这样便在P与P。之间形成了一条环形带，连接P与P。之间的对应顶点，

则将该环形带分解成了"个凸四边形。在P’的所有角点中，必定包含有耳，设其

中一个耳是c，将与c相关联的两边替换为一条弦d。并在弦d上增加一定数量的

顶点得到多边形P”(如图3-4(b))，此时的P”具有n个顶点和m—1个角点。不断

重复上面的步骤，对于拥有n个顶点，并且所有顶点均为角点的情况下，处理整个

过程只需要”～3次迭代便可使得最罩面～层的多边形仅仅含有3个角点。此时将

“蜘蛛网”的中心顶点与多边形的所有顶点相连接，并将前面所产生的凸四边形

变成三角形，便得到了尸的三角剖分。在整个构造过程中，要用到n(n一3)+1个额

外顶点。但是事实上，当多边形含有两个不重叠的耳时，每次迭代可以同时去掉
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两个角点，而且每个含有5个角点的多边形都是星形多边形(这就意味着迭代至5

个顶点就可以了，不需要迭代至3个顶点)，故迭代次数可以减少，这样所需要的

额外顶点就可以更少一些。

图3．5采用方法三构造两个简单多边形的同构三角剖分。(a)序列为<l，2，1，3，2，2，4，3>的“蜘蛛网”

连结图。(b)，(c)给出了两个多边形的三角剖分、标有深度的对偶图以及顶点的里程标。其中对偶图结点的

深度值、顶点的里程标以及两个多边形顶点的对应关系分别用方框中的数字、圆圈中的数字和顶点旁边的数

字来表示。(d)。(e)分别为对应于(b)，(c)里程标序列的“蜘蛛网”连结图。(O融台后的具有最大深度值的“蜘

蛛网”连接国。(曲具有和(O的深度值序列的共同的“蜘蛛网”连接图。(h)，(i)基于(g)的“蜘蛛网”连结

图的初末多边形的同钩三角剖分。注意，H中的四边面由于为凸，故易将其同构三角化。

方法三：Craig Gotsman和Vitaly Surazhsky在研究如何可避免多边形变形过程

中的自交问题【60】时，给出了多边形同构三角剖分的另一种算法，上述方法二的通

用三角剖分具有“蜘蛛网”结构，该结构包含一个中心顶点和以它为中心的若干

多边形(在此称为同心层)，相邻同心层的所对应的顶点用弦相连接。Gotsman和

Surazhsky所提出的方法正是对方法二的一种改进和提高，利用多边形的形状和相
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似性，简化了上述“蜘蛛网”结构，其中同心层可能是不完整的，因而中心顶点

到多边形各顶点的辐射状的边的数目就可能是不相同的(如图3-5(a)所示)，这

样，改进了上述通用三角剖分算法，减少了额外顶点的数目。

给定一个简单多边形，将其三角剖分，考虑该三角剖分的对偶图，对偶图总

是一种树形结构，此时可以将该树的所有叶结点依次同时砍掉(相当于砍掉了多

边形的一个耳)，直到最终只剩下一个顶点，这就是所要找的中心顶点。得到中心

顶点之后，每个三角面的深度(对应于该三角面内顶点在树中的深度)就可以计

算出来，从而可以计算出多边形内各顶点的里程标(milestones)，这里顶点的里程

标定义为与该顶点相关联的三角面的深度的最小值(见图3。5(b)和(c))。利用

初末多边形的里程标序列构造其相应的“蜘蛛网”连接图(见图3-5(d)和(e))，

将这两个“蜘蛛网”连接图融合在一起，计算出对应顶点的最大深度的新序列(见

图3—5(f))，在此新的深度序列的基础上，可以构造出公共的“蜘蛛网”连结图(见

图3—5(g))。最后构造出两个平图，使得其边界为初末多边形，而内部的额外顶

点与公共的“蜘蛛网”连接图具有相同的连接关系(见图3—5(h)和(i))。这样

构造的两个三角剖分是同构的。该算法通过选择初末多边形所允许的最小深度，

减少了额外顶点的数目。

方法四：方法三给出的算法能够比较好的改进方法二，减少了许多额外的顶

点。在对初末多边形进行同构三角剖分的时候，一个十分重要的环节就是使用尽

量少的额外顶点，额外顶点是不希望出现的，因为每增加一个顶点，就会相应的

增加解决变形问题的复杂性，同时增加相应计算量。基于方法三的启发，Vitaly

sllrdlSky和Craig Gotsman在文献[6tlOe提出了改进算法，该算法能够减少增加的

额外顶点。下面介绍一下该文献中提出的算法：方法二能够为每一个多边形建立

简化的“蜘蛛网”结构，但是该方法也从最外层多边形(即初末多边彤)那里制

造了多余的额外顶点，之所以出现了多余的额外顶点这种情况，是因为外一层的

顶点对应里面一层多边形的直线段上的顶点，而且此过程从最外层多边形开始，

不断的迭代至最里面的中心顶点，额外顶点的数量就这样不断的增加。最后，当

一些相对应的顶点在分别的简化“蜘蛛网”结构当中为额外顶点的情况下，可以

去除掉这些顶点。

这个网格的作用是合并两个网格的不同之处，去除掉两个网格的相同之处，
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丛蚴豳够
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图3-6 改进性“蜘蛛网”的构造。对应关系是从图中的黑点开始的一个环。(a)对初始和目标多边形分别

进行三角剖分，目的是为了得到各个结点的深度；(b)采用“蜘蛛网”结构反映各结点的深度：(c)将(b)中的两

个“蜘蛛蚓”结构融合为一个“蜘蛛网”结构；(d)和(b)中的“蜘蛛网”相同的“蜘蛛咧”t即通用“蜘蛛网”

结构；(e)改进了的“蜘蛛网”结构算法得到的结果；(f)、(g)为采用(d)的“通用蜘蛛网”结构算法得

到的同构三角剖分{(h)、(i)为采用改进的“蜘蛛网”同构三角划分算法得到的同构三角荆分

这样得到一个新的网格剖分，这个“蜘蛛网”结构的剖分是对应于两个多边

形的同构三角剖分。这个剖分减少了尽量多的额外顶点，而且把初末多边形的几

何相似性考虑了进来。在此剖分中增加的额外顶点反映了初末多边形之间的几何

区别。当用此方法去处理初末多边形是相同的情况时，构造出的同构三角剖分将

不会有额外顶点的存在。

图3-6用图示表明了该算法的是如何建立初末多边形的同构三角剖分的，而图

3．7则给出了用此方法得到的结果和以往方法得到的结果的比较。

3．3相似同构三角剖分算法

前面给出的算法能够达到同构剖分平面多边形的目的，但是增加的顶点个数
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图3．7 同构三角剖分具有38个顶点的两对虑的多边形，对应关系是从黑顶点开始的一个环。(a)采用算

法二需要添加575个额外顶点；(b)采用算法三需要添加334个额外顶点；(c)用算法羽进行同构三角剖分

需要添加153个额外_l页点

是个需要解决的问题，因为增加的顶点个数越多，对处理增加的难度也就越大。

在方法一、方法二中，都没对初末多边形的形状相似性做任何考虑。方法三提出

了一个新的同构三角割分方法，该方法能够较好的减少额外顶点的数目，但是也

只是在方法上提出了改进，而对初末多边形形状的相似性没有提出考虑。在方法

四中给出了多边形形状相似性的考虑，但是这只是在增加完额外的顶点之后进行，

可将部分不需要的额外顶点去掉，但是此方法还有待于提高。
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正是鉴于以上方法的不足之处，本文对该算法做了进一步的研究，提出了一

种更加有效的同构剖分方法，而且也得到了比较好的结果。本文的算法主要是将

需要进行同构三角剖分的多边形之间的相似性考虑进来。利用此算法能够很好的

减少额外顶点的数目，从而使得处理初末多边形变得更容易些。

3．3．1算法基础

定义3．8若多边形P的顶点序列p．，p：，⋯，p。按逆时针方向排列，并且

点P，在赢的左(右)侧，则称顶点p，为凸(凹)点。以凸(凹)点为顶点的
内角<石(>玎)。

定理3．1 对于任意一个简单封闭的多边形，在其内部必定含有凸顶点。

证明 (采用反证法)假设在简单封闭的多边形内部没有含有凸顶点。

假设由rt个顶点构成多边形P，

其顶点按逆时针方向排列，定义相

邻的两向量i忑与—PiP—i+]之间的有

向夹角为只(一石<只<刀)，当i=1

时，B为向量P,,Pl与向量pjn之间

的有向夹角。各变量的定义如图3—8

所示。

由凸点的定义以及给出的假

设，则任意两条向量之间的有向夹 豳3．8简单封闭多边形

角为一负角，即只<o(i=1，2，⋯，n)，从而有∑：。舅<0，这与给出的多边

形顶点按逆时针方向排列相矛盾。从而存在有有向角目，>0，即对于任意一个简单

的封闭的多边形，其顶点序列中必定存在有凸顶点。

证毕

定理3．2 顶点数玎≥4的多边形至少有一条对角线。

证明 出定理3．1，多边形至少含有一个凸顶点，设只是一个凸顶点，P。和
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P。是与P．相邻的顶点。如果P。P。是一条对角线，则定理成立。否则，假定

PJ-lP。不是一条对角线，则或者P。P。在P的外部，或者它与OP相交。在这两

种情况的任一情况下，既然”>3，三角形p。P⋯P，至少包含尸的一个顶点(除了

P¨，P，，P。之外)，设P是距P，最近的、并在三角形P。P⋯P。内部的P的顶点，

致

圈3-9

该顶点是从n向—Pi-1—P,*I移动并平行于赢的线工所碰到的三角形p。P⋯P 1的
第一个顶点。如图3-9所示。

显然，由于包含P．(上图中的阴影域)的￡所限界的半平面相交的三角形

P,-iP。P。的内部不再包含OP的顶点，因此，除了在P，和P，nP不可能与a尸相

交，即面是一条不与OP相交的对角线。 证毕

定理3．3 设多边形尸具有”个顶点，对P通过添加零条或者多条对角线可以

剖分成三角形。

证明对多边形顶点数行施归纳法。如果”=3，多边形P是一个三角形，结

论显然成立。设"≥4，由定理3．2，假定d=P，P，是P的一条对角线，另由对角

线的定义，d仅在其端点与aP相交，并把尸划分成两个多边形P’与P”，这两个多

边形以d作为一条公共边，而且每个多边形的顶点数少于H，如图3-10所示，这

是由于该剖分过程中没有增加新的顶点。显然，在．P’和P1中除了P。与P，之外至
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少有一个顶点。对尸’与P”应用归纳法假设便可以完成此证明。

证毕

定理3．4 无孔简单多边形三角剖分的对偶r是一棵树。

证明假设，不是树，则它必有一条回路，组成该回路的结点所对应的三角形

必形成多边形内的一个孔，这与已知条件矛盾，因此r是一棵树。 证毕

定理3．5 顶点数押≥4的任意多边形至少有两个不重叠的耳。

证明三角剖分对偶丁中的一个叶结点对应于一个耳。具有两个结点的数，有

两个不重叠的耳。具有多个结点的树，有∽一2)>2个结点，必至少有两个叶结点。

证毕

定义3．9(相似顶点) 在初末多边形的顶点对应关系已经确定的情况下，当

一对对应顶点都为耳尖，则称该对顶点为相似顶点。

3．3．2剖分算法

从3．2．1节中知道，任意一个简单多边形都含有耳，与耳失相邻的两个多边

形顶点的连线与耳一起构成一个三角形，这三条线段为该三角形的三条边。当用

该对角线替换掉该凸顶点时，则构成一个新的多边形，该新多边形比原来的多边

形少了一个顶点和一条边，该新多边形仍然存在耳，重复前面的步骤，则可以将

该多边形三角剖分。对于同构三角剖分，在初末多边形的顶点对应关系已经确定

的情况下。可以先将两多边形的相似顶点去掉，当去掉一对相似顶点之后，便形

成了一对新的初末多边形，继续去掉它们之间的相似顶点，最终使得初末多边形

达到最简，即在此最简初末多边形之间不存在相似顶点。然后采用前面介绍的方

法一对最简多边形进行同构三角剖分，再和前面去掉相似顶点时所得到的三角网

格组合起来，便得到了初末多边形的同构三角剖分。整个过程可描述为：总——

分——总——分。下面给出本文算法的主要步骤。

设只为由n个顶点p；(f=1，2，⋯，”)构成的初始多边形，只为由／,／个顶点

P：(i=1，2，⋯，行)构成的目标多边形，且初术多边形顶点之间的对应关系已经

确定。其对应关系假定为P：对应P■则算法步骤如下：
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———————————————————————————————————————一一

潦游
(a)原始初末多边形

罐一(b)采用本文算法三角剖分原始初末多边形的相似顶点
所得到的结果-内含一对由5个顶点的组成的塌简多边形

(c)由本文算法得到的是简初末多边形

过么
(d)采用方法l得到的最简

单初末多边形之间的同构三角恻格

(e)将(c)与(d)组合起来使得到了原始初末多边形之间的同构三角网格

削3一ll
该图所示为机械人和机械狗的同构三角剖分．用本文算法只添加了3个额外顶点就可以达到同构三

角剖分。
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步骤1． 令m=0，num=i,l，‰=只，P。=只。

步骡2， 从1到hum线性搜索初末多边形的相似顶点，如果在初末多边形之

间存在相似顶点，则转步骤3；如果多边形的顶点个数小于4，则停

止；否则转步骤4。

步骤3． 假设搜索到的相似顶点为顶点p：与pkt(k为大于等于1且小于等于

多边形的顶点个数num的整数)，当k=1时，连接顶点2与顶点711,111"1；

当k=nkim时，连接多边形的顶点num一1与顶点l；对于其余的情况，

连接多边形的顶点k—l与k+1； 将由顶点

p二。，⋯，p—k-I，，p—k+l，，⋯，p嚣。构成的多边形记作新初始多

边形只。，由顶点pl。+⋯，p。k-Il，p卅卜k+l。，⋯，p裟构成的多边形

记作新目标多边形e。，F／U／I／=／'／／g,q'／一1。转步骤2。

步骤4． 对最终的多边形．F_与己，进行同构三角剖分，将在此得到的同构三

角剖分和前面得到三角剖分结合起来，便得到原始多边形的同构三

角剖分。

3．3．3算法实例

下面将参考文献[61167的实例引用在此说明本文的算法过程。该算法的整个过

程如图3-11所示，该算法只需要3个额外顶点，从算法结果得出，和其他几种算

法(如图3—6)相比，该算法取得了较好的效果。图3—12是引用于参考文献【61】

的一个实例，用本文算法得到的同构三角剖分所使用的额外顶点少了，计算难度

也降低了。针对图例3-11，表3-1给出了本文算法和以往算法的比较。

表3-1同构剖分算法比较表

比较项 方法一 方法二 方法三 方法四 本文算法

额外顶点数(个) 417 575 334 153 3

计算复杂度 大 大 较大 一般 小
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巡，：凹：ⅪV
(a)初求多边形 (b) “蜘蛛网”方法得劲的同构三角网格

丝磐靼麓
(c)改进的“蜘蛛网”

方法得到的同构三角网格

(d)采用本文簦法

樨到的同构三角网格

图3．12(b)中需要添加15个额外顶点：(c)中需要天家7个额外顶点：

(d)不需要添加颠外顶点就可以樗到同构三角剞分

3．4算法改进

上面介绍的方法没有能够很好的考虑到多边形同构三角剖分的质量，可以通

过设置剖分变量来提高割分质量，比如设置剖分出的同构三角网格的最小角度不

小于多少度，最大角度不大于多少度等约束条件。理想的三角剖分应该是剖分出

的三角形都是正三角形，通过增加的约束条件，本文算法能够得到很好的剖分结

果。

3．5本章小结

对给定对应关系的初末多边形进行同构三角剖分，本章提出了多边形的相似

性同构三角剖分，它更全面的考虑到了初末多边形之间的相似性，能够使得对多

边形进行同构三角剖分时增加尽量少的额外顶点。当给定的初末多边形相同时，

得到的同构三角剖分不需要添加额外的顶点就能够达到同构三角剖分。得到初末

多边形的同构三角网格之后，接下来的工作是对初末多边形进行变形，变形算法

将在下一章作详细介绍，并提出了基于小波的多边形变形算法。
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第四章基于小波的平面多边形变形算法

平面多边形的变形研究具有很重要的意义，平面多边形变形是平面曲线及其

他形式的变形的基础，因而平面曲线可以用离散的多边形来逼近，平面曲线的变

形，往往转化为平面多边形的变形来实现。目前有许多研究者对这方面进行了探

索研究，如Sederberg和王国瑾等的内在解算法，Shapira和Rapport的星骨架(Star

skeleton)方法，Gotsman和Surazhsky的可避免自交的变形方法等。

4．1已有的平面多边形变形方法介绍

4．1．1线性插值变形

给定两个具有相同顶点个数的多边形Po和尸1，外形融合可以通过线性插值两

个多边形的对应顶点来完成，线性插值只能处理初末多边形的顶点个数相同的情

况。当初末多边形的顶点个数不同时，可以在多边形上增加额外的顶点使它们的

顶点个数达到相同。分别定义Po和尸‘如下：

Po=[只0，芹，⋯，群】；P1=【爿，只1，⋯，爿】

其中彤表示变形过程中多边形的顶点，当k=0时，表示的是初始多边形的顶点；

当k=1时，表示的是目标多边形的顶点，则变形过程如下定义：

户矗1=uPo+tPl

=【"谨+redo，蝎o+删，⋯，衅+蚓]

=【eo(f)，鼻O)，⋯，只(f)]

其中“+f=1。用此算法可以得到如图4．1、4-2与4-3所示的结果。该算法计算速

度快，能够很快的得到变形序列，但是该算法只考虑到顶点的对应关系，根本就

没有考虑到同一个多边形内部顶点之间的关系，从而导致该方法在变形过程中容

易产生自交，如图4-4所示。所以导致该方法不太适用。
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t=O．2 t=O．4 t=1

图4-l 该图表示的是蚨一个三角形变形到四变形的变形序列

圈4-2利用基域，通过线性插值得到的变形序列

蹦4-3一个亏格大于零的物体之间的变形序列

t=O．2 t--O．4 t=O．6 t=1

图4-4从初始多边形变形到目标多边形的过程，

由圈可见，在变形的过程中，发生了自交现象
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第四章基于小波的平面多边形变形算法

4．1．2平图变形算法

C．Erten等人在文献[12、13]中提出了保持不自交的变形算法为：将准备变形

的初末平图嵌入到两个相同凸边界里，从初末平图中选出一对对应的顶点，并且

该对顶点对于凸边界的顶点是可见的，相应的连接平图上的顶点与凸边界上的顶

点，然后对两幅平图进行同构三角剖分，得到对应的同构三角网格，作者将变形

过程分为两个过程：其一，用二维的仿射变换将初末平图之间的距离拉近，该仿

f Cll c12 0 1

射变换被考虑为一个2x2的矩阵加上一行表示平移变量的行：f c：。C2：0 f，则
l，； f， 1 J

对于初始平图中的一点(x，Y)经此仿射变换后，变换为：

xt=cllx+c21Y+tI Y1=C12x十c22Y÷l P

假设初始平图中点Ps=(‘，儿)对应于目标平图中点只=(薯，")，则上面仿射变换

的各参数为满足下述条件的量：这些参数使得所有对应顶点的距离的平方和，即：

∑P 2(p：，B)最小，其中 定义为平面空间上两顶点的欧式距离。在得到仿

射变‘e换Dsd矩is阵t之后，将该矩阵分d解ist为旋转矩阵与伸缩矩阵之积。分别对该两矩阵进

行插值后再组合，则得到中间时刻的仿射变换矩阵，从而得到该时刻的图形。其

二，是对平图的内部顶点进行变形，该文所采用的方法是基于文献[211@的思想：

给定一个平图，将该平图的最外层映射到一个凸多边形上，则平图的内部的每一

个顶点都是该顶点的相邻位置上顶点的一个凸组合，而且其可以表示为：

％=∑凡×“，，∑矗=1，其中凡是顶点％相对于顶点“，的凸组合系数。N(0
jeN(i) ，EⅣ{J)

是顶点Ⅳ．的邻接顶点坐标集。作者将此凸组合表示为一厅×"矩阵(^，对应于该矩

阵中第i行第J列的元素值)。然后线性插值初末平图的邻接矩阵，得到中间时刻内

顶点的邻接矩阵，结合步骤--N得到了在，时刻的整个乎图。

4．1．3基于凸组合的内在解算法

上一小节介绍的保持非自交的变形算法，当对邻接矩阵进行线性插值时，其
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实是对组合系数九进行线性插值，多边形内部的边与角度不是成线性变换的。正

是基于此，VITALY SURAZHSKY等人在文if扶[64100提出了线性插值多边形的边与

角度的算法。在计算组合系数^F时，是采用文献[37】中的方法：

铲蠢

图4—5公式(4．”中各变量的定义

(4．1)

其中各变量如图4-5所示。本文的方法线性插值角度与边长，即：％t=(1-t)ct'+叫，

忙(1_f)牡弘腼舯忆畅㈣骀触虮弘南’：鲻 此变形方法能够使得初末多边形三角网格的边以及角

度之间连续的变化。但是，该方法也容易让内部区域产生扭曲。

4．1．4加权曲线变形算法

在文献[651 r#，作者提出了加权曲线变形算法。对于平面上对应的顶点p，与

p：，从顶点p，映射到顶点p：的路径的最简便方法是线性插值：p(r)=(1-t)p。+tp：

r∈【0，1]，则每一个中间顶点p(f)可看作是对顶点P。与P2的加权组合。且p(，)满足

、，●●。，／一纽土哎一
m

一卜厂1％一：一<一
m

一一一
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方程：

如(p(f)，P1)=t‘噍(Pj，P2) d口(p(f)，见)=(1-t)·如(月，P2)

其中d。表示的是两点间的欧式距离。正是基于此加权组合的思想，作者通过采用

某距离函数d(x，Y)，x，Y∈U，其中u为一任意的空间。使得变形过程为从任意初

始物体只变形到目标物体B的中间物体P(f)，fE[0，1]，并且保持性质：

d(pO)，P1)=t·dF．(P1，P2) d(p(r)，p2)=(1一t)·噍(pl，P2)

通过一系列叫平面上的顶点(一，Y。)，⋯，(矗，儿)表示的二维曲线，对此曲线变形

的首要步骤是对此曲线进行采样，得到采样点(_，M)，⋯，(‰，‰)，通过这些采样点，

二维曲线可用一串向量表示，z1，⋯，z。，其中z．是从顶点(t，M)到顶点(x。，M+。)的

向量。

作者采用著名的Levensht串距离函数作为两个串之间距离的测试函数，该测

试函数包含三种算子：删除0卜÷f)，插入(善卜÷口)和减∞卜÷b)，相应的代价为：

C(a卜÷善)=c(善卜÷拉)=ll,4l，C(a卜÷6)=II口一6|I。

给定两条用向量串表示的初末曲线后，采用文献[231中提供的算法计算在r时

刻的图形所对应的初始图形与目标图形的权值。在采用文献【45]中的算法计算两向

量串所表示的曲线的距离时，能够得到如何采用上面介绍的算子将初始图形变形

到目标图形。

4．1．5定角插值变形算法

Ping，Hsien Lin等在文献[44]中提出的算法也是在同构三角网格的基础上提出

来的。首先将三角网格中的三角形用三条线段来表示，这三条线段的公共端点位

于三角形的内部，而另一端则分别连在三角形的三个顶点上，从而一改过去插值

三角形的方法，而插值对应三角形内的对应线段。

对线段的插值方法一般采用线性插值对应的边(f)和对应的角度(0)：
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髂(：_黼0娜代表初始橼嗽目标状态
而在该文中提出的算法是在变形的过程中，线段的非中心顶点的轨迹上任意一点

的切线与该点处的向量夹角应该是固定的(如图4-6所示)，即嘉=日，其中口是
一个常量，两边积分得到：r=Ce”，从而提出插值公式；

≥

囝4_6 r=e。的固示

Io(t)=(1一f)岛+f易

咖
⋯=∥‘恻

。。 其中口2虿{百’且联。是个单调函

一- 数。

对整个初末同构三角网格中每

一个三角形采用此插值方法时，由

于其中的某些顶点同时属于不同的

三角形，单独变形后的顶点可能出

现不重合的情况，则在变形前，将初末多边形中的三角形一个接一个的按一定的

序列组合起来，即选定其中的某个三角形为根三角形，按照深度遍历或者广度遍

历将三角形排列起来。首先对根三角形进行插值，然后按序列依次对三角形进行

插值，当现在处理的三角形的顶点与已经处理过的三角形的某些顶点本应该重合

而未重合时，选择他们公共边上的一个顶点为基点，利用表示三角形的三条线段

中的两条线段确定不属于公共边的那个顶点。连接相应的顶点则求得这个三角形。

如此迭代至所有的三角形处理完，则得到了初末多边形对应于此时刻的图形。

4．1．6内在解算法变形

Thomas W‘Sederberg等人在其文献[571中提出了内在解算法，并于1998年建

立了用于空间多边形或多面体变形的新算法MSI[1】，就平面内在解算法，其变形

方法如下：

当给定一个多边形时，计算该多边形的内在集F={(厶，皇)li=1，2，⋯，”}，其中

胛为多边形的顶点个数，‘为相邻两顶点P⋯与顶点P，之falN欧氏距离，当i=1时，

4l
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q为顶点向量p．p：与x轴之间的有向夹角，否则只为后两顶点所成向量瓦忑与

前两顶点所成向量P—P。的一个夹角。内在集的计算可表示为如下的公式：

L．=IP⋯一P，l，谚=angle(p,+1只)一angle(p，n一1)一m；rg，其中这里的angle表示的是

向量的角度，m为使得不等式一万<0，<疗成立的偶数。则通过顶点表示的多边形

可以重新用多边形的首顶点与该内在集重新表示。通过首顶点与内在集，多边形

可以通过如下方式得到：

p。=p，+￡，×(COS(喜“k]，s拥(喜吼]]z=t，·一，玎 c。．：，

当i=盯时，PⅢ所表示的顶点就是p。。

当给定初末多边形只与B时，首先计算出初末多边形对应的内在集ro与r1，

对初未多边形的变形处理即对初末多边形的内在集进行线性插值：

r=(1一，)．Fo+f．F1(0s，s1)得到对应于，时刻多边形的内在集表示rf，通过(4．2)

即可得到r时刻的多边形。

在用此算法变形封闭图形的时候，所得到的中间多边形往往是不封闭的，

Thomas W．Sederberg等人给出了相应的补偿常量，使得中间图形在变形过程中保

持封闭，补偿常量的大小可参见文献[571。该方法考虑到了局部顶点之间关系，而

没有考虑到整体顶点之间的联系，从而无法避免在变形过程中出现自交的现象。

4．1．7方向插值变形

有几种现存的方法可以用柬求两个图形的相对方向。由于插值两个以上三维

图形的方向比较困难，所以接下来讨论的方向插值将严格限制在两个图形之间。

第一步，通常对图形做变换使得它们的重心与原点一致。然后通过将刚性／仿

射部分从变形的弹性部分分离出来，计算一个旋转[14、16]或仿射变换。定义刚性

／仿射部分的一种方法是最小化应用相应变换后对应顶点距离的平方。寻找仿射变

换的最小化问题可以利用坐标向量的广义逆来求解。令顶点向量排列成一个nx3
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的矩阵V

v1』。1。VI：

Ux。2，”2= ，那么在一个仿射变换A作用下，坐标距离的平方为

(V(0)A-V0))2，并使其最小化，这是～个线性方程组，可以利用广义逆y(o)+求

解：

A=矿(O)+vO)=(y(O)7矿(O))一1矿(O)7+vo) (4．3)

作为选择，最小二乘解(或者说广义逆)可以利用SVD(奇异值分解)来计算，

这种分解允许对近秩缺失的敏感性做显式的控青1J[121。

中间图形矿(，)={K(，)，匕(f)，⋯}可表示为y(，)=爿(f)矿(o)，问题是怎样定义爿(，)

才合理。最简单的解决方案是：A(t)=(1一f)，+蹦，然而，我们需要更详细的方法

以得到所期望的A(t)的一些性质：1、变换应该是对称的；2、旋转角和面积应该

单调的变化：3、变换不能带来不良影响；4、得到的路径应该简单。

基本的思想是将4分解成旋转(正交矩阵)部分和具有正的放缩比例分量的

比例剪切部分。Alexa等【13】检验了几种分解，通过试验，他们发现一种分解为一

个旋转矩阵和一个对称矩阵的方法(如极分解)，该方法能产生在视觉上最好的变

换。这个结论被Shoemake以数学和心理的理由加以支持。分解可以从SVD推导

而来，如下：

。、b氐毯电心电奄吨1《f伊a}
’ ' o f

。l＆氐△△怠惫《≈◇妒f77∥o}
’ 、 ' I ’

、K侈Vq△△莎守岛矽夕少
CI ，

m氐氐氐氏心念q刁∥∥∥矿d1 ’ ，

图4—7变换单个三角形。(a)线性插值；(b-d)计算从源三角形到目标三角形的一个仿射映射，并将其分解

为旋转部分和比例·剪切部分。中间三角形是通过线性插值旋转角、比例因子和剪切参数建立的。(b)是利用

SVD建立的；tc)是通过将(b)中所有的角中的某一角减去2石所推等得到的结采：(d)对应于方程(4．5)的结果；

所有行的塌后一列画il{了顶点的路径。

馨荡@幕—y—扩憎"仃U
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A=如DR口=R(R口嘭)DRa=(R彤)(尺；D％)=Bs (4．4)

然而，[74】中也指出，有在计算上比这个分解更节约的选择。基于这种分解，』(，)

可以通过线性插值(4．4)中因子里的自由参数来计算得到，也就是说，

A，0)=震。，“l—t)t+fs) (4．5)

图4-6足一个三角形的变换结果，为了比较，图4—7(a)演示的足顶点坐标的线性

插值；图4-7(b)是通过奇异值分解和线性插值得到的变换以。(f)的演示结果，

注意到结果虽然是对称的且旋转角是线性变化的，但结果仍不令人满意，因为一

个超过F的旋转是不必要的。当从一个角减去2口，如图4-7(c) ．结果就会更

好一点。我们发现将4分解为一个旋转矩阵和一个对称阵并利用以(r)产生了最好

的效果，如图4．7(d)，与SVD相比，它避免了不必要的旋转或剪切，并且通常

比基于OR分解的方法更对称。

4．2基于小波的多边形变形算法

小波函数是一个逐层分解函数的数学工具，它允许一个函数被表示为这个函

数的粗糙的大致结构加上细节，使得该函数逐步精确。不管所要处理的函数所表

示的是一幅图像、一条曲线或者是一个曲面，小波为处理要处理的目标对象的细

节提供了很好的技术支持。

哈尔小波是最简单的小波基。为了对小波基函数是如何起到作用有一个初步

的认识，首先从一个简单的例子开始。假定这里有一幅只有四个象素的图像，且

它们的值为[11 9 5 6】，可咀采用哈尔小波基的形式重新表示这幅图像，其值

通过小波变换得到。首先成双成对的计算两个象素值在一起的平均值，这个平均

值就可以作为下一层图像象素的值，可以明显的看到，经过处理过后的图像之后

有两个象紊点[10 6】。根清楚的可以看到，在采用上面的方法处理的时候，一些

信息已经被丢失掉了，为了能够从两个象素点的图像恢复得到原始的四点图像，

所以就需要加上一些细节系数，通过这些细节系数，就能够抓住通过上面方法处

理时丢失的信息。在上面给出的例子中，应该选择1做为第一个细节系数，那是

因为做对11和9做平均得到IO比1l少1，比9多1。通过这个数就可以恢复出原

始图像的前两个象素，l司样的道理，第二个细节系数为一1。所以原始图像的四个象

始图像的前两个象素，同样的道理，第二个细节系数为一1。所以原始图像的四个象

44
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素点通过分解得到下一层的结果为：两个象素点和相对应的两个细节系数。重复

这一过程，直到所需要的结果。

筮蟹星达
4

绁堇丕塑

【1—1】

[2]

／its．，定义小波变换(或者叫小波分解)分解原始的四点图像得到的～个点为原

始图像的总体轮廓，和一些重构原始图像所需要的细节系数。所以，上面给出的

一维图像[11 9 5 6]可以表示为下面的方式：【8 2 1 ．11。

下面给出了图形说明该方法的工作过程，如图4-8所示：

L殳旦让e—e咿静．
|o
⋯”

彤3细节系数

k—生一
阿2细节系数

F—一
j矿1捆节系数

卜_L
护近似 酽。细节系数

图4-8小波分解的分解示意捌

鬻訾

一嘲一嘲一嘲一懒一
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在文献【67】中作者给出了用小波分解和重构方法来进行多边形变形的方法。通

过应用小波变换，一个具有2一个顶点的多边形尸，可以被分解为多分辨多边形，即

一个有结构组织的一系列轮廓多边形Po，Plc-％pJ。。和相应的细节信息

Do，D1，⋯，D川。在小波变换里，P。和D。，i=0，1，⋯，J分别被看作是

向量空间y。和∥4中的向量。在这里，向量就是多边形顶点所在的坐标所定义的向

量。对于向量空间矿‘的基函数中‘=例，k=0，1，⋯，2‘一1)被称为尺度函数，

向量空间∥’的基函数甲‘={纯，k=0，1，⋯，2。一1}被称为小波函数。

给定两个多边形只’和剧，用前面介绍的小波分解算法，可以将两个多边形分

别分解为耳，鼻1，⋯，鼻川和口，爿，⋯，爿。1以及相应的细节信息

D?，科，⋯，_D，和D；，D!，⋯，D一，这里轮廓多边形反应了原始多边形

的轮廓，而细节信息则反映了原始多边形的细节部分。在一个适当分解层次上，

对多边形的轮廓部分采用前面介绍过的内在解变形方法进行变形，设得到在t时刻

的多边形轮廓为P‘(f)。对于多边形的细节部分则采用线性插值。在对多边形轮廓

进行变形的时候，设选择了适当的分解层次k，则只须对相对应层次及以上的细节

部分进行插值即可得到变形的中间细节：

D’(r)=(1一t)D：+tD；，i=k+1，k+2，⋯，J-1

通过上面得到的P2(t)和D。(f)，利用前面介绍的重构方法重构出在，时刻的中间图

形。

(的

图4-9多边形轮廓自交的一个宴例
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但是该方法不是可靠的，因为原始多边形的某些细节信息在进行多边形细节

变形的时候已经被丢失了，所以得到多边形不能十分准确的反应多边形变形的中

间形状；其次，当轮廓多边形拥有不相同个数的顶点时，则需要增加额外的顶点，

而在细节信息中却没有与之相对应的细节信息，因而使得重构过程无法进行，所

以对于顶点个数不同的情况，用此方法是不能处理的；再次，算法要求多边形顶

点个数必须是2的行次方个；最后，用该方法得到的轮廓多边形在很大程度上是自

交的，如图4-9所示。导致该多边形轮廓自交的主要原因是当顶点数大于2的”一1

次方且小于2的"次方时，需要添加顶点导致的。因此本章提出了适用性能更强的

一种基于小波的多边形变形算法。该方法能够更大程度的保证多边形轮廓不自交，

从而将此小波变形方法与同构三角网格方法结合起来，可以减少增加额外定点数，

从而使变形算法的计算量大大的得到减小。

4．2．1小波与小波变换

先回顾一下傅立叶变换，它使用的是正弦曲线波作为它的正交基函数。之所

以称为波，是因为它们类似于大海的波涛和在其他媒体中传递的波。对于积分变

换来说，这些函数都在两个方向无限扩展。离散傅立叶变换的基向量也在它们的

整个域中非零。也就是说它们并不是紧支集(compact support)。

定义4．1 如果函数∥(z)∈L2(R)满足容许条件

c，：【哗挑<栅
且满足规范化条件MI=1，则称y(z)为基本小波。

定义4．2 设厂(工)∈三2(R)，y(x)为基本小波，订，b∈R，定义f(x)的连续小

波变换为：

％(口，6)=lm)|口|l，2而丽
或者又可以写成

町(咖)=去￡夕(晰⋯y盼“咖
一般来说，满足容许条件的‘f，(x)便可咀作为基本小波了。但是实际上一般还

47
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要求少(z)具有一定的正则条件，以便痧(x)在频域上表现出较好的局部性质。

定理4．1 连续小波变换具有如下性质：

(1)设，rxJ=Zr工J十五rxJ，贝0

％(n，6)=％(口，6)+％(口，6)

(2)设g(x)=f(x—c)，则

阡名(口，b)=陟，，(n，b—c)

(3)设g(z)=f(cx)，则

reg(a，6)=∥”W：(a／c，bc)

(4)对厂(x)∈三2(月)，有矽，(口，6)∈上2(R 2)，并且对厂(z)，g(x)∈L2(月)，有

(ro(a，6)，吼(口，6))=c，(sox)，g(x))
证明

％(啪)=￡，(x删72页(a(x-b))dx=去￡夕(w)∥”谚曙>“咖

II,m矿”调2⋯舻c∞卜⋯霸降
=￡I于(w)12lf泉rl驴(酬yrl。咖]咖=c，￡l夕(w)12咖<栅
Fubini定tN,对几乎所有的删，于(w)Iot"_Z2翮关于w是平方可积的，从而

tI ＼a，

町(口'6)关于b是平方可积的。故

删w扩姗=划如柚r”羽卜⋯
印阡，，(玎，6)∈L2(R2)，进而

(w舭'6))=如训寸⋯羽愈W)|盯呲囝



第四章基下小波的平面多边形变形算法

=岳(广(w)，誊(w))=q(厂(ng(x))
定理4．2 XjVf(x)∈r(R)，当夕(w)∈LI(月)时有

m)=砉『l，吩(酬口r∥(d(x—b))dadb
u“

证明

由于(吲)“2 y(口(x一6)))“(w)= 。一一∥npf竺]，则～
＼口／

fl：％(口，喇“2P(a@-b))dadb=

剐㈨矿⋯羽H⋯钳扩咖卜
去I夕cw∥“㈣才⋯驴c刮2出]咖=嘉l夕cw，e⋯咖=c，，cz，

4．2．2小波变换的多分辨分析

证毕

证毕

1988年，Mallat与Meyer合作提出了多分辨(Multi—resolution-analysis，简称

MRA)的框架，其主要思想是将r(R)分解成一串具有不同分辨率的子空间序列，

该子空间序列的极限就是L2(只)，然后将L2(R)中的f描述为具有一系列近似函数

的逼近极限，其中的每一个近似函数都是厂的不同分辨率子空间上的投影。通过

这些投影可以将分析和研究，在不同分辨率子空间上的状态和特征。

定义4．3 设眈j。是三2(R)的～串闭子空间序列，如果满足一下五条，则称

杉}。为L2(g)的一个MRA。

(1)单调性：vJ c一+I

(2)平移不变性：若

“(z)∈■§u(x—k)∈一
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(3)二进制伸缩相关性质：若

(4)逼近性

“@)∈_§u(2x)∈■Ⅲu(2’x)∈％，

uv,=r(月)， n_=fo)
，EZ JEz

(5)Riesz基的存在性：存在g∈％，使lg(x一七)k是％的Riesz基。

从定义中的(1)可以看出，闭子空间序列是一个包含一个，由(4)可知它

们的极限位置：

L2(R)3』03_3一一，3，二：：。3{o)

4．2．3小波变形算法

4．2．3．1小波分解和原形重构

多分辨分析的框架，其主要思想是将三2(R)分解为一串具有不同分辨率的子空

间序列，该子空间序列的极限就是r(R)，然后将LZ(R)中的，描述为具有一系列

近似函数的逼近极限，其中每一个近似函数都是f在不同分辨率子空间上的投影。

通过小波变换，一个Ⅳ个顶点的多边形P”能够被分解成一系列的轮廓多边形

(即多边形的轮廓)P‘(f-N～1，⋯，3)(P‘是拥有i个顶点的多边形)和高频的

细节信息D’(f=N—l，⋯，3)。

要对多边形进行分解与重构处理，首先定义如下算子。对于数据序列

{吼，a1’．一，口¨，吼)，定义上采样符号囵为：ao，al，al，一，口¨，an_I,吼}；[t 2]为：

‰，0，口。，o，⋯，0，口。，0，吼，o)。对于数据序列{n0，日1)．．-，口：。，口：。，口2。)，定义下采样符

号囵为： h半，半，⋯，竽，％小№娜∥：，⋯托小
在本文中，继续采用哈尔小波函数，因为哈尔小波函数具有『E交性质和有限

支撑的性质。且是比较容易的小波函数。之所以要求小波变换的基是正交的，这

样做是为了保证通过小波分解后的轮廓多边形更相似于原始多边形。这一点对于

多边形变形(特征融合)是非常重要的，这是因为当应用融合方法作用于相应的
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轮廓多边形时，它可以使得得到的变形序列更加自然、流畅。

有限支撑集可以保证准确的重构。换句话说，当应用具有有限支撑集的小波

变换函数作用于多边形，分解该多边形成轮廓多边形。当重构该多边形时，重构

出的多边形能够和原始多边形是一模一样的。假设要应用小波变形方法在H步将一

个给定的初始多边形变换到一个给定的目标多边形，则期望在第一步得到的结果

和初始多边形是一样的，而在第n步得到的多边形和目标多边形是一样的，这就要

求所用的小波基函数具有有限支撑集这个属性来保证重构的准确性。

哈尔尺度函数：

一』 f1 0<x<1
州(。)=2 2≯(21x一七) ≯(x)。10 其他

和哈尔小波基函数：

以=2 2妒(2～一七)

O≤x<l／2

l／2S工<1

其他

利用哈尔尺度函数和小波函数很容易得到滤波器系数再=(譬，譬)和

营=(譬，一譬)。定义算子H和G分别为与滤波器系数云和喜的卷积
H：(Ha)。=∑向。一。口。 G：(Ga)k=∑g。一t吒

从而有小波分解算子为：

H=[●2]瑚圈 G一[●2]G固

有如下的分解示意图：

固_

圃
根据分解算子的构造，可以得到重构算子如下：

日，=国’【t 2】 G，_囵G’【t 2】

其中：

I-I’；(H，a)。=∑^ma驰 G。：((}_)。5三gh_aa拙
t 4

重构示意图如下：

l

一0。，●●●●●●●●，、●●●●●【

II)X(妒

弋
-回
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固＼G，圆沁，＼7 ＼dj

_固1》—匝孓吾≥。一囵
、 、

按照本文的思想，多边形顶点将分成两个点序列：多边形顶点的x坐标组成的

序列和Y坐标组成的序列。上面的分解算法和重构算法都是分别对这两个点序列进

行分解和重构的。

要对初末多边形进行同构三角剖分是十分重要的一步，它直接影响到变形过

程的复杂度。构造此算法是为了通过此算法得到多边形的轮廓。将对多边形的同

构三角剖分转化为对多边形轮廓进行同构三角剖分。从而减少了多边形细节部分

对同构剖分的影响。

4．2．3．2变形算法

对平面图形进行同构三角剖分的方法比较多，在文献【6、13、61】中给出了同

构三角剖分的算法，其中Aronov在文献【6】中提出了两种对多边形进行同构三角剖

分的算法：一种是“蜘蛛网”同构三角剖分算法；另～种如下：先分别在初始和

目标图形上进行三角剖分，将得到的三角剖分影射到用同样顶点数目构成的凸多

边形上，且进行迭加，在该凸多边形上再进行三角剖分，最后再把该凸多边形上

的剖分分别影射到初始和目标图形上，则得到两者的同构三角剖分。还有的算法

『13、61]对方法二进行了改进，在第三章详细介绍了相应的改进算法。详细方法可

以参见第三章。本文所采用的剖分算法是第三章所介绍的剖分算法。

给定都由H个顶点组成的初始多边形只和目标多边形只后，用分解算法对初

末多边形进行分解，得到结果只、P。(爿与只。都是拥有i个顶点的多边形)

(i=n—l，⋯，3)和相应的细节x：、xj，其中(f-n—l，⋯，3)。假如分解成最终的多

边形轮廓的顶点数目为k，现在将彤变形到∥：先将初末多边形轮廓群与彤分

别嵌入到相同的凸网格中，再用第三章中的同构三角剖分算法对它们进行同构三

角剖分，得到疋和z，再采用凸组合方法对它们进行变形。

从原始多边形变形到目标多边形的中间多边形的轮廓可以采用上面的算法，
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对原始多边形的轮廓和目标多边形的轮廓进行处理得到。但是要将原始多边形自

然、连续、光滑的变形到目标多边形，还必须同时对多边形的细节进行处理，因

为多边形的细节信息对轮廓影响很小，从而本文采用线性插值原始多边形细节与

目标多边形细节：

x。(f)=(1一Ox：+Ⅸ

其中X‘(r)(f=k，k+1，⋯，1,1—1)是从原始多边形变形到目标多边形在r时刻的细节。

通过本文中描述的，可以得到从初始多边形变换到目标多边形在f时刻的中间

多边形的轮廓P‘(f)和细节部分Z’(f)(f=≈，k+1，⋯，n一1)，通过该轮廓和细节，可

以采用重构方法重构出在t时刻的中间多边形。

4．2．3．3多边形变形的步骤

该变形是先利用4．2．3．2中的分解算法，得到初末多边形的轮廓和细节。然

后对多边形的轮廓和细节分别进行变形。该算法的变形可按如下步骤进行：

(1)利用本文4．2．3．1节中的小波分解算法分别对初始多边形和目标多边形进

行分解，分别得到对应的轮廓和细节部分。

(2)利用第三章给出的算法，对初始多边形的轮廓和目标多边形的轮廓进行同

构三角剖分，然后再利用凸组合方法将初始多边形的轮廓变换到目标多边形的轮

廓。

(3)对多边形的细节部分，因为对轮廓影响不大，所以采用线性插值。

(4)利用4．2．3．2节中的原形重构算法对用第(2)步中得到的结果和第(3)步中得

到的结果进行重构，从而得到原始多边形变形的中间多边形。

4．3算法实例

本章引用了文献[61]中的实例，对原始多边形进行同构三角剖分，需要添加较

多的额外顶点(如图4—10，其中用圆圈标出了所使用的额外顶点)，采用本章算法

对原始多边形采用小波分解后，得到剩余35个顶点的多边形轮廓，在此多边形轮

廓上进行同构三角剖分，所需要的额外顶点明显减少(如图4．11，在此多边形轮
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廓中，不需要添加额外顶点就能得到初末多边形轮廓的同构三角网格)，额外顶点

的较少，使得变形速度也得到了提高。在Inter(R)Pentium(R)4，CPU 3．OOGHz，

2．99GHz，504MB的内存微机上用Matlab7．0．1对原始多边形采用嵌入凸网格的凸

(a) (b)

图4-II利用小波分解算法，分别对初末多边形进行分解，得到剩余35个顶点

的初末多边形的轮廓，在不需要增加额外顶点的情况下能够得到同构三角剖分

圈4．12 在原始多边形上进行同构三角剖分，再利用变形算法得到的变形序列

嗡,,v l；Lf希。,"i!t i t i

图4．13 利用本文给出的方法得到的变形序列，该方法能够得到

和圈4-11一致的变形效果，但是在变形计算量方面得到了大大的改普
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组合变形，得到变形的中间序列(如图4．12)需要12．5940秒。采用本章算法，

能够得到很好的效果(如图4．13)，且只需要lo．7460秒。

在原始多边形上进行同构三角剖分，需要增加O(n2)的额外顶点。用小波分解

时，每分解一次就相应的减少一个顶点，假设选择了适当的分解层次k，则剩余

”一k个顶点，而且小波分解时，去除了多边形细节对剖分的影响，从而使得增加

的额外顶点数不会超过o(伽一≈)2)。从而降低了计算量。

4．4本章小结

在本文中，给出了一种新的基于小波的多边形变形算法，这种算法能够将原

始多边形自然、连续、光滑的变形到目标多边形。

利用本文算法，先利用小波分解将给定的原始多边形和目标多边形分别分解

成相应的轮廓和细节。再通过分别对轮廓和细节进行变形，用得到的中间轮廓和

中问细节进而重构出中间多边形。首先，利用分解算法，得到了多边形的轮廓，

减少了多边形细节对同构三角剖分的影响，从而减轻了同构三角剖分以及后面工

作的计算量，提高了变形速度。

在变形过程中，中间状态要保持初始状态和目标状态的视觉特征。且变形过

程中产生的中间状态的一些特征，如边长、夹角、面积等应保持单调平滑的变换。

当给定两个边界为凸的同构凸网格，对其变形时，期望得到的中间网格的边界也

是凸的，在第五章将对此进行研究。
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第五章平面凸网格的保凸变形研究

对平面多边形变形研究已经比较成熟，其中能保证多边形在变形过程中不自

交的算法是基于凸组合的变形算法。当初末多边形具有相同的凸边界时，可直接

采用凸组合变形算法，即可得到避免自交的变形算法。当初末多边形不是凸多边

形或者初末多边形的凸边界不相同时，Gotsman和Surazhsky在文献[601中给出了

可避免自交的平面简单多边形变形方法，即将初术多边形分别嵌入两个具有相同

凸边界的同构平面三角网格中。后Floater MS和Gotsman[19]、宋伟杰[2】又提出

嵌入凸多边形的凸组合变形算法，对凸边界进行保凸变形算法，对内部顶点采用

凸组合的变形方法，该方法有利于对凸多边形的要求降低，可减少额外顶点的产

生，减少计算量。因此研究平面凸网格的保凸变形具有十分重要的意义。

5．1相同凸边界的同构平面三角网格变形

任意一个平面三角网格，采用凸组合映射方法可以构造出与之同构且边界为

凸多边形的平面三角网格。以此为理论依据，文献[19、63、641等对相同凸边界的

同构平面三角网格的变形进行了研究，其中Floater和Gotsman[19]的研究是开创性

的，Gotsman和Surazhsky[63、641贝1J在此基础上，对这种变形的可控制性和内在

性质的保留等进行了一些研究工作。

定义5．1(凸组合表示)设v0，V1，⋯，vk(k≥3)是平面上k+1个点，且q，v2，⋯，vk

将点v0围在中心，如果存在^，^，⋯，五满足条件：

^，^，⋯，五>0

t

∑^=1
J-l

(5．1)

∑饥=vo (5．2)
I-l

则称vo可通过vl，v2，⋯，h凸组合表示，称^，丑，⋯，以为凸组合系数a

Floater和Gotsman[19]变形方法也称为凸组合变形。他们研究了tiling的

变形，由于本章主要研究平面三角网格，故这里仅介绍平面三角网格的凸组合变
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形。设P，T1为具有相同凸边界的同构平面三角网格，砖为T‘的内顶点∥相对

于其相邻顶点P；的严格为正的凸组合系数，k=o，1，f_1，2，⋯，"，．，=1，2，⋯，N

硗显然满足(5．1)和(5．2)。在交形过程中，网格边界保持不变，中间网格内

顶点的位置确定如下：对于任意t∈【0，1】时刻，令

^，Ⅳ)=(1-f)磅+叫，， (5．3)

显然^，，(f)满足(5．1)，则下列线性方程组的解就为f时刻中间网格内顶点

只(f)，i=1’2，⋯，门的坐标值：

Ⅳ

∑丑，弘)-P∥)=B(f)，i=1，2，⋯，" (5．4)
J=l

如果采用相邻矩阵来描述上述凸组合变形，则形式更为简洁[631。设磊，4分

别为上述P，一的相邻矩阵，令彳(f)=(1-r)A+码，t∈【o，1】，解方程组

爿(f)．x(f)=x(f)，爿(f)-y(，)=y(f)，便得到了中间网格的内顶点，而网格边界同样

保持不变。

△△△△△
(a) (b) (c)

翻5-1对具有相吲凸边界的同构平面三角喇格进行凸组合变形。(a)初始三角刚格，(e)目标三角网格，顶

点对应关系采用不同的颜色来表示，(b)一(d)中间三角网格。

采用凸组合变形方法对两个具有相同凸边界的同构平面三角网格进行变形

时，能够保证任意时刻的中间平面三角网格始终与初末网格同构，即不产生自交

现象，且变形过程连续光滑(如图5-1)。这是由于五，(，)关于r是连续光滑的，故

线性方程组(5．4)的解即网格的内顶点p』(f)，i=l，2，⋯，"关于f也是连续光滑的，

而任意f∈【o，1】时刻网格边界的顶点不变，即只(f)=pO=∥，i=珂+1，n+2，⋯，N，



第五章平面凸网格的保凸变形研究

所以该变形过程连续光滑：又五，(r)满足(5．1)，且中间网格边界保持不变，为凸

多边形，任意时刻的中间状态为与初末网格同构的平面三角网格，不会产生自交。

在运用凸组合变形方法时，初末网格内顶点的凸组合系数是需要事先求出的a

设P=(Pl，见，⋯，岛)为一星形多边形，点P为P的核内部的一点，P，Pl，p2，⋯，协互

不相同。我们希望能够找到一组严格为正的值^，如，⋯，五，满足

∑t乃=p，∑乃=1 (5．5)

如果d=3，则P关于卸．段儿的凸组合系数A，也，如是唯一确定的，且

元：—area(p,—P2,P3)，屯：旦塑坠里盟，也：—are—a(p—，,P—2,一P) (5．6)
1

area(pI，P2，P3) ‘area(pl，P2，P3) ‘area(pl，P2，p3 J

如果d>3，则^，丸，⋯，丸不唯一。

Floater和Gotsman在[19]中采用了[18]的

方法来求得内顶点的凸组合系数。如图5—2，

对每一个女“，2，⋯，d，连接P。和p并延长，

与，的一边相交于点q。，显然点q。是唯一存

在的，且唯一存在下标f，使得吼在P的边

国，．2

限，只+1】(当江d时，1玻i+1为1)上，qk≠pj+l，设『1，毛，f3为p关于觇pJ pI+1的

凸组合系数，则有P=v,pI+f2pJ+tjpJ+I，其中一，f2>0t f3>-0，彳l-b z'2+『，21。

令以。。=f。，“．。=f：，“+I、；=毛，对于剩余的，E{1，2，⋯，d)，令一，t=O，故对于

每一个％=1，2，⋯，d，有

令

d d

∑竹，。P，=P∑砖，t=1 以。t≥o
f·l 』=l

丸J=jI￡d蛙洙
“I-I

(5．7)

由于-≥一，，／d>O，故^，五，⋯，屯严格为正，且可以证明满足条件(5·5)·容易
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看出，公式(5．7)包含了d=3时的情况。

上述【18】的方法所求得的凸组合系数^关于P和Pl,P2，⋯，Pd是连续的，但不

是光滑的，在进行凸组合变形时，为了达到自然光滑的变形效果，有必要提高其

连续阶。但是，寻找关于P和且，P：，⋯，仇连续光滑且严格为正的凸组合系数一直

是一个富有挑战性的问题，【18、63】等方法均不能完全满足上述要求，目前只有

Floater[37]解决了这一问题，给出了求凸组合系数的如下公式：^=蠢，Ⅵ2业半 @s，

如图4-5所示，a，=Lp,pp。，f，=怕一p,Il。由于q为ApPiP。的一个内角，故有

0<口．<21"，容易看出，由(5．8)求得的凸组合系数^>0。(5．8)定义的凸组合

系数称为均值坐标(mean value coordinates)，它关于P和PI，p2，⋯，Pa是连续光滑

的。

在Floater和Gotsmall【19]的凸组合变形基础上，Ootsman和Surazhsky[63]研究

了其控制性(其中采用至少C1连续的凸组合系数)，提出了两种linear-reducible方

案(一种为全局的，另一种为局部的)和一种使网格中的三角形面积呈自然变化

的方案，并且研究了如何寻找一光滑变形，使得在给定的时刻插值给定的一个三

角网格。后来他们研究了同构三角网格的内在变形【64】，其中凸组合系数采用均值

坐标(5．8)，通过线性插值均值坐标的元素即角度和边长，而不是直接线性插值

均值坐标，局部的保留了初末网格的内在性质，取得了更加光滑自然的变形效果。

5．2同构平面三角网格的保凸变形

在5．1节中介绍了Floater和Gotsman[191的凸组合变形方法，陔方法对具有相

同凸边界的同构平面三角网格进行变形时，网格边界保持不变，所得的中间平面

三角网格始终与初末网格同构。事实上，由Floater[181可以得出结论($)：对边界

为凸多边形的同构平面三角网格进行凸组合变形时，只要使得中间网格的边界始

终为凸多边形，便可以保证中间网格始终与初末网格同构，即不产生自交现象。

本文正是以此为理论依据，设法寻找出一种使得两个凸多边形在变形过程中始终
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保持其凸性的方法，从而实现了具有不同凸边界的同构平面三角网格的变形，本

文将该方法称为平面凸网格的保凸变形。

Floater和Gotsman在【19】中也研究了不同凸边界情形下的网格变形，作者采用

了Shapira和Rappoport[42]的基于极坐标的方法对网格边界进行变形，网格的内顶

点则仍采用其凸组合变形方法。设初末网格边界的顶点按逆时针方向分别为

“÷，“：k，⋯，"：，k=o，1，设边界多边形(甜?，“：，⋯，“：)的重心为“：，k；o，l，此时

“÷，“；，⋯，“：用极坐标表示为：“j=“：+矿(cosOk，sin0,k)，k=o，1，其中0蔓钟<2万，

且Oik<硝<⋯<睇<甜+2zr a对于任一，∈[o，1]，令

“。(f)=(1一r)“：+tuj，‘(f)=(1一f)妒+织1，OAt)=(1一，)印+r纠

则网格边界变形定义为：“，(f)=Uo(f)+‘(f)(cosq(f)，sinoj(t))，i=1，2，⋯，n。

Floater和Gotsman[19]的这种基于极坐标的方法，尽管在其文章的所有例子中

都能保持网格边界的凸性，但是，由于该方法是基于极坐标的，容易证明它只能

保证中间网格边界的星形形状，而无法保证其凸性，对此宋伟杰举出一反例，说

明了该方法对于两个凸多边形的变形无法保证中间多边形始终为凸多边形(如图

5．3)。由此看出，该方法对于不同凸边界情形下的网格变形不符合(米)，因而无法

保证中间网格始终与初末网格同构，有时会导致中间网格出现自交现象。

t=0彻姑凸多边形) t=0 2 t=0．4 t=0 6 t=0 8 t=l(目标凸多边形)

图5-3采用【l 9】的基于极坐标的方法对两个凸多边形的变形。最左边为初始凸多边形，最右边为目标凸多边

形。其顶点P当t=0．4，0．6，0．8时变为凹点-

宋伟杰提出了一个保凸的变形算法，该方法结合了内在解方法[1】和凸组合方

法【19】，其中内在解方法用来变形网格的凸边界，在此基础上，由凸组合方法确定

出中间网格的内顶点的位置。该方法较Floater和Gotsman[19]有明显的改善效果。

由于【l】本身的复杂度很低，故宋伟杰方法的复杂度也比较低。下面是内在解算法

土
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保凸证明：

定理5．1给定初末两个凸多边形，假设其顶点的对应关系已经建立，对其采

用内在解算法进行变形，则：

(1)、任意时刻的中间多边形为简单多边形，即边之I刨除顶点外不相交；

(2)、任意时刻的中间多边形为凸多边形。

证明 设，o、T1分别为初末凸多边形，T‘=【露p÷⋯露】，其中P：=P；，

k=o，l，顶点的对应关系为：∥卜÷pIl’f-o，l，⋯，月，且顶点按逆时针方向排列。

设p乏：p乞到蘸．P?的有向转角为影，i=2,3，⋯，n-4-1，这里尸：。=P÷，规定∥为逆

时针方向时取正值，否则取负值。由于凸多边形的所有顶点均为凸点，所以有

0≤彰<万，k=0，l，i=2，3，⋯，胛+1。

设r时刻的中间多边形r=[PoP卜·成]。由内在解算法可知，吐。p-到正，P；的

有向转角为o／=(1一f)钟+f纠，t“o，1】，i=2,3，⋯，n，设p：一。P：到贰矗的有向转

角为戗+。(由于该算法对中问多边形的边长Pj的调整，保证了中间多边形一的封

闭性，即有P：=P；)。

注意：在任意多边形r=【岛P；⋯以]，P。=P。中，若顶点按逆时针方向排列，则

P,-2P。到p。p。的有向转角e恰为内角么Pi-2P。P，的外角。

(1)、反证：假设某％时刻的中间多边形p不是简单多边形，即产生自交。

韶 卯

固j．4 Tb的相交情形为

“卷形”，这里“卷”7两圈

圉5．j T≈的相交-皤，l}为··8，l}，，

或台有“8形”，这里为“8，l}”

由于印=(卜to)a?+t00,i≥0，i=2,3，⋯，"，故71。的相交情形只可能为“卷形”

(如图5—4)，而不可能是“8形”或含有“8形”(如图5—5)。这里把多边形产
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看作是初始边向量‰tonto旋转有向角度o；o，适当调整其长度后与边向量见to一：to重

合，然后再旋转有向角度纠。，硼'一“／一，u一一、l一一，：t，，to重合，依次类推，直到

旋转有向角度9^，调整长度后回到原位置。由Y-o；。≥0，i=2，3，⋯，，?，故初始边

向量总是向逆时针方向旋转，宜到旋转锻．(锻．的正负现在未知)后回到原位置，

所以了1‘的相交情形只可能为“卷形”。

设弘“卷”了n圈(胛≥2)，由于多边形的外角和可以看作其初始边向量所

转过的有向角度之和，而该向量最终要回到原位置，故此时丁“的外角和为2nZ

有

而

2mr=∑钞

H n

∑纠。=∑[(1一t。)卵+岛纠]
f；2 i=2

=(1一to)∑掣+f0∑0

=(1一to)(2石一9量1)+to(2z一或+1)

．’．(1一to)(2石一o．01)+to(2x一磷“)∈(万，2石】

7．鼠鬈l=2nn"一【(1一f0)(2石一只0十1)+to(2x一卅+1)】∈【2("一1)石，(2n—Ox)

此时，由于门≥2，且咄。是外角，而外角的取值范围为(-x，瘩)，故与上式矛盾。

所以任意时刻的中间多边形为简单多边形。

(2)、由(1)结论知，任意r时刻的中间多边形为简单多边形，故其外角和

为2万。所以有

n+l ¨

2z=∑0》∑纠十或“
i=2 i=2

类似于(1)中可得
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纠+I=2x一[(1一t)(27r—p0+1)+t(2n-一纠+．)】∈【o，万)

而对于i=2,3，⋯，"，由于07∈【o，万)，k=0,1，故有0j=(1一f)酽十r研∈【o，万)。

综上所述，对于i=2,3，⋯，"+1， 都有纠∈[0，万)，即f时刻中间多边形的所

有顶点都为凸点，所以任意t时刻的中间多边形为凸多边形。

证毕

该证明在绝大部分情况下都是成立的。首先凸多边形应该是一个封闭的多边

形，则在用内在解算法变形凸多边形时，为了保证变形过程中的多边形是一个封

闭的多边形，从而需要给每一条边增加一定的补偿常量，即：

厶=(1-，)·k+f_Ls,+S，(f．0，1，⋯，rn) (5-9)

对补偿常量S的求解可参看文献[57】。(5．9)中S的值只满足文献【57】中的一个约

束条件：S与伸缩比例的平方和最小。根据内在解变形算法，当出现

厶=(1一f)·k+f·k+S<o时，变形的中间序列就会出现自交，如图5-6所示：

‘ 岛

当(1-f)丘+￡EB+岛(o时
r c====2=2222。2￡=33一厶
工3

’4

ta)未经调整的t时刻的多边形不封闭 (b)经调整后的t时刻凸多边形

图5-6不封闭的多边形(a)经调整后产生自变的多边形

虽然出现图5-6所示的自交情况的可能性较小，但是还是有可能。为了杜绝这种可

能性的存在，下面本文给出了初末凸边界的保凸变形算法，并给出了理论上的证

明，对于内部顶点仍采用凸组合算法。

5．3基于角度的保凸变形算法

该方法是利用三角形的一条边及与该边相连的两个内角确定三角形的第三个
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顶点。为了说明的需要，本文用实线将凸多边形划分成多个三角形。

算法5．1 由行个顶点霄(f=1，2，⋯，H，k=o，1)构成的初始和目标凸多边形

P‘，可分另q连接顶点群与露(j=2，3，⋯，n-1)，从而构成竹一2个三角面apt或露，

耐茸成，⋯，印：蘸．或，如图5．7(a)和图5-7(c)所示。

P? p：

(a)初始凸多边形

P：固

PH—l

(b)t时刻凸多边形

圈5．7

p：臼P：．t

p”

(c)目标凸多边形

采用算法5．1时产生T--角网格。在本文中采用人=(Tes，V)表示三角网格，三

角网格中的每一个三角形称为三角网格的一个面；其中V表示三角网格各顶点坐

标；Tes为一m一2)x3的矩阵，称之为网格邻接关系矩阵，其中"一2为该三角网格

所包含的三角形数目，Yes每一行表示一个面，其中的三个元素为构成该面的三个

顶点的编号：Tes(m，，)表示ns的第聊行第，列的元素；圪表示第m个顶点；瓦表

示第聊个面，其三个顶点编号即Yes的第聊行的三个元素。

定义5．2给定平面三角网格A=(Tes，矿)，令岛．，为乙中顶点为‰(。)的角

m=1，2，⋯，厅一2，j=l，2，3，则称集合Q={民，，}：．．二l为三角网格A=(Tes，矿)的角度

集，岛．，(聊=1，2，⋯，H-2，．，=1，2，3)称为角度变量。显然，任意给定一平面网格A，

可唯一的确定一角度集Q；／ii2_，若给定一角度集Q={以。n⋯-2,．3。，为重建三角

网格，需要固定一条三角网格的一条边或两个初始顶点，不妨设为p乞∽。)，P乞n：)，

这样可从由{q。n1)，p乞n：)，Bp岛≯母，3】确定的三个点开始，逐步求得^的其他顶点，

具体的说就是先求得第一个面墨的第三个顶点％洲Ⅲ，由{既．，}及

{_酬m，‰(1．：)，‰∽。))，通过向量和三角函数运算进行递推，可求得其他面

64
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乙(m≠1)，下述算法5．2详细的描述了上述的网格重建过程。

算法5．2给定角度集Q={巳，戌：：3。，网格邻接关系矩阵死，，设初始边的

两顶点为‰(u)，‰(1，2)，则三角网格A=(ires，矿)可由以下唯一确定：

步骤1．由{巧硎m，％吼：)，olpq'2，0t，，}确定K哪m，使得

／Vy Cs(1,3)V'lis(i,I)g／h(1。2)=q，l 么巧b(I。I)pk(1，2)嵋h(1，3)=岛，2的P纛(I，3)由下式确定：

矿，。，。．，，，=矿。，。¨，+ce—l cot 01,1+瓦，j；；删
其噼蹦膏±i巴小正负黝吓觏煦，‰u，，

巧。(，埘，巧洲m按逆时针排列时取”+”，否则取”一”(如图5-8所示)。

步骤2． 若人=(Tes，矿)仍有未知的网格顶点，不妨设瓦仅有一个未知点，且

未知点为P氟(。，)，则使得

么‰(㈣‰(。．1)‰(。，2)=氏’1 么巧h(。，1)‰(。，2)‰(，，3)=以，2的‰(。．3)由下

式确定：

矿，。。。。㈧=矿，。。。。川+ci c。t口。，。+瓦，j{；i要溉
其中i2蒂舄，i=±i[三j]正负号按如下规则取，当K“c州，，

K。。：，，K。。按逆时针排列时取”+”，否则取”一”。

(1，2)

图5-8左圈为取“十”的情况，右圈为取“一”的情况
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这样，三角网格中的任意顶点均可由与其处于同一个面的其他两个己知点求

出，如此循环下去，可重建三角网格。则整个初末凸多边形的保凸变形算法如下：

算法5．3给定r=0时刻的初始凸多边形和r=1时刻的目标凸多边形P和Pl，

则t(o<r<1)时刻的凸多边形由以下步骤求得：

步骤1．采用算法5．1，建立起初末凸多边形的三角网格人o=(Tes，Vo)和

”=(Tes，V1)。

步骤2．计算三角网格Ao和人1的角度集Qo和Q1

甜=㈣，} Q1=豫小

步骤3．由以下各式计算f时刻的三角网格Ⅳ的角度集Q。={口：，，)

醣，，=(1一，(，))碳．，+J，O)或。

其中f(t)为满足f(O)=0，f(1)=l的单调递增函数，为简便，取f(t)=r。

步骤4．由Q。={目：，』)和初始两顶点％扎旷哝n：)，应用算法5．2，重建中

间过渡网格人f。

步骤5．由A’按步骤1相反的过程得到中间过渡凸多边形∥。

整个凸网格的凸变形可描述如下。

算法5．4给定f=O时刻的初始凸网格和t=1时刻的目标凸网格p和P1，则

t(o<f<1)时刻的网格由以下步骤求得：

步骤1．提取凸网格的凸边界，计算内部各顶点个凸组合系数。

步骤2．对凸边界采用算法5．3得到t(o<f<1)时刻的凸边界，线性插值内部顶

点的凸组合系数。

步骤3．通过步骤2，可以得到凸边界顶点坐标以及内部顶点坐标，从而

t(o<t<1)时刻的凸网格确定。
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6．4基于角度的保凸变形算法证明

为了证明的需要，不妨假设各个面的邻接关系Tes如图5-7所示，其中Tes每

行的元素排列为从顶点1开始，按逆时针方向排列。比如Tes第一行的元素为

{l，2，3)。

由算法过程可以看出，要证明基于角度的保凸变形能够保证f时刻的边界是凸

的，只需要证明如下问题：

(1)0<日2<万：(2)o<么_：(。，2)曙∞(。渤V。／州。“’2)<疗 (1≤m<胛一2)；(3)o<酬一2．3<万；

(4)0<z喙(1，2)吃(删)嗽忙2m<万a

定理5．2采用算法5．3得到凸网格边界是一个凸的多边形。

证明(1)0<研2<rI'

。．’初末多边形都是凸多边形，且厂(f)为满足，(O)=O，，(1)=1的单调递增函数

．‘．0<(1～，(f))钟2+-厂(f)研2<口

即；0<斜+：=(1一，0))霞：+厂O)醴：<7r

(2)o<／吃(椰)％(。，3)％(州，2)<万 (1≤研<斤一2)

【么‰雌)％(郦)吃(岬)=爵，3+畿“2
l嚷，，=(1一厂(f))钱．，+，(f)或，j
{畿扎2=(1一，Q))碟“2+f(001。+12 (1墨掰<tl-2)

10<畿，3+嘏“2<丌
10<科嵋+吨扎2<玎

由上面的不等式方程组可得o<么％(帕)吃㈣3)‰(卅+l’2)<万

(3)0<或_23<7／"

利用三角形的内角和有：戗-2，，=万一或也．一锑-2l：

‘．‘o<醴2．1+碾2．2<redO<磷{1+戗也2<万

．’．0<或_2I+g也2=(1一，O))(咒2，l+殴2。2)+，(r)(破_2，l+6I_22)<万

·‘·o<残一2，3=万一只一”一醴一2．2<厅
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(4)0<么吃(u)吃(删)吃(mm<万

n-2

么吃n：)V。,t。(n-2．1)％(。m=∑以．，且眈，．=(1一，(f))砩．，+，(f)戳。．(川=1，2，⋯，圩一2)
m=l

H一2

‘·‘0<么皖州m吃(n-2．1)g酬o m'3)=∑oo，】<71"
Ⅲ=l

H一2

0<么吃叫Ⅲ吃”2m吃忙2m=∑眈，I<丌
m=l

n-2 n-2

．‘．0<z vLm2)吃(n-2,t)vL旷2j)=(1-巾))∑oo．，】+巾)∑或．1<万
711=1 m=1

5．5算法实例

证毕

本章采用文献【2】中给出的凸多边形进行变形。图5-9是采用[191 r扣的算法得到

凸网格变形，可以发现在，=0．5这个时刻内顶点与外部顶点发生了重合的现象，而

采用本文的保凸变形算法得到的凸网格边界能够很好的保持凸性，凸边界的变形

如图5．10，凸网格的变形如图5．11所示，很好的克服了[19]qb出现的内顶点与外

部顶点重合这个现象。

匆移瘳
◇@@
t=O．7 t=O 9 忙I(目掠平面隔格)

图5-9采用【19】的方法对该捌格进行变形，当t=0．5时t内顶点，与边界顶点8重台。
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t=O(初蛄凸i塑界)t=O2

t=O 7

t=O 5

t=O 9 t=l(目标凸边界)

图5，10采用算法5．3得到网格的凸边界保凸变形

固一黟t=O(初贻凸网格) i=O．2 t=O 5

移@@
t=07

5．6本章小结

图5-11采用算法5．4得到的凸网格变形序列

t=l(目标凸网格)

本章对已有的凸网格保凸变形算法进行了介绍，文献119]中的算法不能够保证

凸网格在变形过程中凸边界为凸，从而产生了如图5-9所示的内顶点与外顶点重合
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的现象，宋在[2】给出的内在解与凸组合集合的算法中，在绝大数情况下能够保证

凸网格的保凸变形，本文对该算法产生自交的可能性做了分析。最后提出了基于

角度的保凸变形算法，该算法克服了[19]中的内部顶点与外部顶点重合的现象，同

时即保持了内在解算法保持凸边界内角度按同一速度变换的性质，同时保证了凸

网格在任何情况下都不会产生自交，给出了理论证明。



第^章研究结论和展望

6．1研究结论

第六章研究结论和展望

本文对平面多边形的变形算法进行了研究，研究主要集中在三个方面：一是

平面多边形的同构三角网格的剖分研究；二是基于小波的平面多边形变形算法的

研究；三是平面凸网格的保凸变形算法研究。以下是本文在这三个方面取得的主

要结论：

·平面多边形的同构三角网格的剖分研究

对于平面多边形的同构三角网格的剖分，本文第三章提出了基于初末多边形

之间的相似性同构三角网格剖分方法。该方法首先考虑对所要进行同构三角剖分

的初末多边形之间的相似结构，在不添加额外顶点的情况下三角剖分掉初始和目

标多边形之间的相似结构。由此可以得到初末多边形的简化多边形，这两个简化

多边形在顶点的个数上已少于原来的初末多边形。再在此简化了的初末多边形之

间进行同构三角剖分，这时的同构三角剖分比起在原始初末多边形之间的同构三

角剖分来说简单了许多。并且，应用该方法能够减少进行同构三角剖分时不必要

的额外顶点，从而减少了多边形变形的复杂度。在第三章中已经给出了该算法的

过程以及相应的实例。

·基于小波的平面多边形变形算法研究

针对现有小波算法的不足与缺点，比如轮廓多边形自交、要求多边形顶点个

数必须是2的"次方个等不良现象，在本文中，提出了平面简单多边形的简单有效

的变形算法，即基于小波的平面多边形变形算法。该方法结合了小波算法和多边

形的同构三角网格变形算法，该方法采用小波变换处理初末多边形，得到初末多

边形的轮廓多边形以及相应的细节信息，对初末多边形轮廓部分采用内在解算法，

对细节信息采用线性插值，再通过重构算法重构出中间时刻的多边形。该方法能

够在很大程度上保证初末多边形的轮廓不会自交，且适用范围更加广泛。且通过

实践证明了运用该方法能够减轻同构三角剖分的难度，以及减少了进行变形的计

算量，从而达到实时的效果，而且变形也可以取得令人满意的变形效果。

7l
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·平面凸网格的保凸变形研究

提出了具有不同凸边界的同构平面三角网格的保凸变形方法。本文提出了基

于角度的的保凸变形算法变形网格的凸边界，并给出了该算法保凸的理论证明，

且具有凸边界内角按同一速度变化的性质，对网格的内部顶点采用凸组合方法。

本文方法能够保证网格边界在变形过程中始终保持凸性，且任意时刻的中间网格

与初末网格同构，即不产生自交现象。

6．2研究展望

本文在对平面多边形变形的研究过程中，发现其中仍有一些值得进一步探讨

的问题，概括如下：

1．现有的成熟的变形方法已经很多，但如何保证鲁棒的实现这些技术仍是一

令值得探讨的问题，如，凸组合变形算法，在理论上它能够完全避免自交、退化

等现象的产生，但在网格划分不均匀或者网格包含接近退化的三角形时，虽然理

论上仍是可行的，但在实际的计算中，数值计算的稳定性却无法保证，如何避免

这些变形中的细节问题，需要进一步的探讨。

2．在本文的所有算法均是整体的变形算法，即不能进行部分的变形，那么这

些算法能否实现部分的变形，以实现更特殊的效果呢?这些将在以后进行更深入

的研究。

3．在对平面多边形进行变形时，不但要求处理多边形的外界顶点，而且更应

该处理多边形的内部顶点，即多边形的内部属性。现有些比较好的算法停留在处

理多边形的外部顶点，如何将这些算法与处理内部属性的算法结合起来值得研究。

4．目前的嵌入凸边界的凸组合变形算法能够保证初末多边形在变形过程中不

产生自交，但是当初始和目标多边形差别较大时，由该方法生成的中间多边形不

可避免的会有扭曲的现象。如何克服扭曲现象的产生是值得研究，且很有研究意

义。
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