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力法及正则方程
力法的正则方程::::

作用时所产生的位移

单独方向由于作用点沿着表示 1=jiiji XXXδ

作用所产生的位移

方向由于实际载荷单独作用点沿着表示 iii XXΔ F
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实际载荷引起的弯矩为

引起的弯矩为

引起的弯矩为设
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对于静不定桁架::::

则



例1：刚架的弯曲刚度为EI，承受力F后，支座C有一

下陷量Δ，试求刚架C处的反力。

a
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F

A

B C

Δ



解：
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例2：刚架的弯曲刚度为EI，承受力F。

试求：刚架多余约束反力。
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例3：刚架的弯曲刚度为EI，承受力F。

试求：刚架多余约束反力。

2 3 3
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例4：已知刚架的弯曲刚度为EI，试求刚架内最大弯矩

及其作用位置。
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解：
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例5：已知结构的弯曲刚度为EI，

试求对称轴上A截面的内力。
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FaΔ
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解：

0F1111 =+∆δ X由 得



例6：已知刚架的弯曲刚度为EI。

试求截面A处弯矩。
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11 =δ
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解：

0F1111 =+∆δ X由 得

另解：



例7: 1/47: 1/47: 1/47: 1/4圆形曲杆ACB如图。半径为R，曲杆抗弯刚度为

EI。求:A、B处的反力矩（只考虑杆件的弯曲变形）。 
解： 一、 分析
B点为多余约束，解除多余约束以反力代替，形成基
本静定系

A

F
BC

A

F BC

X
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A

F BC

A

BC
1
φ

使用莫尔积分，在任一横截面上，

（ϕ−π/4）cosFRM −= ϕ∈[π/4，π/2]
ϕsinRM = ϕ∈[0，π/2]
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例8888、求图示结构
的约束反力

PPPPPPPP
EIEI

aaaaaaaa

EIEI

l

EAEA

A B

C

解：11111111）判断静不定种类及次数）判断静不定种类及次数

约束反力一次静不定

22222222）解除）解除BBBBBBBB点约束，建立静定基点约束，建立静定基

33333333）对静定基进行受力分析，建立相当系统）对静定基进行受力分析，建立相当系统

44444444）研究）研究ABABABABABABABAB梁的梁的BBBBBBBB点与点与BCBCBCBCBCBCBCBC杆的杆的BBBBBBBB点的竖直相点的竖直相

对线位移，建立正则方程对线位移，建立正则方程
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例9999：平面刚架受力如图，各杆    EIEIEIEI====常数。试求CCCC处的

约束力及支座AAAA、BBBB的约束反力。
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解：



例10101010：平面刚架受力如图，各杆    EIEIEIEI====常数。试求CCCC处的约束力及

支座AAAA、BBBB的约束反力....
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例11：图示刚架 EI为常量，画出

刚架的弯矩图。

A

a

B

a
F F

解：
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例12：试求图示平面刚架的支座反力。已知各杆 EI=常数。
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例13：已知刚架的弯曲刚度为EI。

试求支座B处的反力。
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例14  14  14  14  等截面半圆形杆受力如图所示，EI为常数，略去剪力、轴力对变形影
响，求A，B固定端处的支座反力和C处垂直位移

1,
2C C

PN Q X− −= =

00 111111 =+=== X,v PC δ∆∆∆∆

( )1 1 cos
2PM PR ϕ= − − ϕsinRM =0

解：从C截开可知此结构对C-C轴为反对称结构，
对称截面上仅有反对称内力—剪力。故为一次超静
定问题。

（C左面）截面上外力分配P/2

( )
3

22
1 0

1 1 1 cos sin
2P

PRPR Rd
EI AEI

π

ϕ ϕ ϕ
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∆ = − ⋅ = −∫
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0.318P PX P
δ π
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= − = = ↑



讨论：已知图示半圆曲杆的

弯曲刚度为EIEIEIEI，试求曲杆支

座AAAA处垂直反力FFFFAyAyAyAy。

 解：
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A B
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C

A
R X1

1θ θR R

M   / 2e



例15 15 15 15 半圆形曲杆ACB为直杆AD、BF铰接如图。曲杆及直杆的抗弯刚度均为

EI。求D、F处的反力矩MD、MF（只考虑杆件的弯曲变形）。 

F F

N=P/2 N=P/2

P

解： 由对称性知  N＝P/2。
一、 分析图。由对称性取一半研
究，求B点水平位移使用莫尔积
分，在任一横截面上，
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ϕsinRM −=

∫ −==
lBx EI

FR
EI

PRdx
EI
MMV

44

33 π

( )
EI

FRRRFR
EI

VBx 3
82

3
222

2
11 3

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ×××=′

协调条件 BxBx VV ′=
π332

3
+

=
PF

因AD与BF对称，其受力也对称， 

π332
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PRRFFlMM FD
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例16、选择题:

一、(a)图所示悬臂梁,如在自由端B上
加一个活动铰支座(b)图,则该梁的

(A) 强度提高,刚度不变

(B) 强度不变,刚度提高

(C) 强度,刚度都提高

(D) 强度,刚度都不变 答案：(C)

(a)图 (b)图

(A) 1次 (B) 2次 (C)  3次 (D) 4次
二、下图所示结构是 静不定机构

答案：(B)

(A) 0 次 (B) 2次 (C)  3次 (D) 4次

三、下图所示结构是 静不定机构

(A) 0 次 (B) 2次 (C)  3次 (D) 4次
四、下图所示结构是 静不定机构

答案：(A)

答案：(A)



解：1）判断静不定种类及次数

约束反力一次静不定

2222）解除CCCC点约束，建立静定系

3333）对静定基进行受力分析，
建立相当系统

4444）研究DEDEDEDE梁的CCCC点与BCBCBCBC杆的CCCC点的
竖直相对线位移，建立正则方程

PPPP

1X

1∆ P1∆= 0=111.Xδ+
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Pa
6

3
=
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.
2
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2
1( aa )

2
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3
2 a

EI
a

2

3
=

.1
EA

+ )1.1.(a

EA
a

+

1X

5555）根据相当系统图，求出其他
全部约束反力

PPPP

A
B

aaaa aaaa

aaaa

aaaa

CD E aP.
2
1

a
2
1

a

M .1
EI

+ ...
2
1( aa ).

3
2 a

例17、求图示结构梁DE的最大正应力σmax=?



PPPPPPPP

例18:已知平面刚架的EI, PGI ,求C处约束反力.

解：11111111）判断静不定种类及次数）判断静不定种类及次数

约束反力一次静不定

22222222）解除）解除CCCCCCCC点约束，建立静定基点约束，建立静定基

33333333）对静定基进行受力分析，建立相当系统）对静定基进行受力分析，建立相当系统

44444444）研究）研究CCCCCCCC点竖直线位移，建立正则方程点竖直线位移，建立正则方程

PPPPPPPP 1X

1∆ P1∆= 0=111.Xδ+

PPPPPPPP
1

ABAB段段:: 11)( PxxM =

1x

11)( xxM −=
ABAB段段::

⎩
⎨
⎧

AAAAAAAA

BBBBBBBB

CCCCCCCC
aa2

axT =)( 1

BCBC段段:: 22)( xxM =

2x

=∆ P1 1
2

0
11 )().( dx

EI
xMxMa

∫ EI
Pa

3
8 3

−=

=11δ 1
2

0
11 )(.)( dx

EI
xMxMa

∫ 1
2

0
11 )(.)( dx

GI
xTxTa

P
∫+

10
22 )(.)( dx

EI
xMxMa

∫+ PGI
a

EI
a 33 23

+=

1X 即为即为CCCCCCCC处约束反力处约束反力



例19:求图示绗架AB杆的轴力, ABN

解：11111111）判断静不定种类及次数）判断静不定种类及次数

内力一次静不定

22222222）解除）解除ABABABABABABABAB杆轴力，建立静定基杆轴力，建立静定基

33333333）对静定基进行受力分析，建立相当系统）对静定基进行受力分析，建立相当系统

44444444）研究）研究ABABABABABABABAB杆切口两侧水平相对位杆切口两侧水平相对位

移，建立正则方程移，建立正则方程

PPPPPPPP
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FFFFFFFFEEEEEEEEDDDDDDDDCCCCCCCC

BBBBBBBB

PPPPPPPP
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1∆ P1∆= 0=111.Xδ+
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1



PPPPPPPP
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BBBBBBBB
1
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FFFFFFFFEEEEEEEEDDDDDDDDCCCCCCCC

BBBBBBBB

杆号杆号 杆长杆长 il iN iN iii lNN
ACAC
CDCD
BFBF
EFEF
ABAB
ADAD

a2
a

32P−
3P

322 P−
32P

0
32P

0
0
0
0
1−
1−

0
0
0
a
a

0
0
0
0
0

32Pa−
AEAE
BEBE
BDBD
DEDE

a2
a
a
a

a

a

a2

a2

32P−
34P

322 P−
P

2
1−
2
1−

322 Pa−
34Pa−

324 Pa−
Pa−

iii lNN
0

a22
a

a
a22

∑
=

10

1

..
i i

iii

EA
lNN

=∆ P1
EA

aP
3

.).267( +
−=

=11δ ∑
=

10

1

..
i i

iii

EA
lNN

EA
a).244( +

−=

由正则方程由正则方程 1X
即为杆即为杆ABABABABABABABAB的轴力的轴力

而原结构中其它各杆的轴力而原结构中其它各杆的轴力========？？

=NIF iN ii NX .+



PPPPPPPP PPPPPPPP

PPPPPPPPC

D

B

A

F

E

例20:求图示闭合圆形刚架在A截面上的弯矩 AM

解:

2) 对称性分析:
结构对称,,,,载荷对称,,,,

1) 静不定分析:

三次静不定

AB,CD,EFAB,CD,EFAB,CD,EFAB,CD,EF都是对称轴

结构的对称截面有6666个::::
A,B,C,D,E,FA,B,C,D,E,FA,B,C,D,E,FA,B,C,D,E,F
3) 用E,A两截面将刚架截开,

取EA(1/3)段研究:

A

D

E

因为A,E都是结构的对称截面

所以: A,E截面上反对称的内力等于0
即:A,E截面上只有轴力和弯矩

EN

AN

AM

EM
又因为CD是对称轴 AE NN =∴ AE MM =且

以CD轴为Y轴:

y

0=∑ y∵
030cos.30cos. =+ ��

AE NN
33PNN AE ==

4) 用D截面将刚架截开,取DA(1/6)段研究:
因为A,D都是结构的对称截面

所以: A,D截面的转角等于0

A

D

�30

P

AN
AM

5）研究A截面转角，建立正则方程
1∆ P1∆= 0=111.Xδ+

A

D

A

D
AN

1θ θ

)cos1.(.)( θθ −= RNM A
1)( =θM

θθθπ Rd
EI

MM P
P ∫=∆

3

01
)()( θθθδ

π Rd
EI

MM
∫=

3

011
)()(



例21、求图示结构的约束反力

P

a b
l

A BC

11111111）判断静不定种类及次数）判断静不定种类及次数

约束反力三次静不定

22222222）解除）解除BBBBBBBB点约束，建立静定基点约束，建立静定基

33333333）对静定基进行受力分）对静定基进行受力分

析，析，

44444444）研究）研究BBBBBBBB点竖直点竖直,,,,,,,,水平位移水平位移

和转角建立正则方程和转角建立正则方程

解：

P
1X

2X

3X

=∆1 P1∆ 111.Xδ+ 212.Xδ+ 313.Xδ+ 0=

=∆2 P2∆ 121.Xδ+ 222.Xδ+ 323.Xδ+ 0=

=∆3 P3∆ 131.Xδ+ 232.Xδ+ 333.Xδ+ 0=

P

1

1 1

建立相当系统建立相当系统

Pa
PM 1−1N

1 2M

1

3M

dx
EI

MMl P
P ∫=∆

0
1

1
. 0=

dx
EI

MMl
∫= 0

12
12

.δ 0=

dx
EI

MMl
∫= 0

13
13

.δ 0=
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

01 =X

结论结论::::::::
当载荷作用线垂直于结构轴线所在平面时当载荷作用线垂直于结构轴线所在平面时,,,,,,,,

则位于结构轴线所在平面内的约束反力和则位于结构轴线所在平面内的约束反力和

内力都等于内力都等于0.0.0.0.0.0.0.0.



例22、求图示结构的约束反力

1) 1) 1) 1) 1) 1) 1) 1) 判断静不定种类及次数判断静不定种类及次数

约束反力三次静不定

利用对称性性质利用对称性性质

对称截面上剪力等于0,
简化为:二次静不定

对称截面上只有轴力和弯矩

利用上一道题的结论利用上一道题的结论

简化为:一次静不定

对称截面上的轴力也等于0

22222222）从原结构的对称截面截开，建立静定基）从原结构的对称截面截开，建立静定基

33333333）对静定基进行受力分析，建立相当系统）对静定基进行受力分析，建立相当系统

3X 3X

44444444）研究切口两侧相对转角）研究切口两侧相对转角, , , , , , , , 建立正则方程建立正则方程

=∆3 P3∆ 333.Xδ+ 0=

1 1



例23、求图示结构F的作用点的竖直位移

11111111

本题求的是本题求的是FF作用点的竖直位移作用点的竖直位移

所以所以: : 应该用莫尔积分求解应该用莫尔积分求解

先求原载荷引起的内力先求原载荷引起的内力  

再施加与所求位移对应的单位载荷再施加与所求位移对应的单位载荷

求出单位载荷引起的内力求出单位载荷引起的内力        

然后同一段的同一种内力图乘积分然后同一段的同一种内力图乘积分  

但是无论是原载荷系统但是无论是原载荷系统, , 还是单位载荷系统还是单位载荷系统  ,,

所以所以::本题应首先用力法求解静不定结构本题应首先用力法求解静不定结构

然后再用莫尔积分求位移然后再用莫尔积分求位移

分析分析::        
都是六次静不定结构都是六次静不定结构



1) 1) 1) 1) 1) 1) 1) 1) 判断静不定种类及次数判断静不定种类及次数

约束反力六次静不定

利用对称性性质利用对称性性质

对称截面上2个剪力和1个扭矩等于0,
简化为:三次静不定

利用例题利用例题66666666的结论的结论

简化为:一次静不定

对称截面上只有1个轴力和2个弯矩

这2个弯矩, 一个是绕着Z轴的 zM
另一个是绕着Y轴的 yM 位于水平面内

对称截面上的轴力和弯矩 yM 也等于0

对称截面上只有1个弯矩 zM

zM

zMyM

xN



五、当系统温度升高时,下列结构中 不会产生温度应力

(A)(A) (B)(B)

(C)(C) (D)(D)

六、图示等截面直梁, 在中点C 截面承受一集中力偶的作用,在C截面上

答案：(A)

(A) 转角 0=θ 挠度 0≠f
(B) 转角 0≠θ 挠度 0=f
(C) 转角 0=θ 挠度 0=f

(D) 转角 0≠θ 挠度 0≠f

CCCC

答案：(B)



七、图示等腰三角形为静不定刚
架,利用反对称性质,从截面C截开
得到的相当系统为

C
P

P

X

(A)(A)

P/2

X

(B)(B)

P

X

(C)(C)

P/2

X

(D)(D)

答案：(D)

八、如图所示,线膨胀系数为 α
的悬臂梁AB,室温时右端正好靠在
光滑斜面上,当温度升高 T∆ 时,斜面

0. 1111 =∆+ TXδ正则方程为:
对杆B的支座反力为 1X ,若用力法求解 1X

=∆ T1则:正则方程中的:

TlA ∆..)( α
TlB ∆− ..)( α

2/..)( TlC ∆α

2/..)( TlD ∆−α

�45
L

1X

答案：(D)



例24:梁ABC原来是一根直梁,后来支座A,B发生沉陷, 沉陷量为 ,δ 求C处约束反力.

l l

A B

C

解：11111111）判断静不定种类及次数）判断静不定种类及次数

约束反力一次静不定

22222222）解除）解除CCCCCCCC点约束，建立静定基点约束，建立静定基

33333333）对静定基进行受力分析，建立相当系统）对静定基进行受力分析，建立相当系统

44444444）研究）研究CCCCCCCC点竖直线位移，建立正则方程点竖直线位移，建立正则方程

A B C
1X

=∆1 δ=111.Xδ

A B C
1

l

=11δ .1
EI .2 ).

3
2...

2
1( lll

EI
l

3
2 3

=

由正则方程, 得:

31 2
3

l
EIX δ

=



例25252525：求    AAAA、BBBB两点间的相对线位移ΔAB AB AB AB 。

A
F

B
F

R



由对称性知::::

2N
FF = 0, S =F

A
F

B
F

R

FN FN

FS

FS

FS

FS

M M

MM

A

F/ 2

R
MDD

变形协调条件::::θ D = 0



)cos1(
2

)( ϕϕ −−= RFMM D

1)( =ϕM

s
IE
MM

s
D d∫=θ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= 1

222
ππ RFM

IE
R

D

= 0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π
1

2
1FRM D由此得

A

F/ 2

R
MDDϕ

R
ϕ 1



)cos1(
2

1
2
1)( ϕ

π
ϕ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= RFFRM

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π
ϕ 1

2
cosFR

)cos1()( ϕϕ −−= RM

ϕ
ϕϕ

π

d)()(2

0
∫= R

IE
MMΔD ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

π
π 1
8

3

IE
FR

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

π
π 2
4

2
3

IE
FRΔΔ DAB

A

F/ 2

R
MDDϕ

R
ϕ

1



讨论：对称性的利用：

对称结构：若将结构绕对称轴对折后，结构在

对称轴两边的部分将完全重合。



正对称载荷：绕对称轴对折后，结构在对称轴

两边的载荷的作用点和作用方向将重合，而且

每对力数值相等。

F1 F1

F2 F2



反对称载荷：绕对称轴对折后，结构在对称轴

两边的载荷的数值相等，作用点重合而作用方

向相反。

F1 F1

F2 F2



F F/ 2 F/ 2

F F/ 2 F/ 2



对称结构在正对称载荷作用下：

结构的内力及变形是对称的

位于对称轴上的截面CCCC的内力    FFFFSSSS=0=0=0=0

F1 F1

F2 F2

FN

FS

FSM M



对称结构在反对称载荷作用下：

结构的内力及变形是反对称的

位于对称轴上的截面CCCC的内力    FFFFNNNN=0=0=0=0 ，MMMM=0 =0 =0 =0 

F1 F1

F2 F2

FN

FS

FSM M



例26262626：平面框架受切向分布载

荷qqqq作用，求截面AAAA的剪力、弯

矩和轴力。

q
a a

b

b

A

q
a

A
b

FSA
解：

0,0, NS === AAA FMqbF



例27272727：图示小曲率杆在力偶MMMMeeee与均匀分布剪流qqqq作用下处于平

衡状态, , , , 已知qqqq、RRRR与EIEIEIEI====常数, , , , 试求截面AAAA的剪力、弯矩和轴力。

Me

Me

q

C

A

B
D

R



0,0, NS === AAA FMqRF

解：

Me

q

C

A

B

FSA

FSC

R FSA

FSB

R



例28：等截面平面框架的受力情

况如图所示。试求最大弯矩及其

作用位置。

Fa a

a

a

F F

F

A B

CDF

F

A B

C

FSA

FSC

解：

FFF A 2
245cosS =°=

2max
FaM =

作用点处发生在外载荷FM max



例29292929：图示等直杆两端固定，材料弹性模量为EEEE，横截面面积

为AAAA。求两端的反力。

F

B

F

DCA
a a a



例30303030：如图所示，ABABABAB为刚杆，1111、2222、3333杆EEEE、AAAA、l l l l 均相

同，求各杆内力值。

a a

F

1 2 3

A B



解：

变形协调条件：

02 N21N

N3N21N

=+
=++

FF
FFFF

∆
∆ ∆l l l

2
1 3

2
=

+

引用胡克定律，可得：

2
N3N1

2N
FFF +

=

F

A B

a a
1 2 3
FN 1 FN 2 FN 3

1l∆ 2l∆ 3l∆

静力平衡条件：



另解：

=1NF

=2NF

=3NF

3
F

3
F

3
F

2
F

−

0+

2
F

+

6
F

−=

3
F

=

6
5F

=

a a

F

1 2 3

a a
1 2 3

a a
1 2 3

F/ 2 F/ 2 F/ 2 F/ 2

= +



例31313131：如图所示，ABABABAB为刚性杆，1111、2222、3333杆EEEE、AAAA、l l l l 
均相同,  ,  ,  ,  求三杆的轴力和变形。

2a 2a

F

1 2 3

A Ba



例32323232图示桁架结构，三杆拉压刚度EAEAEAEA相同,,,,求杆1111、2222、3333

的内力。

l

F

1 2 3
α α



例33333333：两端固定的梁，跨中受集中力FFFF作用,,,,设梁的抗弯

刚度为EIEIEIEI，不计轴力影响。求梁中点的挠度。

A BC

F

l/ 2 l/ 2



图1M 图FM

EI
ll

EI 2
1

2
1

11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=δ

A Cl/ 2

F/ 2
X1 11 F/ 2

F l / 4

EI
FlFl

EI
Δ

16
1

16
1 22

F1 −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−=

8
0 1F1111

FlXΔX ==+ 得由δ

C
F l / 8

F/ 2

1F l / 4

F l / 8

l/ 2( )↓=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=

EI
Fl

EI
FlΔC 1924

1
16
1

3
1

16
1 33

解：



例34343434：已知桁架各杆的拉

压刚度为EAEAEAEA，求各杆的轴

力。

l
F

1

2 3

α

l
F

1

2
3

α

X1

解：



α
αα

δ
cos

sincos1 333

1

NN
11

++
==∑

= EA
l

EA
lFF

i

iii

l
F

α

F
0

0 α

1

αcos−

αsin−

α
α

cos
sin23

1

FNN
1 EA

Fl
EA

lFF
Δ

i

ii
F −==∑

=



FF
αα

α
33

3

N3 sincos1
)cos1(

++
+

=

FF
αα

αα
33

2

N1 sincos1
 cossin

++
−=

FXF
αα

α
33

2

1N2 sincos1
 sin

++
==

0F1111 =+∆δ X由 得



例35353535：图示平面桁架，已知各杆的EEEE皆相同，CACACACA、ABABABAB
、BFBFBFBF三杆的横截面面积均为30 cm30 cm30 cm30 cm2222, , , , 其余各杆面积均为

15 cm15 cm15 cm15 cm2222，aaaa=6m=6m=6m=6m，FFFF=130 =130 =130 =130 kNkNkNkN。试求杆ABABABAB的轴力。

C

F

A B

D E F
a a a

a

C

F

A B

D E F
a a a

a



解：

kN 7.82
245.3

223
1 −=

+

+
−= FX

C

F/ 2

A B

D E F
a a a

a

F/ 2

X1

1

0

0

1

1

1

F/ 2F/ 2

0

F

F F

2−

2-F/

EA
a

EA
lFF

i i

iii
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==∑ 24

2
7NN

11δ

( )
EA
Fa

EA
lFF

Δ
i i

ii
F 223FNN

1 +==∑

0F1111 =+∆δ X由 得



例36363636：已知图示桁架

各杆的拉压刚度为EAEAEAEA
，试求各杆轴力。

 

a

F

a

F
12

3 4

5

6

X1

a

F

a

F

解：



 ( )22211 +=
EA
a

δ

1

- 1

- 1
F FF

0 0

00
0

21/ 21/

21/ 21/

EA
FaΔ 2, 1F −=

FX
2

22
1

−
=0F1111 =+ ∆δ X由 得

FFFFF
2

12
N4N3N2N1

−
====

FF
2

22, 6N
−

−=2
N5

FF =



例37373737：已知图示桁架各

杆的拉压刚度为EAEAEAEA，

试求各杆轴力。

 

解：

1

F

FF

2

3

4
5 6

°= 30α

α
α α

α
F

FF

X1



 

F

FF

1

1 1

0

0 0
3F/

3F/

3F/ 3-1/

3-1/

3-1/( )3111 +=
EA
a

δ

EA
FaΔ −=1F

((((aaaa为1111、2222、3333杆的长度))))

31
1

+
=

FX0F1111 =+ ΔXδ 得由

31
N6N5N4N3N2N1

+
======

FFFFFFF



例38383838：半径为RRRR的小曲率圆环

受力如图，已知圆环的弯曲刚

度为EIEIEIEI，MMMMeeee=2=2=2=2FRFRFRFR，试求圆环DDDD
截面处的内力。

 

解：

B C

D

R

O

A

F

F

MeF/ 2

C

D

R

M   / 2e

O

A F/ 2

X1

X1



F/ 2

C

D

R

M   / 2e

O

A F/ 2
1

1

θ θR

θsinRM −=

)cos1(
2

θ−=
FRM

EI
R

EI
R

2
πdsin 3π

0

2

11 == ∫
θθ

δ

EI
FR

EI

RFR
Δ

3

π

0

2

F1

dsin)cos1(
2
1

−=

−−
= ∫

θθθ

0F1111 =∆+Xδ由 得
π

2
1

FX =

0,
π

2,0 SN === DDD MFFF



例39393939：图示直角折杆水平放置，已知折杆的弯曲刚度为

EIEIEIEI，扭转刚度为GIGIGIGIpppp。试求支座CCCC的反力。

l

A B

q

q

l
C



A B

q

q

C

X1

A B

C

1

                                   

4

p

p

0

2

p

0

2

0 0

33
F1

12
67

      

 d 
2

1

 d  d 
2

 d 
2

1

ql
EIGI

EIGI

xlql
GI

xqlxxxqxxq
EI

Δ

l

ll l

+
−=

−+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−=

∫

∫∫ ∫

3

p

p

0

2

p
0

2
11

3
32

d 1d 2

l
EIGI

EIGI

xl
GI

xx
EI

ll

+
=

+= ∫∫δ

( )ql
EIGI
EIGI

FX Cy 324
67

p

p
1 +

+
==



F

l/2l/2

a a

A B

C

例40404040：图示刚架水平放置，已知刚架的弯曲刚度为EIEIEIEI，
扭转刚度为GIGIGIGIpppp。试求支座AAAA的反力。（设                                                                                    ))))EIGI

5
4

p =

 



C

F/ 2

X1 X1

F/ 2

11

 

Fl
EI

alxFl
GI

xFx
EI

Δ
al

16
)5(d 

4
1d 

2
1

0
p

2

0F1
+

−=−+−= ∫∫

EI
alx

GI
x

EI
al

4
52d 11d 11

0

2

p

2/

0

2
11

+
=+= ∫∫δ

Fl
al

alX
208
5

1 +
+

=



例41414141：正交折杆ABCABCABCABC放置于水平面内，已知折杆ABCABCABCABC的
弯曲刚度为EIEIEIEI、扭转刚度为GIGIGIGIpppp及杆CDCDCDCD的拉压刚度为EAEAEAEA
。试求杆CDCDCDCD的轴力。

((((不考试压杆稳定性）

 

2a

D

C
F

BA a
a



解：

 

D

CF

BA
X1

( )
EI

FaxxFx
EI

Δ
a

3
d 1 3

0F1 −=−= ∫

EA
a

GI
a

EI
a

EA
axa

GI
xx

EI
aa

++=

⋅
++= ∫∫

p

33

0

2

p
0

2
11

3
2

1d 1d 2
δ

EA
a

GI
a

EI
a

EI
Fa

FX
++

==

p

33

3

N1

3
2

3



 

例42424242：图示桁架，AAAA、BBBB处为固定铰链。已知各杆的拉压

刚度为EAEAEAEA，试求支反力。

1

34

5

2

F

B

l l

A

76
l

 



解：

1

34

5

2

F

B

A

76

X1

  
243

)221(
1 FX

+
+

=



 

例43434343：图示桁架，各杆长度均为aaaa，拉压刚度均为EAEAEAEA，
试求各杆轴力。

 

F

4

FF

F

FF

3 5

8
1 1

2

1

67 1 2

9 1 0

 



解： F

4

FF

F

FF

3 5

8
1 1

2 67 1 2

9 1 0

X1

4

3 5

8
1 1

2 67 1 2

9 1 0

1

单位力作用下各杆轴力

)6,,2,1(1N ⋯== iF i

)12,,8,7(1N ⋯=−= iF i

静定基各杆轴力

)6,,2,1(0N ⋯== iF i

)12,,8,7(N ⋯== iFF i

EA
FaΔ

EA
a 6, 12

1F11 −==δ

2
,  

21
FFX 各杆轴力均为=



F

A B
C

aa 2a

E I
D

F

X1

2a
BA

a a

例44:44:44:44:已知图示梁的弯曲刚度为EIEIEIEI，用力法求支反力。

 

应将支座BBBB看成多余约束！



                例16161616：已知梁的抗弯

刚度为EIEIEIEI，不计轴力影

响。求梁的支反力。

解：

F

A BC
l

a b

X1

X2F F

1

1图1M

图FM

图2M

F a

1

l

例45：



EI
l

3

3

11 =δ
EI
l

2
,

2

2112 −== δδ
EI
l

=22, δ

EI
baFaΔ

6
)32(2

F1
+

−=
EI

FaΔ
2

,
2

F2 =

由
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
0

F2222121

F1212111

ΔXX
ΔXX

δδ
δδ 得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

+
=

2

2

2

3

2

1
)3(

l
bFaX

l
baFaX

( ) ( )

( ) ( )顺时针逆时针 2

2

2

2

3

2

3

2
)3(,)3(

l
bFaM,

l
FabM

ba
l

FaFba
l

FbF

BA

ByAy

==

↑+=↑+=



例24、求图示结构的约束反力.



习题习题习题习题习题习题习题习题

14-25，14-26




