
摘 要

本文讨论了常微分算子的辛几何刻划与加权的Poincar6不等式，
主要内容是：
1．考虑二阶实系数常微分算子L(”)：一(p(z)”7+口(咖(z e n利用辛几

何，对l(，)的自伴域进行了分类，给出了f(，)自伴域是n一级的充要条件．
2．考虑高阶常型实系数微分算子L(p)：量(p。y㈨)(t’(z e⋯】)利用辛

几何，对f(，)的自伴域进行了分类，给出了z(，)自伴域是k一级的充要条
件(o≤k s n)
3．讨论了J一对称常微分算子的J一对称扩张的J一辛几何刻

划．
4．在加权Sobolo。空间Ⅳw(i2m％，)中讨论了加权的Poincar∈不等式，
给出了加权的Pom。。。e不等式成立的充分与必要条件．
5．在一维无界域上讨论了加权的Poincar6不等式．
6．利用一阶M。1。iko。函数，讨论了扰动系统的Hopf环性数．

关键词微分算子；自伴域；辛几何；子流形；Poincar6不等式；Hopf分
支；环性数



Abstract

The purpose of this report is to research some on complex symplectic

geometry characterization of ordinery differential operators and weighted

Poincar6 inequalities．

1．Let 2(可)=一(pv∥+q掣be a real symmetric differential expression
defined on interval I．In L2(，)，we classify the self-adjoint domains gener—
ated by f fⅣ1 and give the complete characterization for k-grade self-adjoint

domains with complex symplectic geomety．

2．Let L(U)=量(Pn—ky(“))(。)be a real symmetric differential expression

defined on interval f：h b1．In L2(n we classify the selgadjoint domains

generated by t(y)and give the complete characterization for selLadjoint
domains with complex symplectic geomety．

3．We give complex J—synlplectic geometry characterizations for J—symmetric

extensions of J—symmetric ordinary differential operators．

4．we discuss the weighted Poincar6 inequalities in weighted Sobolev

spaces W“，9(Q；W)u△)and give some necessary and sufficient conditions

for them to hold．

5，we discuss the weighted Poincar6 inequalities on one—dimensional un—

bounded domains and give SU嗣cient conditions for them to hold．

6，we discuss the maximal number of limit cycles which appear tinder

perturbations in Hopf bifurcations by using degenerate first—order Melnikov

function with multiple parameters，

Keywords Differential operator；Selgadjoint domain；Symplectic ge—

omety；Submanif01d：Poinca拍inequalities；Hopf bifurcation，cyclicity



二阶常微分算子自伴域的辛几何刻划

摘 要考虑二阶实系数常微分算子L(y)=一(p(z)y，)，+q(x)y
(z∈I)，利用辛几何，对l(拶)的自伴域进行了分类，给出了l(y)自伴
域是k一级的充要条件．

关键词微分算子；自伴域；辛几何；子流形

MR(1991)主题分类34805，34L05，47805，58F05
中图分类0175．3

1引言

设

f(可)=-(py，)『+鲫

是I上的二阶实系数微分算式，P，P7，g在，上连续，且p(x)>0．

当I=【a，b]时，由[11]知，f(可)的亏指数必为(2,2)且必可生成自
伴算子．如何去描述f(可)的自伴域呢?1954年，E．A．Coddington在

[13】中给出了这个问题的完全解答．同一时期， M。A．Naimark在[4】
中给出了由“拟导数”定义的对称微分算子自伴域的完全刻划。 1962，

w．N．Everitt在(14]中应用微分方程l(y)=Ay的解给出了自伴域的
描述．

当I=【a，+∞)时，由H．Ⅵ，eyl和E．C．Titchmarsh关于二阶奇

型自伴微分算子的经典理论[13][14]知， f@)的亏指数仅为(1，1)与
(2，2)两种情形，前者称为极限点型，后者称为极限园型．当l(y)为极
限点型时，Weyl—Titchmarsh域是l(y)自伴域的完全描述．当』(芗)为
极限园型时，Weyl—Titchmarsh域仅是Z(∥)自伴域的一种特殊描述．

如何得到f(可)自伴域的完全描述呢?1982年，曹之江教授在f21中，
给出了f(可)自伴域直接而完全的描述(以下简称为Cao域)，并证明了
Weyl—Titchmarsh域作为一种特例包含在Cao域中，从而完全解决了

二阶奇型自伴微分算子的解析描述问题． 1999年， W．N．Everitt和

L．Markus在文[1]中利用辛几何也给出了微分算子f(掣)自伴扩张的完
全刻划．

微分算子理论是当代量子力学的数学支柱，是解决数学物理方程以及

大量科学技术应用问题的重要数学工具．微分算子自伴扩张问题是微分



算子理论的基础问题之一，受到大家的广泛关注，如文[1-14]等．以前
的大部分研究工作是利用分析、算子等方法对自伴域进行描述，并未对

自伴域进行分类．

本文讨论二阶实系数对称常微分算子f(可)，利用辛几何的方法，对其
自伴域进行了分类，同时也给出了自伴域是k～级的充分必要条件．

2预备知识

定义2．1一个复的辛空间S是一个复的线性空间，且带有一个辛形

式㈨即
(1)[：]是一个半双线性型，

u，u。[u："]，S×S'÷C，[c，“+C2V：叫]=c1阻：叫]+c2[v：训】

(2)[：】是一个反Hermitian型

阻：。]=一网，陋：CIV+c2w]=百陋："]+瓦阻：∽】

【¨：S]=0=亭“=0，

对Vuivlw∈S，Vcl，C2∈C．

定义2·2复辛空间S的一个线性流形L被称为是Lagrangian的，

若fL：L]=0，眠对Vu，钉∈L有阻：。]_0．
S的一个Lagrangian子流形L被称为是完全的，若札∈S且

(“：L]=o爿“∈L．
定义2．3设S是一个复辛空间．若S～和S+是S的线性子流形，

且满足：

(1)S=span{S一，S+)；

(2)[S一：S+]_o；

则称S一和S+在S中是辛正交互补，记作S=S一0 S+．

有关辛几何的概念详细见文f11．

3二阶常型微分算子

设，=[a，6]1由f(可)生成的最大算子与最小算子定义如下：

Z一-“(可)=f匆)，Y∈D(了1m。。)=(Y：，_cly，Y7∈AC(I)且
?(秒)∈L2(，))；
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_t·m‘!j、=29)，可∈D(zmz，)={可∈|D(瓦，。。)JⅣ(n)：y，(n)：
y(b)=Ⅳ")=o，． 一

曼常微分算子理论知，互nu，和znax是闭线性算子，且焉。。=Tiilinl霉j!】
令

s=D(Z，mx)／D(ZIIl。。)，

在S中定义辛形式【：]为：

【f：g]=[，+D(％in)：g+D(Tmi。)]=[I，g弛，v／，夕E D(互。。)

其中o=，+D(％in)，g=9+D(％|11)∈S，[，9业是I厂与9的契合
式．君令

[，夕业=[，：夕]，
则由文[1]和[11]知， D(％i。)可表示为

D(％in)={，E D(％。。)∽D(Tm。。)]_o)，
Tmi。是一个对称算子。

由文fl】可得如下几个引理：
引理3·1 S=D(Tm。)／D(％j。)是一个复辛空间，且dimS：4
引理3．2 S=S～0 S+，其中

S一2{f E s』，(6)=，，(6)=o)，

s+2{f∈SIf(a)=，，(n)=o)，

且dimS一=dim S；=2．

．．引粤3·3(平衡相交原理)若L是S的一个完全Lagrangian子流
形，则

即

0 S 1一dimL n S一=1一dimL n S+S 1．

定义3·l设L是S的一个完全Lagrangian子流形，令

惫=l—dimL n
S飞=1一dimL

n S+．
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则称L是七～级的，也称D(TL)是k一级的．

引理3·4(CKN定理)(1)正蛐，有自伴扩张牟：争S有完全La。
grangian子流形．

(2)s的Lagrangian子流形L是完全的车兮dimL：；dim S：
2．

‘

(3)若T是互11in的一个自伴扩张，自伴域为D(T)，则S有唯一的
完全Lagrangian子流形LT与其对应，使得

LT=D(T)／D(死i。)．

(4)若L是S的一个完全Lagrangian予流形，则Tmi。有唯一的自
伴扩张死与其对应，使得

D(死)=cl^十c2尼+D(咒i。)，

其中f1，f2是L的一个基， fl，f2∈D(瓦。。)，c1，c2是任意复数．
注由引理3·4知，讨论％i。的自伴扩张问题等价于讨论复辛空间
s=D(％“)／D(焉in)的完全Lagrangian子流形，因此，对S的完全
Lagrangian子流形进行的分类和描述就等价于对f(y)的自伴域进行的
分类和描述．

定理3．1 S的完全Lagrangian予流形有且仅有0一级与1～级的．
证明由引理3．3与文[1】的定理5知．
因为dim S=4，所以S与C4线性同构．因此我们可以利用C4的

eI=(1，o，0，o)，e2=(o，1，o，o)，e3=(o，0，1，o)，e4：(o，0，0，I)

来表示s，即s=span{e1，e2,e3，e．4)．设f∈S，则可以如下选取f的
坐标：

‘2(m)，p(n叭n)，，(6)，p(b)f’(6))=，(0)e1+p(。)，‘(。)e2+f(b)e3+p(6)，，(6)e4
使得有结论二

定理3．2对于W，g∈S，有

ff：g]=fHg’，



证明由S的辛形式的含义有：

If：91：[，9】：：(f(，)，夕)一(，，f(9))=(-Pf’雪+pfg’)j：=fHg+

定理3。3 S一=span{e1，C2)，s斗=2 span{83 e4，·

霉军V下f燮S麓f 8S然f茁之舭删b卅(6)瓠因此对于 ∈ 一，则 ∈ ， ∈D(死“)且，()。，1(6J
2 u·凼此

f：，(。)e1+p(a)，1(。)e2 5-f(b)e3+p(6)，1(6)e4=，(吐)e1+p(。)厂1(n)e2，

K若span∈{e1,e2}．乎专C则_spa：n{el,e2。}+．‘}fl(a)e2+0ea+f span{e e2 f f(a)e p(a)f 0e4，即
若∈ 1，)，则=

㈠
?∥∥

，(6)=，1(6)=0．因此span{e1，e2)≤s一_于是s一2 8pan{∥】e．，’

耋理{以gK LS+是=sp的an一{e级a,完e4全}‘3．4 S 0 Lagranglan子流形#≥jnl，n2，oti,b2∈定理 L是 的一级完全 1an亍琉彤#≥]01’“2’ ”2‘

C，使得L=span{01￡1+n2e2，ble3+b2e4}，且满足
(1)al与a2不全为07 bl与b2不全为0；

硼(2)膳O,1 a2l对翳；)2bof g黼％嗡阢陈啪得证明(仁) 对于任意， ∈L，则存在a1，a2，∥1，p2∈。，7发行

f：a】(。1e1+。2e2)+k(ble3+bae4)=alnlel+＆la2e2+卢161e3+卢16287
g：d2kl+。2e2)十国(61e3+b2e4)=邺lel+唧2e2+胁e3+胁e4
则由定理3．2和条件(2)得

ff：g]一(＆lnl，删1n2，卢1ulb，卢1b2)日(a2。1，a2n2，J92bl,p2”=o
故fL：L1：0，即L是S的Lagrangian予流形·由(1)旁?，、
d；二L：i．因此，由引理3．4知，L是S的完全Lagrangian子流
形．由(1)知，

dimLnS一=dimLnS十=1，

所以L是0一级的
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(#=)因为L是S的0一级完全Lagrangian子流形，所以

dimL=2，dimL n S一=dimL n S+=l，[L：L]=0

因此jnl，n2，Dl，62∈C，使得

L=span{alel+a2e2】bxe3+62e4)

易证明L满足条件(1)与(2)．
推论3．5 L=span{alel+a2e2，ble3+b2e4)是S的0一级完全
Langrangian子流形#=>3al，a2，bl，b2∈C，使得L满足以下条件之

(1)当al与a2中仅有一个数为零，bl与62中仅有一个数为零时

不妨设a2=b2=0，则

L={f∈sl／‘a)=，，(6)=o)

(2)当al，a2，bl，b2中只有一个数为零时，不妨设b2=0，则

且怯
(3)

L={f∈Sla2f(a)=alp(a)f弘)，，，(b)=o)

L={f∈Sla2f(a)=alp(a)f如)，b2f(b)=blp(b)f”))

且旧：。2㈠象脊n
注从推论3．5可以看出，S的O-级完全Lagrangian子流形可以

用边界条件来描述，但边界条件全部是分离的．

例3．1

L=span{e1+e2，e3+e4)={f∈S]f(a)=p(a)f协)，f(b)=p(b)f『(6))

是S的一个0一级完全Lagrangian子流形．

定理3．6 L是S的1一级完全Lagrangian子流形车j|啦，bi∈

c(i=1，2，3，4)，使得

L=span{a181+82e2+83e3+84e4，blel+62e2+bae3+64e4)

且满足：
11
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(1)旧毒}≠OJ恢
(2)al a石2。H耄a五,。tl
证明(仁)对于任意f，

翟}≠0；
t bt 62 I l ba b4 I l al a2
l 5。5。I
2

l 53谢l 5。52
g∈L，则存在OzI，,OZ2，_臼l，国∈

f=“l((Ll cl+02e2+n3e：’+n4c‘1)+∥l(6le3+62e4+63e3+b4e。1)

：(a181+p161)e1+(a1。2+卢1b2)e2+(a183+91b3)e3+(Q1。4+plb4)e4

g：a2(。1e1+02e2+血3e3+。4e4)+f12(ble3+b2e4+b3e3+b4e4)

：(a2。1+卢2b1)一+(d2。2+／3,，b2)e2十(口2。3+p2b3)e3+(a2。4+_82b4)e4

则由定理3．2和条件(2)得

[f：g】=(a101+卢16l，a,la2+fllb2，oqa3+卢163，oqa4+／31b4)H

(a2。l+侥b1，。202+／32b2，02孟3+疡63，oE2a4+p2b4)4

=0．

故【L：L]=0 即L是S的Lagrangian子流形．由(1)知，秩

(：：雹瓮翟)=2，于是dimL=2-故由引理3·4知，L是s
的完全Lagrangian子流形．由(1)知，

dimL n S一=dimL n S+=0

因此L是1一级的．

(=亭)因为L是S的1一级完全Lagrangian子流形，所以

dimL：2，dimL n S一=dimL n s+=0，[L：L]=0-

因此3ai，bi∈c(i=1，2，3，4)，使得

L：span{。1e1+n2e2+血3e3+n4e4，blel+b2e2+b3e3+64e4)

易证明L满足条件(1)与(2)．
推舱3．7 L是S的l一级完全Langrangian予流形牟≥jni，bi∈

C(i=1，2，3，4)，使得

L邓吲(口a。l：。1]，-1(p(职n))=(na。3
且满足

∥(p。徘，)，

9K
孕9b鲫

=

e



得

(1)旧引≠
(2)I甚a到=
证明(—})没

o，{誉翟}≠o；
1 a3 a4 l 1 bl b2 1 1 b3
I面3舀4 m1 52 l

2

l 53
f∈L、则由定理3．6知，

I 03 04

一I 53 54
＆2∈C，使

f=删1(01e1+n2e2+a3c3十ode4)+＆2(bIel+b2e2+b3e3+b4e4)

=(。l理l+6l＆2)e1+(n2＆1+62d2)e2+(。391+b3cY2)e3+(04al+b4Ⅱ2)e4

由f=(，(n)，p(a)fb)，，(b)，p(b)f’(6))得
f alal+61a2=f(a)
1凸2 Cl：1+62。2=p(a)f’a)

f a3a1+63a2=f(b)
1 n4叽+b4012=p(b)f’(6)

由定理3．6(1)知，方程组(3．1)和(3．2)的解唯一，因此

(a⋯l b1)。1(p。职。，)=(瓣53,，、l-1(p。‰)
故结论成立．

(车=)对于任意f∈L，令

(夏)=(a。l：∥(p。端n，)=
则(3．1)，(3．2)式成立．故

L=span{alel+a2e2+a3e3+a4e4，

(：i

blel+b2e2+b3e3+b4e4)

(3．2)

由定理3．6知结论成亚。

例3．2

L：span{e1+e3，e2+e4)=(f∈Slf(a)=，(6)，p(a)f弘)=p(b)f，(6))

是S的一个1一级完全Lagrangian子流形．

注从推论3．7可以看出，S的1一级完全Lagrangian子流形也可

以用边界条件来描述，但边界条件不是分离的，而是耦合的·

4二阶奇型微分算子

设，=【o，o。)，由f(刎生成的壤大算子与最小算子定义如下

哆％叽_2毗一h一㈠唯K—K在存

、、●●／∞㈣九，∞p／，●●、＼

一

＼、●／如如



Zzm(可)=f(可)，Y∈D(Z。。)={可：，--+c阿，Y7在[o，。。)的任何
紧子集上绝对连续，!，，l(v)∈L2(，))；

Z“tt(F)=f(耵)，Y∈D(ZⅢ，。)={Y∈D(Z。。)ly(O)=!，7(o)：0且
对于Vz∈D(Z。。。)有[掣z](。。)=o)；

’

其中[yz](x)是l(y)的Lagrange双线性型，即

[可暑](。)=<y7(po孑)一y(p027))(z)．

由常微分算子理论知，％·n和Tmax是闭线性算子，且瑶。，=Train,焉i。
lfmax．

令

S=D(Z。。)／D(互。i)，

在S中定义辛形式[：]为：

[f：到=ff+D(Z。i。，)：g十_D(Z。i11)】=[．厂9】铲， vf，g∈D(Tmax)

其中f=f 4-D(Tmin)，g=g 4-D(Tmi。)∈SI[，9]铲是f与夕的契合
式．若令

[f]O。0=[，：9I，

则由文[1】、[2]和[11]得，

D(Tmin)={f∈D(Tm。。)l[，：D(B。。。)】=o)，

易知％i。是一个对称算子．
由文[2]得：

引理4·1设妒，砂是f(可)=o的两个实解，且满足[≯纠(n)=1，则
[≯纠(。。)=l，且

D(Tmin)={f∈D(焉“)tf(0)=，，(0)=o，[，纠(∞)=【ftp](oo)=o)，

由文[1]可得如下几个引理：
引理4．2 S=D(Z。。。)／D(咒i。)是一个复辛空间．
引理4．3 S=S～o S+，其中

S～={f∈s|[，纠(o。)=[，妒】(o。)=o)

s+={f∈slf(o)=，，(0)=o)．



弓In 4．4(平衡相交7；7理)若L是S的一个完全Lagrangiml子流
形，则

o s i cliraS～diIn￡ns一=；【lims+一dinlLns+≤；lniIl{clilnS一，(1iInS+)
定义4．1设L是S的一个完全Lagrangian子流形，令

七=；dimS一一dimL n S～=去dimS+一dimL n S+．

则称L是七一级的，也称D(死)是七一级的．

引理4．5(GKN定理)(1)％i。有自伴扩张车号S有完全La-
grangian子流形．

(2)S的Lagrangian子流形L是完全的车号dimL=：dimS．

(3)若T是Z谢。的一个自伴扩张，自伴域为D(T)，则S有唯一的
完全Lagrangian子流形LT与其对应，使得

LT=D(T)／D(Tmin)

(4)若L是S的一个完全Lagrangian子流形，则Tmi。有唯一的自
伴扩张Tt与其对应，使得

D(死)=Clfl+···+岛，n+D(互。i。)，

其中fl，f2，一一，厶是L的一个基，fl，---，^∈D(Tmax)，cl，c2，⋯，‰
是任意复数．

注由引理4．5知，讨论rmi。的自伴扩张问题等价于讨论复辛空间

S=D(Tma。)／D(Tmi。)的完全Lagrangian子流形．因此，对S的完
全Lagrangian子流形的分类与描述，就等价于对2(可)的自办域进行的
分类与描述．

4．1极限点型

引理4．1．1若2(y)为极限点型，则

D(Tmin)=<，∈D(Tm。。)lf(o)=，，(o)=o)

证明设!(箩)为极限点型，则其亏指数为(1，1)．由文[11]第五章g
理4．1知，对于vf，g∈D(rmaX)有[，g](。。)=0．
引理4．1．2 S+=S，S一=<o)．
引理4·1·3 dim S=dim D(T盼x)ID(Tmin)=2．



定理4．1．4 S只有0一一级完全Lagrangian子流形．

证明由定义4．1和Bj理4．5，4．1，2，4．1．3知．

因为dim S=2，所以S与C2线性同构．因此我自‘]可以利用C2的

单位基向量

e1=(1，0)e2=(0，1)

来表示S，即S=span{e1，e2)．设f∈S，则可以如下选取f的坐标：

f=(，(o)，p(O)f『(O))=，(o)e1+p(O)f，(O)e2，

使得有结论：

定理4．1．5对于Vf，g∈S有

[f：g]=fHg+，

其中

H=(：一01)．
证明由S的辛形式的定义有

[f：g]=[，g]o—o=(f(，)，9)一(f，f(9))=(一pfl互+Pf91)l铲=fHg+．

定理4．1．6 L是S的(0一级)完全Lagrangian子流形∈号

|n1，a2∈C，使得L=span{alel+a2e2)，且满足
(1)al，a2不全为零；

圳11 12 I：0． ·

证明(牟=) 对于任意f，g∈L，则存在OI．，卢∈C，使得

f=a(nlel+a2e2)=oLalel+cta2e2

g=声(81e1+02e2)=卢alel+卢Q2e2

则由定理4．1．5和条件(2)得

”f g]-(血a1，aa2)H(卢al，9a2)+=0

故[L：L]=0，即L是S的Lagrangian子流形．由(1)知，
dimL=1．因此，由引理4．5知，L是S的(0一级)完全Lagrangian
子流形．

(=专)因为L是S的(0一级)完全Lagrangian子流形，所以

dimL=1，dimL n s埔=0，dimL n s+2 1



且[L：L】=0．．因此3al，a2∈C，使得

L=span{alel+a2e2，

易证I刿L满足条件(1)与(2)．
推论4．1．7 L=span{alel+a2e2)是S的(0一级)完全La_
grangian子流形仁号3al，0,2∈C，使得L满足以下条件之一：

(1)当al，a2。p有一个为零时，不妨设a2=0．则

L={f∈sir，(O)=o)．

(2)当al，a2全非零时，则

L=<f∈S[a2f(0)=alp(O)f，(0))

且满足l a一1 12 l：o．
f“l “2 f

4．2极限园型

设2(可)为极限园型，则其亏指数为(2，2)．由文[1]可知
引理4．2．1 dimS=4，dimS一=dimS+=2．

定理4．2．2 S的完全Lagrangian予流形有且仅有0一级和1一级
的．

证明由引理4．4和文『11的定理5知．

因为dim S=4，所以S与C4线性同构．因此我们可以和用C4的

单位基向量

e1=(1，0，0，o)，e2=(0，1，0，o)，e3=(0，0，1，o)，e4=(0，0，0，1)

来表示S，即s=8pan{e1，e2，e3，e4)．设f∈S，f∈D(％ax)，则可以
如下选取f的坐标：

f=(，(o)，p(O)f7(o)，[，纠(。。)，[，纠(o。))

=，(o)e1+p(O)f1(o)e2+[，≯](∞)e3+[，妒](。。)e4

且有以下结论：

定理4．2．3对于Vf，g∈S有

[f：g]=fHg+

17



肚卜1。0。0
00

0

0。l
／ 一1 、

、0 0 一l 0／

If：g]=[，9]铲=[，9](。。)一[，9](o)=[，9】(o。)[西妒](∞)一[fg](o)

=『醐捌鳓f引一[，州。，
=晦纠(o。)[，纠(。。)～囟纠(。。)[，纠(。。)+p(O)f7(o)雪(o)一p(o)，(o)雪7(o)

=fHg+．

定理4．2．4 S一=span{e1，e2)，S+=span{e3，e4)．
证明若f∈S一，则f∈s,f∈D(互。。。)且[，纠(∞)
0．因此

f=f(O)e1+p(O)f1(o)e2∈span{e1，e2)

=[，叫(。。)=

若f∈span{e1，e2)，则f=f(O)e1+p(o)．厂1(o)e2．因此【，妒】(∞)=
[，砂](∞)=0．从而f∈S一．这就证明了S一=span{e1，e2)，类似可证
S+=span{e3，e4)．
定理4．2．5 L是S的0一级完全Lagrangian子流形{号，jnl，a2，bt，b2∈

C，使得L=span{alel+a2e2，ble3+b2e4)，且满足
(1)al与a2不全为零，bl与b2不全为零；

㈤旧到=恢昝o． ．

证明(车=)对于任意f，g∈L，则存在OQ，Q2，卢l，卢2∈C，使得

f=ol alel+02e2)+卢1(61e3+b2e4)=dlnlel+oqa2e2+filble3+filb2e4

g=a2 alel+02e2)+92(ble3+b2e4)=ce2alel+a2a2e2+fl=ble3+5262e4

则由定理4，2．3和条件(2)得

【f：g]=(oqal，口102，卢161，声lb2)H(a2al，a202，岛6l，屈b2)+=0

故【L：L]=0，即L是S的Lagrangian子流形．由(1)知，
dimL=2．因此，由引理4．5知， L是S的完全Lagrangian子流

形．由(1)知，

dimL n S一2虫mL n s+2 1，



所以L是0级的．

(仁)因为L是S的0级完全Lagrangian子流形，所以
dimL=2，dimL n S一=dim L n S+

因此]o】，a2，bl，b2∈C，使得

1，[L：L]=0

L=span{alel+a2e2，ble3+b2e4}

易证明L满足条件(1)与(2)．
推论4．2．6 L=span{a,e1+a2e2，ble3+b2e4)是S的0一级完
全Lagrangian子流形{=≥j01，a2，bl，b2∈C，使得L满足以下条件

之一：

(1)当al与a2中仅有一个为零， bl与b2中仅有一个为零时，不

妨设a2=b2=0，则

L={f∈sir，(0)=0，[，妒】(∞)=o)

(2)当al，a2，bl，b2中只有一个为零时，不妨设b2=0，则

L={f∈Sla2f(O)=alp(O)f+(o)，[，纠(。。)=o)

且l!·!z l：0．
I ol 02 I

(3)当al，a2，bz，b2全非零时，则

L={f∈Sla2f(O)=alp(O)f，(0)，b2[f(Io](oo)=61[，纠(。。))

L=span{e1+e2，e3+e4)={，∈S[f(O)=p(O)f7(o)，[．厂≯](∞)=[，妒](。。))

是S的一个0一级完全Lagrangian子流形．

类似可得如下结论：

定理4．2．7 L是S的1一级完全Lagrangian子流形车辛3ai，bi∈

c(i=1，2，3，4)，使得

L=span{alel+n2e2+n3e3+n4e4，blel+62e2+bae3+b4e4}

且满足

0=
比一幻“一h

||

『l眈一眈幺4吼西例

且



(1)旧引≠O)旧刮≠01
㈤旧引=怯孙：㈡㈠芝驯害意㈠窨嚣
推论4．2．8 L是S的1一级完全Lagrangian子流形#号3ai，bi∈

c(i=1，2，3，4)，使得

L={f e sl(。a。l∥(p。徘，)=(训a3 b。3)。1(鼢跏，
且满足．． ． ．

(1)旧毒h弦刮≠0】
㈤旧a画。2㈨a。3驯a4继2{陵圳；㈡㈤㈡
注从定理4．2．5、推论4．2．6、定理4．2．7和推论4．2．8可以看

出， S的0一级与1一级完全Lagrangian子流形都可以用边条件来描

述，0一级完全Lagrangian子流形的边条件是分离的，而1一级完全

Lagrangian子流形的边条件不是分离的，是耦合的．从这个角度也说明

了，Weyl—Titchmarsh域是不完全的，仅给出了0一级自伴域的描述；
而Cao域早自伴域的完全描替．
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Abstract Let z(y)=一(p可丁+qY be a real symmetric differential

expression defined on interval I．In二2(n we classify the self-adjoint
domains generated by l(v)and give the complete characterization

for k-grade self-adjoint domains with complex symplectic geomety．
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高阶常型微分算子自伴域的辛几何亥q划

摘 要 考虑I向阶常型安糸数微分算予己(∥)=．釜，(Pn-ky(“’)㈤
’

(z∈[a，6])．利用辛几何，对l(y)的自伴域进行了分类，给出了
l(v)自伴域是k一级的充要条件(0≤七≤n)．

关键词微分算子；自伴域；辛几何；子流形

MR(1991)主题分类34805，34L05，47805，58F05
中图分类0175．3

Complex Symplectic Geometry Characterization for Self-adjoint
Domains of

2n-th Order Non—singular Differential Operators

1引言

Abstract Let L(可)=，量．‰～k∥)(。)be a real symmetric
K=U

differential expression defined 0n interval，=[o，6]．In L2(，)，
we classify the self-adjoint domains generated by f(可)and
give the complete characterization for self-adjoint domains
with complex symplectic geomety．

Keywords Differential operator；Self-adjoint domain；
Symplectic geomety；Submanifold

MR(1991)Subject Classification 34805，34L05，47805
58F05

Chinese Library Classification 0175．3

设

z(爹)=∑‰
七=0

是，=[血，明上的2n阶实系数微分算式，Pn-≈∈C。(。，6】(老=0，1，⋯，n)
po(x)在，上恒大于零．

’

由[11】知，l(y)的亏指数必为(2,2)且必可生成自伴算子．如何去
描述z(可)的自伴域呢? 1954年， E．A．Coddington在f13J中给出

22



了这个问题的完全解答．同一时期，M A．Naimark在【4]中给出了由

“拟导数，，定义的对称微分算子自伴域的完全刻划．1962，W．N．Everitt

在『141中应用微分方程f(可)=A!，的解给出了自伴域的描述． 1999

年，W．N．Everitt和L．Markus在文【1]1中利用辛几何也给出了微分箅

子2(y)匀伴扩张的完全刻划， ．

微分算子理论是当代量子力学的数学支柱，是解决数学物理方程以及

大量科学技术应用问题的重要数学工具．微分算子自伴扩张问题是微分

算子理论的基础问题之一，受到大家的广泛关注，如文[1-141等．以前
的大部分研究工作是利用分析、算子等方法对自伴域进行描述，并未对

自伴域进行分类．

本文对2n阶常型实系数对称微分算子，利用辛几何的方法，对其自

伴域送行了分类，即分为死4-1类，同时也给出了自伴域是k一级的充

分必要条件(0<k茎n)．

2预备知识

定义2．1一个复的辛空间S是一个复的线性空问，且带有一个辛形

式【：]，即
(1)[：]是一个半双线性型，

“，u_÷【Ⅱ：u]，S×S—}c，It,u+C2U：Ⅲ】=clm：叫]+c2卜：训]，

(2)[：]是一个反Hermitian型，

『Ⅱ：u1：一雨I可，[u：cIu+C2{JJ】=百1t’u：v11+瓦(珏：∞]1【Ⅱ：uJ=一【"：让j】【u：cIu十 J=c ‘ 十c2 L“。山j，

(3)【：]是非退化的，

阻：S]=0毒u=0

对V“1"1叫∈S，Vcl，C2∈C．

定义2．2复辛空间S的一个线性流形L被称为是Lagrangian的，

若fL：L1=o，gF，对V让，耵∈L有[址：秽]=0．
S的一个Lagrangian子流形L被称为是完全的，若_“∈S且

fu：L1=0考u∈L．
定义2．3设S是一个复辛空间．若S二和S+是S的线性子流形，

且满足：

(1)1 S=span{S一，s+)；
93



(2)【S一：S+]=o；
则称S一和S+在S中是辛正交互补，记作S=S—o S}．

有关辛几何的概念详细见文[1]．
‘

设
，。

2(彭)=∑(秘。一ky(。’)‘纠
k=o

是，=[o，b]上的2n阶实系数微分算式，Pn-％∈C‘[o，6](南=0，1，‘～，礼)
po(x)在』上恒大于零．
由f(剪)生成的最大算子与最小算予定义如下：

T1m。。(可)=e(可)，Y∈D(Tm。，)={可∈L2(f){可【q∈AC(I)，南=

1，2，⋯，2n一1，可酬∈L2(啪；
了1mi。(∥)=!(夕)，Y∈D(咒，i。)={Y∈D(互。ax)ly E叫(o)=!／㈨(6)=
0，k=0，1，-一，2n一1)；

其中褂㈨是Y的拟导数，即

可旧=血dzk，0≤庇≤佗一1，
∥=P0啦dxn，
可h+嘲=Pk瑟熹一甚(∥h+。一1])，1≤k≤n．
由常微分算子理论知，正Ill。和11m。。是闭线性算子，且了二ax=TIni。，％1。=
瑶。．
令

S=D(Tm。)／D(Tmi。)，

在S中定义辛形式[：]为：

[f：g]=[f+D(Tmi。)：g+D(互。i。)]=【，9业， Vf，g∈D(L·ax)

其中f=f+D(Z。i。)，g=g+D(Tmi。)∈S，[，9墙是f与g的契合
式．若令

[，9业=[f：9】，

则由文[1]，[4]和[11]知， D(矗。in)可表示为

D(正。l。)={，∈D(Ikax)IIS：D(了kax)]=o)，

易知％i。是一个对称算子．
由文[1】，f4]和[11]可得如下引理：
引理2．1 S=D(Z。。。)／D(％i。)是一个4n维复辛空间．



引理2．2 S=S一0 S+，其中

S一={f∈sl产l(b)=0，七=0，1，⋯，2n一1)
S+={f∈slJ州(“)=0，允=0，1，⋯，2n—1)

．瞳dim S一=dim S+=2n

引理2．3(平衡相交原删)若L是S的一个完全Lagrangian子流

形，则

即

0<礼一dimL n S一=n—dimL n S+≤n．

定义2．4设L是S的一个完全Lagrangian子流形，令

后：礼一dimL n S一=n—dimL n S+．

则称L是}c一级的，也称D(TL)是％～级的．
引理2．4(GKN定理)(1)％i。有自伴扩张仁号S有完全La-
grangian子流形．

(2)S的Lagrangian子流形L是完全的牟号dimL={dimS=
2n．

(3)若T是％i。的一个自伴扩张，自伴域为D(?)，则S有唯一的
完全Lagrangian子流形Dr与其对应，使得

L个=D(T)／D(Tmi。)．

(4)若L是S的一个完全Lagrangian子流形，则Tmin有唯一的自

伴扩张死与其对应，使得 ．

D(TL)=c1，l+c2如+···+C2。如。+D(瓦t．玎)

其中fl,f2，．一，f2。是L的一个基，fl，，2，⋯，，2n∈D(％“)，C1，c2，⋯，C2n
是任意复数．

注由引理2。4知，讨论瓦{。的自伴扩张问题等价于讨论复辛空问
S：D(％ax)／D(Tmj。)的完全Lagrangian子流形．因此，对S的完全

SnLn。KdS=

，
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La91’；mgia．11子流形进行的分类和描述就等价于对2(y)的自伴域进行的
分类和描述．

3结论与证明

定理3．1 S的完全Lagrangian予流形有且仅有0一级， l一级，

-一，和n一级的．

证明由引理2．3与文111的定理5知．
因为dimS=4n，所以S与C4”线性同构．因此我们可以利用cr4”

的单位基向量

2n

e1：(1，0川0一，o)，e2=(o，l，o，⋯，o)，⋯，e肌=(矿■可州0一，o)
2n+l 2n+2

，·：(矿■可州0一，o)，，2=(丌■可】u】．0一，o)，⋯，，轨=(o，⋯，0，1)
来表示S，即S=span{e1，e2，．一，e2n，，1，，2，⋯，，2”)．设f∈S，则
可以如下选取f的坐标：

f=(，(。)，∥1(n)，⋯，f[2,。-11(n)，，(6)，尹1(6)，⋯，f[2n-11(6))

=f(a)e1十itl](。)e2+．．．+f[2n-1](。)e2”

+f(b)f1 4-itlI(b)f2+．：．十，【2”一1J(6)，抽， (3．1)

且有结论：

定理3．2对于Vf，g∈S，有

【f：g]_fH94

一甄0 0
0 0 0

O O H1

0一日1 0

f 0

H1‘：l o
l 1

0 1}

1 0 l
I⋯ l

0 0／。。

证明由S的辛形式的含义和文【4，p．180】的Lagran9e公式有

[f：g]=Ifg]：=(f(，))9)一(f，f(g))

：妻(产一1j产一捌一ft2础垆一1雠
七=1

=fHg+

O

H

0

O，，●．．。．．．．．。．．．＼

=

中

H

其



定理3·3 S一=span{e1，c2，⋯，e2”)，S十=span{f1，，2
证明下面证I纠S一=sl㈨{c1，e2，⋯，e27。)．

f2n)

对于Vf∈S一，则f∈S，f∈D(瓦。。。)且IE叫(6)=0，七=
0，1，r一，2n一1因此

f=，(o)(：1+j．CIi(“)c2+·、+，f2“一‘f(“)e新‘∈span{c1，c2，．一，c孰}

故S～∈span{e1，e2，⋯，e2“，．

若f∈span{e1，e2，·一，e2“)，则f=，(o)e1+fc1】(n)e2+⋯+
f[2“-lI(a)e轨，即fc耐(6)=0，南=0，1，·．．，2n一1．因此span{e1，e2，⋯，e2n}∈
S～．于是S一=span{e1，e2，⋯，e2”)．

类似可证S十=span{f1，f2，．一，，2“)．
定理3．4 L是S的O一级完全Lagrangia—u子渡形锚j啦j，bi7∈
C，z=1，2，-～，乱，J=l，2，⋯，2n，，使得

L=span{a11e1+a1292+

611，1+612，。+

十al，2ne2“，-．-，onlel+an2e2+-·，十afk2ne2n，

十61，2。，加，·一，k1，1十6n2，2+-·。+6扎2面醴≈

且满足

(1)秩A。=秩t3。=n

(2)aiHa；=o，1≤2，J S 2n；

其中An=(血幻)。×2。B。=(bgj)。×2。

驴㈤o麓l■，0 n0芝警jn．
证明(牟=) 对于任意f，g∈L，则存在81。，5托t1《，t2。∈C，i=
1，2，-一，n，使得

sI；(啦Iel_{-ai2e2+。．．十砚，‰e2n)+妻趣i(621，1+瑰2tjf2+
t=1

sli。i1)e1+⋯+(壹s1。啦，2。)。2n+(妻￡1i阢1)，·+．．
i=1 i=1

82。(ailel+ai2e2+⋯+ai,2ne2”)

s2iail)e1+

+bi,2n]2“1

n

+∑￡2t(玩I，1+锄，2+⋯+bi,2nf2“)
o=1

n n

+(∑8tiai，2。)e2“+(∑t2ibil)，1+
f=1 i=l

27

+

2
fJ26h

。∑商
，●、+

p2b垃
。∑嘲

，L。∑吼。泛汹。∑崩。眨汹

lf

：

||

ff

f
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则由定理3．2和条f牛(2)得

[f：gj=(∑81i㈨，
z=l

(∑％％l，

=0．

∑％啦．2。

∑tIibiI
i=i

故[L：L]=，?，87}是s的三。9r。ngi口凡子流形．由(1)知，di
耐mL山=，2、n。．因此，由gj理2．4知，L是s的完全Lagrangi、a：享磊形．由f11知

” 。～。⋯。

dimLnS一=dimLnS+=n，

所以L是0一级的．

(车2j因为L是S的0一级完全Lagrangian子流形，所以

dimL=2扎，dimL厂)S～=dimL n S+=札，[L：LJ：0．

因此jaij，bff∈C，i=1，2，⋯，礼，J=t，2，．．．，2凡，，使得

L：span{以118：+a128：+一‘+。1，2。e鼽，·．-，8。lel+n。2e2+⋯+a．⋯．。92n，
61l，1+612，2+·-‘+61，2。，2凡，⋯，bnl，1+bn2，2+．．．+bn’,In／2jl

易证明L满足条件(1)与(2)．

一推等3击L是s的1肚级完全Langrangian子流形仁辛j％，眈J∈i 2a，=1，，‘一，n，J=l，2，．一，2n，，使得
。’叫。

L
2{f∈Sljsi，ti∈C，i=l，2，．．-，扎，

(．厂(8)，，‘1】(n)，‘··，，‘2”一11(a))丁=A：(s1，s2，．．．，s。)?，
(∞)，，fl慨⋯，产叫㈤T=霹(。。，t2，⋯，舻)

且满足

(1)秩A。=秩玩=Tt：
(2)吼日呵=0，1≤i，歹S 2礼i

其中参2(血巧)删。，玩=(㈨n×2。
＆。：J!％1，一‘，吼，2n，0，⋯，o)， l≤i≤n，‘

I(0，⋯，0，bil，·--，良．2。)，n+l<i<2礼．
证明 (=净)设f∈L，则由定理3．4知，存在si，如∈G t：

H2D“
。∑㈦

砌￡
。∑嘲

r26幻
。∑嘲

S

。∑矧



1，2

n

f=E
i=l

n，使得

Si ailel+ai2e2+．

=(∑s溉1)e1+
i=I

由(3．1)式得，

即

(，(o)，产l(a)
(，(6)，，【1l(b)

屯(bilfl+bi2f2+．

f苎屯bi，=坤)
1 0=1

{⋯

1墨地2。：f[2n-1](b)
I讧1

。

f[2n-1㈧)T=A：(s1，82，

+bi,2nf2”)

(3．4)

．，sn)T， (3．5)

f[2n-1】(6))T=B：(tMt，⋯，tn)T)． (3．6)

({=：1对于任意f∈L，由(3．5)和(3,6)知， (3．4)成立．由(3．1)

式知， (3．3)成立，故(3．2)成立．由定理3．4知，结论成立．
例1 L=span{e1+e2，e3+e4，·一，e2“一1+e2”，．厂1+，2，，3+
，4，⋯，，2¨+，zn)={f∈SIf{捌(。)=产刊(n)，ftq(D)=产+1)(6)，南=
0，1，．一，2n一21是S的一个0一级完全Lagrangian予流形-

定理3．6 L是S的1一级完全Lagrangian子流形#号jo巧，bij，ckj，d纠∈

C，江1，2，⋯，乳一1，J=1，2，⋯，2n，矗=l，2，使得

j=span{a11e1+a12e2+·

b11，1+612，2+

Cllel+C12e2+·

C21e1+C22e2+

且满足

(1)

(2)

．．+al,2ne轨，⋯I an-1，1e1+‰

．．+61．2n，加，⋯，6n一1，1，1+bn

．+Cl,2ne2”+dnfl+d12f2+

十c2．2ne271+d2l，1+d22，2+

秩A，}+1=秩Bn+L=n+1

oziHoL；：0，1 S i，J S 2n；

一 2+⋯+n-l,2n1 鼽，一,2e。+··。+an-1 2he“‘，

一1．2，2+⋯+bn一1渤，2“

⋯+dl,2nf孰，

⋯+d2,2nf2“，

。∑渊
+、，，
n孑2n+

留胆2k￡
∑湖

十，J、J6}
。∑汹
+
2
e2nS

。∑㈦
+

㈤

产

，J

=

一叫

沪

，

0n∑爿一nEd



L

a12

an一1,2

C12

b12 ···bl’2n

6n1．2r
d1，孰

d2，2n

l(ail，一’，ai，2m 0，⋯，0)， 1≤i≤n～1，
Qi 2{(0，’。。，0，bil，·一，bi，2n)， n≤i≤2n一2，

I(c。1，‘一，cz，2n，也1，‘。‘，di，2。)，2n一1 S i≤2n．

证明类似于定理3．4的证明．

一推论3·7 L是S的1一级完全Langrangian子流形寺专j凸：，，b玎，。幻，d幻∈
G，2=1，2，。‘‘，札一l，j．=l，2，·一，2n，而=l，2，使得

2{f∈S13si，ti，uj∈C，i=1，2，·．-，扎一l，J=1，2，

且满足

(1)
(2)
其中

(，㈥，fc1㈧，⋯，产”1㈧)r
(，(b)，∥](6)，⋯，f[2n-1㈣)T

秩An十1=秩Bn+1=n+l；

cEiHa；=0，1 s i，J≤2n；

all n12 ’一al。2n

’an-1．2n

+c1．2n

‘c2、2≈

-，ai，2n，0：

，0，bil，．-

Ci、2n 7 dil，。

B

=A矗1(sl，s2

·，di，2。)，

乱2一

碍1(z1，t2，⋯，t叫m心)T)

b12

1冬t≤n一1，

n≤i≤2n一2，
2n一1<i<2n

b2，2n

bn—1．2n

dl、2n

dx、2n

定理3·8 L是S的k～级完全Lagrangian子流形{=号3am b访clj,d。∈

＼、●I●●●●／

2—

2

2k西如

1

—

1

l

机

幻西如，，．，．．．．．．．。．．，．．．．，．．＼

=B

＼、●●●●●●●●，●／

2
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。瓤c毫

刖

咖强阻嘞

n

卜H

H

中

㈨

㈨㈤№

其

1lA
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．
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C，i=1，2，⋯，n一尼，歹=l，2，⋯，2n，f=1，2，⋯，2而，使得

=span{allel十a12e2十·--+al，2ne轨)⋯，an-女，1e1+an-k,2e2+．．．+an-kilne‰，

bnfl+b12f2+·-·+bl，2nf轨，⋯，k一≈，1，1+bn-k,2f2+．-．+6礼一☆。2。．厂2”

c11e1+C12e2+．·．+C1,2ne2”+dnfl+d12，2+⋯+dl,2nf孰，⋯，

C2k，1e1+C2k，2e2+···+c2自，2ne2”+d2％，1，1+d2≈，2，2+⋯+d2k2nf2“)

且满足 、

(1)秩。4。+％=秩．B。+≈=扎+蠡；

(2)cqHa；=0，l≤i，J≤2n；
其中

A=

all

an—k，1

C11

a12

an一％．2

C12

n1．2n

an一≈．2n

C1，2n

C2k，1 C2k，2
。‘1

C2k，2n

B=

b12 ⋯61．孰

％一％，1 bn-☆，2·
dn d12 ·

d2k，

bn-^．2n

dl，2n

d2k，2 ⋯d2k，2n

证明类似于定理3．4的证明．

推舱3．9 L是S的k一级完全Langrangian子流形车辛3aij，bij，ctj，dtj∈

Cii=1，2，⋯，礼一k，J=1，2，⋯5，2n，f=1，2，⋯，2k，使得

={f∈S138i，屯，“J∈C，

(，(o)，ftl】(。)，

(，(b)，，fl】(6)，．

i=1，2，⋯，n一而，J=1，2，⋯，2庇，

一，f12,z-13(o))T=鬈T+≈(s1，s2，⋯，8n-自，Ul，U2，⋯，u2k)T，

．．，f[2．-1](6))T=B矗％(t1，珏一，％幽Ul，地，⋯，uzk)T)，

且瞒足

(1)秩A。+女=秩B。+≈=％+七；

(2)aiHa；=0，1≤i，J≤2n；

L曩纱

一

卜<一n幼0
<一<一<一

．2．#1<一<一一，竹轨咄A一一％一吼一如％札嘶
，O

，

h．

h㈤㈣心

||晓



其中

A=

a11 ai2 ’‘‘n1，2T

“7^一k．I

flI

C2k、1

ai

(0¨一k 2

f’12

(tn—k，2n

f’i岛，

C2k、2，^

B=

，ai、2n，0，⋯，0)，
0，ba，一·，bi，2n)，
Ci，2mdil，⋯，比，2n)

“．k．1

幽i

b12 ·一·b1．2n

“．k．2

d12

以。一^．2。

dt，27￡

d2k．1 d2k，2 一一d2k，2¨

1<i<n一1，

礼<i<2n一2，

2n一1<i<2n

定理3．10 L是S的n一级完全Lagrangian子流形仁号3ckj，dkj∈

C，J=1，2，⋯，2n，七=1，2，⋯，2礼，使得

L：span{c11e1+C12e2+．．．+C1,2ne2n十dll，1+d12，2+⋯+dl,2n，‰，。·

c2。．1e1+C2n,2e2+．．．+C2n,2ne2n+d2n，1，1+d2n，2f2+·-·+d2n,2n，2”)

且满足

(1)秩A2。=秩B2n=2n；

(2)。i日a；=0，l≤i，J墨2n；
其中A2。=(c叼)2。。2。，B2。=(也j)2。×2n，锄=(c{l'⋯，ci，2n，dzl
1．2．．一，2礼．

di．2n)，i=

推论3．11 L是S的n一级完全Langrangian子流形#≥3Ckj，dkj∈

C，J=1，2，⋯，2n，孟=l，2，⋯，2n，使得

L={f∈sI(A矗)一1(，(n)，ftl㈧
=(B；T。)。(，(6)，itll(b)

ft2n-1㈧)T
f[2n-1㈣)T)

且满足

(1)秩A2。=秩B2n=2n；

(2)aiHa*j=0，1≤i，J S 2n；

其中A2。=(csJ)2n。2。，B2n=(矗sJ)2n熵¨al=(cm⋯，ct，2n，画1)．一，di，2n)，i=
1．2．．一、2n．

锄2 L：span{el+，1，e2+，2，⋯，e2”+，2”)={f∈slf[剐(o)=
f[kl(b)，惫=0，1，．一，2n一1)是S的一个n一级完全Lagrangian子流
形．

。心㈦慨卟r●●f●【



注从咀-』一时沦可知， S的完全Lagra，ngiaIl子流形共分为n+1

类，郁可以用‘边条件来椭j￡．但是，I_：有0～级完全Lagrangian予流形

的边条件是分离的，其它类的j应餐件_}}|5是槲合的．
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Complex J-Symplectic Geometry Characterization

for J—Symmetric Extensions

of。／一Symmetl’i【：Differential Operators

Abstrat We give(：omI)lex J-sylnplectic geometry
(：hal·a(：terizal．ions f01。．1-symnletric extensions of J—

symmetric ordinary differential operators．

Keywords Complex J—symplectic

geometry．J·Lagrangian submanifold，J-Symmetric or—

dinary differential operator．J．Symmetric extension

MR(1991、Subject Classification

34805，34L05，47805，58F05

Chinese Library Classification 0175．3

1 INTRoDUCTIoN

The study of boundary value problem involving linear differential

equation is becoming a well—established area of analysis．Applying

the extension theroy of symmetric operators to concrete differen-

tim operators，a general characterization of self-adjoint extension of

symmetric differential operators is established．For details of some

of this work we refer to W，N．Everitt and Li marKus|1])Z．J．Cao

[10]，J．Sun[11]，z．J．Shang and R．Y，Zhu【12]，S．Z．Fu【13]，W．Y．

Wang，J．Sun and z．M．Zheng【14]．To study a similar problem in

the case of J—symmetric differential expressions，for details of some

of this work we refer to D．Race【2]I Z，J．Shang㈨A．Galindo[4]，
I．Knowle(5】6】1 N．A．Zhikher[7j．

[1]is concerned wth complex symplectic geometry with applica—
tions to ordinary differential operators．In【1】)complex symplectic
spaces and their 1Lagrangian subspaces are estaablished．And an

appendix presents a related new result on the theory of self-adjoint

operators in Hilbert spaces and this provides and important applica-

tion of the principal theroems．In[1]，comples symplectic geometry

complete characterizations of selgadjoint extensions of symmetric

operators are given．
3异



[14】deal with COlnl)lox．，一symplectic geonmtry with apt)lication
to ordinary differential opera，tots and give complex。r symplectic gc—

Olll(Itl’Y(：llal’acto．I’z；LI，ions f【)l_，l-s<!lfa(1joint cxtc．nsions of．1-symmel．1'iC

operators．

In this paper，we give complex J-symplectic geometry charac—

terizations for J．symmctt i(：exteImions of J—symmetric ditierential

operatiors．

1 J—Symmetric extensons of t，一Symmetric differential

Operators

DEFINITION 1[14]A complex J—symplectic space S is a complex

linear space，with a prescribed J—symplectic form[=]，namely,a be—

linear fcIrm
+

(1)“，V一[“："]，s×s一÷C，SO[CllZ+C2w："】=c1[u：

V]+c2[w，"】，
where is skew—symmetirc，

(2)[u：V]=一Iv：u]，SO[u：Clv+C2W]=CI[U：V]+c2[u：叫】，
and which is also non—degenerate)

(3)阻：翻=0 imples钍=0，
for all vectors u，"，W∈S and complex scalars Cl，e2∈C．

DEFINITION 2【14]A linear submanifold L in the complex工

symplectic space s is called J—Lagrangian in case[L：L】=0，that

is’[u：V】=0 for all vectors u，u∈L．

Following we apply the complex J—symplectic genmetry to J—

symmetric extensions of J，symmetric differential operators．

We consider the J—symmetric ordinary differential expression

7_(y)=壹(一1)““(m(z)∥(”‘’)(”“)
七=0

on the non—degenerate interval I C R，with endpoint一。。≤a，6 S

+。O，where the functions而1，Pl，⋯，Pn are complex—valued，mea-

surable over I and Lebesgue integrable on all compact subset of I

and P()is non—vanishing．

We define the maximal opertor T1 generated by下in Ln(j)as



follows

D(m1)={Ⅳ∈L2(班Y[^_】∈AG删)，。7。0 S七≤2n-1蚴d 7_(∥)
正(y)=丁(!，)for Y∈D(T1)，

where Y心is the quasi—derivatives。f y(0 S后≤2礼一1)．
We then(tefine th(!minima．1(>1)erator田l a．s foilows：

D(To)={掣∈D(T1)：[Y：D(T1)]：0)

TO(y)=死(可)=下(y)for Y∈D(To)．
Here the skew。symmetric form[：]on D(T1)is given by

陟：z]=(z，，乃(影))一(及(z)，妇)’，。r Y，z∈D(五)

∈三2(Jr))

where

(y，z)=fa6ySd。．
It is known[2,3】that霸∈乃Oil D(To)∈D(T1)C三2(，)satisfy：
(1)D(TO)is dense in上2(n 80 also D(T1)is dense in L2(I)，
(2)JT+J=五and J耳J=％，
SO b。th％and乃are closed operators and玛is J-symmetirc．
We UOW define the endpoint space S)for M on，，as the quotient
on iedntification vector space

S=D(T1)／D(TO)

SO there is a natural projection map

Ⅲ：D(丑)-÷S， ，_÷f={，+D(乃))

for f∈S，f∈D(正)．
We define the J—symplectic form[：]in S

ff：鲥=f，：9]for，，9∈D(互)．

LEMMA l[14]S=D(T1)／D(To)is a complex J-symplectiv space
LEMMA 2 Suppose that T is a J-symmetric extension of％
Then L=D(T)／D(To)is a J-Lagrangian subspace of S．

37



PI／．OOF．Since L

f．‘，It【D(11)∈D(玛)

巾：，)(丁I)～}S，．，～}f={．，+，)(可1))， for f∈_7)(711)

SO L is a linear subspace of S，

Since T is扎J—symmetric exl，ension of To)SO we have

【f：g]=[f：g]=(g，J乃，)一(丑9，L，，)

=(g，JTf)一(功，了，)
=0，

for any f，g∈L where f，g∈D(T)．Hence L=D(T)／D(To)is a

or—Lagrangian subspace of S，
LEMMA 3．Suppose that L is a J-Lagrangian subspace ofS．Then the operator
T as the restriction of Tt to the donmin

D(T)=ⅢL={，∈D(T1)If∈L)

is a J—symmtric extension of蜀，

PRooFCleafly D(T)is a linear submauifold of H=上2(，)and

D(弱)∈D(T)∈Dm)

Since L is a．／-Lagrangian sub@ace of S．SO we have

f：g]=(g，JTf)一(T9，Jf)=0

for all g∈D(T)，whenever，∈D(T)．Thus we see that T ia a J-symmetric
extension of％。
THEOREM 4 Suppose that死，正and S are defined above．Then

(1)there exists a．1-symnlet,l i(‘exl,ension T of TO if and only if there exists a

，-Lagrangian subspace L of S：

(2)There exists a natural bi—unique correspondence between to set{T)of all
J—symmetric extensions T of曷aud the set{L}of alt J—Lagrangian sub@aces L
of S

PROOFf 1)Using bemma 2 and Lemma 3，

f21 The map induced by田is

西：{T)--4-{L)，defined by T--4．L=D(T)／D(To)．
Clearly圣is surjective
Following we show that中ls jinjective Take two different J—symmetric ex．

tensions死and如of To，with corresponding domains D(死)and D(乃)Let

L。=西咒=D(咒)／D(To)

Lz=垂乃=D(％)／口(To)

By R≠Te，we obtain D【咒)≠D(乃)So there exists an element札∈_D(咒)
but u仨D(re)·In particular，¨隹D(Tq8Then U=(u+Dm))satisfies
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U∈L。l but U掣L口
Thei’efore the tnap小is injective
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Poincal’6 Inequalities Ill Weighted Sobolev Spaces

the wcighl．ed Poincal6 inequali(．ies in

l give soln(、ne(：essary}Ⅲ(1 sullleien(．

Key Words Weight，f!11 soboh‘v sp)n：es，Poiln：al l：ine(Inalit．沁H．End)e(
(Ilugs

1 1NTR01)UCTIoN

The iml)OItance of the Poim+}ut inequalities in the the()rv ofditfe,ential equa．
tions iS well—known，and lnnc]l efli)rt IlaS been devoted to the study of those in—

equalities，including the provision of necessary and snfficient condition for them
to hold．For details of some of this work we refer to Amick[11，Edmunds and
Evans／2，al，Hurri[4]，Kufner and Opic[61，Edmunds and Opic[7，8，9][4]4 is con—
cerned with weighted Poincar6 inequalities 『71 is concerned with Poincard in．
equalities in weighted Sobolev spaces W1，9(皿W，u)，necessary and ski伍cient con．
ditions fOr the Poincar6 inequalities hold if．and only if‘the ball measure of non—

compactness of the natural embedding of W1，9(n；W，u)in p(Q；w)is less than 1
f8，9I is concerned with the Poincar6 inequalities in abstrm；t Sobolev spaces．
In this paper we deal with the weighted Poincar6 inequalities in weighted
Sobolev spaces W”护(Q；W，u△)，give necessary and sufficient conditions for the
weighted Poincar6 inequalities to hold，that is，the Poincard inequalities hold if，
and only if，the ball measure of non—compactness of the natural embedding of

u7m沪(Q；w，un)in上9(n；W)is less than 1，and also give other forms of 8ufficient
conditions for the weighted Poincar6 inequalities to hold．

2 PRELIMINARIES

In this paper we shall considm real function space．but triviaI modifications

show that the results still hold for complex space．
Let n be a domain in R“By w(n)we denote the set of weight functions oil

Q．that is the set of all measurable funetions on n which are positive and finite

almost everywhere．For w∈w(n)，the weighted Lebesgue space L’(Q；叫)，1≤
P<∞．is the set of all measllrable functions u(x1 on Q with a finite norm

州茁№蚰2(厶tu(。)M搿)dz)p (2，1)

Obviously the space L(Q；w)with the norm(2．1)is complete．
Given any multi—index n=(OLl．a2，⋯，on)of non—negative integers cq，we

shall write
n n／匀＼o’

k圳2蚤吼㈣㈣“2娶1(羞j，12l t=、⋯‘／

Suppose训，口。∈W7(12))the weighted Sobolev space Wm，9(n；训，u。)，0 S m<。。，
consists of all those function u(z)SIlCh that D“u(z)exist on Q for all。with
InI=7，i gild this space is eqnil)1)ed with the nornl

“(。)||。，，，。．。，。。=f，lj扎(．c)||；，4。0，。+la∑l=rn IID％(x)／I；，。，。。／1；．
(。．z)

I

湃UⅢh

w

i?∥n几?W

M¨“，¨Ⅲ0嚣渤b?“A蛳m
w

m



÷11；’I 1 1 rlli。‘l(1IiVal·iV(’H，)“¨(_)¨ll’llnl．IlI；lliy H～Hl J"If·fj¨)I)f、I，；^l(f、J1 i rl}．1l(．(1 Jsh'O Jlp

LEMMA 2 1 f11 l。et

⋯j，¨．”∈，一‰(1 2)
(q 18¨le conjugate index of，J)．Then W⋯，”(ihⅡ，，”f，)is a BaIlach sI)acc
【2)Let一俐，q，∈￡k(12】T⋯l(铲(f2)C W川巾(i1；，Ⅳ，"，)

1

wn。戮：黧：勰!一‰燃’黼。I“(!sekt掣。勰。黜to蛳the“I玑IO“[Ifi。掣⋯吣肼”q
G璺i“ve“n蟮t“w“o B¨a“．n“ac9h越s”pa。ce”X掣Y vc”e“w”ri‘te≮0“Y_or跣X婴“Y栅ifX兰馏‰舢吲i }， x叶 qL÷ r y：搿}i⋯h“

nject,ion of X into Y is continuous or compact+respectivelu
。 ⋯⋯～⋯⋯⋯

3 THE WEIGHTED POINCARF,INEQUALITY
s“ppose l S P<。o 8nd w，”n∈w7(f2)，We say that(n，珊，"口)supports the

weightedPoincar6 inequality if there is a positive constant K1 sueh that,
～ 。 一

小圳‰“∽峪圳胁小“咖b卜到脚川孙，J
for all u∈Wn”(n；W，"。)
LEMMA 3．1 Letw∈W7fnl and

小州z<o。，
Then the weighted average“n．Ⅲof a flmction“over n．

un一·=((”cz，czz)一1(／：“cz，t“cz，az)，
is finite for all“∈W”，9(ni w，口n)
PROOF．Using Hhldm’s ineqLmlity，we obtain

“n，w J=(．(”cz，az)一1{上“cz，t“cz，“z{曼(，：u c。，如)一1√：I。c。，J}。c。，I；}。c。，f；出
< f／吣)d0
＼Jn ／

THEOREM 3．2 Let w，u。∈Ⅳ(f!)，训∈L1(n)Then the followi“g conditions are equiva_
enL：

(1j(亿w，"d)supports the weighted Poinear6 inequality．
(2J there is a positive constant K2 such that

1u-ufl,w～如冬Ⅳ。∑渺u(z)‰。
lol2m

for all u∈Wm,p(n；ttJ，"＆)．
(3)there is a positive constant K3 such that

愿州z)～oil—nm sKa D。u(z)峪嘶。
∑怕



(2){(3)：Let u(z)∈W⋯’”(n；Ⅲ，un)

cmeR驯心h峙风剁出h蛐‰A。≤砖(1暑㈣㈤峰n。。)i
(3)辛(2)：For u扛)∈W”1’”(啦Tf，，tJr。)and c∈R we have

lI¨(z)一“n，，。lIhm。茎||“(z)一ellnn，。+||c一“n，”IIP，n，tu (3 1)

Moreovor using H6Ider’s inequality，Ⅲ1 obtain

m嘶刊叫；

[／：}(／：w c”，一“)一1(／：ucV，t“c”，匆)一clP mcz，az]；
(／w(y)dy)一1[／：I上cucy)-c)w(y)dyl9w cz，出]；
ff岫)匆]_
＼Jn ／

s(上州”)
=I{“一ellp．n．。

This inequality and f3．1)imply

上(砘)一洲。)匆{Jn I

／：luc，，一cI一”c”，由)；(／：wcv，a”)÷

u(z)一u呱uII”n，”s 2j；￡||u(z)一。lip,n，”

／|u(z)一T垃，t“～1fh

(2K3)一∑ItD。“(z)峨吣。

(3．2)
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。m。¨一(矗№。一_wh)÷
扎。一(Ow“)÷

=f(厶w，．t-，-)1Z州z如cz，一zf(Z”如)÷
=(／：w“z)一；I／：u cz，w cz，出l

We}lave

m如川“¨。≤(小出)
By(3 3)，together(2)yields

；I小(咖(圳z⋯吣)一崛Ⅲ{k．岫． (3。)

1u尸”如=㈣瞄n，

≤[(／：t“dz)÷{／：t。c．r，tu cz，dzf+“u cz，一un，。“nn，。]9
茎z’一1[(-!”出)；{j：“cz，”e。，dz p+Ilu-ua,。}f；，。，。]
”。陋刚心吣皿卜P剖脚川‰。]
!Kt(i／：u cz，”cz，a。lP dx+I。∑：。IlD％(x)II；，n，。。)

where
。、

—K-=zp一1 znax K2,(√(tuaz)i}．
The proof is completed

‘

By矸，c(n)we denote a special subclass of w(f1)，that is the set of all W∈w(a)which
are bounded from above and from below by positive constants on each compact subset 0 in n

Consequently，W∈Lb。(n)and W一；∈L乙。(n)if W∈w(a)(see，[7】p．s2)．
For an arbitrary domain n C R”we Carl write

whex e nt∈Co，1(that is，nk is a bounded domain whose boundary can be locally described by
flmctions satisfying a Lipschitz condition}(s。c，【5J p 21 and f7】p s3)and nk c孬^C nt+1 c n
for each k∈N

Put n。=f2＼nk and define

．4k= stlp llullp，n‘，”
|_ul【m P n．⋯。11

By(3 5)andRemark 310．of[7】we have

0茎Ak+l曼Ak≤1，lira Ak=A∈[0，1]，A=卢(，)
”4气3

(3．4)

(3 5)

h
∞U㈦
=



THEOFtEM 3 3 Suppose 1≤Jj<OO mid W，"。∈We(【2)Let F be a functional 011

W”Ⅵ’(51；1I，，％)with the following”()1)Ⅲt．ies：
(’1)F is(：OIIIilnlOllS on W”“，’㈣．⋯，”，J，
(f：2)F(Au)=A17(T￡)fol all A>0 mid all T。∈W”“”(n，2u，1Jn)，
illl(1

(fo)ifl。∈只卜1 nW”Ⅵ’(n；川，t‰)(，j”I isthe set of all polynomials Oil』p ofdegreeless
tlmn 11】)lind F(It)=0，I,ht!u'It=0
Let A<1 Tllell there is a constant K Slu!h that

ulPwdx<_fC卜圳q【驴训巴蛳。]
fol allⅡ∈W川，”(n—J，u。)．
PROOF Let o∈(A，1)Then 1．here exists no∈N such that

14n蔓d for all n≥too

Fix tt∈N，7l≥’lo，then by(3 5)f】nd(3 7)we have

and

上。"w出≤矿㈣‰吼”。

印劬曼尚似z，

(3．6)

(3．7)

∑lID。“(。)‰。1 (3 8)
aI=m ／

for,all H∈W“+’(n；W，w“)．
Suppose that Theorem 3．3 is false．Then there is a sequence{u1)C W”9(嘱Ⅵ，％)such

that
。

／|1qI”wdx=1／or all J∈N，
J E 2

F(ujl_0 ns J_÷。。

and

∑1lD。t。||：：，嘶。_÷0 a2 J r÷。。
nI一‘

Since“，，％∈"‘(n)and n。∈Co一，we haxe

Ⅳ7“”(n。W，uo)L÷L÷扩(nn；w)

(3 9)

(310)

(311)

By(3．9)and(3．11)，the sequence{ui)is bounded in W“9(nn；W，ud)，consequently there is a

subsequcnce(uj(^))which is a Cauchy sequence in Lv(‰；Ⅲ)．This，(3．8)and(3．11¨oge．ther
implythat{uJ(^))is also aCauchy subsequeneeinL’(nn；叫)．Hence，there existsⅡ∈Lv(1 1；叫)
such that

屿(^)_÷“m L”(n；枷)Ⅱs七一÷o。 (312)

By(312)and(311)，we have

u1(女1_+u in Wm’”(n；tu，ud)as k--+oo．

According to(cj)，F(¨，(＆))_F阻)(七一÷o。)By(3．10)，we have F(u)=0．
Let≯∈c30(f2)Then by(3]2)and(3，11)，

止≯D～以z=(_1)⋯上“D邓出=(-1)”2磐厶Uj(k)Da州。2^l_+im。。√／n≯D％J{引出=o

厂，恤



thi Li is，D“It={)il k I圳r rI=?，^)，Ill⋯1f∈，k L F；y∽1)，W0 llⅢp¨=()，which(：(1llttadi(：1．s

似‘jj au{!f3 f2)’I'M tbv,uI‘ml jS{)IⅢ¨j
(1(】1{OI。l。人RY 3／1 Suppose I S p<(Ⅺ；L}l‘l W，Th∈眦(5 2)．I川I．A<l and 1．¨[oUowing

c(mdit】t川lmhl：

(f_1)ifl‘∈h．I n1,1“”。’(∽⋯，㈠．)；tlid』¨ivlod2；=饥then'ft=0
T}l‘、fI(呱¨,tl，1)SUplm T|1 S l h c’w(、ight¨|l’{l⋯f。⋯I j ilIl!I⋯1]il．y

I’HOOf-Ilsb+++7¨¨m11‘⋯：l土w】¨，，’1(j￡) J∥“¨h
(：(川()1．1。AltY：j 5 sl L㈨⋯I‘I∑／J·、I¨¨It<1 w，¨．(IV,(j 2)I．t'f n．I n w”1’。(n，411，T J，。)。

“】}，l<1‘rhen I，l“、I‘，jH a t¨llHI；lnl』、HIuh 1 hut

∑渺～|l：：_旺。， (313)

fbr alI u∈¨7m，p(fl，埘，u。)

PROOF．Using Theorem 3．3 with Y(4)=0．
THEOREM 3．6 Suppose l≤P<OO and W，％∈Wc(n)，let F∈Wm,p(n；Ⅲ，％)+and

(e1)，(c2)，(e3)hold．If there exists a constant K such that the inequality(3．6)holds for all

“∈Wm，”(n；训，uD)，then A<1．

PROOF．Bythe definition ofAj thereis aflmctionuj∈Wm,p(niw，V,,se)，withflu,IInp，n．w池S
1 suchthat

≤114川。蚰J、。≤AJ 0 EN) (314)

f3 14)yields

，峨№‰Ⅶ21
Since

IluJllp，Ⅲ．。S 114jIInn，w≤Ilu,ltmmn，w，”。S 1

the equatity(3．15)implies

Il蛳忆n，。_1 as』-÷o。，

114j11m㈣n．。m_÷1 a8 j_÷。。，

and consequently

∑IID。嘶噱n。。-÷o。5 j_+oo，
lol=T“

1I“jllp，n”u-÷0 as J_。。，

(315)

(3．16)

(3．17)

(3．181

f3．19)

By(3 iv)，the seqoeuce(“J)is bounded in W“’(n，Ⅲ，％)，and。consequently，the sequence
of real zlutubers{F(“7))is also bounded，Thus there is a Cauchy subsequence{F(u?(々》”of
{F(u．))
Using(3 6)，we have

4j(k)一ui(o 19wdz

r 1

s K{tF(呜(t】一u，(∞)r+．∑I【。。(“，(*】一1Ij(r))lIf,n，。。l
L 1012m J

B、’(3，18)，the sequence

4∈L’(n；W)such that

D。(“小))噱。m+29 1∑I
JQI=m 氚。。]

(uJ(女))is thc Cauchy sequence in Lp(n，w)，Therefore there exists

uj(k)。+u in LIP；”)os J斗。。 (3．20)
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S lMtn址w!¨一“J(k)№∽m_忆J(^)‰¨儿^川r'

lI(!nee“=_=0，whicll COIIIl；ulicl，H∽⋯1∞lIlI fl 20)‘l'he them(!Ill jH Illf)vf、I J．

CoR()Ll-AILY：}7．Suppos(‘1=三，J<(Ⅵ，⋯，Tj。e pK(5 2)and川E工1(s!)and h：l comlil．i川I

Cf_)hulds If(∽Ⅲ，"n)suppo]1．H 1 he wcigltl，ed Po]llCal^inequality．tlleu A<1．
COgOLLARY 3 8 Stll)pos<+i S p<oo，捌，{“∈w；《n)and let只。一I n W”Ⅲ’(fz；≈，，计，)=

(0}IfllⅢ1'e exist．川剐ⅢI．all[．K Stlch¨lal．the inequabt．3r(3．7)hohl吣r all¨∈W”1一(nⅢ}"r～)，
1．hell A<l

Ih"‘)111 Theot eIII 3 3 Oil(I 3．6 w(、|ltIv(，

THEOREM 3 9 Suppose 1≤P<oo w，u口∈w0(u)，let F’∈W”Ⅵ’(it；w，”。)‘and
conditions(c1)，(也)，(cs)hold．TIlell tilel e exist a Constant K sLn：h that the inequality

／)uFwdz<K卜胪十∑l。l=m
hold for all“∈Wm·9(n；"，wA)if,and only if，A(1．

nom Corollaxy 3．4 and 3 7 we have

THEOREM 3 10．Suppose 1 S P<oo，叫，"△∈-K(n)，w∈上1(n)and let condition(e4)
holds．Then(n，w，"A)supports the weighted Poincar6 inequality if，and only if，A<1
nom Corollary 3．5 and 3 8 we have
THEOREM 3 11．Suppose 1 S P<。。and w，v口∈Wc(n)．Let．Rn一1 n Wm)p(n；w，"d)=
f0}Then there exists a constant K such that the inequafity

／"w'dx≤K∑lid。“嵫蚧。
Jo

Inl：m

ho)d for allit∈Wm 9(s 2；w，un)if,and only if，A<1．

REMARK Above necessary and su伍eieut conditions．we have got．for the weighted

Poincar4 inequalities to hold use the ball measure of nOD-一compactness of the naturel embedding

of wm，”(n；w，"口)in LP(fl；w)．In the following，we try to discuss same problem by the compact

embedding of Wm。’(0i叫，u。)in x(a)or三’(n，”)
THEOREM 3。12．Suppose 1 S P<oo and w，"口6 wo(f1)Let F∈W“，’(n；w，v口)+and

conditions(e1)，(c2)，(Ca)hold If oae of the following conditions(cs)，(c6)and(07)is satisfied，
(e5)wm，9(n：叫，uo)L÷L}x(n)and there is a constant C such that

“№n，。≤Cllullx(a

for all u∈W“’9(n，u，，V口)
(e6】Wm,p(n，埘，lkj叶q。r(n}and there is a eotlstant o suck that

ull。，p，n，u，”。5 CIl-IIx(a)

for all u∈Wm,p(f!，"，ua)
(c7)There exists"∈wjit)such that

andw<"011 n、thenthereis a constalltK sndlthat

for all u∈W⋯一9(n；w，"o)

舻⋯7卜妒一l驴铡墨‰。]
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PII．OOF((’5)is sat．isfied．

Suppose that The01锵Il 3．12 is nLk．T¨Il th{!leis a seqllence{It2)c Wret,p(n；Ⅲ，”A)stJuh that

f1)㈠nl i∈N

D。ItJlll：+n，u。_0 a3 J_∞

(：，21)

f3 22)

(3．23)

By(3．21)aim(3．23)，the sequence{10)is boundedinW”Ⅵ’(n；Ⅲ，”n)SinceW”“”(n；训，”n)L}。斗
xfn)，consequently there is a subsequence{Itj{k))which is a Cauchy sequence in x(n)，that
is，theie exists札∈x(n)such that

uj(k)_u in x(f11Ⅱs k_o。

By liltJ(＆)№n，w S CIlits(k)1Ix(a)，we have

“J(^)_"in护(n，w)。s k_÷o。

By(3 25)and(3．23)，we}lave

1￡J(≈)-÷It in W””(n；Ⅱ，，u。)’as≈_÷o。

(3．24)

f3 25)

According to(e1)，F(q(々))_+F(u)(々_÷。。)．By(3．22)，we have F(u)=0．
Let毋∈四。∞)Then by(3．24)and(323L

正≯。。u如=(一1)“上u。。≯如=(一-)”熙正uj(k)Da≯出=。1．+im。，[。≯D。uj(k)出=。
that is，D“It=0 in n(1“l=m)，thus u∈P竹t—j By(e3)，we have u=0，which contradicts

(3 21)and f3 24)．Similar discuasion is available for ea3es(Cs)and(c7)and the theorem is

proved

COROLLARY 3 13 Suppose l≤P<。o，“J，u。∈Wc(n)，it／∈L1(n)and let(c4)hold
If one of the conditions(c5)，(c8)，and(C7)is satisfied，then(n，W，"d)supports the weighted

Poincar6 inequality

(0)
that

COROLLARY 3．14．Suppose l墨P<∞and w，％∈峨(n)．Let晶卜lnⅣm’9(n；铆，％)=
If one of the conditions(es)．(es)，and(C7)is satisfied，then there is a constant K such

f0【-aIl u∈阿m。’(n，W，％)

REFERENCES

1 C J．Ami吐，tSome remarks on Kellich≮f_heorenl and the PNncare inequality’，J．London Math．

Soc．(2)18(1978)391-328
2 D E．Edmurids andWD Evans，1Spectraltheory and embeddingsofSobolev space’．Quart．J．Math

Oz]ord Set(2)30(1979)431—453
3 D E Edmunds and W D Evans，Spectral ihcory and differential operators，O#ord University Press，

Oxford，1987．
4 R Hurri+tThe weighted Poinf：m‘mcqualities’，Muth．Scand 67(1990)145 161)

5 A Kufner，Weighted SoboletJ 5par：．i，at／chester，1985
6 A K1lfner Mld B Opic，‘How to define IcaKonahly weighted Sobo[ev spaces’，(_，'e*mraent

Math

Univ Carolinae 25(3)(1984)537—554
47

，，^

∑㈦

a

％n
p

p

d
D

∑慨
Ⅳ

<一
0d

rk—



n(}Ifil‘Weighll·f1 PI}iII(：j LI‘mI【I F'riedrichs inequalities’．，London Math S．e

{2)47(1993)79 98

“I)lCICdmunds．11．‘}pic．¨l·11．I’lt k．‘【’¨lllt r¨●rIt LdnlI‘‘1lI‘hHill(!|(1ll；LIitl E‘hIII·“'HIi；u’I S．h¨h’V 5I¨I{·。H1

Malh f’”，r-(1amh，’hd Hf⋯lI．}【I””．j)；185 37 1}

!J I)”l一；dIluuuls，IL{)l川．帅1 J⋯Ik¨^⋯1、．‘h⋯lⅢ●㈨tll—h‘m⋯卅ilmqu；flit-I·‘H ill absllal：l—S{}b．1ev

8l¨“··H(2)’，MfLth r，f⋯U．mh l'hd一～⋯I 1 o(1 991)．N¨I．I 89 l 73



VVeighl．ed Pt)illcat。6 hm(1uali|．ies Oil One—1)imelisional Unbounded

Domains

Abstract⋯～In I his pt。lJt‘r，w‘、discuss Lhe weighted Poincar6 inequalities Otl olle—

dim(!t xsiot xal llltl)OllltlhRl domailts and give snflicienl(!OlltIitions for t]mlil t,c J hold

Key Words—WeighlprIⅫ’b¨lt、v S1)it('CN．1>oinral‘；inequalities、UllbOlllldt!d dom}tins
1 INTRoDUCTIoN

k L LOVCn．all(1 IIltlelI ell'o rI．1lltS b c!ell mVOIt、【l to the st．udy of 1,hose inequalities including the

provision of uecessalY alKl sutficienI．cnndition for thenl to lfold．For details of SOUle of this
work we refer to Amick[1】，Edmunds and Evans[2，3】，Hurri[4]，Kufner and Opic[6]，Edmunds
and Opic[7，8，9]，Elcrat and Maclean【101，Wang，Sun and Zheng(11】．【4J is concerned with
weighted Poincar6 inequalities．171 is concerned with Poincar6 inequalities in weighted Sobolev

spaces W1,p(f2：W，u)，necesary and SUfticient conditions for the Poinear6 inequality to hold are
given．f8,9f show the Poincard inequalities in abstract Sobolev spaces．f101 presents Poincar4

inequalities in the weighted Sobolev spaces W1，9(n；$，≯)，where n iS one．dimensionsl no—
bounded domain We discuss the weighted Poincar6 inequalities of the weighted Sobolev spaces
Wm一”(n，叫，"n)in flll．
In the present paper，we deal with the weighted Poinear6 inequalities in weighted Sobolev

spaces Wm，P(n；z。，∥)and Wm,p(n：tlJ，W)，where n is one-dimensional unbounded donlain．
aud give SUfficient conditions for tile weighted Poincar6 inequalities to hold，

2 PRELIMINARIES

Let f2 be a one dimensional unbounded donlain in R．Suppose 1≤P<o。and 0 5 m<

o。，n，8 E R．The weighted SoboleV space W仉9(n；护，护)consist of all those function u(。)
such that“㈣’(z)exist on n and this space is equipped with the norm

where

“(z)‰川h一．∥=(㈨z)峪吣。+彬”’(z)峨1，，。)j

f“(。)Ⅳ出1；
Un ／

LEMMA2 1．Let z。∈L1(n)．Then the weighted average un—of a filnction n(x)over n

“n，。n=(．(。。az)～1(．(ucz，z。出)
is finite for all n∈Wn9(n；护，护)
The proof is given by【11]．
LEMMA2 2．Let,1 5 P<(30，0 SⅢ<00，8>0，Q=(n，oo)，a，声∈丑，20∈￡1(n)．Then

the following conditions are equivalent：

(1)there exists a positive constantⅣl such that

／|u(z)I’扩dx兰Kl
Jn

flf州咖。如r+
＼IJn I

(2)there exists a positive eotlstautⅣ。such that

u(t)一Tzn．。a||S^j||u‘“’(x)llnn，。口

(3)there exists a positive constant Ks such that

。i。n。f
I／“一札咿s％肘“㈦‰，z—

where“(。)5 w”’9(n∽扩)‘
49
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11l{【)t)I’ (”>(2)⋯一lc(』)(⋯⋯’。(∽m”，r 7’)‘11
∥”1‘”“2，，f’”，：，“)；Ⅲ￡{

／。(¨【J卜mt一，)。’正r：==l}_
jy(1)、wu haw·

№)～刊k蛳。=(五陋(加姚址中矿出)’≤K淞叫如511脚一·
(2)寺(3)：Let“(m)∈W⋯⋯(哦z“，f”)

驯№)一cIL“Ⅵ“外州一吣Ⅶil吼z。s K2眇”(。)11蜩一

(35寺(2)：For“(。)∈Wm‘p(fl；Xa,一)and c∈R we have

ll“(z)一Ⅱn，。。lIp，n，。·S IIu(z)一ell P'n，。n+Ilc一“n，。a llP，n，zn

Moreover．using H61derls inequality，we obtain

IIu。．。。一c·lI，．：。，。。==[f lttt，。n—cipzc,dz]；

：f／：i(／：va“”)一1(／：u cv，”。幽)一c19。。az]；
=(／：“。幽)一1[／：f．(c“c”，一c，”。a。f’。8如]；
=(f。y dy)j一1 l／：c“c”，一c，”。a”I
曼(／：”n“v)一j(／：I eutv，一c，{一，。dy)；(／：”。由)：)
=lI“一c{Ip，【2，。n

(q is the conjugate index of p)．This inequality and(2．1)imply

恻。5一‰zm盼n≤2驯№)一‰∞。兰2蜘嘣叫‰∥‘
2)j(1)：Let“(z)∈W”-p(fl；z。，护)Since

纾色have

u(z)lIp，n，z。≤II“n、zn Ilp，n口a+Ilu—uQ，z。lip，n．za

。n，。。jI，，n，。。=(J：Iu。．。。I一。adz)j
札，1(∥出)；
=l(／：z。az)一1，f。ou cxs．．o,．1(、，f；：z。az)j
：(／：z。出)一j l／：ucz，z。azl

出川蜩．“(胁z)。i息㈤灿卜㈤～，忆腻z。

(2，1)

(2．2)



This inequa]it，Y，togel．hel’wit．h(2)，yi(、his

where

“l”z“dx=Ll,tlll：‰

s⋯rfⅥ，¨／“(。)小。㈨正∞
l＼／j 2 ／㈨ I

剑一№r。正，-)ⅥⅢ叫一’吨下．-

曼。一一1[(／：z。az)；l／：u cz，z。出1”+ⅣtIIu(m)
5 K-(1／：“(z)z“dzI”+Il“(m，(z)o；，n，。一)

凰：2p—l。“{恐， (／：z。dz)一；)
LEMMA2．3(TheHard)'inequality，see[7】(3．33))Letl≤P<o。，。>0，n=(n，。。)，n，p∈

R，"P一1，o曼卢一plz。∈L1(n)．Let“(z)∈At(a)and坐怒“($)2 0·nen there is
constant K such that

正陋扛)|”扩如≤耳Z江I甸r扩如Jn Jn

3 THE WEIGHTED POINCARI自,INEQUALITY

THEOREM3．1．Let 1曼P<00．0≤m<∞，n>0，n=(a，co)，。，卢∈R and z。∈L1(n)
Assume that：

，

(1)口>P一1，n S口一p；

(2)“(z)∈W玎l·P(fl；z。，z8)such that

Ⅱ(J)(。)∈AC(f1)，and，uU)(z)_÷0扛_÷o。)，0<J<m

Then there exists a constant K such f，hat

／：l“(z)rz。az曼K(j／：u(z)z。azl9+IIu(tn’(z)I|；，。，。，+t。一。”)
P ROOF．We have from【7，example 5 4]that there exists a constant Kl such that

聪Mz)一cII胁c“冬托憎扛)11蜩一
Since

“(J’(z)∈』4cl(n)， and， n‘’’(z)叶0扣_÷。。)，0<J<m，

by Lemma 2．3，then there exist the constants K2，Ks，‘，Km such that

llu’(x)lt，，n，。一≤配Il“(2)(z)11p，n+。一+，≤ S K。lI“(”)(z)II，，n，。一+(一·，一

By(3．1)，we obtain

。i。n。f II“(z)一cII—n∥≤K1驯抄㈨h彬m—r
According to Lemma 2．2．there exists a constant且，such．that

小圳Vx“dz<K㈣㈤管『+ 一P，n，t一+tm—t，，)

(3．1
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I lllI c()I{I'；M3 2¨1．I S p<～，【l≤T，J((Ⅻ㈨fl 5l：==h。u)^KHIllllt·t．hal，
{I j训扣)，“【J’0){{】S，<川)Ⅲ·、](>tally absolul。ely contilll|O)is 1)ll n；
(2)u(o)=o，Ⅲ(z)>0，and．m(T)S(一1)”‘to(”‘)(z)on n for SOmC A>o；
(3)h扛)I”w¨”“1(J1)_÷0(m_÷(30)；
f“(z)f’_1 f“(‘’扛)f甜⋯‘叫’(：12)一’O(x-斗。。)，1兰k<mi
(4)there exist,positive const,ants C1，G2， ，Gl一】such that

小(，”’w(1小“!(n-。p“二掣警)”∥⋯)(1)r”㈤『lr 矗z)

PROOF．Wc sup3)。sewithou(10ss ofgeneralitythat厶M刮”w(x)da>0，厶Ju∽)(x)lPw(x)dx<
oo a．nd m is an odd number Let,N be such thatf孑{u(z)f9t工I(。)如>o for all扎≥N Then in
view of(1)and(2)we may for each n≥N apply integration by parts on[0，n]to obtain

A／Iu(x)19”(z)如

≤一f i“(z胪W(m’(zJ如

=一fⅡ(，。)f’叫(m一1’(n)+P／ Iu(x)V一1f“’(z)f叫(m-1’扛)dz
=一lu(n)l”W(m一1’(n)+plu(n)19—11u’(几)}训【一2)(竹)

一p(p—1)／Mz)r2F(z)12Ⅻ‘一引(z)出

一P／Iu(x)l⋯I“【2’(z)l"【一2’(z)如

=一lu(n)19w(m-1)(n)+plu(n)19—1lu’(z)l"(m-2)(n)

一Nu(n)lp一1lu(2)(n)l"(m-a)(n)+．．一plu(n)V一1k‘m-1)(n)lⅢ(r})

一p(p一1)／jn(z)}p-2 J”’(z)J2"tO(～2’(z)dz
J0

，n

+p(p一1)／l¨(z)I”一2Iu’(z)Ilu(2’(。)I"(m-a)(z)dz
，n

⋯r+p佃一1)／Iu(z)l’-2F(z)Ilu(m-1)(x)1w(x)dx
Jo

，H

十p／1u(z)r1 lu(m)(z)旧(z)出
J0

If 1<P<o。．then by HSlder’S inequality we have

(3 3

小㈤r孙∥电删叫啦s鼢∥≮酬‰∽出]；阶如胪吣)如r (3。)

By(3．3)，(3．4)，condition(3)，(4)and the Monotone Convergence Theorem，we have

A f√(Ju(z)JrⅢ(z)d司；至(P+p(p 1)∑备1ck)∽1 m)(刮州d司；
It implies that theorem 3．2 holds for 1<P<o。
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(”)+⋯一¨⋯“’(，t)¨(”)

nⅢwe finish 1he I)roof of theol ell[：l 2
‘

][￡XAMPI，E3 3 l,e1．I≤”<Ⅸ，、0 1Ⅲ<∞andI 2=10，∞)
ai【【l

“司=㈦jli；f嚣。鼢
If，l j m，then u扛)and w(z)satisfy all of conditions(1)，(2)，(3)and(4)in Theorem 3．2．So there
exist Ct，C2，一，Gm一1 such that

Thus

√(}u(。)Jrt”(z)dz≤(!j二!!!二掣 (z)l”w(z)dz． (3 5)

UOROLLARY3 4．Letl≤p<。。，0≤"E<oc and n=(～o。，01，Assumethat
(1)叫∞)，“例(孑)(0 1歹<m)are locally absolutely coiltinuou8 on fl；
(2)u(0)=0，w(z)>0，and Aw(z)!(一1)mⅢt仇’(z)on n for sorfle A>0；
(3)lu扛)19Ⅲl“’(z)_+0(z_十一o。)；
k扛)f9一f一目(霉)陋{m一卜’’0)_÷op一一o。)，1 S鸯<啦；
(4)there exist positive constants Cl，C2，⋯I％一l such that

I吼l u(z)|{“‘(z)I伽(z)≥l u’(z)¨u‘(z)}埘m一‘一1，1兰k<m．

／『}。(。)r。(。)，如s f!!二!壁二二掣)”，i；。fmj(。)f一。(。)d。 (3．6)
d S 2 ＼ “ ， Jn

The proof is analogous to that of Theorem 3．2 A siilfilar result can be presented as following
COROLLARY3．5．Let 1≤P<o。，0≤m<。。and f2=(一o。，∞)．Assumethat：
(1)叫缸)，u(J)扛)(0曼，<盯‘)are locally absolutely continuous Oil 12；
(2)w(x)>0，and Aw(z)≤(一1)m咿【m)(z)OD n for some A>0；
(3)『n(x)19W㈣’(5C)-4 0(x_oo)：
{u(z)19—1I“㈨(z)lⅢ(“一2_11(zJ-÷0(x_co)，1≤≈<m；
(4)there exist positive constants Cl}C2，- ，Cm一1 such that

We have

G￡I u($)It Uk(z)l山扛)≥I 1‘’(z)l|u‘@)I W一‘一1，1曼南<m

1“(z)1一u(z)dz茎(!二二!!!二：-j?-!i；：：王旦1
9

1／d“(m’(z)lr”(z)dz．
(3 7)

t “
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On ttopf Cyclicil，Y of Planm’Systelnswith Multiple Parameters

Absh‘ncI II L this p；tll,。I．w‘，IlIHc¨Hh¨1．-IlInxi,n：d llllllllil!l‘’I Im Lit cycles which 11i)-
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1l·¨1 wil h lllllIIil,ll-⋯I¨LIIl‘-II-I h
+

Key Words～一liinit cych。．1lupl hilIll㈨Iion．c>,didtY、Mchfikov flllll：lion

1 INTRoDUCTIoN

f’=，，Ⅳ+吖，(f，Ⅳ，F，6)

i=一tt。+eq(x，目，E，6)

where E is a small parameter，d∈D C冗“with D boundedm≥1，and H，P，q are e∞font—

tions Suppose the unperturbed Hamilton system

i=Hu

0=一也

has a family of periodic orbits{Lh：h∈J)with J an open internal．wj may suppose J=(0，ha)
and the limit lim Lh。L0 exists and is an elementary center．If the limit lim．Lh 2 L^0 exists

h_o ^_+nD

finitely，it．is usually a separatrix cycle For Eq(1．I)the problem is to find the maximal number
of limit cycles in a given neighborhood of the naion U Lh．For details of some of this work

we refer to Bautin㈨Blows and Lloyd【2】TCima，Gasull and Manoss㈣，Han[4,5，63，Han and
Chen【7】，Han，Ye and Zhu‰Han and Zhang[9]’Han and Zhu【10]，Li and Zhang[111，Lins，De
Melo and Pugh【12】，Lloyd and Lynch【13]，Luo，Wang，Zhu and Han【141，Mardesic【151．
In this paper，we consider the Iu oblem of cyclicity in the Hopf bifurcation for general system

(1 1)with multiple parameters．We suPlmSe that Eq(1 2)has aa elementary center at the origin
andthat

H(x，Y)=K(x2+耵2)+o(fg，卵)， z2+Y2《1，K>0

and that the periodic orbits Lh are level curves of H

In studyingjwe use a return map of the form

P(h，E，6)一h=M(h，d)E+M2(h，6)E2+⋯，

where ．

M(h，d)=1I(Hy口+风p)dtl—o，
：h

we call M(h，d)the first—order Melnikov function of system(1．1)．
2 THE MAIN RESULTS AND PROOF

a11【l

THEOREM 2 1 Suppose the C。system(1 1)satisfies Eq．(1 3)．Let

(1 2)

(1．3)

(1．4)

M(h，d)=bs(6)^+bI(巧)，，+··十bk(6)，产+1十O(h2+2)，0<h《1， (2．1)

-(乱)=【】，J=0，1抛黼龇渊
， ，h

(如)=0，i=0，1， ，8—1

(6s)≠0，

whete南∈D，60=(dlo，·，6。o)，n>k≥1，6”=铬，i=0，1，⋯，s，j=0，1，⋯，k,and s is a
n011IlegatiVe integer．If thereexist a Vector val嚼functi。n北以+2，⋯，6n)∈R¨such that

(2,2)



嘶(I 1)ll；“n⋯ll川nt t]i¨1f㈣ll f,iI(tf|1 ，“11)=曲(f，“w， ，巧。)，tl川l Eq．(1 J)1l；1H“t
lnoM k]hai r cyclesⅢ’ⅢtheⅢ’鼬l』‰fj L f)anlt{f 1十}d一％J suflh：ienI，ly㈣m11，湖l{l k ljJJlIl
cycles can appear foi soln(!(f，d)In olhel WOIds，(1 1)lIaS cyclicity k at the 01igilI foI d∈D
nnd川+l^一也l|suflh：hml．1y SllIIIII

．

1’ltO(．)l’Let—u(t一)t蛔儿j1¨l⋯sohiti川⋯fI!hl(I 2)wiihl．heinil．iul valIlf、(‘(，)1,5ⅢIl Eq．(】3)，wt

II(r。，0)=r2(h’。}一(r。))，一(【))=0，S∈G。

¨l，．(r)=f．√h-t H(f)r【hen’‘c P、⋯卜s⋯【【-lI iN“Ill s1．ini彤Ⅲal(】f(1 2)，wt-№v‘·

II(u(t，—)兰，2fr)，t∈n．

Let c=c(r)is a unique inverse of t=I。((。)aad v(t，r)=u(t，c(r))．Then H(x，Y)=r2 defines a close(j
curve Lr which is a periodic orbit of Eq．(1．2)having period T(r)．Thus we have

打(1m，r))i r2，"(T(r)，r)=(c(r)，0)．

Obviously，v(t，r)and T(r)are G。。functions and T(01>0 Let

a(o，，，)："、T。Cr。)O，，．)．

Then G is C。。and 2 7r-periodic in目By【10}Lemlna 5 14】or【14，Lemma 4 4．3】，the transformation
(z，g)=a(o，r)carries Eq．(1 1)into the system

。

自：三2l】+!g!!!￡!g!!!12 11f垡!!!虫1]
r(r)【～GrA(巩(G)，一玩(G))J1

i=寺D日(G)，(p(G，e，6)，q(a，e，6))7 (2．3)

By爿(G)=r2,we haveDH CG)G，=2r Using(1 3)，wehaveG，A(Hy(O)，一日。(G))==l=2r．Noting
‘118t p(G，E，6)，g(G，e，6)=0(，1)，E【I·(2-3)is G。。．Then we obtain the following Co。27r—periodic
equation

丽dr=fn(o，r，(，6) (2．4)

where

RCo，o，f，6)：o，R(e，r，o，J)：T4@ ，∞(G，o，J)，g(G，o。6))7． (2．5)rDH(G) ’‘ ’7 ～ ，

It is clear that system(1 1)has a limit cycle near the origin if and only if the cylinder equation
(2 4)has two 2丌-periodic solutions near r=0(one is positive，the other is negative)
Let p(v，E，6)denote the Poincar∈map of Eq(2．4)．Then we carl write

whele

P(v，E，d)=r+erF(r，E，d)

P2口

?‘F(r，o，J)=／ R(o，r，o，J)甜兰凰(‘∞
J0

Since 0>0 for E small，the origin is stable(resp
solution of Eq．(2．4)is stable(resp．，unstable)We

，unstable)for Eq(1．1)if and only if the zero
have

rIP(r，e，5)一，‘】=ur2F(7，f，6)≥0(or≤o)，lor all，·small

for fixed(E，6)
By【6，Proof of Theorem 1 2】，we obtain the relation between the function Pm(r，6)and

M(h，d)：

M(h，5)=rRo(r，d)，

for r=、／＆，h≥0．Prom Eq(2．1)we have

r k 1

Ro(r，d)一l∑6，(d)r2，+o(r2脚)f
。J。O 56

。

(2 6)

(2．7)



N¨¨、tlmt，t,llt·Poincm^HIDl)P(7，c、^)is f“‘in r．We“Ⅲwrite

^)=∑(Tj(f，∥+T。“+2(№F，6) (2．8)

C2S(0，d)=b舻)，倪¨l(n，6)2 0，J
2 0，1，⋯，≈’

By Eq．(2．2)，f，1m{⋯ati c)1】H b”=吼J(r，^)，J=0，1， ，k,11；ive n rector vallled soluti‘m‘’f“帕

[orln

(dl，．．．，6k+1)：$((，D，u，．，b。k，d^+2，．，8,d (2 9)(dl，．-·，6k+I)=砂((，D5u，’ ，b日k，d^+2，’， l‘。J

f瓶or?5毒．X1a：J。‘J㈦+6譬j皇}，¨suffi，ciently sPmhall．印Sin)ce—Erq：．(10．1an)hdaessa centerca。t，(the一)o：rigoin，jfo：rwehave peciaily e,6
(d1，． ，以+1)=妒(E，6k+2，⋯，dn)， P∽￡，6)一r=O and 88 “2，1 )=u，，=

0，1，--，☆．The implicity function theorem impll88 that

j(E，bm⋯，6mdk十2，⋯，如)=0(∈，6≈+2，，d。)铮bsj=O，J=0，1，⋯，≈-(2d0)

Substituting Eq．(2．9)into Eq．(2．8)yields that

(f，$，机十2’⋯，6。)，·卸+1]+r2k+20(r，￡，$，“+2’⋯，dn)

f211)

whereⅣ：(6so，一，bsk,6t+2，⋯，“)Then flom Eq(2．i0)and
our assumption，we h”8‘h8‘

F。(r，E，p)=0for bq=O，J=0，1，⋯，k．Hencewe canwrit8

岛J。1(E，t，6≈伯 ，“)

Q(7’，E，∞，8k+2

By(2，7)and(2 11)，we have

％+l(￡，乒，6Ⅲ，⋯，6，。=o。s b。=o，i=0，1，⋯，幺J=o，1，．--,k

Thus，from Eq(2．12)，we have

A¨=0／or J+1曼i曼k，J=0，1，‘，k一1

SubstitutiIlg Eqs．(2 12)and(2．13)into Eq，(2-ii)，we have

k

P(叩∥)=∑bsjr”PAr，E，p)
】=0

(2．12)

(213)

(2．14)

州From川Eq滋(2．11),bvitis easyto seethatF*can
have k positive rootsin rfor

some#(e
bsO，-thetechni ‘!’虬d等queof Bautin[1],we call prove that F*has most k roots

?：‘20 14)。ano
67

『6， 1．3]． Jetes th：‘pr。。f。fThe。re：：．Thproof is analogous to that of Theorem This COmpr≥ e 16， 1·” J。t。8 t”pr””“o””“1
2 l

coRoLLARY 2．2【61 supp。se the Gc。8ystem(1．1)satis6es Eq．(1．3)．Let

M(h，6)=6。(m+w妒+势(∥+1+O(h‘+2)，o<“《1，

+凸+卸b
。∑脚

{lJF

pEAk
。∑㈣
e

ErQD
。∑Ⅻ

苎d

七
<一，<一

0p(r0J
—e，++一2rpA

。∑吲
+l=pEr巧

e盱hw



办。器端“k L,1．川，州^I' ，“l 1)
””

业1∞曩¨，611一一(‰， ^I】)，tf>k?I II Lhet¨’xislm veclⅢvahmdfuncl椭l十(r，‰¨，
d”)∈，∥‘8no‘h lh{‰．fJ J}has a ftill¨a,t．1heⅢ时i胁(#h_一，％i)=砂(f，矗{¨■J，。)，
then Eq(1 1)has㈧most．k Ihnil．cyclesⅢ吼l't heⅢiHl Jl ffJl 6∈D；ted f，I十l^一训sulli‘-h】面
small，aud k limit cycles call al，1)㈣r n Jl S()llle(c，f，)in oLher WO[ds，(1．1)has cyclicitv k at tlm
。1igin for 6∈D aild H+ld—do|sufficiently small
THEOREM 2-3 Suppose me t11e C。。system(1，1)satisfies Eq(1．3)Let P,q are polynomials

of degree s+l for d and bsJ of Eq(2．1)satisfies：

(I)rank罨括俐(如)=惫+i，n>七，南∈D，6订=等，i=0，1，．．．，s，J=0，1，～，k；
(2)as 6sJ(d)=0，J=0，1，⋯，≈，Eq．(1．1)has a center at the origin．
Then Eq．(1_1)has at most k limit cycles near the origin for 6∈D and㈦+15—50I su币ciently
small，and k limit cycles can appear for some(E，6)In other words，(1．1)has cyclicitv k at the
origin for 6∈D and H+Id—dol sufficiently small
PROOF By(1)，without loss of generality we may suppose

deti；；矧(6。)≠o．
Since P,q are polynomials of degree s十1 for d，bj(J=0，1， ，k)are polynomials of degree s+l
far d．Thenthe equations 65j 2 O，J=()，1，-，女，havea vector valued solution oftheform

d～十I)=曲(d^+2，一．，，占。)

Then(6xs， ’，60，t+1)=≯(曲，k+2，-．，如n)．By Theorem 2．1，Eq．(1．1)has cyclicity k at the
origin for H+陋一Jof sufficiently small．The proof is completed

2 EXAMPLE

EXAMPLE．Consider the system

圣=F—ep}。+霹。2+(Jl+如)。3+如。4】
i=一扛+X2)，

wher—e
EIs a small parame呱6=(dl，d2)∈D c R2 with D bounded
Let

即㈨=耖+jlz2+≯
then Eq．(1 3)hold By Eq．(1．4)，we have

M(h，J)=《^fl(^)+镌M2(^)+(6l+62)"j(^)+如M4(h)

M{(It)=击Xidy，i=1，2，3，4．
JH=h

Note that z2=2h～Y2一；z3，2h．一Ⅳ2=z2+；：r3,aloilg H=h，we have

尬(^)=ZII：S(2^吖一细由=一；慨(地J= o d

M4(t。)=．《一，．[(2h-y2)2一；。3(2h一Ⅳ2)+；z6]dylIJ =^ o v

=五：．[一孰2+秘+抑妇
=一；岬，一；鼎

(31)

(3，2)



Insel Ling the abe)Ve into Eq(：l 2)，wl-hav《

M(『『，6)=《M巾一) ；^j_¨=I(『一)+∽．+也)M州。)一；以Ms(／。) ；dt凰∽)
=^}圳埘州，m j6；)蚓M一；d。Ms(h)一；6。Ms(h)．

where

Thus we have

with that

j J I¨HⅣ．Ⅳ==，sin口

M。Ⅲ(h)=Nioh”1+O(h”2)，i=0，1，2
眠(^)=O(h4)，

Ni0=一!!；：；j；1芏上2”c。s2。。a。≠。，i=0,1,2
M(h，6)=bo(6)，^+bl(d)，产+b20)h3+O(h4)

boo)=N005；

6，(6)=。。砰+N10¨Nlo沪弘。醴
吲d)=n：52+a3¨。。&-asl3n2；Ⅳ2如

where al，a2，a3 are constants independent of d．Then we have

叭0)-¨圳，抛粼(0)_01抛鬻等(o)≠。
By[6，Lemma 3 l】，Eq(3 1)has a center af the origin．By Theorem 2．2，Eq(3—1)has cyclicity 1
at the origin for H+㈣sufficiently small
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