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第一章 多项式
1．用 )(xg 除 )(xf ，求商 )(xq 与余式 )(xr ：

1） 123)(,13)( 223  xxxgxxxxf ；

2） 2)(,52)( 24  xxxgxxxf 。

解 1）由带余除法，可得
9
2

9
26)(,

9
7

3
1)(  xxrxxq ；

2）同理可得 75)(,1)( 2  xxrxxxq 。

2． qpm ,, 适合什么条件时，有

1） qpxxmxx  32 |1 ，

2） qpxxmxx  242 |1 。

解 1）由假设，所得余式为 0，即 0)()1( 2  mqxmp ，

所以当






0
01 2

mq
mp

时有 qpxxmxx  32 |1 。

2）类似可得






01
0)2(

2

2

mpq
mpm

，于是当 0m 时，代入（2）可得 1 qp ；而当

02 2  mp 时，代入（2）可得 1q 。

综上所诉，当







1
0

qp
m

或







2
1

2mp
q

时，皆有 qpxxmxx  242 |1 。

3．求 ( )g x 除 ( )f x 的商 ( )q x 与余式：

1） 5 3( ) 2 5 8 , ( ) 3f x x x x g x x     ；

2） 3 2( ) , ( ) 1 2f x x x x g x x i      。

解 1）
4 3 2( ) 2 6 13 39 109

( ) 327
q x x x x x
r x

    
 

；

2）
2( ) 2 (5 2 )

( ) 9 8
q x x ix i
r x i

   
  

。

4．把 ( )f x 表示成 0x x 的方幂和，即表成



2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ... ( )nnc c x x c x x c x x       的形式：

1） 5
0( ) , 1f x x x  ；

2） 4 2
0( ) 2 3, 2f x x x x     ；

3） 4 3 2
0( ) 2 (1 ) 3 7 ,f x x ix i x x i x i         。

解 1）由综合除法，可得 2 3 4 5( ) 1 5( 1) 10( 1) 10( 1) 5( 1) ( 1)f x x x x x x           ；

2）由综合除法，可得 4 2 2 3 42 3 11 24( 2) 22( 2) 8( 2) ( 2)x x x x x x           ；

3）由综合除法，可得 4 3 22 (1 ) 3 (7 )x ix i x x i     

2 3 4(7 5 ) 5( ) ( 1 )( ) 2 ( ) ( )i x i i x i i x i x i            。

5．求 ( )f x 与 ( )g x 的最大公因式：

1） 4 3 2 3 2( ) 3 4 1, ( ) 1f x x x x x g x x x x         ；

2） 4 3 3 2( ) 4 1, ( ) 3 1f x x x g x x x      ；

3） 4 2 4 3 2( ) 10 1, ( ) 4 2 6 4 2 1f x x x g x x x x x        。

解 1） ( ( ), ( )) 1f x g x x  ；

2） ( ( ), ( )) 1f x g x  ；

3） 2( ( ), ( )) 2 2 1f x g x x x   。

6．求 ( ), ( )u x v x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ))u x f x v x g x f x g x  。

1） 4 3 2 4 3 2( ) 2 4 2, ( ) 2 2f x x x x x g x x x x x          ；

2） 4 3 2 3 2( ) 4 2 16 5 9, ( ) 2 5 4f x x x x x g x x x x         ；

3） 4 3 2 2( ) 4 4 1, ( ) 1f x x x x x g x x x        。

解 1）因为 2
2( ( ), ( )) 2 ( )f x g x x r x  

再由
1 1

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
f x q x g x r x
g x q x r x r x

 
  

，



解得
2 2 1 2 1

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]
[ ( )] ( ) [1 ( ) ( )] ( )

r x g x q x r x g x q x f x q x g x
q x f x q x q x g x
    

   
，

于是
2

1 2

( ) ( ) 1
( ) 1 ( ) ( ) 1 1 ( 1) 2
u x q x x
v x q x q x x x

    
      

。

2）仿上面方法，可得 ( ( ), ( )) 1f x g x x  ，且
21 1 2 2( ) , ( ) 1

3 3 3 3
u x x v x x x      。

3）由 ( ( ), ( )) 1f x g x  可得
3 2( ) 1, ( ) 3 2u x x v x x x x       。

７．设
3 2( ) (1 ) 2 2f x x t x x u     与

3 2( )g x x tx u   的最大公因式是一个二次多项

式，求 ,t u的值。

解 因为

3 2 2
1 1

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 )
( ) ( ) ( ) ( )
f x q x g x r x x tx u x x u
g x q x r x r x

       
 

，

2( ( 2))( 2 ) ( 2 4) (3 )x t x x u u t x u t          ，

且由题设知最大公因式是二次多项式，所以余式 2 ( )r x 为 0，即

( 2 4) 0
(3 ) 0

u t
u t

   
  

，

从而可解得
1

1

0
2

u
t


 

或
2

2

2
3

u
t

 
 

。

８．证明：如果 ( ) | ( ), ( ) | ( )d x f x d x g x ，且 ( )d x 为 ( )f x 与 ( )g x 的组合，那么 ( )d x 是 ( )f x

与 ( )g x 的一个最大公因式。

证 易见 ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的公因式。另设 ( )x 是 ( )f x 与 ( )g x 的任一公因式，下证

( ) | ( )x d x 。

由于 ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个组合，这就是说存在多项式 ( )s x 与 ( )t x ，使

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x s x f x t x g x  ，

从而由 ( ) | ( ), ( ) | ( )x f x x g x  可得 ( ) | ( )x d x ，得证。

９．证明： ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( )) ( )f x h x g x h x f x g x h x ， ( ( )h x 的首系数为１）。

证 因为存在多项式 ( ), ( )u x v x 使 ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x u x f x v x g x  ，



所以 ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x u x f x h x v x g x h x  ，

上式说明 ( ( ), ( )) ( )f x g x h x 是 ( ) ( )f x h x 与 ( ) ( )g x h x 的一个组合。

另一方面，由 ( ( ), ( )) | ( )f x g x f x 知 ( ( ), ( )) ( ) | ( ) ( )f x g x h x f x h x ，

同理可得 ( ( ), ( )) ( ) | ( ) ( )f x g x h x g x h x ，

从 而 ( ( ), ( )) ( )f x g x h x 是 ( ) ( )f x h x 与 ( ) ( )g x h x 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 又 因 为

( ( ), ( )) ( )f x g x h x 的首项系数为１，所以 ( ( ) ( ), ( ) ( )) ( ( ), ( )) ( )f x h x g x h x f x g x h x 。

１０．如果 ( ), ( )f x g x 不全为零，证明：

( ) ( ), 1
( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

f x g x
f x g x f x g x

 
 

 
。

证 存在 ( ), ( )u x v x 使 ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x u x f x v x g x  ，

又因为 ( ), ( )f x g x 不全为０，所以 ( ( ), ( )) 0f x g x  ，

由消去律可得
( ) ( )1 ( ) ( )

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
f x g xu x v x

f x g x f x g x
  ，

所以
( ) ( ), 1

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
f x g x

f x g x f x g x
 

 
 

。

11．证明：如果 ( ), ( )f x g x 不全为零，且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ))u x f x v x g x f x g x  ，那么

( ( ), ( )) 1u x v x  。

证 由上题证明类似可得结论。

12．证明：如果 ( ( ), ( )) 1, ( ( ), ( )) 1f x g x f x h x  ，那么 ( ( ), ( ) ( )) 1f x g x h x  。

证 由假设，存在 1 1( ), ( )u x v x 及 2 2( ), ( )u x v x 使

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x  （1）

2 2( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x h x  （2）

将（1）（2）两式相乘，得

1 2 1 2 1 2

1 2

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ( )
[ ( ) ( )] ( ) ( ) 1
u x u x f x v x u x g x u x v x h x f x
v x v x g x h x

 
 

，



所以 ( ( ), ( ) ( )) 1f x g x h x  。

13．设 1 1( ),..., ( ), ( ),..., ( )m nf x f x g x g x 都是多项式，而且

( ( ), ( )) 1i jf x g x  ( 1, 2,..., ; 1, 2,..., )i m j n  。

求证： 1 2 1 2( ( ) ( )... ( ), ( ) ( )... ( )) 1m nf x f x f x g x g x g x  。

证 由于

1 1

1 2

1

( ( ), ( )) 1
( ( ), ( )) 1
..........................
( ( ), ( )) 1n

f x g x
f x g x

f x g x






，

反复应用第 12题结论，可得

1 1 2( ( ), ( ) ( )... ( )) 1nf x g x g x g x  ，

同理可证

2 1 2

1 2

( ( ), ( ) ( )... ( )) 1
................................................
( ( ), ( ) ( )... ( )) 1

n

m n

f x g x g x g x

f x g x g x g x




，

从而可得

1 2 1 2( ( ) ( )... ( ), ( ) ( )... ( )) 1m nf x f x f x g x g x g x  。

14．证明：如果 ( ( ), ( )) 1f x g x  ，那么 ( ( ) ( ), ( ) ( )) 1f x g x f x g x  。

证 由题设知 ( ( ), ( )) 1f x g x  ，所以存在 ( ), ( )u x v x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x  ，

从而 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x f x v x f x v x g x    ，

即[ ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )] 1u x v x f x v x f x g x    ，

所以 ( ( ), ( ) ( )) 1f x f x g x  。

同理 ( ( ), ( ) ( )) 1g x f x g x  。

再由 12题结论，即证 ( ( ) ( ), ( ) ( )) 1f x g x f x g x  。

15．求下列多项式的公共根

3 2 4 3 2( ) 2 2 1, ( ) 2 1f x x x x g x x x x x        

解 由辗转相除法，可求得
2( ( ), ( )) 1f x g x x x   ，所以它们的公共根为

1 3
2

i 
。



16．判别下列多项式有无重因式：

1） 5 4 3 2( ) 5 7 2 4 8f x x x x x x      ；

2） 4 2( ) 4 4 3f x x x x    ；

解 1）
4 3 2

2

( ) 5 20 21 4 4
( ( ), ( )) ( 2)
f x x x x x
f x f x x

     

  
，

所以 ( )f x 有 2x  的三重因式。

2） 3( ) 4 8 4f x x x    ， ( ( ), ( )) 1f x f x  ，所以 ( )f x 无重因式。

17．求 t值，使 3 2( ) 3 1f x x x tx    有重根。

解 易知 ( )f x 有三重根 1x  时， 3t  。若令

3 2 23 1 ( ) ( )x x tx x a x b      ，比较两端系数，得

2

2

3 2
2

1

a b
t a ab

a b

   
  
 

由（1），（3）得 3 22 3 1 0a a   ，解得a的三个根为 1 2 3
11, 1,
2

a a a   ，将 a的三个根

分别代入（1），得 1 2 31, 1, 4b b b   。再将它们代入（2），得 t的三个根 1 2 3
53, 3,
4

t t t   。

当 1,2 3t  时 ( )f x 有 3重根 1x  ；当 3
5
4

t  时， ( )f x 有 2重根
1
2

x  。

18．求多项式 3x px q  有重根的条件。

解 令
3( )f x x px q   ，则

2( ) 3f x x p   ，显然当 0p  时，只有当
30, ( )q f x x 

才有三重根。

下设 0p  ，且 a为 ( )f x 的重根，那么 a也为 ( )f x 与 ( )f x 的根，即

3

2

0
3 0

a pa q
a p

   


 

由（1）可得 2( )a a p q   ，再由（2）有 2

3
pa   。所以

( )
3

3
2

pa p q

qa
p

   

  
，



两边平方得
2

2
2

9
4 3
q pa
p

   ，所以
3 24 27 0p q  。

综上所叙即知，当
3 24 27 0p q  时，多项式

3x px q  有重根。

19．如果 2 4 2( 1) | 1x ax bx   ，求 ,a b。

解 令 ( )f x  4 2 1ax bx  ， ( )f x  34 2ax bx 。由题设知，1是 ( )f x 的根，也是 ( )f x

的根，此即

1 0
4 2 0
a b
a b
  

  
，

解得 1, 2a b   。

20．证明：
2

1 ...
2! !

nx xx
n

    不能有重根。

证 因为 ( )f x 的导函数 2 11 1( ) 1 ...
2! ( 1)!

nf x x x x
n

     


，所以
1( ) ( )
!

nf x f x x
n

  ，

于是
1 1( ( ), ( )) ( ( ) , ( )) ( , ( )) 1
! !

n nf x f x f x x f x x f x
n n

       ，从而 ( )f x 无重根。

21．如果 是 ( )f x 的一个 k重根，证明 是

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )]
2

x ag x f x f a f x f a      的一个 k+3重根。

证 因为

1( ) ( ) [ ( ) ( )]
2 2

( ) ( )
2

x ag x f x f x f a

x ag x f x

     

 
，

由于 是 ( )f x 的 k重根，故 是 ( )g x 的 1k  重根。代入验算知 是 ( )g x 的根。

现在设 是 ( )g x 的 s重根，则 是 ( )g x 的 1s  重根，也是 ( )g x 的 s-2重根。

所以 2 1 3s k s k      。得证。

22．证明： 0x 是 ( )f x 的 k重根的充分必要条件是 ( 1)
0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0kf x f x f x    ，

而
( )

0( ) 0kf x 

证 必要性：设 0x 是 ( )f x 的 k重根,从而是 ( )f x 的 1k  重根，是 ( )f x 的 2k  重根，，



是
( 2)

0( )kf x
的一重根，并且 0x 不是

( ) ( )kf x 的根。于是

( 1)
0 0 0( ) ( ) ... ( ) 0,kf x f x f x    而

( )
0( ) 0kf x  。

充分性：由
( 1)

0( ) 0kf x  ，而
( )

0( ) 0kf x  ，知 0x 是
( 1) ( )kf x

的一重根。又由于

( 2)
0( ) 0kf x  ，知 0x 是

( 2) ( )kf x
的二重根，依此类推，可知 0x 是 ( )f x 的 k重根。

23．举例说明段语“ 是 ( )f x 的m 重根，那么 是 ( )f x 的 1m  重根”是不对的。

解 例如，设
11( ) 1

1
mf x x

m
 


，那么 ( )

m

f x x  以 0为m重根，但 0不是 ( )f x 的根。

24．证明：如果 ( 1) | ( )nx f x ，那么 ( 1) | ( )n nx f x 。

证 要证明 ( 1) | ( )n nx f x ，就是要证明 (1) 0f  （这是因为我们可以把
nx 看作为一个变

量）。由题设由 ( 1) | ( )nx f x ，所以 (1 ) 0nf  ，也就是 (1) 0f  ，得证。

25．证明：如果 2 3 3
1 2( 1) | ( ) ( )x x f x xf x   ，那么 1 2( 1) | ( ), ( 1) | ( )x f x x f x  。

证 因为
2 1x x  的两个根为  和 2 ，其中 2 2cos sin

3 3
i    ，所以  和 2 也是

3 3
1 2( ) ( )f x xf x 的根，且

3 1  ，于是

1 2
2

1 2

(1) (1) 0
(1) (1) 0
f f
f f




 
  

，

解之得 1 2(1) 0, (1) 0f f  。得证。

26．求多项式 1nx  在复数范围内和在实数范围内的因式分解。

解 在复数范围内
2 11 ( 1)( )( )...( )n nx x x x x         ，其中

2 2cos sin
3 3

i    ，

在实数域内 (0 )j n j j n     ，所以，当 n为奇数时，有

1 1
2 1 2 2 2 2 2 21 ( 1)[ ( ) 1][ ( ) 1]... [ ( ) 1]

n n
n n nx x x x x x x x     

 
             

其中
2 12cos ( 1,2,..., )j n j j j j nj
n n
    

     ，皆为实数。

当 n是偶数时，有
1 1

2 1 2 2 2 2 2 21 ( 1)( 1)[ ( ) 1][ ( ) 1]... [ ( ) 1]
n n

n n nx x x x x x x x x     
 

              

27．求下列多项式的有理根：

1） 3 26 15 14x x x   ；



2） 4 24 7 5 1x x x   ；

3） 5 4 3 26 14 11 3x x x x x     。

解 利用剩余除法试根，可得

1）有一个有理根 2。

2）有两个有理根
1 1,
2 2

  （即有 2重有理根
1
2

 ）。

3）有五个有理根3, 1, 1, 1, 1    （即一个单有理根 3和一个 4重有理根 1 ）。

28．下列多项式在有理数域上是否可约？

1） 2 1x  ；

2） 4 3 28 12 2x x x   ；

3） 6 3 1x x  ；

4） 1,px px p  为奇素数；

5） 4 4 1,x kx k  为整数。

解 1）因为 1 都不是它的根，所以 2 1x  在有理数域里不可约。

2）利用艾森斯坦判别法，取 2p  ，则此多项式在有理数域上不可约。

3）首先证明：

命题 设有多项式 ( )f x ，令 1x y  或 1x y  ，得

( ) ( 1)g y f y  或 ( ) ( 1)g y f y 

则 ( )f x 与 ( )g y 或者同时可约，或者同时不可约。

事实上，若 ( )f x 可约，即 1 2( ) ( ) ( )f x f x f x ，从而 1 2( ) ( 1) ( 1) ( 1)g y f y f y f y     ，

这就是说 ( )g y 也可约，反之亦然。

现在我们用它来证明
6 3 1x x  在有理数域上不可约。令 1x y  ，则多项式变为

6 3 6 5 4 3 2( 1) ( 1) 1 6 15 21 18 9 3y y y y y y y y          

利用艾森斯坦判别法，取 3p  ，即证上式不可约，因而
6 3 1x x  也不可约。

4）设 ( ) 1pf x x px   ，令 1x y  ，则 ( ) ( 1)g y f y 



1 1 2 2 2 2 1... ( )p p p p p
p p p py C y C y C y C p y p          

由于 p是素数，因而 | ( 1, 2,..., 1)i
pp C i p  ，但

2 |p p，所以由艾森斯坦判别法，即证 ( )g y

在有理数域上不可约，因而 ( )f x 也在有理数域上不可约。

5）已知 4( ) 4 1f x x kx   ，令 1x y  ，可得

4 3 2( ) ( 1) 4 6 (4 4) 4 2g y f y y y y k y k        

利用艾森斯坦判别法，取 2p  ，即证 ( )g y 在有理数域上不可约，因而 ( )f x 也在有理数域

上不可约。

29．用初等对称多项式表求出下列对称多项式：

1） 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3x x x x x x x x x x x x     ；

2） 1 2 1 3 2 3( )( )( )x x x x x x   ；

3） 2 2 2
1 2 1 3 2 3( ) ( ) ( )x x x x x x   ；

4） 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4x x x x x x x x x x x x     ；

5) 1 2 3 2 3 1 3 1 2( )( )( )x x x x x x x x x   ；

6) 1 2 1 2 2 3 2 3 1 3 1 3( )( )( )x x x x x x x x x x x x      。

解 1）对称多项式的首项为 2
1 2x x ，其方幂为 (2,1,0)，即 2 1 1 0 0

1 2 3 1 2       ，

又因为
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3 1 2 1 2 33x x x x x x x x x x x x x x x         ，

所以 原式= 1 2 33   。

2）同理可得 1 2 1 3 2 3( )( )( )x x x x x x  

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3 1 2 32x x x x x x x x x x x x x x x      

1 2 3 3

1 2 3

3 2   
  

  

 

３）原式= 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 3 3 2 2 3 3( 2 )( 2 )( 2 )x x x x x x x x x x x x     

4 2
1 2 ...x x  ，

由此可知多项式时六次对称多项式，且首项为
4 2
1 2x x ，所以 的方幂之积为



指数组 对应 的方幂乘积
4 2 0 2 2

1 2 

4 1 1 3
1 3 

3 3 0 3
2

3 2 1
1 2 3  

2 2 2 2
3

原式= 2 2 3 3 2
1 2 1 3 2 1 2 3 3a b c d            (1)

只要令 1 2 30, 0x x x   ,则原式左边 0 。另一方面，有 1 2 32, 1, 0     ，

代入（1）式，得 4b   。再令 1 2 31, 2x x x    ，得 27d   。

令 1 2 31, 1x x x    ，得

22a c   （2）

令 1 2 3 1,x x x   得

3 6a c  （3）

由（2），（3）解得 4, 18a c   。因此

原式
2 2 3 3 2
1 2 1 3 2 1 2 3 34 4 18 27             。

4）原式= 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4x x x x x x x x x x x x    

指数组 对应 的方幂乘积
2 2 0 0 2

2

2 1 1 0
1 3 

1 1 1 1
4

设原式
2
2 1 3 4a b     

令 1 2 3 41, 0,x x x x    得 2a   。

再令 1 2 3 4 1,x x x x    得 2b  。



因此原式
2
2 1 3 42 2      。

1） 原式= 2 2 2 3 3 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )x x x x x x x x x x x x  

2 2 2 2 2 2
1 2 2 3 1 3 1 2 3( )x x x x x x x x x    ，

由于
3 3 3 2
1 2 3 1 2 3 2 2 3 1 3 2 32x x x x x x x x x        ，

2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 3 1 3 2 1 32x x x x x x       ，

所以原式
2 2 2
1 3 1 3 2 2 3 3 32 2              。

2） 原式
2 2 2 2 2 2 2 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 32( )x x x x x x x x x x x x   

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 3 1 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( 3 3 3 )x x x x x x x x x x x x x x x     

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 2 3 1 3 2 3 1 2 3( ) 2x x x x x x x x x x x x x x x       ，

其中
2 2 2 2 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 32( ) 2x x x x x x x x x     ，

2 2 2 2 2 2
1 2 2 3 1 2 3 2 1 3... 3x x x x x x x        ，

2 2 2
1 2 1 2 2 3 1 2 3...x x x x x x        ，

所以 原式
2 2

1 2 1 3 2 2 3 3 32              。

30．用初等对称多项式表出下列 n元对称多项式：

1） 4
1x ；

2） 2
1 2 3x x x ；

3） 2 2
1 2x x ；

4）； 2 2
1 2 3 4x x x x

（ 1 2
1 2 ... nll l

nax x x 表示所有由 1 2
1 2 ... nll l

nax x x 经过对换得到的项的和。）

解 1）因为多项式的首项为 4
1x ，所以

指数组 对应 的方幂乘积
4000…0 4

1

3100…0 2
1 2 



2200…0 2
2

2110…0
1 3 

1111..0
4

设原式
4 2 2
1 1 2 2 1 3 4a b c d           ，

令 1 2 3 41, 1, ... 0,nx x x x x       得 2b  。

1 2 31, ... 0,nx x x x     得 4a   。

1 2 3 41, ... 0,nx x x x x      得 4c  。

1 2 3 4 51, 1, ... 0,nx x x x x x        得 4d   。

所以原式
4 2 2
1 1 2 2 1 3 44 2 4 4           。

2）同理可得原式 1 3 44    。

3）原式 2
1 1 3 42 2      。

4）原式 2 4 1 5 64 9       。

31．设 1 2 3, ,a a a 是方程 3 25 6 7 3 0x x x    的三个根，计算

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 3 3 1 1 3 3( )( )( )a a a a a a a a a a a a     

解 因为

1 1 2 3

2 1 2 2 3 1 3

3 1 2 3

a a a
a a a a a a
a a a







  

  



，

由根和系数的关系，可得 1 2 3
6 7 3, ,
5 5 5

     ，

再将对称多项式化为初等多项式并计算，可得

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 2 3 3 1 1 3 3( )( )( )a a a a a a a a a a a a     

2 2 3 3
1 1 1 3 2

1679
625

         。

32．证明：三次方程 3 2
1 2 3 0x a x a x a    的三个根成等差数列的充分必要条件为

3
1 1 2 32 9 27 0a a a a   。



证 设原方程的三个根为 1 2 3, ,   ，则它们成等差数列的充分必要条件为

1 2 3 2 1 3 3 1 2(2 )(2 )(2 ) 0               。

将上式左端表为初等对称多项式，得

3
1 2 3 2 1 3 3 1 2 1 1 2 3(2 )(2 )(2 ) 2 9 27                     ，

故三根成等差数列的充分必要条件为
3
1 1 2 32 9 27 0a a a a   。

二 、补充题及参考解答

1．设 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )f x af x bg x g x cf x dg x    ，且 0ad bc  ，证明：

1 1( ( ), ( )) ( ( ), ( ))f x g x f x g x

证 设 ( ) ( ( ), ( ))d x f x g x ,则由已知，得 1 1( ) | ( ), ( ) | ( )d x f x d x g x 。

其次，设 ( )x 是 1( )f x 与 2 ( )g x 的任一公因式，只需证明 ( ) | ( )x d x 即可。

因为 1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )f x af x bg x g x cf x dg x    ,所以

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d bf x f x g x
ad bc ad bc
c ag x f x g x

ad bc ad bc

    

  
  

又因为 1 1| , | | , |f g f g    ,从而 ( ) | ( )x d x 。故 ( )d x 也是 1( )f x 与 1( )g x 的最大

公因式。

2．证明：只要
( ) ( ),

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
f x g x

f x g x f x g x
的次数都大于零，就可以适当选择适合等式

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ))u x f x v x g x f x g x  的 ( )u x 与 ( )v x ，使

( ) ( )( ( )) , ( ( ))
( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

g x f xu x v x
f x g x f x g x

   
        

   

证 存在多项式 1( )u x ， 1( )v x ，使

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ))u x f x v x g x f x g x  ,从而

1 1
( ) ( )( ) ( ) 1

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
f x g xu x v x

f x g x f x g x
  （1）



1）若 1( )u x 的次数满足 1
( )( ( ))

( ( ), ( ))
g xu x

f x g x
 

   
 

,则

1
( )( ( ))

( ( ), ( ))
f xv x

f x g x
 

   
 

事实上，采用反证法。若 1
( )( ( ))

( ( ), ( ))
f xv x

f x g x
 

   
 

,则（1）式左边的第一项次数小于

( ) ( )
( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

g x f x
f x g x f x g x

   
     
   

,而第二项的次数大于或等于

( ) ( )
( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

g x f x
f x g x f x g x

   
     
   

,

这样（1）式左端的次数
( ) ( ) 0

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
g x f x

f x g x f x g x
   

       
   

，但（1）式右端的次

数为零，矛盾。所以 1 1
( ) ( )( ( )) , ( ( ))

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
g x f xu x v x

f x g x f x g x
   

        
   

,

此时 1( )u x ， 1( )v x 即为所求。

2)若 1
( )( ( ))

( ( ), ( ))
g xu x

f x g x
 

   
 

,则用
( )

( ( ), ( ))
g x

f x g x
除 1( )u x ，可得

1
( )( ) ( ) ( )

( ( ), ( ))
g xu x s x r x

f x g x
  ,其中

( )( ( ))
( ( ), ( ))

g xr x
f x g x

 
   

 
,

注意到 ( ) 0r x  是不可能的，事实上，若 ( ) 0r x  ，则 1
( )( ) ( )

( ( ), ( ))
g xu x s x

f x g x
 ,

代入（1）式得 1
( ) ( )[ ( ) ( )] 1

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
g x g xs x v x

f x g x f x g x
  ,矛盾。

再将 1
( )( ) ( ) ( )

( ( ), ( ))
g xu x s x r x

f x g x
  代入（1）式，可得

1
( ) ( ) ( )( ) [ ( ) ( )] 1

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
f x f x g xr x s x v x

f x g x f x g x f x g x
    ,

令 1
( )( ) ( ), ( ) ( ) ( )

( ( ), ( ))
f xu x r x v x s x v x

f x g x
   ,再利用本题 1）的证明结果，即证。



3．证明：如果 ( )f x 与 ( )g x 互素，那么 ( )mf x 与 ( )mg x 也互素。

证 由假设，存在 ( )u x 和 ( )v x 使 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u x f x v x g x  ,

于是 ( ) ( ) ( ) ( ) 1m m m mu x f x v x g x  ，即证。

4．证明：如果 1 2 1( ), ( ),... ( )sf x f x f x 的最大公因式存在，那么

1 2 1( ), ( ),... ( ), ( )s sf x f x f x f x 的最大公因式也存在，且当 1 2 1( ), ( ),... ( ), ( )s sf x f x f x f x 全不为

零时有 1 2 1 1 2 1( ( ), ( ),... ( ), ( )) (( ( ), ( ),... ( )), ( ))s s s sf x f x f x f x f x f x f x f x  ,再利用上式证明，

存在 1 2( ), ( ),..., ( )su x u x u x 使

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))s s su x f x u x f x u x f x f x f x f x    .

证 因为 1 2 1( ), ( ),... ( )sf x f x f x 的最大公因式存在，设其为 1( )d x ，则

1 1 2 1( ) ( ( ), ( ),... ( ))sd x f x f x f x ,于是 1( )d x 与 ( )sf x 的最大公因式也存在，不妨设为

1( ) ( ( ), ( ))sd x d x f x ,则 ( ) | ( )id x f x ( 1, 2,..., )i s ,

若设 ( )x 是 1 2 1( ), ( ),... ( ), ( )s sf x f x f x f x 的任一公因式，则 1( ) | ( )x d x ,

这样 ( )x 为 1( )d x 与 ( )sf x 的一个公因式，又可得 ( ) | ( )x d x ，即证

1 2 1( ) ( ( ), ( ),... ( ), ( ))s sd x f x f x f x f x .

下面用归纳法证明本题第二部分。当 2s  时结论显然成立，假设命题对 1s  也成立，即存在

1 2 1( ), ( ),..., ( )sv x v x v x ，使 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )s sv x f x v x f x v x f x   

1 2 1 1( ( ), ( ),... ( )) ( )sf x f x f x d x  ,成立。

再证命题对 s也成立。

事实上，存在 ( )p x 和 ( )q x ，使 1 1( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )n sd x d x f x p x d x q x f x  

1 1 2 2 1 1( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )]s sp x v x f x v x f x v x f x     ( ) ( )sq x f x ，

令 ( ) ( ) ( )i iu x p x v x ( 1, 2,..., 1)i s  ， ( ) ( )su x q x ，即证。

5．多项式 ( )m x 称为多项式 ( ), ( )f x g x 的一个最小公因式，如果

1） ( ) | ( ), ( ) | ( )f x m x g x m x ；



2） ( ), ( )f x g x 的任一公倍式都是 ( )m x 的倍式。

我们以[ ( ), ( )]f x g x 表示首项系数是 1的那个最小公倍式，证明：如果 ( ), ( )f x g x 的首项系

数都是 1，那么
( ) ( )[ ( ), ( )]

( ( ), ( ))
f x g xf x g x
f x g x

 。

证 令 ( ( ), ( )) ( )f x g x d x ，则

1( ) ( ) ( )f x f x d x ， 1( ) ( ) ( )g x g x d x ，于是

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ), ( ))
f x g x f x g x g x f x
f x g x

  。

即
( ) ( )( ) |

( ( ), ( ))
f x g xf x
f x g x

，
( ) ( )( ) |

( ( ), ( ))
f x g xg x
f x g x

，

设 ( )M x 是 ( )f x 与 ( )g x 的任一公倍式，下面证明 ( ) ( ) | ( )
( ( ), ( ))
f x g x M x
f x g x

。

由倍式的定义，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )M x f x s x g x t x  ，

即 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x d x s x f x s x g x t x g x d x t x   ，

消去 ( )d x 得 1 1( ) ( ) ( ) ( )f x s x g x t x ，于是 1 1( ) | ( ) ( )g x f x s x 。

由于 1 1( ( ), ( )) 1f x g x  ，因而 1( ) | ( )g x s x 或者 1( ) ( ) ( )s x g x q x ，所以

1
1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ), ( ))

f xM x f x s x f x g x q x q x
f x g x

   ，

( ) ( ) | ( )
( ( ), ( ))
f x g x M x
f x g x

 。即证。

6．证明：设 ( )p x 是次数大于零的多项式，如果对于任何多项式 ( ), ( )f x g x ，由

( ) | ( ) ( )p x f x g x ，可以推出 ( ) | ( )p x f x 或者 ( ) | ( )p x g x ，那么 ( )p x 是不可约多项式。

证 采用反证法。设 ( )p x 可约，则有 1 2( ) ( ) | ( )p x p x p x ，那么由假设可得

1( ) | ( )p x p x 或 2( ) | ( )p x p x ，

这是不可能的，因为后面两个多项式的次数低于 ( )p x 的次数。于是得证。



7． 证明：次数 0 且首项系数为 1的多项式 ( )f x 是一个不可约多项式的方幂的充分必要

条件为：对任意的多项式 ( )g x 必有 ( ( ), ( )) 1f x g x  ，或者对某一正整数 , ( ) | ( )mm f x g x 。

证 必要性：设 ( ) ( )sf x p x （其中 ( )p x 是不可约多项式），则对任意多项式 ( )g x ，有

1） ( ( ), ( )) 1p x g x  ；或 2） ( ) | ( )p x g x 。

对于 1）有 ( ( ), ( )) 1f x g x  。

对于 2）有 ( ) | ( )s sp x g x ，此即 ( ) | ( )sf x g x 。再让m s ，即必要性得证。

充分性：设 ( )f x 不是某一个多项式的方幂，则 1 2
1 2( ) ( ) ( )... ( )n

nf x p x p x p x  ，

其中 1, ( 1,2,..., )in i n  是正整数。

若 1( ) ( )g x p x ，则由题设知 ( )f x 与 ( )g x 满足 ( ( ), ( )) 1f x g x  或 ( ) | ( )mf x g x （m为某一

正整数）。但这是不可能的，即证。

8．证明：次数 0 且首项系数为 1的多项式 ( )f x 是某一不可约多项式的方幂的充分必要

条件是：对任意的多项式 ( ), ( )g x h x ，由 ( ) | ( ) ( )f x g x h x ，可以推出 ( ) | ( )f x g x ，或者

对某一正整数 , ( ) | ( )mm f x h x 。

证 必要性：设 ( ) | ( ) ( )f x g x h x ，则对多项式 ( )h x ，有

1） ( ( ), ( )) 1f x h x  ，于是 ( ) | ( )f x g x ；2） ( ) | ( )(mf x h x m为某一正整数）。

必要性成立。

充分性：对任意多项式 ( )g x ，有 ( ( ), ( )) 1f x g x  或 ( ( ), ( )) ( ) 1f x g x d x  ，

若 1( ) ( ) ( )f x f x d x ，那么 1( ) | ( ) ( )f x f x g x ，但 1( ) | ( )f x f x 。再由充分性假设，可得

( ) | ( ),mf x g x m为某一正整数。于是由第 7题的充分条件，即证。

9．证明： n n mx ax b  不能有不为零的重数大于 2的根。

证 设 ( ) n n mf x x ax b   ，则
1( ) [ ( ) ]n m mf x x nx n m a     ，

又因为 ( )f x 的非零根都是多项式 ( ) ( )mg x nx n m a   的根，而 ( )g x 的m个根都是单

根，因而 ( )f x 没有不为零且重数大于 2的根。



10． 证明：如果 ( ) | ( )nf x f x ，那么 ( )f x 的根只能是零或单位根。

证 设 a 是 ( )f x 的任一个根，由 ( ) | ( )nf x f x 知， a 也是 ( ) | ( )nf x f x 的根，即

( ) 0nf x  ，所以
na 也是 ( )f x 的根。以此类推下去，则

2

, , ,...n na a a 都是 ( )f x 的根。

若 ( )f x 是m次多项式，则 ( )f x 最多只可能有m个相异的根，于是存在 k  使

kn na a


 ， ( 1) 0
kn n na a

    ，因此 ( )f x 的根 a或者为 0，或者为单位根。

11．如果 ( ) | ( )f x f x ，证明 ( )f x 有 n重根，其中 ( ( ))n f x  。

证 设 1 2, ,..., sa a a 是 ( )f x 的 s个不同的根，且它们的重数分别为 1 2, ,..., s   ，由于 ( )f x 是

1n  次多项式，因而 1 2 ... 1s n       ，

其次，由 ( ) | ( )f x f x ，所以 1 2, ,..., sa a a 分别为 ( )f x 的 1 21, 1,..., 1s     重根，但

1 2( 1) ( 1) ... ( 1)s n         ，

所以 1n s n   ，从而 1s  。这就是说， ( )f x 只可能有一个根 1a ，且重数为 1 1n   。

故 ( )f x 有 n重根。

11．设 1 2, ,..., na a a 是 n个不同的数，而 1 2( ) ( )( )...( )nF x x a x a x a   

证明：1）
1

( ) 1
( ) ( )

n

i i i

F x
x a F a


 ；2）任意多项式 ( )f x 用 ( )F x 除所得的余式为

1

( ) ( )
( ) ( )

n
i

i i i

f a F x
x a F a 

证 1）令
1

( )( )
( ) ( )

n

i i i

F xg x
x a F a


 ，

则 ( ( )) 1g x n   ，

但 1 2( ) ( ) ... ( ) 1ng a g a g a    ，

所以 ( ) 1g x  。即证得



1

( ) 1
( ) ( )

n

i i i

F x
x a F a


 。

2）对于任意的多项式 ( )f x ，用 ( )F x 除得

( ) ( ) ( ) ( ),f x q x F x r x  ( ( ) 0 ( ( )) 1)r x r x n   或 ，

当 ( ) 0r x  时，结论显然成立。当 ( ( )) 1r x n   时，若令

1

( ) ( )( )
( ) ( )

n
i

i i i

f a F xk x
x a F a


 ，

则 ( ( )) 1k x n   ，于是

( ) ( ) ( )i i ir a f a k a  ( 1, 2,..., )i n ，

即证得

1

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

n
i

i i i

f a F xr x k x
x a F a

 
 。

12． 设 1 2, ,..., na a a 与 ( )F x 同上题，且 1 2, ,..., nb b b 是任意 n个数，显然

1

( )( )
( ) ( )

n
i

i i i

b F xL x
x a F a




适合条件 ( )i iL a b ( 1, 2,..., )i n 。

这称为拉格朗日(Lagrange)插值公式。
利用上面的公式：

1）一个次数 4 的多项式 ( )f x ，它适合条件：

(2) 3, (3) 1, (4) 0, (5) 2f f f f    

2）一个二次多项式 ( )f x ，它在 0, ,
2

x   处与函数 sin x有相同的值；

3）一个次数尽可能低的多项式 ( )f x ，使

(0) 1, (1) 2, (2) 5, (3) 10f f f f   

解 1）设 ( ) ( 2)( 3)( 4)( 5)F x x x x x     ，且

(2) 3, (3) 1, (4) 0, (5) 2f f f f     ，

将它们代入 ( )L x （即 ( )f x ），可得



3( 2)( 3)( 4)( 5) ( 1)( 2)( 3)( 4)( 5)( )
( 2)(2 3)(2 4)(2 5) ( 3)(3 2)(3 4)(3 5)
x x x x x x x xf x
x x

        
 

       

0( 2)( 3)( 4)( 5) 2( 2)( 3)( 4)( 5)
( 4)(4 2)(4 3)(4 5) ( 5)(5 2)(5 3)(5 4)
x x x x x x x x
x x

       
 

       

3 22 17 203 42
3 2 6
x x x     。

2）已知

sin 0 0 (0)f  ， sin 1 ( )
2 2

f 
  ， sin 0 ( )f  

设 ( ) ( )( )
2

F x x x x    ，与上题类似，可得

2

4( ) ( )f x x x 


   。

3）同理，设 ( ) ( 1)( 2)( 3)F x x x x x    ，可得

2( ) 1f x x  。

14．设 ( )f x 是一个整系数多项式，试证：如果 (0)f 与 (1)f 都是奇数，那么 ( )f x 不能有整

数根。

证 设 a是 ( )f x 的一个整数根，则 1( ) ( ) ( )f x x a f x  ，由综合法知商式 1( )f x 也为整系数

多项式，于是

1

1

(0) (0)
(1) (1 ) (1)
f af
f a f

 
  

又因为 a与1 a 中必有一个为偶数，从而 (0)f 与 (1)f 中至少有一个为偶数，与题设矛盾。

故 ( )f x 无整数根。

15．设 1 2, ,..., nx x x 是方程

1
1 ... 0n n

nx a x a   

的根，证明： 2 ,..., nx x 的对称多项式可以表成 1x 与 1 2 1, ,..., na a a  的多项式。

证 设 2( ,..., )nf x x 是关于 2 ,..., nx x 的任意一个对称多项式，由对称多项式的基本定理，有

/ /
2 1 1( ,..., ) ( ,..., )n nf x x g    (1)

其中
/
1 ( 1, 2,..., 1)i n   是 2 ,..., nx x 的初等对称多项式。



由于

/
1 1 1

/ /
2 2 1 1

/ /
1 1 1 2

....................

n n n

x
x

x

 
  

    

  
  


  

（2）

其中 i 为 1 2, ,..., nx x x 的初等对称多项式，但是

1 1

2 2

1
1 1

.............
( 1)nn n

a
a

a




 
 

 
 


  

（3）

将（3）代入（2）可知， /
i 是 1 1 2 1, , ,..., nx a a a  的一个多项式，不妨记为

/
1 1 2 1( , , ,..., )i i np x a a a  ( 1, 2,..., 1)i n  （4）

再将（4）代入（1）式右端，即证 2( ,..., )nf x x 可表为 1 1 2 1, , ,..., nx a a a  的多项式。

16．设 1 2( ) ( )( )...( )nf x x x x x x x    1
1 ... ( 1)n n n

nx x      ，

令 1 2 ...k k k
k ns x x x    ( 0,1, 2,...)k  。

1）证明

1 1
0 1 1( ) ( ... ) ( ) ( )k k k

k kx f x s x s x s x s f x g x 
      

其中 ( )g x 的次数 n 或 ( ) 0g x  。

2）由上式证明牛顿(Newton)公式：

1
1 1 2 2 1 1... ( 1) ( 1) 0k k

k k k k ks s s s k   
          （对1 k n  ）

1 1 2 2 ... ( 1) 0n
k k k n k ns s s s          （对 k n ）

证 1）由假设
1

( )( )
n

i i

f xf x
x x

 
 ，

1
1

1
( ) ( )

kn
k

i i

xx f x f x
x x






 


1 1 1

1 1
( ) ( )

k k kn n
i i

i ii i

x x xf x f x
x x x x

  

 


 

   1

1
( ... ) ( ) ( )

n
k k k

i i
i

x x x x f x g x



     ，

其中

1

1
( ) ( )

kn
i

i i

xg x f x
x x






 是一个次数 n 的多项式。故

1 1
0 1 1( ) ( ... ) ( ) ( )k k k

k kx f x s x s x s x s f x g x 
      



2）由于 1
1( ) ... ( 1)n n n

nf x x x      ，

1 1 1 2 1
1 1( ) ( ( 1) ... ( 1) )k k n n n

nx f x x nx n x     
       ，

因此得等式

1 1
0 1 1 1( ... )( ... ( 1) ) ( )k k n n n

k k ns x s x s x s x x g x  
        

1 1 2 1
1 1( ( 1) ... ( 1) )k n n n

nx nx n x    
      ( )

当 k n 时，比较上式两端含
nx 的系数，首先由于 ( ( )) , ( )g x n g x  不含有

nx 的项，所以等

式左端含
nx 的系数为

1
1 1 2 2 1 1 0... ( 1) ( 1) 0k k

k k k k ks s s s s   
          ，

而右端含
nx 的项只有一项，它的系数为 ( 1) ( )k

kn k   ，所以

1
1 1 2 2 1 1 0... ( 1) ( 1) ( 1) ( )k k k

k k k k k ks s s s s n k    
            ，

注意到 0s n ，即证得

1
1 1 2 2 1 1... ( 1) ( 1) 0k k

k k k k ks s s s   
          。

当 k n 时，等式 ( ) 右端所有项的次数都大于 n，所以含 nx 的系数为 0，而左端含 nx 的项的

系数为 1 1 ... ( 1)nk k n k ns s s      ，因此 1 1 ... ( 1) 0n
k k n k ns s s       。得证。

17．根据牛顿公式，用初等对称多项式表示 2 3 4 5 6, , , ,s s s s s 。

解 1）当 6n  时，由上题可得 2 1 1 22 0s s    ，而 1 1s  ，所以
2

2 1 22s    。

同理可得
3

3 1 1 2 33 3s       ，

4 2 2
4 1 1 2 1 3 2 44 4 2 4s            ，

5 3 2 2
5 1 1 2 1 3 1 2 1 4 2 3 55 5 5 5 5 5s                   ，

6 4 3 2 2 2 3
6 1 1 2 1 3 1 2 1 4 26 6 9 6 2s               

2
3 2 4 1 5 1 2 3 63 6 6 12 6             。

2）当 5n  时， 2 3 4 5, , ,s s s s 同 1）所给，且

6 4 3 2 2 2
6 1 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 36 6 9 6 12s                 



3 2
1 5 2 2 4 36 2 6 3         。

3) 当 4n  时， 2 3 4, ,s s s 同 1）所给， 6s 同 2）所给，且

5 3 2 2
5 1 1 2 1 3 1 2 1 4 2 35 5 5 5 5s                 。

4）当 4n  时， 2 3,s s 同 1）所给， 5 6,s s 同 3）所给，且

4 2 2
4 1 1 2 1 3 24 4 2s          。

5）当 2n  时， 2s 同 1）所给， 4 5 6, ,s s s 同 4）所给，且 3
3 1 1 23s     。

18．证明：如果对于某一个 6次方程有 1 3 0s s  ，那么 7 5 2

7 5 2
s s s

  。

证 这时 6n  ，并注意 1 1 0s   ，且 1 33 0s   ，所以 3 0  ，于是

2 22s   ， 5 2 3 55 5s      ，即 5 55s  。

而 7 1 6 2 5 3 4 4 3 5 5 6 1s s s s s s s           2 57   ，

故 7 5 2
2 57 5 2

s s s     。

19．求一个 n次方程使 1 2 1.. 0ns s s     。

解 设此方程为
1

1 ... ( 1) 0n n n
nx x      ，由题设及牛顿公式，可得

1 2 1... 0n      ，故所求方程为 ( 1) 0n n
nx    或 0nx a  。

20．求一个 n次方程使 1 2 .. 0ns s s    。

解 设此方程为
1

1 ... ( 1) 0n n n
nx x      ，

由题设及牛顿公式可得 1 1k
k k

   ( 2,3,..., )k n ，

即 1

!

k

k k
  ( 2,3,..., )k n ，

所以
2

2 1
1
2

  ，
3

3 1
1
3!

  ， ...， 1
1
!

n
n n

  ，

故所求方程为
2

1 21 1
1 ... ( 1) 0

2! !

n
n n n nx x x

n
         。



第二章 行 列 式

1. 求以下 9级排列的逆序数,从而决定它们的奇偶性
1) 1 3 4 7 8 2 6 9 5;

2) 2 1 7 9 8 6 3 5 4;

3) 9 8 7 6 5 4 3 2 1;

解:1) 所求排列的逆序数为:

  1011033110134782695  ，

所以此排列为偶排列。

2) 所求排列的逆序数为:

  1810345401217986354  ，

所以此排列为偶排列。

3) 所求排列的逆序数为:

    36
2
19912345678987654321 


 ，

所以此排列为偶排列。

2.选择 i与 k使
1) 1274 i 56 k 9成偶排列；
2) 1 i 25 k 4897成奇排列。

解: 1) 当 3,8  ki 时, 所求排列的逆序数为:

   
1001131400

1274856399561274


  ki
，

故当 3,8  ki 时的排列为偶排列.。

2)当 6,3  ki 时, 所求排列的逆序数为:

   
511011010

1325648974897251


  ki
，

故当 6,3  ki 时的排列为奇排列。

3.写出把排列 12345 变成排列 25341 的那些对换。

解: 12345       253412543121435 4,35,22,1   。

4.决定排列   211nn 的逆序数,并讨论它的奇偶性。

解: 因为 1与其它数构成 1n 个逆序,2 与其它数构成 2n 个逆序,



…… nn 与1 构成 1个逆序,所以排列   211nn 的逆序数为

      
 

时排列为奇排列。当

时，排列为偶排列；故当

34,24
14,4

2
1

1221211










kkn
kkn

nn
nnnn 

5.如果排列 nn xxxx 121  的逆序数为 k ,排列 121 xxxx nn  的逆序数是多

少?

解: 因为比 ix 大的数有 ixn  个,所以在

121 xxxx nn  与 nn xxxx 121  这两个排列中,由 ix 与比它的

各数构成的逆序数的和为 ixn  .因而,由 ix 构成的逆序总数

恰为    
2
1121 


nnn 。

而排列 nn xxxx 121  的逆序数为 k ,故排列 121 xxxx nn  的逆序数

为
  knn



2
1

。

6.在 6 阶行列式中, 651456423123 aaaaaa , 256651144332 aaaaaa 这两项应带有

什么符号?

解: 在 6阶行列式中,项 651456423123 aaaaaa 前面的符号为

      11)1( 44312645234516   。

同理项 256651144332 aaaaaa 前面的符号为

        111 46234165341562  
。

所以这两项都带有正号。

7．写出 4阶行列式中所有带有负号并且因子 23a 的项。

解： 所求的各项应是 44322311 aaaa ， 41342312 aaaa ， 42312314 aaaa 。

8．按定义计算行列式：



1）

000
0010

0200
1000








n
n 

2） .

000
1000

0200
0010








n
n 

3）

n
n

000
0001

0020
0100









。

解：1）所给行列式的展开式中只含有一个非零项 11,21 nnn aaa  ，

它前面的符号应为       2
)1(21)1( 11


 

nnnn 
，

所以原行列式=  
 

!1 2
1
n

nn 

 。

2）所给行列式的展开式中只含有一个非零项 1,12312 nnn aaaa  ，

它前面的符号应为       1123 11  nn
，

所以原行列式=   nn 11  ！。

3）所给行列式的展开式中只含有一个非零项 nnnnn aaaa 1,12,21,1   ，

它前面的符号应为        
  

2
212121 11


 

nnnnn 
，

所以原行列式=  
  

n
nn

2
21

1


 ！。

9．由行列式定义证明：

0

000
000
000

21

21

21

54321

54321



ee
dd
cc

bbbbb
aaaaa

解：行列式展开的一般项可表示为
54321 54321 jjjjj aaaaa ，列标 543 jjj 只可

以在 1，2，3，4，5中取不同的值，故三个下标中至少有一个要取 3，4，5列中

之一数，从而任何一个展开式中至少要包含一个 0元素，故所给行列式展开式中

每一项的乘积必为 0，因此原行列式值为 0。

10． 由行列式定义计算



 

x
x

x
xx

xf

111
123
111
212


 中 4x 与 3x 的系数，并说明理由。

解：含有 4x 的展开项只能是 44332211 aaaa ，所以 4x 的系数为 2；同理，

含有 3x 的展开项只能是 44332112 aaaa ，所以 3x 的系 数为-1。

11.由 0

111

111
111









， 证明：奇偶排列各半。

证：由题设，所给行列式的展开式中的每一项的绝对值等于 1。 而

行列式的值为 0，这说明带正号与带负号的项的项数相等.根据行列式的定义，

其展开式中的每一项的符号是由该乘积中各因子下标排列的逆序数所决定的，即

当该乘积中各因子的第一个下标排成自然顺序，且第二个下标所成排列为偶排列

时， 该项前面所带的符号为正，否则为负号，所以，由带正号的项与带负号的

项数相等即说明奇偶排列各半。

12．设

 

1
1

2
11

1
2

2
22

1
1

2
11

12

1

1
1
1












n
nnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa
xxx

xP








，

其中 121 ,,, naaa  是互不相同的数。

1）由行列式定义，说明  xP 是一个 1n 次多项式；

2）由行列式性质，求  xP 的根。

解：1）因为所给行列式的展开式中只有第一行含有 x，所以若行列式的第一

行展开时，含有 1nx 的对应项的系数恰为   11  n
乘一个范德蒙行列式

2
1

2
11

2
3

2
33

2
2

2
22

2
1

2
11

1

1
1
1










n
nnn

n

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa








于是，由 121 ,,, naaa  为互不相同的的数即知含有 1nx 的对应项的系数不为 0，因



而  xP 为一个 1n 次的多项式。

2） 若用 121 ,,, naaa  分代替 x时，则由行列式的性质知所给行列式的值为0，

即   0iaP .故  xP 至少有 1n 个根 121 ,,, naaa  .又因为  xP 是一个

1n 次的多项式，所以 121 ,, naaa  必是  xP 的全部根。

13．计算下面的行列式：

1）

621721342
4435431014
327427246


2）

yxyx
xyxy
yxyx






3）

3111
1311
1131
1113

4）

3214
2143
1432
4321

5）

y
y

x
x







1111
1111
1111
1111

6）

     
     
     
     2222

2222

2222

2222

321
321
321
321






dddd
cccc
bbbb
aaaa

解：1） 原式=

62111
44312
32711

10
6217211000
4435432000
3274271000

5

= 555 10294
6211
3271

10
62110
44311
32710

10  。

2）原式=

xyx
yx
yxy

yx
yxyx
xyxyx
yxyyx











0
0
1
)(2

22
22
22

=  332)(2 yx
xyx
yx

yx 



 。

3）原式= 4886

2000
0200
0020
1111

6

3116
1316
1136
1116

 。



4） 原式=

1110
2220
3110
4321

10

32110
21410
14310
43210







=20 160
40
22

20
400
220
311











。

5）原式=

y
y

x
x

y
yy

x
xx










101
000
011
000

1111
00

1111
00

6）原式=

2212
2212
2212
2212

523212
523212
523212
523212

2

2

2

2

2

2

2

2













dd
cc
bb
aa

dddd
cccc
bbbb
aaaa

=0 。

14.证明

222

111

222222

111111 2
cba
cba
cba

baaccb
baaccb
baaccb






。

证明：由行列式的性质，有

左边=2

2222222

1111111

baaccba
baaccba
baaccba





=2

22222

11111

cbcba
cbcba
cbcba





=2 

222

111

cba
cba
cba
右边 。

15．算出下列行列式的全部代数余子式：



1）

3000
1200
1210
4121


2）

410
123
211 

解：1） 611 A ， 012 A ， 013 A ， 014 A ，

1221 A ， 622 A ， 023 A ， 024 A ，

2,1,0,7
0,3,6,15

44434241

34333231




AAAA
AAAA

。

2） 3,12,7 131211  AAA ，

1,4,6 232221  AAA ，

5,5,5 333231  AAA 。

16．计算下面的行列式：

1）

1234
5221
3112
1111


2）

2
1011
2
111

3
1

121
3
1

11
2
11







3）

53012
12133
21531
12102
41210





4）

2
10312
21011

0
2
1123

21102

110
2
11









解：1）原式=

2100
1000
5110
1111

3210
4110
5110
1111









= 1

1000
2100
5110
1111






。

2）原式=

1023
1121
4061
3034

12
1

1023
1121
2221
2113

12
1











=-

123
461
334

12
1


=-  

12
133235436624

12
1

 。

3）原式=

1422
11553
10411
1212

14202
115503
104101
12102
41210













=-

386
03125
03019

386
61513
961

3806
615013
9601
1212








=3 483
16
3019

 。

4）原式=

1360216
21011
430410
21102
22012

8
1

10624
21011
01246
21102
22012

8
1












=

172012
0303
12502
2212

8
1

136216
2111
43410
2212

8
1 










=-

17010
010
1207

8
3

17010
010
1207

8
3

17212
033
1252

8
1




=-
8
3

1710
127

8
3

 。

17．计算下列 n阶行列式：

1）

xy

x
yx

yx

000
000

0000
000
000









2）

nnnn

n

n

bababa

bababa
bababa












21

22212

12111

3）

mxxx

xmxx
xxmx

n

n

n












21

21

21

4）

n






222

2322
2222
2221

5）

nn
n

nn









11000
02000

00220
00011

1321









解：1）按第一列展开，原式=   nnn yx 11  。

2）从第 2列起各列减去第 1列

原式=

nn

n

n

bbbbba

bbbbba
bbbbba






1211

12112

12111







当 3n 时，原式=0；



当 2n 时，原式=   1212 bbaa  ；

当 1n 时，原式= 11 ba  。

3）原式=

mxx

xmx
xx

mx

n

n

n

n

i
i






















2

2

2

1

1

1
1

  1

1

2

00

00
1


































n
n

i
i

n

n

ni
i

mmx

m

m
xx

mx







。

4）原式=

12001

0201
0011
0001

2

2001

0101
0001
2221






 nnn 













=   22  n ！。

5）各列加到第 1列得到

原式=

 

 
 11000
02000

00220
00010

132
2
1










nn
n

nnnn










=    1
2
11 1   nn

。

18.证明：



1） 







 



n

i i
n

n

a
aaaa

a

a
a

a

1
0212

1

0

1

001

001
001
111










。

2） 01
1

1

1

2

2

1

0

1000
000

010
001
000

axaxax

ax
ax

ax
ax
ax

n
n

n

n

n

























。

3）
























 11

1000
000

0010
001
000

nn









。

4） 









cos

cos21000
1cos2000

00cos210
001cos21
0001cos











。

5） 






















n

i i
n

n

n

a
aaa

a
a

a
a

a

1
21

1

3

2

1

11

11111
11111

11111
11111
11111











。

证明：4）分别将第 )1,,2(  nii  行乘以-
1

1

ia
加到第 1行，得



左边=

n

n

i i

a

a
a

a
a









001

001
001

0001

2

1

1
0 





= )1(
1

021 



n

i i
n a
aaaa  = 右边。

4）从最后一行起，分别将每一行都乘以 x后加到其前一行，得

左边=

1

21
2

23
3

1
2

12
2

1
1

01
1

1

1000
0000

0010
0001
0000


























n

nn

n
n

n

n
n

n

n
n

n

ax
axax

axaxax
axaxax
axaxax









   

    
01

1
1

1
01

1
1

1
1

01
1

1
1

11

1

1
1

1

axaxax
axaxax

axaxax

n
n

n

nn
n

nn
n

n
n

nn

































=右边。

4）将所给行列式记为 nD ，按第 1列展开得

  21   nnn DDD  ，

即  211   nnnn DDDD  ，

此式对一切 n都成立.故递推得



 
   

     nn

n
nn

nnnn

DDDD
DDDD




















22

12
2

43
3

32
2

1

 ，

在 nD 中  , 的地位是一样的，故同理可得

n
nn DD   1 ，

所以   n
nD   ，

从而







 11 nn

nD =右边。

4）对 2阶行列式，有 



2cos1cos2

cos21
1cos 2

2 D ， 此时结论

成立。

假设对阶数小于 n的行列式结论皆成立，则对n阶行列式 nD 按最后一行展

开，得 21cos2   nnn DDD  ，因为

 
       


sin1sincos1cos1cos

2cos2




nnn
nDn ，

代入 nD 可得

     
   
   




nn
nn

nnnDn

cos1cos
sin1sincos1cos

sin1sincos1cos1coscos2






故对一切 n结论成立，即证。



4）左边=

n

n

a
a

a
a









11111
11110

11110
11110
11111

1

2

1









=

n

n

i i

n

n

a

a
a

a

a
a

a
a

















000

000
000

11111

0001
0001

0001
0001
11111

2

1

1

1

2

1















= 







 



n

i i
n a
aaa

1
21

11 =右边。

19．用克拉默法则解下列方程：

1）
















433
323
52333
6232

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

2）
















8232
4223
8322
6232

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

3）





















332
222434

2223
82432
1422

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

4）





















15
065
065
065

165

54

543

432

321

21

xx
xxx
xxx
xxx

xx

解：1） 70,70,70,70,70 4321  ddddd 。

所以方程组有唯一解：

1,1,1,1 4
4

3
3

2
2

1
1 

d
dx

d
d

x
d
dx

d
dx 。



2） 648,324,648,324,324 4321  ddddd 。

所以方程组有唯一解：

2,1,2,1 4
4

3
3

2
2

1
1 

d
dx

d
d

x
d
dx

d
dx 。

3） 312,168,96,336,96,24 54321  dddddd 。

所以方程组有唯一解：

13,7,4,14,4 5
5

4
4

3
3

2
2

1
1 

d
d

x
d
dx

d
d

x
d
dx

d
dx 。

4） 212,395,703,1145,1507,665 54321  dddddd .

所以方程组有唯一解：

665
212,

133
79,

35
37,

133
229,

665
1507

54321  xxxxx 。

20．设 naaa ,,, 21  是数域 P中互不相同的数， nbbb ,,, 21  是数域

P中任一组给定的数，用克拉默法则证明：有唯一的数域 P上

的多项式   1
1

2
210


 n
n xcxcxccxf  使

  ii baf   ni ,,2,1  。

证明：由   ii baf  得

























n
n

nnnn

n
n

n
n

bacacacc

bacacacc
bacacacc

1
1

2
210

2
1

21
2

22210

1
1

11
2

12110

.............................................





这是一个关于 110 ,,, nccc  的线性方程组，且它的系数行列式



为一个范得蒙行列式.由已知该行列式不为 0，故线性方程组

只有唯一解，即所求多项式是唯一的。

21．设水银密度 h与温度 t的关系为 3
3

2
210 tatataah  ，

由实验测定得以下数据：

求 15t ，40 时的水银密度（准确到两位数）。

解：将 ht, 的实验数据代入关系式

3
3

2
210 tatataah  ，得 60.130 a ，且













08.02700090030
05.0800040020
08.0100010010

321

321

321

aaa
aaa
aaa

因为系数行列式

40,1800,50000

01012
2700090030
800040020
100010010

321

6





ddd

d

由克拉默法则可求得 0000033.0,00015.0,0042.0 321  aaa ，

故所求关系式为 32 0000033.000015.00042.060.13 ttth  ，

再将 40,15  tt 分别代入上式，其水银密度分别为

,56.1315 th 48.1340 th 。

 Ct  0 10 20 30

h 13.60 13.57 13.55 13.52



第三章 线性方程组

1．用消元法解下列线性方程组：

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 5 4 1
3 2 2 1

1) 2 3
4 3
2 1

x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

   
           
     
      

1 2 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 1
3 3 2

2)
2 3 4 5 2 7
9 9 6 16 2 25

x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

   
     
     
     

1 2 3 4

2 3 4

1 2 4

2 3 4

2 3 4 4
3

3)
3 1

7 3 3

x x x x
x x x
x x x
x x x

   
    
    
    

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 7 0
2 3 3 2 0

4)
4 11 13 16 0
7 2 3 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
     

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 1
3 2 2 3 2

5)
5 2 1
2 3 4

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
     
    

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

2 3 1
3 2 1

6) 2 3 1
2 2 2 1
5 5 2 2

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x

   
        
    
   

解 1）对方程组得增广矩阵作行初等变换，有

1 3 5 4 0 1 1 3 5 4 0 1
1 3 2 2 1 1 0 0 3 2 1 2
1 2 1 1 1 3 0 5 4 3 1 2
1 4 1 1 1 3 0 7 4 5 1 2
1 2 1 1 1 1 0 1 4 8 1 2

    
         
        
          
          

1 0 2 1 0 1 1 0 0 1 0 1
0 0 3 2 1 2 0 0 0 2 1 2
0 0 2 0 0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0

    
        
     
   
   
        

因为

( ) ( ) 4 5rank A rank B   ，

所以方程组有无穷多解，其同解方程组为

1 4

1 5

3

2 4

1
2 2
2 0

0

x x
x x
x
x x

 
   
 
  

，



解得

1

2

3

4

5

1

0

2 2

x k
x k
x
x k
x k

 
  
 
   

其中 k为任意常数。
2）对方程组德增广矩阵作行初等变换，有

1 2 0 3 2 1 1 2 0 3 2 1
1 1 3 1 3 2 0 3 3 4 5 1
2 3 4 5 2 7 0 7 4 1 2 5
9 9 6 16 2 25 0 27 6 11 16 16

    
           
      
        

1 2 0 3 2 1 1 2 0 3 2 1
0 3 3 4 5 1 0 3 3 4 5 1

25 29 8 25 29 80 0 11 0 0 11
3 3 3 3 3 3

0 0 33 25 29 7 0 0 0 0 0 1

    
           

    
    

   
       

因为

( ) 4 ( ) 3rank A rank A   ，

所以原方程无解。

3）对方程组德增广矩阵作行初等变换，有

1 2 3 4 4 1 2 3 4 4
0 1 1 1 3 0 1 1 1 3
1 3 0 1 1 0 5 3 5 3
0 7 3 1 3 0 7 3 1 3

      
         
    
         

1 0 1 2 2 1 0 0 0 8
0 1 1 1 3 0 1 0 0 3
0 0 2 0 12 0 0 2 0 12
0 0 4 8 24 0 0 0 8 0

     
        
   
       

，

因为

( ) ( ) 4rank A rank A  ，

所以方程组有惟一解，且其解为



1

2

3

4

8
3
6
0

x
x
x
x

 
 
 
 

。

4）对方程组的增广矩阵作行初等变换，有

3 4 5 7 1 7 8 9
2 3 3 2 2 3 3 2
4 11 13 16 4 11 13 16
7 2 1 3 7 2 1 3

    
         
    
       

1 7 8 9 1 7 8 9
0 17 19 20 0 17 19 20
0 17 19 20 0 0 0 0
0 34 38 40 0 0 0 0

    
          
   
       

，

即原方程组德同解方程组为

1 2 3 4

2 3 4

7 8 9 0
17 19 20 0
x x x x

x x x
   

   
，

由此可解得

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

3 13
17 17
19 20
17 17

x k k

x k k

x k
x k

  

  



 

，

其中 1 2,k k 是任意常数。

5）对方程组的增广矩阵作行初等变换，有

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
3 2 2 3 2 7 0 0 1 4
5 1 1 2 1 3 0 0 1 2
2 1 1 3 4 4 0 0 2 5

    
        
     
        

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
7 0 0 1 4 7 0 0 1 4
10 0 0 0 2 10 0 0 0 2
10 0 0 0 3 0 0 0 0 1

    
        
   
        

因为

( ) 4 ( ) 3rank A rank A   ，



所以原方程组无解。

6）对方程组的增广矩阵作行初等变换，有

1 2 3 1 1 3 5 4 0 2
3 2 1 1 1 2 5 2 0 2
2 3 1 1 1 2 3 1 1 1
2 2 2 1 1 4 5 3 0 2
5 5 2 0 2 5 5 2 0 2

   
      
   
      
      

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0
5 5 2 0 2 0 5 7 0 2

1 1 6 11 0 1 0 0 1
5 5 5 5

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

   
   
   
   

        
   
    

   
   

，

即原方程组的同解方程组为

2 3

3 4

1 3

5 7 2
6 1
5 5

0

x x

x x

x x

 
   

  

，

解之得

1

2

3

4

2 7
5 5

1 6
5 5

x k

x k

x k

x k



  

 


  


，

其中 k是任意常数。

2.把向量  表成 1 2 3 4, , ,    的线性组合.。

1 2

3 4

1) (1,2,1,1)
(1,1,1,1), (1,1, 1, 1)
(1, 1,1, 1), (1, 1, 1,1)


 
 


   
     

1 2

3 4

2) (0,0,0,1)
(1,1,0,1), (2,1,3,1)
(1,1,0,0), (0,1, 1, 1)


 
 


 
   

解 1）设有线性关系

1 1 2 2 3 3 4 4k k k k       

代入所给向量，可得线性方程组



1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1
2
1
1

k k k k
k k k k
k k k k
k k k k

   
    
    
    

，

解之，得

1
5 ,
4

k  2
1 ,
4

k  3
1 ,
4

k   4
1
4

k   ，

因此

1 2 3 4
5 1 1 1
4 4 4 4

        。

2）同理可得

1 3    。

3.证明：如果向量组 1 2, , , r   线性无关，而 1 2, , , ,r    线性相关，则向量可

由 1 2, , , r   线性表出.

证 由题设，可以找到不全为零的数 1 2 1, , , rk k k  使

1 1 2 2 1 0r r rk k k k        ，

显然 1 0rk   .事实上，若 1 0rk   ，而 1 2, , , rk k k 不全为零，使

1 1 2 2 0r rk k k     

成立，这与 1 2, , , r   线性无关的假设矛盾，即证 1 0rk   .故

1 1

r
i

i
i r

k
k

 
 

  ，

即向量  可由 1 2, , , r   线性表出。

4. 1 2( , , , )( 1, 2, , )i i i in i n      ，证明：如果 0ij  ，那么 1 2, , , n   线性

无关。

证 设有线性关系 1 1 2 2 0n nk k k      ，

代入分量，可得方程组

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

n n nn n

k k k
k k k

k k k

  
  

  

   
    


    







，



由于 0ij  ，故齐次线性方程组只有零解，从而 1 2, , , n   线性无关。

5.设 1 2, , , rt t t 是互不相同的数， r n .证明：

1(1, , , )( 1, 2, , )n
i i it t i r    是线性无关的。

证 设有线性关系 1 1 2 2 0r rk k k      ，则

1 2

1 1 2 2

1 1 1
1 1 2 2

0
0

0

r

r r

n n n
r r

k k k
t k t k t k

t k t k t k  

   
    


    







，

1）当 r n 时，方程组中的未知量个数与方程个数相同，且系数行列式为一个范德蒙

行列式，即

1 2
2 2 2
1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

( ) 0
n

n j i
i j

n n n
n

t t t
t t t t t

t t t



  

  





   


，

所以方程组有惟一的零解，这就是说 1 2, , , r   线性无关。

2）当 r n 时，令
2 1

1 1 1 1
2 1

2 2 2 2

2 1

(1, , , , )
(1, , , , )

(1, , , , )

r

r

r
r r r r

t t t
t t t

t t t













 





 







则由上面 1)的证明可知 1 2, , , r   是线性无关的。而 1 2, , , r   是 1 2, , , r   延长的

向量，所以 1 2, , , r   也线性无关。

6.设 1 2 3, ,   线性无关，证明 1 2 2 3 3 1, ,        也线性无关。

证 设由线性关系 1 1 2 2 2 3 3 3 1( ) ( ) ( ) 0k k k           ，则

1 3 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) ( ) 0k k k k k k        。

再由题设知 1 2 3, ,   线性无关，所以



1 3

1 2

2 3

0
0
0

k k
k k
k k

 
  
  

，

解得 1 2 3 0k k k   ，所以 1 2 2 3 3 1, ,        线性无关。

7.已知 1 2, , , s   的秩为 r，证明： 1 2, , , s   中任意 r个线性无关的向量都构成

它的一个极大线性无关组.

证 设 1 2, , ,i i ir   是 1 2, , , s   中任意 r个线性无关向量组，如果能够证明任意

一个向量 ( 1, 2, , )j j s   都可由 1 2, , ,i i ir   线性表出就可以了。

事实上，向量组 1 2, , , ,i i ir j    是线性相关的，否则原向量组的秩大于 r，矛盾.这

说明 j 可由 1 2, , ,i i ir   线性表出，再由 j 的任意性，即证。

8.设 1 2, , , s   的秩为 r ，
1 2
, , ,

ri i i   是 1 2, , , s   中的 r 个向量，使得

1 2, , , s   中每个向量都可被它们线性表出，证明：
1 2
, , ,

ri i i   是 1 2, , , s   的一

个极大线性无关组。

证 由题设知
1 2
, , ,

ri i i   与 1 2, , , s   等价，所以
1 2
, , ,

ri i i   的秩与

1 2, , , s   的秩相等，且等于 r .又因为
1 2
, , ,

ri i i   线性无关，故而
1 2
, , ,

ri i i   是

1 2, , , s   的一个极大线性无关组。

9.证明：一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一线性无关组。

证 将所给向量组用（Ⅰ）表示，它的一个线性无关向量组用（Ⅱ）表示。

若向量组（Ⅰ）中每一个向量都可由向量组（Ⅱ）线性表出，那么向量组（Ⅱ）就是向

量组（Ⅰ）的极大线性无关组.否则，向量组（Ⅰ）至少有一个向量 不能由向量组（Ⅱ）
线性表出，此时将 添加到向量组（Ⅱ）中去，得到向量组（Ⅲ），且向量组（Ⅲ）是线性
无关的。

进而，再检查向量组（Ⅰ）中向量是否皆可由向量组（Ⅲ）线性表出.若还不能，再把

不能由向量组（Ⅲ）线性表出的向量添加到向量组（Ⅲ）中去，得到向量组（Ⅳ）。继续这

样下去，因为向量组（Ⅰ）的秩有限，所以只需经过有限步后，即可得到向量组（Ⅰ）的一

个极大线性无关组。

10.设向量组为

1 (1, 1, 2, 4)   ， 2 (0,3,1,2)  ， 3 (3,0,7,14)  ，

4 (1, 1, 2,0)   ， 5 (2,1,5,6)  。

1）证明： 1 2,  线性无关。



2）把 1 2,  扩充成一极大线性无关组。

证 1）由于 1 2,  的对应分量不成比例，因而 1 2,  线性无关。

2）因为 3 1 23    ，且由

1 1 2 2 4 4 0k k k     ，

可解得

1 2 4 0k k k   ，

所以 1 2 4, ,   线性无关。

再令

1 1 2 2 4 4 5 5 0k k k k       ，

代入已知向量后，由于相应的齐次线性方程组的系数行列式为 0，因而该齐次线性方程组存

在非零解，即 1 2 4 5, , ,    线性相关，所以 5 可由 1 2 4, ,   线性表出。

这意味着 1 2 4, ,   就是原向量组的一个极大线性无关组。

注 此题也可将 1 2 4 5, , ,    排成5 4 的矩阵，再通过列初等变换化为行阶梯形或行

最简形，然后得到相应结论。

11.用消元法求下列向量组的极大线性无关组与秩：

1 2

3 4

1) (6,4, 1,2), (1,0, 2,3, 4)
(1,4, 9, 16,22), (7,1,0, 1,3)

 
 

   
    

，

1 2

3 4

5

2) (1, 1,2,4), (0,3,1, 2)
(3,0,7,14), (1, 1, 2,0)
(2,1,5,6)

 
 


  
  



解 1）设

1

2

3

4

6 4 1 1 2
1 0 2 3 4
1 4 9 16 22
7 1 0 1 3

A






   
       
    
       

对矩阵 A作行初等变换，可得
0 4 11 19 26 0 0 0 0 0
1 0 2 3 4 1 0 2 3 4
0 4 11 19 26 0 0 45 69 98
0 1 14 22 31 0 1 14 22 31

A

    
       
     
         

，

所以 1 2 3 4, , ,    的秩为 3，且 2 3 4, ,   即为所求极大线性无关组。



3）同理可得 1 2 4, ,   为所求极大线性无关组，且向量组的秩为 3。

12.证明：如果向量组（Ⅰ）可以由向量组（Ⅱ）线性表出，那么（Ⅰ）

的秩不超过（Ⅱ）的秩。

证 由题设，向量组（Ⅰ）的极大线性无关组也可由向量组（Ⅱ）的极大线性无关组线

性表出，即证向量组（Ⅰ）的秩不超过向量组（Ⅱ）的秩。

13.设 1 2, , , n   是一组维向量，已知单位向量 1 2, , , n   可被它们线性表出，证明：

1 2, , , n   线性无关。

证 设 1 2, , , n   的秩为 r n ，而 1 2, , , n   的秩为 n。

由题设及上题结果知

n r ，

从而 r n ，故 1 2, , , n   线性无关。

14.设 1 2, , , n   是一组 n维向量，证明： 1 2, , , n   线性无关的充分必要条件是

任一 n维向量都可被它们线性表出。

证 必要性.设 1 2, , , n   线性无关，但是 1n  个 n维向量 1 2, , , ,n    必线性相

关，于是对任意 n维向量  ，它必可由 1 2, , , n   线性表出。

充分性 任意 n维向量可由 1 2, , , n   线性表出，特别单位向量 1 2, , , n   可由

1 2, , , n   线性表出，于是由上题结果，即证 1 2, , , n   线性无关。

15.证明：方程组

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







对任何 1 2, , , nb b b 都有解的充分必要条件是系数行列式 0ija  。

证 充分性.由克拉默来姆法则即证。

下证必要性.记

1 2

1 2

( , , , ) ( 1, 2, , )
( , , , )

i i i ni

n

i n
b b b

   


 



 


，

则原方程组可表示为

1 1 2 2 n nx x x       ，

由题设知，任意向量  都可由线性 1 2, , , n   表出，因此由上题结果可知 1 2, , , n   线



性无关。

进而，下述线性关系

1 2 2 2 0n nk k k      ，

仅有惟一零解，故必须有 0ijA a  ，即证。

16.已知 1 2, , , r   与 1 2 1, , , , , ,r r s      有相同的秩，证明：

与 1 2 1, , , , , ,r r s      等价。

证 由于 1 2, , , r   与 1 2 1, , , , , ,r r s      有相同的秩，因此它们的极大线性无

关 组 所 含 向 量 个 数 必 定 相 等 . 这 样 1 2, , , r   的 极 大 线 性 无 关 组 也 必 为

1 2 1, , , , , ,r r s      的极大线性无关组，从而它们有相同的极大线性无关组。

另一方面，因为它们分别与极大线性无关组等价，所以它们一定等价。

17.设 1 2 3 2 1 3, , ,r r                

1 2 1r r        ，

证明： 1 2, , , r   与 1 2, , , r   具有相同的秩。

证 只要证明两向量组等价即可.由题设，知 1 2, , , r   可由 1 2, , , r   线性表出。

现在把这些等式统统加起来，可得

1 2 1 2
1 ( )
1 r rr
           


  ，

于是

1 2
1 1 1 1( 1)
1 1 1 1i i rr r r r

          
   

  ，

( 1, 2, , )i r 

即证 1 2, , , r   也可由 1 2, , , r   线性表出，从而向量组 1 2, , , r   与 1 2, , , r  

等价。

18.计算下列矩阵的秩：

1）

0 1 1 1 2
0 2 2 2 0
0 1 1 1 1
1 1 0 1 1

 
   
  
  

2）

1 1 2 1 0
2 2 4 2 0
3 0 6 1 1
0 3 0 0 1

 
   
 
 
 



3）

14 12 6 8 2
6 104 21 9 17
7 6 3 4 1
35 30 15 20 5

 
 
 
 
 
 

4）

1 0 0 1 4
0 1 0 2 5
0 0 1 3 6
1 2 3 14 32
4 5 6 32 77

 
 
 
 
 
 
  

5）

1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1

 
 
 
 
 
 
  

。

解 1）秩为 4；2）秩为 3；3）秩为 2；4）秩为 3；5）秩为 5。

19.讨论 , ,a b 取什么值时，下列方程有解，并求解。

1）

1 2 2

1 2 3
2

1 2 3

1x x x
x x x
x x x


 

 

   


  
   

2）

1 2 2

1 2 3

1 2 3

( 3)
( 1) 2

3( 1) ( 3) 3

x x x
x x x

x x x

 
  
  

   
    
     

3）

1 2 2

1 2 3

1 2 3

4
3

2 4

ax x x
x bx x
x bx x

  
   
   

解 1）因为方程组的系数行列式

2

1 1
1 1 ( 1) ( 2)
1 1

D


  


    ，

所以当 1  时，原方程组与方程 1 2 2 1x x x   同解，故原方程组有无穷多解，且其解为

1 1 2

2 1

3 2

1x k k
x k
x k

  
 
 

，

其中 1 2,k k 为任意常数。

当 2   时，原方程组无解。

当 1  且 2   时，原方程组有惟一解。且

1

2

2

3

1
2

1
2

( 1)
2

x

x

x








   
  
 

 

。



2）因为方程组的系数行列式

2

3 1 2
1 1 ( 1)

3 3 3
D


   
  


   

 
，

所以当 0  时，原方程组的系数矩阵 A与增广矩阵 A的秩分别为 2与 3，所以无解。

当 1  时， A的秩为 2， A的秩为 3，故原方程组也无解。

当 0  ，且 1  时，方程组有唯一解

3 2

1 2

3

2 2

3 2

3 2

3 15 9
( 1)

12 9
( 1)

4 3 12 9
( 1)

x

x

x

  
 

 
 
  

 

   
 

    
   




。

3) 因为方程组的系数行列式

1 1
1 1 ( 1)
1 2 1

a
D b b a

b
    ，

所以当 0D  时，即 1a  且 0b  时，方程组有惟一解，且为

1

2

3

2 1
( 1)
1

1 2 4
( 1)

bx
b a

x
b

ab bx
b a

  
 


   

，

当 0D  时

1
o
若 0b  ，这时系数矩阵 A的秩为 2，而它的增广矩阵 A的秩为 3，故原方程组无解。

2o若 1a  ，这时增广矩阵

1 1 1 4 1 1 1 4
1 1 3 0 1 0 1
1 2 1 4 0 2 1 0 0

A b b
b b

   
         
      

所以当
11,
2

a b  时， A的秩为 3， A的秩为，原方程组无解。

而当
11,
2

a b  时，原方程组有无穷多个解，且其解为



1

2

3

2
2

x k
x
x k

 
 
 

，

其中 k为任意常数。
20.求下列齐次线性方程组的一个基础解系，并用它表出全部解：

1）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

0
3 2 0

2 2 6 0
5 4 3 3 0

x x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x x

    
     
    
     

2）

1 2 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 0
2 0

4 2 6 3 4 0
2 4 2 4 7 0

x x x x
x x x x
x x x x x
x x x x x

   
    
     
     

3）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0
2 0

7 5 5 5 0
3 2 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

    
     
     
     

4）

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 0
2 2 3 0
3 2 2 0
2 5 2 2 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

    
     
     
     

解 1）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 1 3 0 1 2 2 6 0 1 2 2 6
0 1 2 2 6 0 1 2 2 6 0 0 0 0 0
5 4 3 3 1 0 1 2 2 6 0 0 0 0 0

     
                   
     
              

因 为

( ) 2 5rank A   ，所以原方程组的基础解中含有 3个线性无关的解向量，且原方程组的同

解方程组为

1 2 3 4 5

2 3 4 5

0
2 2 6 0

x x x x x
x x x x

    
    

，

于是只要令

3 4 51, 0,x x x   即得 1 (1, 2,1,0,0)   ，

同理，令

1 3 51, 0,x x x   即得 2 (1, 2,0,1,0)   ，

5 3 41, 0,x x x   即得 3 (5, 6,0,0,1)   ，

则 1 2 3, ,   为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为

1 1 2 2 3 3k k k      ，

其中 1 2 3, ,k k k 为任意常数。

2）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有



1 1 0 3 1 1 1 0 3 1
1 1 2 1 0 0 2 2 2 1
4 2 6 3 4 0 6 6 15 0
2 4 2 4 7 0 2 2 10 5

      
        
     
         

1 1 0 3 1 1 1 0 3 1
0 2 2 2 1 0 2 2 2 1
0 0 0 9 3 0 0 0 3 1
0 0 0 12 4 0 0 0 0 0

      
        
    
      

因为 ( ) 3 5rank A   ，所以原方程组的基础解系中含有 2 个线性无关的解向量，且原方程

组的同解方程组为

1 2 4 5

2 3 4 5

4 5

0
2 2 2 0

3 0

x x x x
x x x x
x x

   
    
  

，

若令

1 41, 0x x  ，得 1 ( 1,1,1,0,0)   ，

1 40, 1x x  ，得 2
7 5( , ,0,1,3)
2 2

   ，

则 1 2,  为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为

1 1 2 2k k    ，

其中 1 2,k k 为任意常数。

3）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1
2 1 1 1 1 0 5 3 3 1
1 7 5 5 5 0 9 6 6 6
3 1 2 1 1 0 5 5 2 2

      
          
      
          

1 2 1 1 1 1 2 1 1 2
0 5 13 3 1 0 5 3 3 1
0 21 12 12 0 0 6 9 0 0
0 5 1 4 0 0 5 1 4 0

      
          
    
       

又因为



1 1 1 2
0 3 3 1

0
0 9 0 0
0 1 4 0


 



所以 ( ) 4 5rank A   ，方程组的基础解系含有一个线性无关的解向量，且原方程组的同解

方程组为

1 2 3 4 5

2 3 4 5

2 3

2 3 4

2 2 0
5 3 3 0
6 9 0
5 4 0

x x x x x
x x x x
x x
x x x

    
    
  
   

。

于是令 2 1x  ，可得

1 2 13 1( ,1, , , )
2 3 12 4

  ，

则即为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为 k ，其中 k为任意常

数。

4）对方程组的系数矩阵作行初等变换，有

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1
2 1 1 2 3 0 5 3 4 5
3 2 1 1 2 0 4 4 4 5
2 5 1 2 2 0 1 1 0 0

      
         
       
         

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 8 4 5 0 0 8 4 5
0 0 8 4 5 0 0 0 0 0

      
   
    
      
       

又应为

1 2 1
0 1 0 0
0 0 4

 


所以 ( ) 3 5rank A   ，方程组的基础解系含有 2个线性无关大解向量，且原方程组的同解

方程组为

1 2 3 4 5

2 3

3 4 5

2 2 0
0

8 4 5 0

x x x x x
x x
x x x

    
  
   

3 51, 0x x  ，得 1 ( 1, 1,1,2,0)    ，



3 50, 1x x  ，得 2
1 5( ,0,0, ,1)
4 4

  ，

则 1 2,  为原方程组的一个基础解系，且该齐次线性方程组的全部解为

1 1 2 2k k    ，

其中 1 2,k k 为任意常数。

21.用导出组的基础解系表出第 1题 1）、4）、6）题中线性方程组的全部解，其中

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 5 4 1
3 2 2 1

1) 2 3
4 3
2 1

x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

   
           
     
      

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 7 0
2 3 3 2 0

4)
4 11 13 16 0
7 2 3 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
     

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

2 3 1
3 2 1

6) 2 3 1
2 2 2 1
5 5 2 2

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x

   
        
    
   
解 1）对原方程组的增广矩阵作初等行变换，可得

( ) ( ) 4 5rank A rank A b   ，

所以方程组有无穷多解，且其导出组的基础解系中含有 1个线性无关的解向量，又因为原方
程组的同解方程组为

1 4

4 5

2 4

1
2 2

0

x x
x x
x x

 
   
  

，

若令 4 1x  ，代入原方程组的导出组，可解得 1 2 3 51, 1, 0, 2x x x x     ，于是导出组的

基础解系为

(1,1,0,1, 2)   ，

且原方程组的一个特解为

0 (1,0,0,0, 2)   ，

故园方程组的全部解为



1

2

3 0

4

5

1 1
0 1
0 0
0 1
2 2

x
x
x k k
x
x

 

     
     
     
        
     
     
          

，

其中 k为任意常数。
4）对原齐次线性方程组的系数矩阵作初等变换，可得

( ) 2 4rank A   ，

所以方程组有无穷多解，且其基础解系中含有 2个线性无关的解向量，又因为原方程组的同
解方程组为

1 2 3 4

2 3 4

7 8 9 0
17 19 20 0
x x x x

x x x
   

   
，

若令

3 41, 0x x  ，得 1 2
3 19,
17 17

x x  ，

再令

3 40, 1x x  ，得 1 2
13 20,
17 17

x x   ，

于是导出组的基础解系为

1
3 19( , ,1,0)
17 17

  ， 2
13 20( , ,0,1)
17 17

    ，

故原方程组的全部解为

1

2

3 1 1 2 2 1

4

5

3 13
17 17
19 20
17 17
1 0
0 1

x
x
x k k k k
x
x

 

                                             

，

其中 1 2,k k 为任意常数。

6）对原方程组的增广矩阵作初等变换，可得

( ) 3 4rank A b   ，

所以方程组有无穷多个解，且其导出组的基础解系中含有 1个线性无关的解向量，又因为原
方程组的同解方程组为

2 3

3 4

1 3

5 7 2
6 1
5 5

0

x x

x x

x x

 
   

  

，



若令 3 1x  ，代入原方程组的导出组，可解得 1 2 4
7 61, ,
5 5

x x x    ，于是导出组的基础

解系为

7 6(1, ,1, )
5 5

   ，

且原方程组的一个特解为

0
2 1(0, ,0, )
5 5

   ，

故原方程组的全部解为

1

2

3 0

4

5

0 1
2 7
5 5
0 1
1 6
5 5

x
x
x k k
x
x

 

                                              

，

其中 k为任意常数。

22. ,a b取什么值时，线性方程组

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4 5

1
3 2 3

2 2 6 3
5 4 3 3

x x x x x
x x x x x a
x x x x
x x x x x b

    
     
    
     

有解？在有解的情形，求一般解。

解 对方程组的增广矩阵行作初等变换：

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 1 3 0 1 2 2 6 3
0 1 2 2 6 3 0 1 2 2 6 3
5 4 3 3 1 0 1 2 2 6 5

a a
A

b b

   
            
   
           

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 1 2 2 6 3
0 0 0 0 0 2

a

b

 
 
 
 
  

。

于是，只有 0a  且 2b  时，增广矩阵的秩与系数的秩都为 2，此时原方程组有解；当 0a 
且 2b  时，原方程组都无解。

当 0a  ， 2b  时，原方程组与方程组

1 2 3 4 5

2 3 4 5

1
2 2 6 3

x x x x x
x x x x

    
    

，

同解，且其一般解为



1 3 4 5

2 3 4 5

3 3

4 4

5 5

2 5
3 2 2 6

x k k k
x k k k
x k
x k
x k

    
     
 
 

，

其中 3 4 5, ,k k k 为任意常数。

23.设

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 5 4

5 1 5

x x a
x x a
x x a
x x a
x x a

 
    
  
  

证明：此方程组有解的充分必要条件为

5

1
0i

i
a



 ，

在有解的情形，求出它的一般解。

证 对方程组的增广矩阵作行初等变换，有

1
1

2
2

3
3

4
4 5

5
1

1 1 0 0 0
1 1 0 0 0

0 1 1 0 0
0 1 1 0 0

0 0 1 1 0
0 0 1 1 0

0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 i

i

a
a

a
a

a
A a

a
a
a a



          
           
       



此时 A的秩为 4， A的秩为 4的充分必要条件是

5

1
0i

i
a



 ，

因此，原方程组有解的充分必要条件是
5

1
0i

i
a



 。

其次，当
5

1
0i

i
a



 时，原方程组与方程组与

1 2 1

2 3 2

3 4 3

4 5 4

x x a
x x a
x x a
x x a

 
  
  
  

，



同解，所以它的一般解为

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 3 4

4 4

5

x a x a a k
x a a a k
x a a k
x a k
x k

   
       
  
 

，

其中 k为任意常数。
24.证明：与基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系。

证 由于两个等价的线性无关向量组所含向量个数是相等的，不妨设 1 2, , , r   是齐

次线性方程组的一个基础解系，且 1 2, , , ra a a 与它等价，则 ( 1, 2, , )ia i r  可由

1 2, , , r   线性表出，从而 ( 1, 2, , )ia i r  也是原齐次线性方程组的解。

又由题设知 1 2, , , ra a a 线性无关，且 1 2, , , r   可由 1 2, , , ra a a 线性表出，从而齐

次线性方程组的任一个解  也都可以由 1 2, , , ra a a 线性表出，即证 1 2, , , ra a a 也是方程

组的一个基础解系。

25.设齐次方程组

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

n n nn n

x x x
x x x

x x x

  
  

  

   
    


    







，

的系数矩阵的秩为 r，证明：方程组的任意 n r 个线性无关的解都是它的一个基础解系。

证 由于方程组的系数矩阵的秩为 r，所以它的基础解系所含线性无关解向量的个数为
n r 。

设 1 2, , , n r    是方程组的一个基础解系， 1 2, , , n r    是方程组的任意 n r 个线性

无关的解向量，则向量组

1 2 1 2, , , , , , ,n r n r        ，

的秩仍为 n r ，且 1 2, , , n r    是它的一个极大线性无关组，同理 1 2, , , n r    也是它的

一个极大线性无关组，所以 1 2, , , n r    与 1 2, , , n r    等价，再由上题即证。

26.证明：如果 1 2, , , t   是一线性方程组的解，那么

1 1 2 2 t tu u u     ，

（其中 1 2 1tu u u    ）也是一个解。



证 设线性方程组为

1 1 2 2 ( 1, 2, , )i i in n ix x x b i m       

由题设，
( ) ( ) ( )
1 2( , , , )( 1, 2, , )j j j

j nx x x j t    是该方程组的 t个解，现将

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 2

1 1 1
( , , , )

t t t
k k k

t t k k k n
k k k

u u u u x u x u x  
  

       

代入方程组，得

( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

t t t
k k k

i k i k in k n
k k k

a u x a u x a u x
  

    

( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1
( )

t
k k k

k i i in n
k
u a x a x a x



    

1 1
( 1, 2, , )

t t

k i i k i
k k
u b b u b i m

 

      ，

所以 1 1 2 2 t tu u u     仍是方程组的一个解，即证。

27.多项式

3 22 3 2x x x   与
4 2 3 1x x x  

在取什么值时有公共根？

解 因为 ( )f x 与 ( )g x 的结式为

2 3 2 0 0 0
0 2 3 2 0 0
0 0 2 3 2 0

( , ) 0 0 0 2 3 2
1 0 3 1 0 0
0 1 0 3 1 0
0 0 1 0 3 1

f g
















 

 
 

 

R

3 2( 3)( 4 28 157)         ，

故当 3   时，有
3 2( , ) ( 3)( 4 28 157) 0f g          R ，

从而 ( )f x 与 ( )g x 有公共根。此外，由 ( , ) 0f g R 还可求得的 3个根，它们皆可使 ( )f x

与 ( )g x 有公共根。



28.解下列联立方程：

2 2

2 2

5 6 5 16 0
1)

2 4 0
y xy x
y xy x y x

    


     

2 2

2 2

4 2 3 0
2)

4 10 9 0
x y x y
x xy y y

     


    

2 2

3 2 3 2

( 4) 2 3 0
3)

5 ( 7) 5 3 0
y x y x x
y y x y x x x

      


       

解 1）由结式

2

2

2

2

5 6 5 16 0
0 5 6 5 16

( , )
1 1 2 4 0
0 1 1 2 4

y

x x
x

R f g
x x x

x x x

 
 


   

   

4 3 232( 3 3 2)x x x x    

232( 1) ( 1)( 2) 0x x x     ，

可解得下 x  1，1，2，-1 四个根。
当 1x  时，代入原方程组，可得

2

2

5 6 11 0
2 3 0

y y
y y

   


  
，

解此方程组，可得 1y   。

当 1x   时，代入原方程组，得
2

2

5 6 11 0
1 0

y y
y

   


 
，

解之得 1y  。

当 2x  时，代入原方程组，可得

2

2

5 12 4 0
3 2 0

y y
y y

   


  
，

解之得 2y  。

故原方程组有四组公共解为

1

1

1
1

x
y


  

2

2

1
1

x
y


  



3

3

1
1

x
y

 
 

4

4

2
2

x
y


 

2）同理可得

10 3 5 10 3 5( , ) 4( 1)( 3)( )( ) 0
5 5yR f g x x x x 

      ，

所以解得

1 1x   ， 2 3x   ， 3
1 (10 3 5)
5

x    ， 4
1 (10 3 5)
5

x    ，

代入原方程组，可得四组公共解为

1

1

1
2

x
y

 
 

2

2

3
0

x
y

 
 

3

3

1 (10 3 5)
5

5 5
5

x

y

   


 

4

4

1 (10 3 5)
5

5 5
5

x

y

   


 

。

3）由

2 2 2( , ) 4 ( 1) ( 2) 0y f g x x x   R ，

可解得原方程组的组公共解为

1

1

0
1

x
y


 

2

2

1
3

x
y

 
 

3

3

1
2

x
y

 
 

4

4

1
3

x
y

 
 

5

5

2

1 2

x

y i




 

6

6

2

1 2

x

y i




 



第四章 矩阵

1.设 1）

3 1 1
2 1 2
1 2 3

A
 
   
 
 

，

1 1 1
2 1 0
1 0 1

B
 

   
 
 

2）

1 1 1

a b c
A c b a

 
   
 
 

，

1
1
1

a c
B b b

c a

 
   
 
 

计算 AB， AB BA 。

解 1）

6 2 2
6 1 0
8 1 2

AB
 

   
  

，

4 0 0
4 1 0
4 3 4

BA
 
   
 
 

2 2 2
2 0 0
4 4 2

AB BA
 

    
   

2 ）

2 2 2 2

2 2 2 2

2
2

3

a b c a b c ac b
AB a b c ac b a b c

a b c a b c

     
 

      
     

2

2

2

2
2

2

a ac c b ab c c a
BA a ac c b b c ab b

a c b bc c c ac a

     
 

      
      

3 3( )ijAB BA a   ，

其中

11a b ac  ， 2 2 2
12a a b c b ab c      ， 2 2

13 2 2a b ac a c   

21a c bc  ， 22 2 2a ac b  ， 3 2 2
23a a b c ab b c     

2
31 3 2a c a   ， 32a c bc  ， 33a b ab 

2.计算

22 1 1
1) 3 1 0

0 1 2

 
 
 
 
 

53 2
2)

4 2
 
   

1 1
3)

0 1

n
 
 
 

cos sin
4)

sin cos

n 
 

 
 
 

 
1

5) 2, 3, 1 1
1

 
   
  

，  
1
1 2, 3, 1
1

 
   
  

 
11 12 13

21 22 31

31 32 33

6) , , 1
1

a a a x
x y a a a y

a a a

  
  
  
  
  

21 1 1 1
1 1 1 1

7)
1 1 1 1
1 1 1 1

   
    
   
     

，

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

n   
    
   
     



1 0
8) 0 1

0 0

n




 
 
 
 
 

解

22 1 1 7 4 4
1) 3 1 0 9 4 3

0 1 2 3 3 4

   
      
   
   

。

53 2 3 2
2)

4 2 4 8
   

       
。

3)采用数学归纳法，可证

1 1 1
0 1 0 1

n n   
   

   。
事实上，当 2n  时，有

21 1 1 2
0 1 0 1

   
   

   ，
结论成立。

当 1n k  时，归纳假设结论成立，即

11 1 1 1
0 1 0 1

k k    
   

   

于是当 n k 时，有

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

k k k k           
            

          


，

即证
1 1 1
0 1 0 1

n n   
   

   
成立。

4）采用数学归纳法，可证

cos sin cos sin
sin cos sin cos

n n n
n n

   
   

    
   

   ，
事实上，当 2n  时，有

2 2 2

2 2

cos sin cos sin cos sin
sin cos 2cos sin cos sin

     
     

    
       

cos 2 sin 2
sin 2 cos 2

 
 

 
  

 
，

结论成立。



当 1n k  时，归纳假设结论成立，即

1cos sin cos( 1) sin( 1)
sin cos sin( 1) cos( 1)

k k k
k k

   
   

      
       ，

于是当 n k 时，有

1cos sin cos sin cos sin
sin cos sin cos sin cos

k k     
     

       
     

     


cos( 1) sin( 1) cos sin
sin( 1) cos( 1) sin cos

k k
k k

   
   

      
        



1 2

3 4

x x
x x

 
  

 ，
其中

1 cos( 1) cos sin( 1) sin cosx k k k        
，

同理可得

2 sinx k  ， 3 sinx k ， 4 cosx k ，

因而有

cos sin cos sin
sin cos sin cos

n n n
n n

   
   

    
   

   。

5）  
1

2, 3, 1 1 0
1

 
    
  

，  
1 2 3 1
1 2, 3, 1 2 3 1
1 2 3 1

   
          
        。

6）  
11 12 1

12 22 2

1 2

, , 1
a a b

x y a a b
b b c

 
 
 
 
 

11 12 1 12 22 2 1 2( , , )
1

x
a x a y b a x a y b b x b y c y

 
         
 
 

2 2
11 12 22 1 22 2 2a x a xy a y b x b y c      。

7）注意到

2

2

1 1 1 1 4 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 1 0 4 0 0 0 1 0 0

2
1 1 1 1 0 0 4 0 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 4 0 0 0 1

       
             
       
                 ，



这意味着，若令

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A

   
    
   
     ，

则
2 22A E .下面对

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

n

nA

   
    
   
     

分两种情形讨论

①n为偶数，即 2n k ，于是

2 2 2( ) 2 2n k k k nA A A E E    ，

②n为奇数，即 2 1n k  ，于是

2 1 2 2( ) 2 2n k k k nA A A A EA A    ，

故

1

2 , 2
2 , 2 1

n
n

n

E n k
A

A n k

 
 

  。

8）采用数学归纳法，可证

1 2

1

( 1)
1 0 2

0 1 0
0 0 0 0

n n n
n

n n

n

n nn

n

  
  

 

 



 
  
      

      
 ，

事实上，当 1n  时，结论显然成立，现在归纳假设

1 2 3
1

1 2

1

( 1)( 2)( 1)1 0 2
0 1 0 ( 1)
0 0 0 0

n n n
n

n n

n

n nn

n

  
  

 

  


 



    
      

      
 ，

于是



1 2 3

1 2

1

( 1)( 2)( 1)1 0 1 02
0 1 0 ( 1) 0 1
0 0 0 0 0 0

n n n
n

n n

n

n nn

n

   
   

  

  

 



      
         

        
  ，

1 2

1

( 1)
2

0
0 0

n n n

n n

n

n nn

n

  

 


 



 
 
 

  
 
 
 ，

即证结论成立。

3.设 1
0 1 1( ) m m

m mf a a a a   
     ， A是一个 n n 矩阵，定义

1
0 1 1( ) m m

m mf A a A a A a A a E
    

。

1）
2( ) 1f      ，

2 1 1
3 1 2
1 1 0

A
 
   
  

；

2）
2( ) 5 3f      ，

2 1
3 3

A
 

   
，

试求 ( )f A 。

解 1）

22 1 1 2 1 1 1 0 0
( ) 3 1 2 3 1 2 0 1 0

1 1 0 1 1 0 0 0 1
f A

     
            
           

8 2 4 2 1 1 1 0 0
11 2 5 3 1 2 0 1 0
1 0 1 1 1 0 0 0 1

     
            
            

5 1 3
8 0 3
2 1 2

 
   
   。

2 ）

2 1 2 1 1 0
( ) 5 3

3 3 3 3 0 1
f A

      
             

7 5 10 5 3 0
15 12 15 15 0 3

      
             

0 0
0 0

 
  

 。

4.如果 AB BA ，矩阵 B就称为 A与可交换，设



1）
1 1
0 1

A  
  

 
2）

1 0 0
0 1 2
3 1 2

A
 
   
 
 

3）

0 1 0
0 0 1
0 0 0

A
 
   
 
 

求所有与 A可交换的矩阵。

解 1）若记
0 1
0 0

A E  
   

 
，并设

a b
B

c d
 

  
 

与 A可交换，即

0 1 0 1
0 0 0 0

a b a b
E E

c d c d
          

            
          ，

于是

0 1 0 1
0 0 0 0

a b a b
c d c d

     
     

     ，

所以

0
0 0 0 0
c d a   

   
   ，

故 0, ,c a d b  任意，从而所有与 A可交换的矩阵为
0
a b

B
a

 
  

 ，
其中 ,a b为任意常数。

2）同理，记

0 0 0
0 0 2
3 2 1

A E
 
    
 
 

并设 1 1 1

2 2 2

a b c
B a b c

a b c

 
   
 
 

与 A可交换，即

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 2
3 1 1 3 1 1

a b c a b c
E a b c a b c E

a b c a b c

          
                      

                    

于是

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 2
3 1 1 3 1 1

a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c

     
          
     
     ，

所以

2 2 2 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 2 2 2 2

0 0 0 3 2
2 2 2 3 2

3 3 3 3 2

c c b c
a b c c c b c

a a a b b b c c c c c b c

   
       
            ，



比较对应的 ( , )i j 元，可得 1 1
1
3

a b a  ， 0b  ， 0c  ，

2 1
2
3

a c ， 2 1
1
2

b c ， 2 1 1
1
2

c b c  ，

于是所有与 A可交换的矩阵为

1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 0 0
3

3 1 1
2 2 2

b a

B a b c

c c b c

  
 

  
 

  
 ，

其中 1 1 1, ,a b c 为任意常数。

3）设 1 1 1

2 2 2

a b c
B a b c

a b c

 
   
 
 

与 A可交换，即

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0

a b c a b c
a b c a b c
a b c a b c

     
          
     
     ，

于是

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

a b c a b c
a b c a b c

   
      
   
   ，

故得

1 2 2 0a a b   , 1 2a b c  , 1b c 。

所以所有与 A可交换的矩阵为

0
0 0

a b c
B a b

a

 
   
 
 ，

其中 , ,a b c为任意常数。

5.设

1

2

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a

 
 
 
 
  
 




   


其中 i ja a （当 i j 时）（ , 1, 2, ,i j n  ），证明：与 A可交换的矩阵只能是对角矩阵。



证 设

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

x x x
x x x

B

x x x

 
 
 
 
  
 




   


与 A可交换，于是由

1 11 1 12 1 1 1 11 1 12 1 1

2 21 2 22 2 2 2 21 2 22 2 2

1 2 1 2

n n

n n

n n n n n nn n n n n n nn

a x a x a x a x a x a x
a x a x a x a x a x a x

AB BA

a x a x a x a x a x a x

   
   
     
   
      
   

 
 

       
 

，

有

( , 1, , )i j j ija x a x i j n  
，

即 ( ) 0i j ija a x  （当 i ja a 时）.有因为 i ja a ，所以 0( )ijx i j  。于是，与 A可交

换的矩阵 B只能是对角矩阵

11

22

nn

a
a

a

 
 
 
 
  
 



。

6.设

1 1

2 2

r r

a E
a E

A

a E

 
 
 
 
  
 



，

其中 i ja a （当 i j 时）（ , 1, 2, ,i j r  ）， iE 是 in 阶单位矩阵，证明：与 A可交换的矩

阵只能是准对角矩阵

1

2

r

A
A

A

 
 
 
 
  
 



，

其中 iA是 in 阶矩阵（ , 1, 2, ,i j r  ）。

证 设

11 12 1

21 22 2

1 2

r

r

r r rr

B B B
B B B

B

B B B

 
 
 
 
  
 




   


与 A可交换（其中 ijB 是 i jn n 阶矩阵），则由 AB BA ，可得



( , 1 , )i i ij ij i ia E B B a E i j r  

当 i j 时，由 i ij ij ia B B a 及 i ja a ，因而必有 0ijB  。

于是，与 A可交换的矩阵 B只能是准对角矩阵

11

22

rr

B
B

B

 
 
 
 
  
 



，

其中 iiB 是 in 阶矩阵（ , 1, 2, ,i j r  ）。

7.用 ijE 表示 i行 j列的元素（即 ( , )i j 元）为 1，而其余元素全为零的 n n 矩阵，

而 ( )ij n nA a  ．证明：

1）如果 12 12AE E A ，那么当 1k  时 1 0ka  ，当 2k  时 2 0ka  ；

2）如果 ij ijAE E A ，那么当 k i 时 0kia  ，当 k j 时 0jka  ，且 ii jja a ；

3）如果 A与所有的 n阶矩阵可交换，那么 A一定是数量矩阵，即 A aE 。

证 1）因为

12 21 22 2

21
12 12

1

0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n

n

a a a a
a

AE E A

a

   
   
     
   
        

 
 

       
 

，

所以

21 23 2 0na a a    ， 21 31 1 0na a a    。

即当 1k  时 1 0ka  ，当 2k  时 2 0ka  。

2）因为

j列

1

2
1 2

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

i

i
ij ij j j jn

ni

a
a

AE E A ia a a

a

 
   
   
     
   
    
   

 


 

   
 


     

   
 



行

所以当 k i 时 0kia  ，当 k j 时 0jka  且 ii jja a 。

3） A与任何矩阵相乘可交换，必与 ijE 相乘可交换，于是由 ij ijAE E A 得



ii jja a （ , 1, 2, ,i j n  ）， 0( )ija i j 

因此 A是数量矩阵。

8.如果 ,AB BA AC CA  ，证明： ( ) ( ) ,A B C B C A  

( ) ( )A BC BC A 。

证 ( ) ( )A B C AB AC BA CA B C A       ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A BC AB C BA C B AC B CA BC A     。

9.如果
1 ( )
2

A B E  ，证明：
2A A 当且仅当

2B E 。

证 充分性.若
2B E ，因为

2 2 21 1[ ( )] ( 2 )
2 4

A B E B B E    
1 1(2 2 ) ( )
4 2

B E B E    A ，所以
2A A 。

必要性.若
2A A ，则

1 1(2 2 ) ( )
4 2

B E B E  
，
即 21 1 1

4 4 2
B E E 

，
即证

2B E 。

10.矩阵称 A为对称的，如果 A A .证明：如果 A是实对称矩阵，且 2 0A  ，那么

0A  。

证 设

11 12 1

12 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
  
 




   


，

则
2 2 2
11 12 1

2 2 2
2 12 22 2

2 2 2
1 2

* *
* *

* *

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

   
 

     
     

 
 

   
 

。

由 2 0A  有

2 2 2 2 2
1 2 , 1 0( 1,2, , )i i ii i i ina a a a a i n         

，

因而必有

1 2 , 1 0( 1,2, , )i i ii i i ina a a a a i n         
，

即证。

11.设 ,A B都是 n n 对称矩阵，证明： AB也对称当且仅当 ,A B可交换。



证 当 AB BA 时，有

( ) ( )AB A B BA AB      ，

所以 AB是对称矩阵。

反之，当 ( )AB AB  时，有

( )AB AB B A BA     。

12.矩阵 A称为反对称的，如果 A A   ，证明：任一n n 矩阵都可表为一对称矩阵与

一反对称矩阵之和。

证 设 A 是 任 一 n n 矩 阵 ， 因 为

1 1 1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2 2 2

A A A A A A A A A          
，

且
1 ( )
2
A A 是对称矩阵，

1 ( )
2
A A 是反对称矩阵，所以结论成立。

13.设 1 2 ( 0,1, 2 )k k k
k ns x x x k      2ij i ja s   ( , 1, 2, )i j n  .证明：

证 由题设知

0 1 1

1 2

1 2 2

n

n
ij

n n n

s s s
s s s

a

s s s



 






   


1 1
1 1
2 2

1 1 1

1 1 2 2 2
1 1 1

n n
n n

n n
n n n

n n n n n n n
n n n

n x x x x
x x x x x x

x x x x x x

 

   

   
     



     

  
   
   
   

1
1 1

1
1 2 2 2

1 1 1 1
1 2

1 1 1 1
1

1

n

n
n

n n n n
n n n

x x
x x x x x

x x x x x





   



 
 

       
 

2( ) ( ) ( )j i j i i j
i j i j i j

x x x x x x
  

       。

14.设 A是 n n 矩阵，证明：存在一个 n n 非零矩阵 B使 0AB  的充分必要条件是

0A  。

证 充分性.若 0A  ，则齐次方程组 0AX  有非零解

1 2( , , , )nX b b b  
，

只要取



1

2

0 0
0 0

0

0 0n

b
b

B

b

 
 
  
 
  
 




   


即可。

必要性.设 1 2( , , , ) 0nB B B B  ，使 0AB  ，这里 1 2, , , nB B B 是 B的列向量。不

失一般性，设 1 0B  ，则由 0AB  ，得

1 2( , , , ) 0nAB AB AB 
。

因此， 1 0AB  ，即 0AX  有非零解，从而

0A 
。

15.设 A是 n n 矩阵，如果对任一 n维向量 1 2( , , , )nX x x x   都有 0AX  ，那么

0A  。

证 证法 1 由题设知， n维向量空间中的所有向量都是齐次线性方程组 0AX  的

解，故方程组的基础解系含有n个线性无关的解向量，所以 ( ) 0rank A  ，即证 0A  。

16 设 B为一 r r 矩阵，C为 r n 矩阵，且 ( )rank C r .证明：

1）如果 0BC  ，那么 0B  ；

2）如果 BC C ，那么 B E 。

证 1）若 0BC  ，设 ( )ij r rB b  ， ( )ij r nC c  ，因 ( )rank C r ，不失一般性，可

设

11 1

1

0
r

r rr

c c

c c



  


。

由 0BC  ，得

1 11 2 21 1

1 12 2 22 2

1 1 2 2

0
0
( 1,2, , )

0

i i ir r

i i ir r

i r i r ir rr

b c b c b c
b c b c b c

i r
b c b c b c

   
    
 
    




 


因为该齐次方程组的系数行列式不等于零，故它只有惟一零解，即

1 2 0( 1,2, )i i irb b b i r     
，

因而 0B  。

2）若 BC C ，则



( ) 0BC EC B E C    ，

由 1）知 0B E  ，因此 B E 。

17.证明：

( ) ( ) ( )rank A B rank A rank B   。

证 设 1 2( , , , )nA A A A  ， 1 2( , , , )nB B B B  ，则

1 1 2 2( ) ( , , , )n nA B A B A B A B    
。

若
1 2 1
, , ,

ri i iA A A 与
1 2 2
, , ,

rj j jB B B 分别是 A与 B的列向量组的极大线性无关组，则有

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 2 2

r r

r r

t t i t i t i

t t j t j t j

A k A k A k A

B l B l B l B

   

   




( 1, 2, , )t n 

于是

1 1 1 11 1 2 2r r r rt t t i t i t j t jA B k A k A l B l B        ( , 1, 2, , )i j n 
，

即 A B 的列向量组可由
1 11 2
, , , , ,

r ri i j jA A B B  线性表出，故

( ) ( ) ( )rank A B rank A rank B   。

18.设 ,A B为n n 矩阵，证明：如果 0AB  ，那么

( ) ( )rank A rank B n  。

证 设 B的列向量组为 1 2, , , nB B B ，则

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) 0n nAB A B B B AB AB AB   
，

故有

1 2 0nAB AB AB   
。

即方程组 0AX  有n组解 1 2, , , nB B B 。

若 ( )rank A r ，则 1 2, , , nB B B 可由 n r 个线性无关的解向量线性表出，于是

( )rank B n r  。因此

( ) ( ) ( )rank A rank B r n r n     。

19.证明：如果 0kA  ，那么

1 2 1( ) kE A E A A A       。



证

2 1( )( )kE A A A E A    
2 1 2k kE A A A A A A         

2 2 1 1( ) ( ) ( )k k kE A A A A A A A         

E 。

即证

1 2 1( ) kE A E A A A       。

20.求
1A
，设

1)
a b

A
c d

 
  

 
， 1ad bc 

1 1 1
2) 2 1 0

1 1 0
A

 
   
  

2 2 3
3) 1 1 0

1 2 1
A

 
   
  

1 2 3 4
2 3 1 2

4)
1 1 1 1
1 0 2 6

A

 
 
 
 
    

1 1 1 1
1 1 1 1

5)
1 1 1 1
1 1 1 1

A

 
   
  
    

3 3 4 3
0 6 1 1

6)
5 4 2 1
2 3 3 2

A

  
 
 
 
  
 

1 3 5 7
0 1 2 3

7)
0 0 1 2
0 0 0 1

A

 
  
 
  
 

2 12 0 0
3 2 0 0

8)
5 7 1 8
1 3 1 6

A

 
 
 
 
      

0 0 1 1
0 3 1 4

9)
2 7 6 1
1 2 2 1

A

 
 
 
 
   

2 1 0 0 0
0 2 1 0 0

10) 0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2

A

 
 
 
 
 
 
 
 

解 1）
1 d b

A
c a

  
   

。

2）对 ( | )A E 作行初等变换，有



1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0 1 2 2 1 0
1 1 0 0 0 1 0 2 1 1 0 1

    
        
        

1 11 0 0 0
3 31 0 1 1 1 0
1 10 1 2 2 1 0 0 1 0 0
3 3

0 0 3 3 2 1 2 10 0 1 1
3 3

 
 

   
               

   
 ，

所以

1

1 10
3 3
1 10
3 3
2 11
3 3

A

 
 
 
   
 
   
 。

3）对 ( | )A E 作行初等变换，可得

2 2 3 1 0 0 0 4 3 1 2 0
1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0
1 2 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

   
        
      

1 0 1 0 2 1 1 0 0 1 4 3
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 5 3
0 0 1 1 6 4 0 0 1 1 6 4

    
         
         ，

所以

1

1 4 3
1 5 3
1 6 4

A

  
    
  。

4）对 ( | )A E 作行初等变换，可得

1 2 3 4 1 0 0 0
2 3 1 2 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0
1 0 2 6 0 0 0 1

 
 
 
 
    

1 1 1 1 0 0 1 0
0 1 2 5 1 0 1 0
0 1 1 4 0 1 2 0
0 1 3 5 0 0 1 1

 
  
  
      



1 0 1 6 1 0 2 0
0 1 2 5 1 0 1 0
0 0 3 1 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0 2 1

   
  
    
    

1 0 0 6 2 4 4 1
0 1 0 5 3 5 5 2
0 0 0 1 4 5 5 3
0 0 1 0 1 0 2 1

   
   
   
    

1 0 0 0 22 6 16 17
0 1 0 0 17 5 20 13
0 0 1 0 1 0 2 1
0 0 0 1 4 1 5 3

  
   
  
    ，

所以

1

22 6 16 17
17 5 20 13
1 0 2 1
4 1 5 3

A

  
   
  
    。

5）对 ( | )A E 作行初等变换，有

1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1

 
   
  
    

1 1 1 1 1 0 0 0
0 0 2 2 1 1 0 0
0 2 0 2 1 0 1 0
0 2 2 0 1 0 0 1

 
    
   
     

1 11 0 1 0 0 0
2 2
1 10 1 0 1 0 0
2 2
1 10 0 1 1 0 0
2 2

1 10 0 1 1 0 0
2 2

 
 
 
  

  
 
 
 
    
 

1 11 0 0 1 0 0
2 2

1 10 1 0 1 0 0
2 2
1 10 0 1 1 0 0
2 2
1 1 1 10 0 0 2
2 2 2 2

  
 
 
 

  
 
 
 
     
 

1 1 1 11 0 0 0
4 4 4 4
1 1 1 10 1 0 0
4 4 4 4
1 1 1 10 0 1 0
4 4 4 4
1 1 1 10 0 0 1
4 4 4 4

 
 
 
   

  
  
 
 
    
 ，

所以



1

1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1
4 4 4 4A
1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1
4 4 4 4



 
 
 
   

  
  
 
 
    
 。

6）对 ( | )A E 作行初等变换，有

3 4 4 3 1 0 0 0 1 0 0 0 7 5 12 19
0 6 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 3 2 5 8
5 4 2 1 0 0 1 0 0 0 1 0 41 30 69 111
2 3 3 2 0 0 0 1 0 0 0 1 59 43 99 158

      
       
    
          ，
所以

1

7 5 12 19
3 2 5 8
41 30 69 111
59 43 99 159

A

  
   
  
    。

7）因为 1A  ，所以

1 *

1 3 3 38
0 1 2 7
0 0 1 2
0 0 0 1

A A

   
   
 
  
 。

8）对 ( | )A E 作行初等变换，有

1 0 0 0 2 1 0 02 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 3 2 0 03 2 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 5 7 3 45 7 1 8 0 0 1 0

1 11 3 1 6 0 0 0 1 0 0 0 1 2 2
2 2

                            

1

2 1 0 0
3 2 0 0
5 7 3 4

1 12 2
2 2

A

 
  

    
 
  
 。

9）因为



11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44

1 3 7 20
7 3 5 10
9 3 3 6
3 3 3 6

A A A A
A A A A
A A A A
A A A A

     

    

      

      

且 6A   ，所以

1

1 1 7 10
6 2 6 3
7 1 5 5
6 2 6 3
3 1 1 1
2 2 2
1 1 1 1
2 2 2

A

    
 
    

  
 
 
 
  
 。

10）因为

2 1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 2 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 2 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 

1 1 1 1 11 0 0 0 0
2 4 8 16 32

1 1 1 10 1 0 0 0 0
2 4 8 16

1 1 10 0 1 0 0 0 0
2 4 8

1 10 0 0 1 0 0 0 0
2 4

10 0 0 0 1 0 0 0 0
2

   
 
   
 
  
 
 
 
 
 
  
 

，

所以



1

1 1 1 1 1
2 4 8 16 32

1 1 1 10
2 4 8 16

1 1 10 0
2 4 8

1 10 0 0
2 4

10 0 0 0
2

A

   
 
   
 
  
 
 
 
 
 
  
 。

21.设

0
0
A

X
C

 
  

 ，

已知
1 1,A C 

存在，求
1X 
。

解 设
11 121

21 22

B B
X

B B
  

  
 

，则
11 12 21 22

21 22 11 12

0 0
0 0

B B AB ABA E
B B CB CBC E

      
       

       。

因此

21AB E ， 22 0AB 

左乘
1A
，得

1
21B A ， 22 0B  ，

又由于

11 0CB  ， 12CB E ，

左乘 1C 得

11 0B  ， 1
12B C  ，

故

1
1

1

0
0
C

X
A






 
  

 。
22.设



1

2

1

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

n

n

a
a

X
a

a


 
 
 
 
 
 
 
 




    



，

其中 0( 1,2, , )ia i n   ，求
1A
。

解 记
0

0n

A
X

a
 

  
 

，其中

1

2

1

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a 

 
 
 
 
  
 




   


则

1
1

1

0
0
naX

A






 
  

 。
而

1
1

1
1 2

1
1

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a









 
 
   
  
 




   


，

故

11

1

10 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0
10 0 0

n

n

a

a
X

a





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 





    



。

23.求矩阵 X ，设

2 5 4 6
1)

1 3 2 1
X

   
   

   ，



1 1 1 1 1 1
2) 0 2 2 1 1 0

1 1 0 2 1 1
X

    
      
      ，

2 1 0 0 0
1 1 1 1

1 2 1 0 0
0 1 1 1

0 1 2 0 0
3) 0 0 1 1

0 0 0 2 1
0 0 0 1

0 0 0 1 2

X

 
   
   
   
    
   
         

 










     
    





，

1 1 1 1 1 1
4) 0 2 2 1 1 0

1 1 0 2 1 1
X

    
      
      。

解 1）

12 5 4 6 3 5 4 6
1 3 2 1 1 2 2 1

X
         

             

2 23
0 8

 
  

 。
2 ）

11 1 1 1 1 1
0 2 2 1 1 0
1 1 0 2 1 1

X

    
       
      

1 1 2
3 6 3 1 1 1
1 1 1 1 1 0
3 6 3

2 1 11 1 1
3 3 3

 
 

  
         

  
 

11 1 1
6 2
11 1 0
6 2
2 1 0
3

 
 
 
    
 
  
 。

3）

1 2 1 0 0 0
1 1 1 1

1 2 1 0 0
0 1 1 1

0 1 2 0 0
0 0 1 1

0 0 0 2 1
0 0 0 1

0 0 0 1 2

X

  
   
   
   
   
   
         

 










     
    





2 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 2 1 0 0
0 1 1 0 0 0 1 2 0 0

1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 2 1

0 0 0 1 2

 
                 
 


 
 

         
 





1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 2

  
   
 
 

 
 
 




      



。

4）

11 1 1 1 1 1
1 1 0 0 2 2
2 1 1 1 1 0

X

   
     
    

11 21 1 1 2
1 1 0 0 0 1
2 1 1 10 1

2

 
  
     

    
 

1 1 4
11 1
2
32 4
2

 
 
 
 
 
 
  
 。

24.证明：1）如果 A可逆对称（反对称），那么 1A
也对称（反对称）；2）不存在奇数

阶的可逆反对称矩阵。

证 1)若 A A ，则

1 1 1( ) ( )A A A     。

2）由 A A  ，知

( 1) ( 1)n nA A A   
，

所以当n为奇数时，有

0A A A   
，

故 A不可逆。

25.矩阵 ( )ijA a 称为上（下）三角矩阵，如果当 ( )i j i j  时有 0ija  。证明：

1）两个上（下）三角形矩阵的乘积仍是上（下）三角矩阵；

2）可逆的上（下）三角矩阵的逆仍是上（下）三角矩阵。

证 1）设

11 12 1

22 2

n

n

nn

a a a
a a

A

a

 
 
 
 
  
 



 

，

11 12 1

22 2

n

n

nn

b b b
b b

B

b

 
 
 
 
  
 



 

，

假定

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

c c c
c c c

AB

c c c

 
 
 
 
  
 




   


，

其中

1 1 , 1 1, , 1 1,ij i j i i i j ii ij i i i j in njc a b a b a b a b b b          
，



当 i j 时 0ij ija b  ，显然 ijc 中各项均有因子为零，故 0ijc  ，所以 AB是上三角矩阵。

对于 ,A B是下三角阵情形同法可证。

2）令

11 1n

nn

a a
A

a

 
   
 
 


  ，设

11 12 1

1 2

n

n n nn

b b b
B

b b b

 
   
 
 


   


是 A的逆，即 AB E ，比较

E和 AB的第一列元素，有

11 11 12 21 1 1

22 21 2 1

1, 1 1,1 1, 1

1

1
0

0
0

n n

n n

n n n n n n

nn n

a b a b a b
a b a b

a b a b
a b

   

   
   

   
 







，

因为 0A  ，故 11 220, 0, , 0nna a a   ，因而得

1 1,1 21 0n nb b b   
。

同理可得：当 i j 时 0jjb  ，因而 B是上三角阵。

A是下三角阵的情形同理可证。

26.证明：
1* nA A  ，其中 A是 n n 矩阵 ( 2)n  。

证 因为
* nAA A ，

* *AA A A ，所以当 0A  时有
1*

n
nA

A A
A

 
。

当 0A  时ⅰ) ( ) 0rank A  ,有
*0, 0A A  ，于是

1* nA A 
。

ⅱ） ( ) 0rank A  ，由于
* 0A A A E 

，
于是

* 0A A  有非零解，故 ( )rank A n ，

于是 * 0A  ，所以此时也有，
1* nA A 
，
即证。

27.证明：如果 A是n n 矩阵 ( 2)n  ，那么

*

, ( )
( ) 1, ( ) 1

0, ( ) 1

n rank A n
rank A rank A n

rank A n


  
  

当

当

当

证 当 ( )rank A n 时，故
1* 0nA A   ，所以

*( )rank A n 。



当 ( ) 1rank A n  时， A至少有一个 1n 阶子式不为 0，所以

*( ) 1rank A  。

另一方面，由 0A  ，有

* 0A A A E 
。

于是

*( ) ( )rank A rank A n  ，

所以， ( ) 1rank A  .故
*( ) 1rank A  。

当 ( ) 1rank A n  时，A的一切 1n 阶子式全为 0，所以，因而
*( ) 0rank A  ，即证。



第五章 二次型

1．用非退化线性替换化下列二次型为标准形，并利用矩阵验算所得结果。

1） 323121 224 xxxxxx  ；

2）
2
332

2
221

2
1 4422 xxxxxxx  ；

3） 323121
2
2

2
1 6223 xxxxxxxx  ；

4） 42324341 8228 xxxxxxxx  ；

5） 434232413121 xxxxxxxxxxxx  ；

6） 434232413121
2
4

2
2

2
1 2222442 xxxxxxxxxxxxxxx  ；

7） 433221
2
4

2
3

2
2

2
1 222 xxxxxxxxxx  。

解 1）已知   323121321 224,, xxxxxxxxxf  ，

先作非退化线性替换













33

212

211

yx
yyx
yyx

（1）

则

  31
2
2

2
1321 444,, yyyyxxxf 

2
2

2
3

2
331

2
1 444 yyyyyy 

  2
2

2
3

3
31 42 yyyy  ，

再作非退化线性替换


















33

22

311 2
1

2
1

zy
zy

zzy

（2）

则原二次型的标准形为

  2
3

2
2

2
1321 4,, zzzxxxf  ，

最后将（2）代入（1），可得非退化线性替换为























33

3212

3211

2
1

2
1

2
1

2
1

zx

zzzx

zzzx

（3）

于是相应的替换矩阵为






























































100
2
11

2
1

2
10

2
1

100
010
2
10

2
1

100
011
011

T ，

且有


















100
040
001

ATT 。

2）已知   321 ,, xxxf 2
332

2
221

2
1 4422 xxxxxxx  ，

由配方法可得

     2
332

2
2

2
221

2
1321 442,, xxxxxxxxxxxf 

   232
2

21 2xxxx  ，

于是可令













33

322

211

2
xy

xxy
xxy

，

则原二次型的标准形为

  2
2

2
1321 ,, yyxxxf  ，

且非退化线性替换为














33

322

3211

2
2

yx
yyx

yyyx
，

相应的替换矩阵为





















100
210
211

T ，



且有








































































000
010
001

100
210
211

420
221
011

122
011
001

ATT 。

（3）已知   323121
2
2

2
1321 6223,, xxxxxxxxxxxf  ，

由配方法可得

     2
332

2
2

2
3

2
2323121

2
1321 44222,, xxxxxxxxxxxxxxxxf 

   232
2

321 2 xxxxx  ，

于是可令














33

322

3211

2
xy

xxy
xxxy
，

则原二次型的标准形为

  2
2

2
1321 ,, yyxxxf  ，

且非退化线性替换为





















33

322

3211

2
1

2
1

2
3

2
1

yx

yyx

yyyx

，

相应的替换矩阵为





























100
2
1

2
10

2
3

2
11

T ，

且有



























































































000
010
001

100
2
1

2
10

2
3

2
11

031
331
111

1
2
1

2
3

0
2
1

2
1

001
ATT 。

（4）已知   423243214321 8228,,, xxxxxxxxxxxxf  ，



先作非退化线性替换

















44

33

22

411

yx
yx
yx

yyx

，

则

  423243
2
4414321 82288,,, yyyyyyyyyxxxxf 


















 






 

2

3213214
2
4 8

1
2
1

2
1

8
1

2
1

2
128 yyyyyyyy

32

2

321 2
8
1

2
1

2
18 yyyyy 






 

32

2

321

2

4321 2
4
12

8
1

2
1

2
18 yyyyyyyyy 






 






  ，

再作非退化线性替换

















44

323

322

11

zy
zzy
zzy

zy

，

则

 
2

321

2

43214321 4
3

4
52

8
3

8
5

2
18,,, 






 






  zzzzzzzxxxxf

2
3

2
2 22 zz  ，

再令






















43214

33

22

3211

8
3

8
5

2
1

4
3

4
5

zzzzw

zw
zw

xxzw

，

则原二次型的标准形为

 4321 ,,, xxxxf 2
4

2
3

2
2

2
1 8222 wwww  ，

且非退化线性替换为
























414

323

322

43211

2
1

4
3

4
5

2
1

wwx

wwx
wwx

wwwwx

，

相应的替换矩阵为































100
2
1

0110
0110

1
4
3

4
5

2
1

T ，

且有

























8000
0200
0020
0002

ATT 。

（5）已知  4321 ,,, xxxxf 434232413121 xxxxxxxxxxxx  ，

先作非退化线性替换

















44

33

22

211 2

yx
yx
yx

yyx

，

则

 4321 ,,, xxxxf 4342413231
2
221 22222 yyyyyyyyyyyyy 

  2
1

2
4

2

43
2

4321 4
3

2
1 yyyyyyyy 






  ，

再作非退化线性替换





















44

433

43212

11

2
1

yz

yyz

yyyyz
yz

，

即

























44

433

43212

11

2
1

2
1

zy

zzy

zzzzy

zy

，

则原二次型的标准形为

 4321 ,,, xxxxf 2
4

2
3

2
2

2
1 4

3 zzzz  ，

且非退化线性替换为
























44

433

43212

43211

2
1

2
1

2
1

zx

zzx

zzzzx

zzzzx

，

相应的替换矩阵为

































1000
2
1100
2
1111
2
1111

T ，

且有





























4
3000
0100
0010
0001

ATT 。

（6）已知  4321 ,,, xxxxf 413121
2
4

2
2

2
1 2442 xxxxxxxxx 

434232 222 xxxxxx  ，

由配方法可得

 4321 ,,, xxxxf     2
4324321

2
1 22222 xxxxxxxx 

  434232
2
4

2
2

2
432 222222 xxxxxxxxxxx 



   243

2

432
2

4321 2
1

2
1

2
3222 xxxxxxxxx 






  ，

于是可令





















44

433

4322

43211

2
1

2
3

22

xy
xxy

xxxy

xxxxy

，

则原二次型的标准形为

2
3

2
2

2
1 2

12 yyyf  ，

且非退化线性替换为





















44

433

4322

43211

2
3
2

yx
yyx

yyyx

yyyyx

，

故替换矩阵为





























1000
1100

1
2
310

1121

T ，

且有
























0000

0
2
100

0020
0001

ATT 。

（7）已知  4321 ,,, xxxxf 433221
2
4

2
3

2
2

2
1 222 xxxxxxxxxx  ，

由配方法可得

 4321 ,,, xxxxf      2
44331

2
31312

2
2 222 xxxxxxxxxxx 

    2
3

2
443

2
331

2
321 22 xxxxxxxxxx 

    2
1

2
1

2
331

2
43

2
321 2 xxxxxxxxxx 

     231
2

43
2

321
2
1 xxxxxxxx  ，

于是可令



















314

433

3212

11

xxy
xxy

xxxy
xy

，

则原二次型的标准形为

2
4

2
2

2
2

2
1 yyyyf  ，

且非退化线性替换为

















4314

413

422

11

yyyx
yyx
yyx

yx

，

相应的替换矩阵为

























1101
1001
1010
0001

T ，

且有























1000
0100
0010
0001

ATT 。

（Ⅱ）把上述二次型进一步化为规范形，分实系数、复系数两种情形；并写出所作的非

退化线性替换。

解 1）已求得二次型

 321 ,, xxxf 323121 224 xxxxxx 

的标准形为

2
3

2
2

2
1 34 yyyf  ，

且非退化线性替换为





















33

3212

3211

2
1

2
1

2
1

2
1

yx

yyyx

yyyx

，

（1） 在实数域上，若作非退化线性替换


















13

22

31

2
1

zy

zy

zy

，

可得二次型的规范形为

2
3

2
2

2
1 zzzf  。

（2） 在复数域上，若作非退化线性替换
















13

22

11

2
1

zy

zy

izy

，

可得二次型的规范形为

2
3

2
2

2
1 zzzf  。

2）已求得二次型

 321 ,, xxxf 2
332

2
221

2
1 4422 xxxxxxx 

的标准形为

2
2

2
1 yyf  ，

且非退化线性替换为














33

322

3211

2
2

yx
yyx

yyyx
，

故该非退化线性替换已将原二次型化为实数域上的规范形和复数域上的规范形

2
2

2
1 yyf  。

3）已求得二次型

 321 ,, xxxf 323121
2
2

2
1 6223 xxxxxxxx 

的标准形为

2
2

2
1 yyf  ，

且非退化线性替换为





















33

322

3211

2
1

2
1

2
3

2
1

yx

yyx

yyyx

，



（1） 在实数域上，上面所作非退化线性替换已将二次型化为规范形，即

2
2

2
1 yyf  。

（2） 在复数域上，若作非退化线性替换













33

22

11

zy
izy
zy
。

可得二次型的规范形为

2
2

2
1 zzf  。

（3） 已求得二次型

 4321 ,,, xxxxf 42324321 8228 xxxxxxxx 

的标准形为

2
4

2
3

2
2

2
1 8222 yyyyf  ，

且非退化线性替换为






















414

323

322

43211

2
1

4
3

4
5

2
1

yyx

yyx
yyx

yyyyx

，

（1） 在实数域上，若作非退化线性替换


























14

33

22

41

22
1
2
1
2
1
2
1

zy

zy

zy

zy

，

可得二次型的规范形为

2
2

2
3

2
2

2
1 zzzzf  。

（2）在复数域上，若作非退化线性替换




























44

33

22

11

22
1
2

2
1
2

zy

ziy

zy

ziy

，

可得二次型的规范形为

2
2

2
3

2
2

2
1 zzzzf  。

（5）已求得二次型

 4321 ,,, xxxxf 434232413121 xxxxxxxxxxxx 

的标准形为

2
4

2
3

2
2

2
1 4

3 yyyyf  ，

且非退化线性替换为
























44

433

43212

43211

2
1

2
1

2
1

yx

yyx

yyyyx

yyyyx

，

（1） 在实数域上，若作非退化线性替换




















44

33

12

21

3
2 zy

zy
zy
zy

，

可得二次型的规范形为

2
4

2
3

2
2

2
1 zzzzf  。

（2） 在复数域上，若作非退化线性替换




















44

33

22

11

3
2 izy

izy
zy
izy

，



可得二次型的规范形为

2
4

2
3

2
2

2
1 zzzzf  。

6）已求得二次型

 4321 ,,, xxxxf 413121
2
4

2
2

2
1 2442 xxxxxxxxx 

434232 222 xxxxxx 

的标准形为

2
3

2
2

2
1 2

12 yyyf  ，

且非退化线性替换为





















44

433

4322

43211

2
3
2

yx
yyx

yyyx

yyyyx

。

（1）在实数域上，若作非退化线性替换





















44

13

32

21

2
2
1

zy
zy

zy

zy

，

可得二次型的规范形为

2
3

2
2

2
1 zzzf  。

（2）在复数域上，若作非退化线性替换





















44

33

22

11

2
2

zy
zy

ziy

izy

，

可得二次型的规范形为

2
3

2
2

2
1 zzzf  。

7）已求得二次型

 4321 ,,, xxxxf 413121
2
4

2
2

2
1 2442 xxxxxxxxx 

434232 222 xxxxxx 

的标准形为



2
4

2
2

2
2

2
1 yyyyf  ，

且非退化线性替换为

















4314

413

422

11

yyyx
yyx
yyx

yx

。

（1）在实数域上，上面所作非退化线性替换已将二次型化为规范形，即

2
4

2
2

2
2

2
1 yyyyf  。

（2） 在复数域上，若作非退化线性替换
















44

33

22

11

izy
zy
zy
zy

，

可得二次型的规范形为

2
4

2
3

2
2

2
1 zzzzf  。

2．证明：秩等于 r的对称矩阵可以表成 r个秩等于 1的对称矩阵之和。

证 由题设知 AA  且 rArank )( ，于是存在可逆矩阵C使

DACC  ，

且D为对角阵，又因为     111 ,,  
 CCCC 均为可逆矩阵，所以有

rDDDACC  21 ，

其中











































































0

0

0

0

,,

0

0

0

,

0

0 2

2

1

1








 rr dD
d

D

d

D

于是

    1
21

1   CDDDCA r

      111
2

11
1

1  






 CDCCDCCDC r 。



因

  111 





   CDCrank i  ri ,,2,1  ，

且

      111111  











  CDCCDCCDC iii 。

即   11   CDC i 都是对称矩阵，故 A可表成 r个秩为 1的对称矩阵之和。

3．证明：



















n





2

1

与





















ni

i

i







2

1

合同，其中 niii 21 是 n,,2,1  的一个排列。

证 题中两个矩阵分别设为 BA, ，与它们相应的二次型分别为

22
22

2
11 nnA xxxf    ，

22
2

2
1 21 niiiB yyyf

n
   ，

作非退化的线性替换

tit xy   nt ,,2,1  ，

则 Bf 可化成 Af 。故 A与 B合同。

4．设 A是一个 n阶矩阵，证明：
1） A是反对称矩阵当且仅当对任一个 n维向量 X ，有 0AXX 。

2）如果 A是对称矩阵，且对任一个 n维向量 X 有 0AXX ，那么 0A 。

证 1）必要性。因为 AA  ，即  jiaaa jiijii  ,0 ，所以

  ji
ji

jiijji
ji

ij xxaaxxaAXX 



,

由于 0 jiij aa ，故

  0 


ji
ji

jiij xxaaAXX 。

充分性。因为
nRX  ，有 0AXX ，即

    2
222111212112

2
111 xaxxaxxxaaxa nnn  



  02
222  nnnnnn xaxxaa  ，

这说明原式是一个多元零多项式，故有

,02211  nnaaa   jiaa jiij  ，

即 AA  。

2）由于 A是对称的，且 0AXX ，即

2
222112112

2
111 22 xaxxaxxaxa nn  

02 2
22  nnnnn xaxxa  ，

这说明 AXX  为一个多元零多项式，故有

02211  nnaaa  ，

002  jiijij aaa ，

即 0A 。

5．如果把实 n阶对称矩阵按合同分类，即两个实 n阶对称矩阵属于同一类当且仅当它
们合同，问共有几类？

解 实对称矩阵 A与 B合同的充要条件为存在可逆矩阵T与C使

Dd

d
d

ACCBTT r 































0

0

2

1




。

下面考虑对角矩阵D的相应二次型的合同分类情况，在  rid i ,,2,1  中可分为

负个正，个

负个正，个

负个正，个

负个正，个

负个正，个

r
r
r

r
r

0
11
22

11
0







共计 1r 个合同类。但秩 r又可分别取 0,1,2,,1, nn ，故共有

    
2

211321 


nnnn

个合同类。

6．证明：一个实二次型可以分解成两个实系数的一次齐次多项式的乘积的充分必要条



件是：它的秩等于 2且符号差等于 0，或者秩等于 1。

证 必要性。设

    nnnnn xbxbxbxaxaxaxxxf   2211221121 ,,, ，

其中  niba ii ,,2,1,  均为实数。

1）若上式右边的两个一次式系数成比例，即

ii kab   ni ,,2,1 

不失一般性，可设 01 a ，则可作非退化线性替换

 





nixy

xaxaxay

ii

nn

,,2
22111




使二次型化为

  2
121 ,,, kyxxxf n  ，

故二次型  nxxxf ,,, 21  的秩为 1。

2）若两个一次式系数不成比例，不妨设
2

2

1

1

b
a

b
a

 ，则可作非退化线性替换

 











nixy
xbxbxby
xaxaxay

ii

nn

nn

,,3
22112

22111





，

使

 nxxxf ,,, 21  21yy 。

再令

 











nizy
zzy
zzy

ii ,,3
212

211


，

则二次型可化为

 nxxxf ,,, 21  21yy 2
2

2
1 zz  ，

故二次型  nxxxf ,,, 21  的秩为 2，且符号差为 0。

充分性。1）若  nxxxf ,,, 21  的秩为 1，则可经非退化线性替换 CYZ  使二次型化

为

 nxxxf ,,, 21  2
1ky ，



其中 1y 为 nxxx ,,, 21  的一次齐次式，即

nn xaxaxay  22111 ，

且

 nxxxf ,,, 21   22211 nn xaxaxak  

  nnnn xaxaxaxkaxkaxka   22112211 。

2）若  nxxxf ,,, 21  的秩为 2，且符号差为 0，则可经非退化线性替换 CYZ  使二次型

化为

 nxxxf ,,, 21    2121
2
2

2
1 yyyyyy 

  nnnn xbxbxbxaxaxa   22112211 ，

故  nxxxf ,,, 21  可表成两个一次齐次式的乘积。

7．判断下列二次型是否正定：

1）
2
332

2
23121

2
1 7160130481299 xxxxxxxxx  ；

2）
2
332

2
23121

2
1 28224810 xxxxxxxxx  ；

3） j
nji
i

n

i
i xxx 




11

2
；

4） 1

1

11

2





  i

n

i
i

n

i
i xxx 。

解 1）二次型的矩阵为























713024
301306
24699

A ，

因为

,0991  ,0
1306
699

2 



 03  A ，

故原二次型为正定二次型。

2）二次型的矩阵为



















11412
1424
12410

A ，



因为 0A ，所以原二次型非正定。

3）记二次型的矩阵为  
nnijaA


 ，其中












ji

ji
aij ,

2
1
,1

，

即































1
2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

2
1

2
11










A ，

由于 A的任意 k阶顺序主子式所对应的矩阵 kA 与 A为同类型的对称矩阵，且

   nkkA
k

k ,,2,101
2
1 






 ，

故原二次型为正定二次型。

4）记二次型的矩阵为  
nnijaA


 ，则 A的 k级顺序主子式为

21
12

21
12

2
1

1
2
1

2
11

1
2
1

2
11











k

kA 







  01
2
1

1000

0
3
400

01
2
30

0012

2
1

















 k

k
k

kk









，

故原二次型为正定二次型。



8． t取什么值时，下列二次型是正定的：

1） 323121
2
3

2
2

2
1 4225 xxxxxtxxxx 

2） 323121
2
3

2
2

2
1 61024 xxxxxtxxxx 

解 1）二次型的矩阵为






















521
21
11

t
t

A ，

因为 A的各阶顺序主子式为

011  ，

0
1

1
2 

t
t

，

0
521
21
11

3 



 t

t
A ，

当原二次型为正定时，有











045
01

2

2

tt
t

，

解上面不等式组，可得 0
5
4

 t 。

2）二次型的矩阵为


















135
34
51

t
t

A ，

当 A的所有顺序主子式都大于零时，即

011  ，

04
4

1 2
2  t

t
t

，

010530
135
34
51

2
3  ttt

t
A ，

由原二次型为正定得













010530
04

2

2

tt
t

，

但此不等式组无解，即不存在 t值使原二次型为正定。
9．证明：如果 A是正定矩阵，那么 A的主子式全大于零。所谓主子式，就是行指标与

列指标相同的子式。

证 设正定矩阵  
nnijaA


 ，作正定二次型 ji

n

i

n

j
ij xxa

 1 1
，并令

 iij kkkkkkjx   2121 ,,,,0 ，

则可得新二次型

ji

k

ki

k

kj
ij xxa

i i


 1 1

，

由正定二次型的定义知该二次型是正定的，故 A的一切 i级主子式 0iA  ni ,,2,1  。

10．设 A是实对称矩阵，证明：当实数 t充分大之后， AtE  是正定矩阵。

证


























nnnn

n

n

ataa

aata
aaat

AtE







21

22221

11211

，

它的 k级顺序主子式为

 

kkkk

k

k

k

ataa

aata
aaat

t














21

22221

11211

当 t充分大时，  tk 为严格主对角占优矩阵的行列式，且 



ij

ijii aat  ni ,,2,1  ，

故   0 tk  nk ,,2,1  ，从而 AtE  是正定的。

11．证明：如果 A是正定矩阵，那么 1A 也是正定矩阵。

证 因 A是正定矩阵，故 AXX  为正定二次型，作非退化线性替换 YAX 1 ，又
1A

也是对称矩阵，故

  0111 
  AXXYAAAYYAY ，

从而 YAY 1 为正定二次型，即证
1A 为正定矩阵。

（接第二部分，请搜索，谢谢）


