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第2章 控制系统的数学模型

数学模型：描述系统输入输出变量及内部各变量间
关系的数学表达式

数学模型的建立方法：解析法和实验法

数学模型的形式：
连续系统：微分方程，方框图，传递函数，频率
特性，状态方程等
离散系统：差分方程，脉冲传递函数，状态方程
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• 电气元件组成的系统（电路系统）

列写系统运动方程前，要先确定输入变量、输出变量

22--1 1 控制系统的时域数学模型控制系统的时域数学模型

2-1-1 元件和系统的微分方程
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• 机电系统微分方程
电枢电压控制直流电动机
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• 若以角速度 为输出量、电枢电压 为输入量，

消去中间变量，直流电动机的微分方程为

m au
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若电枢回路的电感可以忽略不计

)()()(
)(

21 tMKtuKt
dt

td
T Cam

m
m 



)(

)(,)(

2

1

emma
a

emma
m

emma
ma

m

CCfR
RK

CCfR
CKCCfR

JRT




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• 求质量m在外力F的作用下，质量m的位移x的运动。

设系统已处于平衡状态，

相对于初始状态的

位移、速度、加速度
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*比较 R-L-C电路运动方程与 M-S-D机械系统运动方程

相似性
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齿轮系的运动方程
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用途: 齿轮系常用来实现减速和增大力矩的目的
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齿轮1和齿轮2的运动方程

1（1）以齿轮1的角速度 为输出，外部 为输入mM
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• 列写元件微分方程的步骤：

（1）确定元件的输入量、输出量

（2）由物理或化学规律，列写微分方程；

（3）消去中间变量，得到输入、输出之间关系的微分方程
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（2）以齿轮2的角速度 为输出，外部 为输入mM2
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基本步骤：

（1）由系统原理图画出系统方框图或直接确定系统

中各个基本部件（元件）

（2）列写各方框图的输入输出之间的微分方程，要

注意前后连接的两个元件中，后级元件对前级元件

的负载效应

（3）消去中间变量

控制系统微分方程的建立
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速度控制系统的微分方程
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系统输出:       系统输入参考量: gu

控制系统的主要部件（元件）：给定电位器、运放1、运

放2、功率放大器、直流电动机、减速器、测速发电机
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线性系统的性质：具有可叠加性、均匀性（齐次性）

线性定常微分方程求解方法

直接求解法：通解+特解

自由解+强迫解（零输入响应+零状态响应）

变换域求解法：Laplace 变换方法
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非线性元件微分方程的线性化

• 实际的物理元件都存在一定的非线性，例如

弹簧系数是位移的函数

电阻、电容、电感与工作环境、工作电流有关
电动本身的摩擦、死区

小偏差线性化法 设连续变化的非线性函数 )(xfy 

平衡状态A为工作点

yyyxxxxfy   0000 ,,)(

在平衡状态点运用台劳级数展开为)(xfy 

)(xK
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运动的模态

• 微分方程的解：齐次方程的通解+特解

• 通解由特征根所决定，若n阶微分方程的特征根

均为单根，

称 为该微分方程的运动模态

n 21 ,
ttt neee  ,,, 21 

• 特征根具有重根的情况时的运动模态

,, 2 tt etet 

• 特征根具有共轭复根时的运动模态

tete tt   cos,sin
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复域数学模型 传递函数

传递函数是经典控制理论中最基本和最重要的概念

频率法、根轨迹法

一、传递函数的定义与性质

定义: 设线性定常系统由n阶线性定常微分方程描述：
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在零初始条件下，由传递函数的定义得
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例2 试求：电枢控制直流电动机的传递函数
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传递函数的性质

（1）因果系统的传递函数是s 的有理真分式函数，具

有复变函数的性质。

（2）传递函数取决于系统或元件的结构和参数，与

输入信号的形式无关。 G(s))(sR )(sC
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 ,（3）传递函数与微分方程可相互转换。

（4）传递函数 的Laplace反变换是系统的脉冲响应
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二、传递函数的零点与极点
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传递函数写成因子连乘积的形式

传递函数增益（或传递系数或放大系数）：
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传递函数的极点就是微分方程的特征根，极点决定了系

统自由运动的模态，而且在强迫运动中也会包含这些自

由运动的模态。

三、传递函数极点和零点对输出的影响
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)( 21




s
r

s
r

sR
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 

ttt errerrerr

s
r

s
r

ss
s

LsRsGLtc

2
2112

5
21

2111

)23()123(9

5)2)(1(
)3(6

)()()(





























零状态响应

前两项具有与输入函数相同的模态

后两项由极点决定的自由运动模态，其系数与输入函数有关
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)(1)( ttr 输入信号 ，零状态响应分别为
tttt eetceetc 2

2
2

1 5.05.01)(,321)(  

j


0

z1z2

传递函数的零点影响各模态在响应中所占的比重，例如

33.1
)2)(1(

25.1)(,5.0
)2)(1(

24)( 2211 







 z

ss
ssGz

ss
ssG
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各个模态在两个系统输出响应中所占的比重不同，取决于

零点相对于极点的距离。

例如：
2

2

1

1

21

1*

))((
)(

ps
A

ps
A

psps
zs

KsG











2

1*
21

*
11 )/()()()(

1 p
z

KpzKsGpsA ps 


1

1*
11

*
22 )/()()()(

2 p
z

KpzKsGpsA ps 

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四、典型元部件的传递函数

电位器 一种线位移或角位移变换为电压量的装置
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)/(
)(
)(

)(,/,)()( 1max11 radVK
s
sU

sGEKtKtu 




由一对电位器组构成的误差检测器，空载时的传递函数

1

121121

)(
)(

)(

)()]()([)()()(

K
s

sU
sG

tKttKtututu









单个线绕式圆环电位器（角位移型）空载时的传递函数
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当负载不能忽略时，必须考虑负载效应。

考虑具有负载效应时的电位器输入输出关系

E
)(tu

pR

pR



lR

)()//(
)//(

)(
pplp

lp

RRRR
RR

Etu





lp

lp
lp RR

RR
RR




 //
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)(~)( ttu  不再具有线性关系，若 很大，例如

，则有

lR

pl RR 10 )(/)()( 1max tKtEtu  

































 










maxmax
max

2

)(1)(1

)(

1

)(











tt
R
R

tE

R
R

R
R

R
R

E
RRRRR

RR
Etu

l

p

p

p

l

p

p

ppplpp

lp
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测速发电机 测量角速度并转换为电压量的装

置，一般有交流和直流两种。

*永磁式直流测速发电机： TG)(tu

)//()()()( sradmV
dt

tdKtKtu tt


 

sK
s
sU

sG t
)(
)(

)(
 tK

s
sU

sG 
)(
)(

)(


或
tK

)(sU)(s

)(s
tsK

)(sU
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TG

)(tu

)(tu

交流测速发电机 在定子上有两个互相垂直放置的线圈

激磁线圈：输入频率一定、电压一定

输出线圈：产生与角速度成比例的交流电压

)//()()()( sradmV
dt

tdKtKtu tt


 
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电枢控制直流伺服电动机

1)(
)(

)( 1




sT
K

sU
s

sG
ma

m

)1()(
)(

)( 1




sTs
K

sU
s

sG
ma

m)(sm
)1(

1

sTs
K

m

)(sUa

1
1

sT
K

m

)(sm)(sUa

两相交流伺服电动机（略） SM

)(tu
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无源网络 用途：在控制系统中引入无源网络作为校正元件，用

复阻抗方法可直接求出无源网络的传递函数

)(1 sG )(2 sG1R

1C

2R

2C

)(tuC

1R 2R

1C 2C)(tu)(tur

无源网络
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2-3 控制系统的结构图与信号流图

控制系统的结构图和信号流图：

描述系统各元部件之间的信号传递关系的一种图形化表示

对于复杂控制系统的信号传递过程给出了一种直观的描述

2 ( )H s

2 ( )cG s

1( )H s

( )G s ( )C s
( )R s

1( )cG s
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系统结构图的组成与绘制

系统结构图一般有四个基本单元组成：

（1）信号线；

（2）引出点（或测量点）；

（3）比较点（或信号综合点）表示对信号进行叠加；

（4）方框（或环节）表示对信号进行变换，方框中写入元

部件或系统的传递函数。
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被测电压： 指示的测量电压：

电压测量误差：

1e

21 eee 

2e

系统组成：

比较电路、机械调制器、放大器、两相交流伺服电动机、指针机构

电压测量装置方框结构图
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)()(~ sEsU 

)()()( 21 sEsEsE 

)()( sEKsU AA 

比较电路：

调制器：

放大器：

两相伺服电动机：

)( sUCM aMs  )()(2 ssfssJM mmmmm  

smm MssCsM  )()( 
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)()( srsL m

)()( 12 sLKsE 

绳轮传动机构：

测量电位器：

)(1 sE
)( sE )( sL

AK MC
sC 

1
1K

sf m

2sJ m

r
)(2 sE)( sU a

)( sM m

)( sM s )( sm
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系统结构图

AK
)1( sTs

K

m

m r 1K
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无源网络的方框结构图

ru Cu1R

C

2R
)()()( 11 sURsIsU Cr 

)()()( 21 sIsIsI 

2)()( RsIsU C 

112 )(1)( RsI
Cs

sI 
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2R
)(sUC)(sI

)(1 sI

)(2 sI)(sUi )(
1

sUR

R1/R1 Cs

)()()( 11 sURsIsU Cr 

)()()( 21 sIsIsI 

2)()( RsIsU C 

112 )(1)( RsI
Cs

sI 
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1、结构图的等效变换和简化

任何复杂的系统结构图，各方框之间的基本连接方式只有串联、
并联和反馈连接三种。方框结构图的简化是通过移动引出点、比
较点，交换比较点，进行方框运算后，将串联、并联和反馈连接
的方框合并。

等效变换的原则：变换前后的变量之间关系保持不变

（1）串联等效

)(sR
)(1 sG )(2 sG

)(sU )(sC
)()( 21 sGsG)(sR )(sC

)()()()()()( 122 sRsGsGsUsGsC  )()()(
)()( 21 sGsGsR

sCsG 
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（2）并联等效

)()()( 21 sGsGsG 

)(1 sC)(1 sG

)(2 sG

)(sR

)(2 sC

)(sC

)()]()([)()()()()( 2121 sRsGsGsRsGsRsGsC 

)()( 21 sGsG 
)(sR )(sC
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（3）反馈等效

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

C s G s E s G s R s B s
G s R s G s H s C s

  
 

)(sH

)(sG)(sR
)(sB

)(sE )(sC

)()(1
)(

sHsG
sG



)(sR )(sC( )( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

G sC s R s s R s
G s H s

 


负反馈：

( )( )
1 ( ) ( )

G ss
G s H s

 


负反馈时闭环传递函数：

正反馈时闭环传递函数：
( )( )

1 ( ) ( )
G ss

G s H s
 


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)()(1
)()(

sHsG
sGs


闭环传递函数：

前向通道传递函数：输入端对应比较器输出 E(s) 到输出端输出
C(s) 所有传递函数的乘积，记为 G(s)      

反馈通道传递函数：输出 C(s) 到 输入端比较器的反馈信号 B(s) 
之间的所有传递函数之乘积，记为 H(s)

开环传递函数：反馈引入点断开时，输入端对应比较器输出 E(s) 
到输入端对应的比较器的反馈信号 B(s) 之间所有传递函数的乘
积，记为GK(s), GK(s)=G(s)H(s)

)(sH

)(sG)(sR

)(sB

)(sE )(sC

)()()()(/)( sGsHsGsEsB k 
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（4）比较点和引出点的移动

移动前后保持信号的等效性

*   p.49   表2-1  结构图等效变换的规则

p.50   例2-14  简化系统结构图，并求系统传递函数 )(/)( sRsC

简化过程：

（1）G3(s) 和G4(s)之间的引出点后移，由G3(s) 、G4(s)  和
H3(s) 组成的内反馈回路计算等效传递函数：

)()()(1
)()(

)(
343

43
34 sHsGsG

sGsG
sG



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（2）将G2(s) 、G34(s)  和H2(s) ×1/ G4(s)组成的内反馈回路简

化，计算等效传递函数

)()()()()()(1
)()()(

)(
232343

432
23 sHsGsGsHsGsG

sGsGsG
sG




（3）将G1(s) 、G23(s)  和H1(s)组成的主反馈回路简化，计算

系统的传递函数

)()()()()()()()()()()(1
)()()()(

)()()(1
)()(

)(
)()(

23234314321

4321

1231

231

sHsGsGsHsGsGsHsGsGsGsG
sGsGsGsG

sHsGsG
sGsG

sR
sCs






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例2-15 试简化图示系统结构图，并求系统传递函数。

)(sC)(sR
)(1 sG )(2 sG

)(1 sH

)()()()()(1
)()(

)(
)()(

12121

21

sHsGsGsGsG
sGsG

sR
sCs




例2-16 (P.52 )试简化图示系统结构图，并求系统传递函数。

)()()()(1
)(

)]()()()([
)(
)()(

43

5
4231 sHsGsHsG

sG
sGsGsGsG

sR
sCs



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2、信号流图的组成及性质

信号流图是利用图示法来描述一个或一组线性代数方程式，由
节点和支路组成的一种信号传递网络。

节点：表示方程式中的变量。

支路：连接两个节点的定向线段，用支路增益表示方程式中两
个变量的因果关系。

)(sU)(sI
Cs
1

Cs/1

)(sI

)(sU
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一个典型的信号流图

a1 b c

d

fe

g

1
6x5x4x

3x

2x
1x

1 1 2 1 3 3 2 4

4 3 5 2 4 5 6 5

, ,
, ,

x x x x e x x a x f x
x b x x d x c x g x x x
    

    

信号流图的基本性质：

（1）节点标志了系统的变量

（2）支路相当于乘法器
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（3）信号在支路上，只能沿箭头单向传递

（4）对于给定的系统，节点变量的设置是任意的。因此，信号

流图不唯一。

名词术语：

•源节点（输入节点）

•阱节点（输出节点）

•混合节点 若从混合节点引出一条具有单位增益的支路可

将混合节点变为阱节点，成为系统的输出变量。

•前向通路 信号从输入节点到输出节点传递时，每个节点

只通过一次的通路。前向通路上各支路增益之乘积，称为前
向通道总增益，用 表示。kp
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•回路 起点和终点同在一个节点上，而且信号通过每个节点不多

于一次的闭合通路（单独回路）。

•不接触回路 回路之间没有公共节点时，该回路称为不接触回路。

信号流图的绘制

（1）由微分方程绘制信号流图: RC串联电路的信号流图

)()()(

)()()(1
)()(

)()()(

21

1112

2

11

tititi

tuRtidtti
C

Rtitu
tuRtitu

c

cr








 ru Cu1R

C

2R
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)()()(

)(
)0(

)(1
)()(

)()()(

21

11
1

2

2

11

sIsIsI

RsI
s

u
sI

Cs

RsIsU
sURsIsU

c

cr








)()()(
)0()()(

)()(

)()(
)(

21

1112

2

1
1

sIsIsI
CusCIsRsI

RsIsU
R

sUsU
sI

c

cr









信号流图（见p.56, 例2-17）

ru Cu1R

C

2R
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在方框结构图中，信号（变量）标记在信号线上，通过方框是对
变量进行变换或运算。

在信号流图中，信号（变量）标记在节点上，通过支路增益对变
量进行变换。

结构图与信号流图的对应关系：

信号线 节点 方框 支路增益

1e
1G

2G

3G

4G

2e

3e
1x

2x 4G

3G1G

2G 4x

3x

3e

（2）由系统结构图绘制信号流图
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)(1 sG )(2 sG

)(1 sH
e

1e
)(sR )(sC

)(sR )(sCe
1

1
1

11e
1H

1G 2G

若比较点之前有引出点，就需在引出点和比较点各设一个节
点，分别标志两个变量。
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MASON 增益公式 


n

k
kkpP

1

1 


从源点到阱点的传递函数（或总增益）
从源点到阱点的前向通路总数
从源点到阱点的第k条前向通路总增益

P
n

kP

梅森增益公式梅森增益公式

流图特征式...1   fedcba LLLLLL

所有单独回路之和
两、两不接触回路增益的乘积之和
三、三不接触回路增益的乘积之和
流图余因子

 aL

 cbLL

 fed LLL

k
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例1

12121

21
11 1

1
)(
)(

HGGGG
GGpP

sR
sc

RC 





)(sR )(sCe
1

1
1

11e
1H

1G 2G

211 GGP  1211 HGGL  12 GL  23 GL 

121211 HGGGG  11 



2013-10-27 Automatic Control Theory 68

闭环系统的传递函数

• 输入信号作用下的闭环传递函数：

)(1 sG

)(sH

)(sR )(sC)(2 sG
)(sE

)(sB

)(sN

)()()(1
)()(

)(
)()(

21

21

sHsGsG
sGsG

sR
sCs




)(
)()()(1

)()()()()(
21

21 sR
sHsGsG

sGsGsRssC




0)( sN令
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• 扰动作用下的闭环传递函数 0)( sR令

)()()(1
)(

)(
)()(

21

2

sHsGsG
sG

sN
sCs N

N 


)(2 sG

)(sH)(1 sG

)(sN )(sC

)(
)()()(1

)()()()(
21

2 sN
sHsGsG

sGsNssC NN 

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• 输入和扰动共同作用下，系统输出响应为

)]()()([
)()()(1

)()()()( 1
21

2 sNsRsG
sHsGsG

sGsCsCsC NR 




若 ，并且1)()()( 21 sHsGsG 1)()(1 sHsG

则有 )(
)(

1)( sR
sH

sC 

• 闭环系统的误差传递函数，指E(s) 为输出量时的传递函数

)()()(1
1

)(
)()(

21 sHsGsGsR
sEsE 


)()()(1
)()(

)(
)()(

21

2

sHsGsG
sHsG

sN
sEsEN 



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2-4  数学模型的实验测定法(略）

问题的提出：

（１）在实际应用中,工业对象结构以及内部工艺过程复杂,使得

按对象内部发生的物理、化学过程非常复杂，确定过程或系统
的微分方程十分困难。

（２）运用分析法确定对象以及控制系统数学模型时，通常需
要一些假设和近似。对于复杂对象，这些假设或近似会对近似
确定的数学模型产生估计不到的影响。
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实验测定法：（１）建立复杂对象的输入、输出关系；（２）检验
分析法得到的数学模型的“可用性”。

实验测定法的局限性：对于正常运行的被控对象或控制系统，用
实验方法测定系统的动态特性时，对正常生产会有一定的影响，
得到的结果也是大致的。
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数学模型实验测定的主要方法

１、实验测定法一般只适用于建立被测对象或系统的输入／输出
模型。

２、用实验方法要获得被测对象或系统的动特性，为了获得对象
的动态特性，要求被研究的对象/过程处于被激励状态。根据所

加入的激励信号和结果的分析方法不同，测试的动态特性的实验
方法也不同。主要形式有:
时域测定法: 对象或系统的输入端施加阶跃扰动或脉冲扰动,记录
相应的输出响应曲线 传递函数。

特点：测试设备简单，测试工作量小，但测试精度不高。
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统计相关测定法: 对被研究对象施加一个随机信号,根据被测对
象的各参数变化,采用统计相关法确定被测对象的动特性.

特点：在被测试对象正常运行状态下进行在线辨识，测试结果
精度较高，但需要采集大量的数据，需要用“相关仪”和计算机进

行数据处理。

频域测定法:对象或系统的输入端施加不同频率的正弦波 测
出输入信号和输出信号之间的幅值比和相位差 对象或

系统的频率特性。

特点：原理、方法、数据处理比较简单，测试精度高于时域
法，但需要专用的超低频测试设备。



2013-10-27 Automatic Control Theory 75

2、时域法的输入测试信号的选择

)()()( 21 tututu 

阶跃扰动信号、脉冲扰动信号

)()( 12 ttutu 

输出的脉冲响应 )()()()()( 1121 ttytytytyty 

如何从脉冲响应得到阶跃响应？ )()()( 11 ttytyty 

)()(],0[ 10 tytytt 

)()()(]2,( 1100 ttytytytttt 

依次类推，最后得到完整的阶跃响应曲线。
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3、测定实验注意的事项

4、实验结果的数据处理
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具有延迟的一阶惯性环节

具有延迟的二阶惯性环节

具有延迟的n阶惯性环节
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（１）具有延迟的一阶惯性环节拟合的近似法

（２）具有延迟的一阶惯性环节拟合的两点法

（３）具有延迟的二阶惯性环节拟合的两点法

（4）具有延迟的n阶惯性环节拟合的两点法
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2-5  控制系统建模实例

磁盘驱动读取系统
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永磁直流电机模型

输出变量：角位移
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1H 传感器： 放大器： 1aK 
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MATLAB编程：


