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摘要

时滞现象广泛地存在各种实际系统中，如生物系统、神经网络系统、自动化系统、通信

系统等。造成时滞产生的原因有很多，比如系统元件老化导致测量存在时滞，机械磨损导致

信号的传递存在时滞。时滞常常造成系统的不稳定性，甚至性能变差。随着科技的进步，社

会的发展，系统越来越复杂，人们对系统的控制要求也越来越高。时滞的存在使得人们对系

统的分析和综合变得更加困难和复杂。因此，时滞系统的稳定性研究得到了广泛地关注。

在分析国内外文献的基础上，本文对几类时滞系统进行稳定性研究，并得到了系统的稳

定性准则。第一章是绪论，介绍了时滞系统的研究背景，时滞系统的稳定性研究概况，其中

着重介绍了一些常用的时滞稳定性分析方法。第二章给出了本文所需基础知识，包括 Lyapunov

稳定性理论，相关引理以及符号说明。第三章讨论了时变时滞线性系统的稳定性问题。采用

任意分割法，用分割点将时滞区间分割成任意两段，结合积分不等式，对于每一段区间的稳

定性进行分析，给出了稳定性的充分条件。第四章研究含有 2个相继时变时滞的线性系统的

稳定性问题，通过考虑时滞与它们上界的关系，采用新的积分不等式处理技术估计积分交叉

项。第五章是研究含有 2个相继时变时滞的中立型时滞系统的稳定性问题。基于 Lyapunov函

数，通过将时滞分段，利用积分不等式对 Lyapunov函数的导数给出了新的界定方法。第六章，

本章考虑了含有 2个相继时变时滞的神经网络的稳定性问题。第七章，本章对含有 2个相继

时变时滞的系统的H性能分析，考虑网络控制系统中存在网络时滞，数据包丢失等问题，设

计了状态反馈控制器，建立了控制器存在的条件，提出了求解状态反馈增益矩阵的方法。

关键词：相继时滞; 线性矩阵不等式; 中立型时滞系统; 神经网络; 稳定性; 网络控制系统.
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Abstract

It is known that the phenomena of time delay occur in many practical systems, such as

biological systems，neural networks, automatic systems and communication systems. Time delays

may be produced by many reasons, e.g., the ageing of component and mechanical wear leads to the

measurement and signal transmission. The existence of time delay causes instability, even poor

performance. With the advancement of technology and the development of social, the systems

become more complex, and the requirements of the system control are also increasing. The existence

of time delay makes it more difficult and complicated to analyze and integrate the systems. Hence,

much attention is received in stability analysis of the systems.

Based on the analysis of literature at home and abroad, the stability of several types of time

delay systems is investigated, and some delay-dependent stability criteria are obtained. In Chapter 1,

the introduction of the thesis is given, including the research background, the review of time-delay

systems and some common research methods. In Chapter 2, the Lyapunov stability theory, related

lemmas and related symbols are given. In Chapter 3, the stability problem of linear time-varying

delay systems is discussed. Based on the delay-dividing approach, the delay interval is partitioned

into two subintervals. By using integral inequalities, some delay-dependent stability criteria are

obtained. In Chapter 4, the stability problem of time delay systems with two additive time-varying

delay components is studied. Reciprocally convex method is used for estimating the upper bound of

the derivate of the Lyapunov functional. In Chapter 5, the stability problem of neutral delay systems

with two additive time-varying delay components is studied. By constructing a new Lyapunov

functional and combining with delay-dividing approach and inequality method, the stability

conditions are given. In chapter 6, the stability problem of neural networks is considered. In Chapter

7, the problem of H performance analysis is concerned. Considering the network control system

that includes the time delay and data packet dropouts, the state feedback controller is designed. The

conditions of the existence of controller and the method for solving the state feedback gain are

proposed.

Key words: additive delay components; linear matrix inequality; neutral delay system;
neural networks; stability; network control system.
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第一章 绪论

1.1 时滞系统的研究背景

在自然运动和社会活动中，存在着各种量与量的关系，这种量与量关系的变化在数学上

用函数来描述. 那些表示自变量、未知函数和函数的导数（或微分）的关系的方程就是微分方

程. 只含有一个自变量的微分方程就是常微分方程.

常微分方程是解决实际问题的重要工具，在物理，化学，工程学，经济学等领域有广泛

的应用. 例如：

例 1.1 物体的冷却定律. 同一物体在外部介质性质及温度相同，本身性质及表面积相同

时，物体温度下降速率只与外部与物体的温差成正比. 假设一个较周围热的物体温度为T，

周围环境的温度C，K为一个常数，那么它们的关系可以表示为

) ( ( ) ).T t K T t C  （

例 1.2 马尔萨斯人口模型. 英国人口学家马尔萨斯在研究人口时，认为在人口自然增长

的过程中，相对增长率为固定值. 假设 N为人口数量，r为生命系数，则它们的关系可以描写

为

) ( ).N t rN t（

从例 1.1可以看出， )T t（ 只和当前的状态 )T t（ 有关，和以前的状态无关. 例 1.2也是类

似的. 换句话说，它们的运动变化趋势只跟现在的状态有关，独立于以前的状态. 然而，事物

运动是复杂多样的，在许多系统中，系统存在着滞后现象，这种现象称为“时滞”现象. 时滞

现象广泛地存在各类实际系统中，如网络控制系统、神经网络系统、自动化系统、通讯系统

等. 系统的运动变化趋势不仅跟现在的状态有关，还依赖于过去的状态. 这样的系统称为时滞

系统.

下面给出几个例子：

例 1.3 在某水流控制系统中，当给输入端加水时，输出端并不能马上能流出水来，而是

要经过一段时间，水经过管道才能流出来，且输入和输出在数值上并没有变化. 假设 ( )y t 表示

输出， ( )r t 表示输入， l为水管长度， v为水流速度，时滞 = / ,l v 则

( ) ( )y t r t   ，
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例 1.4 在神经网络的应用中，由于信号传输及神经元之间固有的延迟时滞，在两个神经

元中会产生时滞，所以多时滞的神经网络模型[1]可以表示成

1

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) .
N

i i
i

du t Cu t Ag u t B g u t I
dt




     

例1.5 能源消费系统的时滞反馈控制模型. 假设 ( )N t 东部的能源需求量， ( )u t 为西部向

东部的能源输出量，考虑到能源供需的时滞性，建立了我国东部西部联动能源消费系统的时

滞反馈控制模型[2]

( ) ( )( )(1 ( )),

( ) ( ( ) ).

dN t N trN t qu t
dt K

du t ku pN t c
dt





    

   


由于系统元件老化和机器磨损，会导致系统的测量、信号的传递存在时滞. 这往往致系统

性能下降，甚至稳定性下降. 时滞作为系统的一种本质特性，不可能被完成消除. 这使得稳定

性分析具有重要的理论和实际价值，从而一直成为时滞系统分析理论的一个热点问题.

1.2 时滞系统稳定性研究概况

稳定性分析是时滞系统研究的一个重要问题，是时滞系统分析和综合的基础. 早在十七世

纪就出现过稳定性的概念. 19世纪末，俄国数学家李雅谱诺夫开创性地提出求解非线性常微分

方程的李雅普诺夫函数法，从而奠定了稳定性理论的基础.

时滞系统的研究主要有两种方法：频域法和时域法. 频域法以研究系统传递函数为主，根

据时滞系统的特征根是否均具有负实部来判定系统是否稳定. 当特征方程的根均具有负实部

时，则系统渐近稳定. 而当特征方程的根有正实部时，则系统不稳定.

时域法以研究系统的状态方程为主，克服了频域法不能处理时变与参数摄动的弊端，而

且便于计算机计算，因此成为时滞系统稳定性分析的主要方法 . 时域法的理论基础是

Lyapunov-Krasovskii 稳定性定理和 Lyapunov-Razumikhin 稳定性定理，通过选取合适的

Lyapunov函数来得到系统的稳定性的充分条件. 正因为这样，如何选取 Lyapunov函数和采用

何种方法对 Lyapunov函数导数进行缩放是时滞稳定性分析的一个重要的内容.

从 20世纪 60年代，Lyapunov函数法应用于时滞系统的控制问题，Lyapunov函数法成为

时域法中应用最为广泛的一种方法. 20世纪 90年代，随着求解凸优化问题内点法的提出，很

http://baike.baidu.com/view/15061.htm
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多控制问题都可以转换成线性矩阵不等式 (LMI)而得以解决 . 尤其是在 1995 年，随着

MathWork公司在软件Matlab开发出 LMI工具箱，使得线性矩阵不等式方法被广泛得应用于

时滞系统稳定性分析中. 借助 Lyapunov函数法，把时滞系统的稳定性转化成线性矩阵不等式

的可行性问题或一类具有 LMI 约束的凸优化问题，并以 LMI 的形式给出稳定性的条件 .

Lyapunov函数法最大的优势可以利用计算机软件(如Matlab中的 LMI工具箱)求解线性矩阵不

等式.

一般来说，时滞系统的稳定性准则有两种，一种是时滞无关准则，另一种是时滞依赖准

则. 时滞无关准则独立于时滞，且不对时滞做任何限制. 时滞依赖准则包含着时滞信息. 在许

多实际系统中，时滞是有界的，尤其是当时滞非常小时，时滞依赖准则比时滞无关准则具有

更小的保守性.

时滞依赖准则涉及到时滞上确界问题，当时滞在上确界以下时，系统是稳定的. 取得的时

滞上确界越大，说明时滞依赖准则保守性越小. 因此，时滞的上确界是评价时滞依赖准则保守

性的指标.

为得到时滞系统的稳定性准则，许多学者提出了不同的方法. 本文将介绍以下几种常用的

方法.

(1)自由权矩阵法. 对 Lyapunov函数导数时，往往会出现含有时滞的积分项. 自由权矩阵

法主要通过引入自由权矩阵来处理 Lyapunov函数导数中的相关项，本质上使应用牛顿—莱布

尼 茨 公 式 . 为 处 理 积 分 项 1( )
( ) ( ) ,

t T

t d t
x s Z x s ds


   文 献 [3] 引 用 恒 等 式

1 ( )
2 [ ( ) ( ( )) ( ) ] 0.

tT

t d t
N x t x t d t x s ds


     其中N 是任意的矩阵，可以任意选取. 这样可以通过

线性不等式矩阵的求解来去最优值，从而减少了保守性. 自由权矩阵法的优势在于不必对交叉

项进行处理，但引入过多的变量会增加计算的复杂度.

(2)积分不等式法 . 积分不等式法主要思路是利用积分不等式对积分交叉项如

1( ) ( )
t T

t
x s Z x s ds


   进行放大处理. 如果处理得到的上界越严格，保守性越小. 积分不等式有很

多，例如，著名的 Jensen不等式
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( ) ( )
( ) ( ) .

( ) * ( )

T
t

t

x t W W x t
x s Wx s ds

x t W x t


 

    
           
  

由于积分不等式法没有引入自由权矩阵，含有较少的决策变量，可以减少计算的复杂度，

因此具有一定的优势.

(3) 三重积分法. 在考虑时滞稳定性分析时，构造的 Lyapunov函数一般只有二重积分. 三

重积分法主要思路是构造 Lyapunov函数时，引入三重积分项. 例如，文献[5]的 Lyapunov函

数有
1

2

0

2+
( ) ( )

t T

t
x s U x s dsd d



  
 



     。对其求导后，含有积分项
1

2
2( ) ( )

t

t
x s U x s ds



 




 
    ，再利用积分

不等式

1 1

2 2

1
2 2 22 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t tT T T T
st t

H x s U x s ds t HU H t x s U x s ds
 

   
     

 

   
         ，

对积分项进行消除. 由于这种方法利用了更多的时滞状态信息，因此具有较小保守性.

(4)时滞分割法. 时滞分割法将时滞分割成若干部分，构造新的 Lyapunov函数. 例如，文

献[6]把时滞区间分成相等两部分，构造一个含有中点时滞的 Lyapunov函数，充分利用积分不

等式等方法，对每个区间进行稳定性分析，从而得到整个区间的稳定性准则. 利用这种方法，

可以把时滞分割成 N等分，从而得到保守性更小的准则. 然而，随着分割数目的增大，得到

的线性不等式也会变得很复杂，计算的消耗的时间也会越来越多.

1.3 含有相继时变时滞的系统

在众多关于线性系统的稳定性分析的文献中，通常假设状态 ( )x t 含有单个时滞或多个具有

相同性质的时滞. 然而，文献[8]指出，在网络控制系统中，由于网络传输条件的变化，当信

号经过网络，从一端传输到另一端时，会导致产生不同性质的相继时变时滞. 一个这种情况

的例子就是网络控制系统，如图 1.1.

由图 1.1 知， k 是从传感器到控制器的产生的时滞， kd 是从控制器到执行器的产生的时

滞. 由于网络传输条件的变化，这两种时滞性质是不一样的，因此不能把它们合并在一起.

由控制理论的知识可知，图 1.1 的闭环系统可表示为：

( ) ( ) ( ( ) ( )).k kx t Ax t BKx t t d t   
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因此，文献[8]创造性地提出了含有 2个相继时变时滞的新的线性系统

1 1 2( ) ( ) ( ( ) ( )).x t Ax t A x t h t h t   

随后，文献[9]在神经网络的基础上提出了含有 2个相继时变时滞的新的神经网络

1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( (t) (t))) .x t Cx t Ag x t Bg x t d d u      

本文主要是对几类含有相继时变时滞的系统进行研究.

图 1.1 网络控制系统

1.4 论文各章安排和创新之处

本文主要讨论了几类时滞系统的稳定性，主要的研究方法是运用Lyapunov稳定性理论、

积分不等式法等. 主要的内容和创新之处如下：

第一章是绪论，介绍了时滞系统的研究背景，时滞系统的稳定性研究概况，其中着重介

绍了一些常用的时滞稳定性分析方法.

第二章给出了本文所需基础知识，包括Lyapunov稳定性理论，相关引理以及符号说明.

第三章在时滞线性系统已有研究成果的基础上，采用任意分割法，用分割点

1 2(1 )h h h    将时滞区间分割成任意两段，结合积分不等式，对于每一段区间的稳定性

进行分析，给出了稳定性的充分条件.

第四章研究含有2个相继时变时滞的线性系统的稳定性问题，通过考虑时滞与它们上界的

关系，采用新的积分不等式处理技术估计积分交叉项，适当地放大Lyapunov函数的导数，得

cu cx

传感器执行器

被控对像

网络时滞

( )kd t
网 络 时 滞

( )k t

控制器

xu
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到了改进的稳定性准则.

第五章是研究含有 2个相继时变时滞的中立型时滞的稳定性问题. 基于 Lyapunov 函数，

通过将时滞 ( )d t 分段，利用积分不等式对 Lyapunov 函数的导数给出了新的界定方法.

第六章，本章讨论了含有 2 个相继时变时滞的神经网络的稳定性问题，利用 Lyapunov 泛

函和线性矩阵不等式方法，我们得到了新的稳定性准则.

第七章，本章对含有2个相继时变时滞的系统的H性能分析，考虑网络控制系统中存在

网络时滞，数据包丢失等问题，设计了状态反馈控制器，建立了控制器存在的条件，提出了

求解状态反馈增益矩阵的方法.
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第二章 基础知识

2.1 Lyapunov稳定性理论

一般地，时滞系统可以表示成：

0

0

( ) ( , ( )),
( ) ( ), [ ,0]
x t f t x t t t
x t h   

 
     


(2.1)

其中 ( ) nx t  是状态向量， ( , ) : nf t x     是向量函数，h为系统的最大时滞. 方程(2.1)

表示状态向量 ( )x t 在时间 t的导数 ( )x t 不仅跟时间 t有关，还跟状态向量 ( )x t 有关. 如果存在某

个状态向量 x使得

0 0 0( , ), ( ) , ,x f t x x t x t t   

则称 x为系统的平衡点.

定义 2.1 （时滞系统稳定） 如果对任意给定的 0,  存在 0( , ) 0,t   使得 0 0( , )x t  时，

均有 0( ) , ,x t t t  则称方程(2.1)的零解 ( )=0x t 是稳定的.

定义 2.2 （时滞系渐近统稳定） 如果方程(2.1) 的 ( )=0x t 是稳定的，对任意给定的 0,  存

在 0 0( , ) 0,t   使得 0 0 0( , )x t  时，均有 0lim ( ) 0, ,
t

x t t t


  则称方程(2.1)的零解 ( )=0x t 是渐

近稳定的.

定义 2.3 对任意函数 ([ , ], ),na b   定义范函数

( ) ,maxc
a b

  
 



其中  表示 2-范数.

在研究系统稳定，最常用的方法是 Lyapunov第二方法，即借助构造一个特殊的 ( , )V t x 函

数，利用 ( , )V t x 函数及其导数的性质来确定系统的稳定性 . 有两个基本定理：

Lyapunov-Krasovskii稳定性定理和 Lyapunov-Razumikhin稳定性定理.

定理 2.1 （Lyapunov-Krasovskii稳定性定理） 考虑系统（2.1)， : ,nf     表示从实数

域及连续函数的有界集映射到 n 的有界集， , , :u v w    均为连续非减函数， v为严

格增函数，且当 0s  时， ( ), ( )u s v s 均为正数，且满足 (0) (0) 0.u v  如果存在连续可微函数
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: nV     使得

( (0) ) ( , ) ( (0) )
c

u V t v   

并且沿着系统(2.1)的轨迹有

( , ) ( (0) ),V t w  

则系统的零解一致稳定. 若 ( ) 0, 0,w s s   则系统零解一致渐进稳定.

定理 2.2 （Lyapunov-Razumikhin稳定性定理） 考虑系统（2.1)， : ,nf     表示从实数

域及连续函数的有界集映射到 n 的有界集， , , :u v w    均为连续非减函数， v为严

格增函数，且当 0s  时， ( ), ( )u s v s 均为正数，且满足 (0) (0) 0.u v  如果存在连续可微函数

: nV    使得

( ) ( , ) ( )u x V t x v x 

并且沿着系统(2.1)的轨迹有：

如果 ( , ( )) ( , ( )), [ ,0]V t x t V t x t h        时， ( , ( )) ( ( ) ),V t x t w x t 

则系统的零解一致稳定. 若 ( ) 0, 0,w s s   且存在一个连续非减函数 ( ) 0, 0,P s s   使得下列

式子成立：

当如果 ( , ( )) ( ( , ( ))), [ ,0]V t x t p V t x t h        时， ( , ( )) ( ( ) ),V t x t w x t 

则系统零解一致渐近稳定.

2.2 相关引理

本节将集中介绍论文中用到的一些基本引理.

引理 2.1[4] 对于任意矩阵 n nW R  ，标量 0  ，向量函数 x ： [ ,0] nR  的积分项

( ) ( )
t

t
x s W x s ds





    有定义，则

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) * ( )

T
t

t

x t W W x t
x s Wx s ds

x t W x t


 

    
           
  

引理 2.2[7] 对于任意矩阵 n nM R  ， 1 2( )h h t h  ，向量函数 x： 2 1[ , ] nh h R   的积分项

1

2
2 1( ) ( ) ( )

t h

t h
h h x s M x s ds




     有定义，则
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1

2
2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

t h T

t h
h h x s M x s ds t t 




     

其中

1

2

( )
( ) ( ( )) ,

( )

x t h
t x t h t

x t h


 
   
  

0
* 2 .
* *

M M
M M

M

 
    
  

引理 2.3[24] 对于给定矩阵 11 12

22*
S S

S
S

 
  
 

，其中 11 11 22 22,T TS S S S  ，则下列两个条件是等价的：

（1） 0S  ;

（2） 1
22 11 12 22 120, 0TS S S S S   .

引理 2.4[6] 具有适当维数的实数矩阵 ,U , TW Q Q ，则 ( ) ( ) 0T T TQ UF t W W F t U   对任意

( ) ( )TF t F t I 成立的充要条件是存在正数使得 1 0T TQ UU W W    成立.

引理 2.5[14] 对于
1

( ) [0,1], ( ) 1,
N

i i
i

k t k t


  向量 ( )i t 满足当 ( ) 0ik t  时， ( ) 0i t  ，正定矩阵

0,iR  若存在 ( 1, , 1, 1, , ),ijS i N j i N     满足 0,i ij

j

R S
R

 
 

 
那么下列不等式成立：

1 1 1 1

1

1 * .
( )

* *

T
NN

T
i i i

i i
N N N

R S
R

k t
R

 
 

 

     
           
          




   

引 理 2.6[16] 对 于 任 何 正 定 矩 阵 ,n nZ R  标 量 , ( 1, 2,3, 4)ir r i  且 满 足

2 1 4 2 1 30,0 , ( )r r r r r r r r r        ，向量函数在下列相关的积分有定义，若存在矩阵T满

足 0,
*
Z T

Z
 

 
 

那么下列不等成立：

2 4

1 3

2 2

1 1

4 4

3 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 .
*( ) ( )

r rT T

r r

Tr r

r r

r r

r r

s Z s ds s Z s ds

s ds s dsZ T
Zr s ds s ds
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引理 2.7[42] 具有适当维数的实数矩阵 1 2 3, ,   ，则 1 3 2 2 3 0T T      的充要条件是存在

0W  使得 1
1 3 3 2 2 0T T TW W      成立.

2.3 符号说明

本文将用到的符号，其表示的意义说明如下：

I 单位矩阵

n n维欧式空间
n m n m 维矩阵

T 矩阵转置

* 矩阵相应的对称部分

 Euclidean范数

0P  正定矩阵P

A B A B 是正定矩阵
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第三章 线性系统的稳定性分析

3.1 引言

线性系统是一种常见的系统. 本章主要研究时变时滞的线性系统. 文献[31][32]采用了中

点法，用区间时滞中点 1 2( ) / 2h h h  将区间时滞分割成相等的两部分. 然而分割点为区间时

滞中点时，得到的 2h 的最大允许时滞上界不一定是任意区间时滞分割时获得的时滞上界的最

大值. 因此，本章不是把时滞分割成相等的两个区间，而是用分割点 1 2(1 )h h h    将时滞

区间分割成任意两段，结合积分不等式，对于每一段区间的稳定性进行分析，得到了新的稳

定性准则.

3.2 系统模型描述

考虑下面带有区间时滞的线性系统：

1

2

( ) ( ) ( ( )), 0
( ) ( ), [ ,0]
x t Ax t A x t h t t
x t t t h

   
     


(3.1)

其中 ( )x t 是状态向量， 1,A A 是具有相应维数的常数矩阵， ( )t 是初始状态函数，时滞函数 ( )h t

可微，且满足

1 20 ( ) , ( ) , 0h h t h h t d t       
(3.2)

其中， 1 2,h h 和d是常数.

3.3 线性系统的稳定性定理

定理 3.1 对于常数 0 1,  1 20 , 0h h d   ，系统 (3.1)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1 2 3 4 5 1 2 3, , , , , , , ,P Q Q Q Q Q M M M 使得下列四个线性矩阵不等式同时成立：

1 0, 1,2,i i    (3.3)

2 0, 3,4j j    (3.4)
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其中

11 12 1
1
22 3 3

331

44 2

55

0 0
* 0
* * 0 0 ,
* * *
* * * *

M
M M

M

 







 
 
 
  
 
 
  

11 12 1
2
22 2 2

33 32

44

55

0 0
* 0
* * 0 ,
* * * 0
* * * *

M
M M
M

 







 
 
 
  
 
 
  

11 3 4 5 1+ ,T TPA A P Q Q Q M A A       

12 1 1,
TPA A A   

1
22 5 3 3 1 1(1 ) + ,T Td Q M M A A      

2
22 5 2 2 1 1(1 ) + ,T Td Q M M A A      

33 2 3 1 3 ,Q Q M M    

44 1 2 4 2 3 ,Q Q Q M M     

55 1 2 ,Q M   

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 3( ) (1 ) ( ) ,h M h h M h h M       

1 3[0 0 0] [0 0 0],TI I M I I   

2 3[0 0 0] [0 0 0],TI I M I I   

3 2[0 0 0 ] [0 0 0 ],TI I M I I   

4 2[0 0 0] [0 0 0].TI I M I I   

证明 构造如下 Lyapunov函数：
3

1
( ) ( ),i

i
V t V t



 
(3.5)

其中
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1( ) ( ) ( ),TV t x t Px t

1

2 1
2 1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t h t h t tT T T T

t h t h t h t h
V t x s Qx s ds x s Q x s ds x s Q x s ds x s Q x s ds

 

   
      

5( )
( ) ( ) ,

t T

t h t
x s Q x s ds


 

1

1 2

0

3 1 1 2 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t h t h t

h t h t h t
V t h x s M x s ds h h x s M x s ds h h x s M x s ds

  

 

     
              

其中 1 2(1 ) .h h h   

对 ( )V t 沿着系统(3.1)轨线求导得：

1( ) 2 ( ) ( ),TV t x t Px t  (3.6)

2 3 4 5 1 2 3 1 1 2 4( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )T T TV t x t Q Q Q x t x t h Q Q x t h x t h Q Q Q x t h           

2 1 2 5( ) ( ) (1 ) ( ( )) ( ( )),T Tx t h Qx t h d x t h t Q x t h t       (3.7)

1

2 2 2
3 1 1 2 2 1 3 1 1( ) ( )[ ( ) ( ) ] ( ) ( ) ( )

tT

t h
V t x t h M h h M h h M x t h x s M x s ds


          

1

2
2 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t h t h

t h t h
h h x s M x s ds h h x s M x s ds

 

 
       

(3.8)

由引理 2.1，可得

1
1 1

1 1
1

1 1

( ) ( )

( )
( ) ( ) .

* ( )

t

t h

T T

h x s M x s ds

M M x t
x t x t h

M x t h




   
            

  

(3.9)

对于 0, ( )t h t  必定落在区间 1[ , ]h h 或者区间 2[ , ]h h ，因此分两种情况进行讨论.

第一种情况，当 1 ( )h h t h  时，

2
2 2

2 2
2

2 2

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ,

* ( )

t h

t h

T T

h h x s M x s ds

M M x t h
x t h x t h

M x t h




 

    
             

  

(3.10)
1

1 1

1 3

( ) ( )

3 1 3

3 1 3( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) . (3.11)

t h

t h

t h t t h t

t h t h

t h t h

t h t t h t

h h x s M x s ds

h h t x s M x s ds h t h x s M x s ds

h h t x s M x s ds h t h x s M x s ds
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由引理 2.1，可得
( )

3

3 3

3

( ( )) ( ) ( )

( ( ))
( ( )) ( ) ,

* ( )

t h t

t h

T T

h h t x s M x s ds

M M x t h t
x t h t x t h

M x t h




 

                

  

(3.12)
1

1 3( )

3 3 1
1

3

( ( ) ) ( ) ( )

( )
( ) ( ( )) .

* ( ( ))

t h

t h t

T T

h t h x s M x s ds

M M x t h
x t h x t h t

M x t h t




 

                

  

(3.13)

设
1

1

( )h t h
h h







，则

( )

1 3

( )

1 3

( )

3

( ( ) ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

t h t

t h

t h t

t h

t h t

t h

h t h x s M x s ds

h h x s M x s ds

h h t x s M x s ds

















 

  

  







 

 

 

（ ）

（ ）

3 3

3

( ( )) ( ( ))
,

*( ) ( )

T M Mx t h t x t h t
Mx t h x t h


     

           (3.14)
1

1

1

3( )

1 3( )

1 3( )

3 31 1

3

( ( )) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
(1 )

*( ( )) ( ( ))

t h

t h t

t h

t h t

t h

t h t

T

h h t x s M x s ds

h h x s M x s ds

h t h x s M x s ds

M Mx t h x t h
Mx t h t x t h t



















 

   

   

     
           







 

 

 

（ ）

（ ）

.

(3.15)

由式(3.6)-(3.15)，可得：

1 1 2

1 1 1 2

( ) ( )[ (1 ) ] ( )

( )[ ( ) (1 )( ) ] ( ),

T T

T T

V t t t
t t

     

     

    

      


(3.16)

其中 1 2( ) [ ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )].T T T T T Tt x t x t h t x t h x t h x t h     

由于 0 1,  1 1 1 2( ) (1 )( )         是 1 1  和 1 2  的一个凸组合，可以

看出，如果线性矩阵不等式(3.3)成立，则 1 1 1 2( ) (1 )( ) 0          ，从而 ( ) 0V t  .

第二种情况，当 2( )h h t h  时，
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1

1 3

3 3 1
1

3

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ,

* ( )

t h

t h

T T

h h x s M x s ds

M M x t h
x t h x t h

M x t h




 

                

  

(3.17)

2

2 2

2 2

( ) ( )

2 2 2

2 2 2( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( ) ,

t h

t h

t h t t h t

t h t h

t h t h

t h t t h t

h h x s M x s ds

h h t x s M x s ds h t h x s M x s ds

h h t x s M x s ds h t h x s M x s ds





 

 

 

 

 

    

   



 

 

 

   

   
(3.18)

2

( )

2 2

2 2
2

2 2

( ( )) ( ) ( )

( ( ))
( ( )) ( ) ,

* ( )

t h t

t h

T T

h h t x s M x s ds

M M x t h t
x t h t x t h

M x t h




 

    
             

  

(3.19)

2( )

2 2

2

( ( ) ) ( ) ( )

( )
( ) ( ( )) ,

* ( ( ))

t h

t h t

T T

h t h x s M x s ds

M M x t h
x t h x t h t

M x t h t




 

                

  

(3.20)

设
2

( )h t h
h h






，则

2

2

2

( )

2

( )

2 2

( )

2 2

( ( ) ) ( ) ( )

( ) ( )

( )) ( ) ( )

t h t

t h

t h t

t h

t h t

t h

h t h x s M x s ds

h h x s M x s ds

h h t x s M x s ds

















 

  

  







 

 

 

（ ）

（

2 2

2 2 2

( ( )) ( ( ))
,

( ) * ( )

Tx t h t M M x t h t
x t h M x t h


       

              (3.21)

2 2( )

2 2( )

2( )

2 2

2

( ( )) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
(1 ) .

*( ( )) ( ( ))

t h

t h t

t h

t h t

t h

t h t

T

h h t x s M x s ds

h h x s M x s ds

h t h x s M x s ds

M Mx t h x t h
Mx t h t x t h t



















 

   

   

     
           







 

 

 

（ ）

（ ）

(3.22)

由式(3.9)-(3.12)及式(3.17)-(3.23)，可得：
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2 3 4

2 3 2 4

( ) ( )[ (1 ) ] ( )

= ( )[ - +(1 ) - ] ( ).

T

T

V t t t
t t

    

     

    

  



（ ） （ ）

类似于第一种情况，可以得到，如果线性矩阵不等式(3.4)成立，那么 ( ) 0V t  .

结合上述两种情况，对于 1 20 ( ) ,h h t h   如果线性矩阵不等式（3.3）（3.4）同时成立，

那么 ( ) 0V t  . 由 Lyapunov稳定性理论可知，系统(3.1)是渐近稳定的. 证毕.

当时滞函数 ( )h t 不可微或者 d未知时，通过消除 5Q ，可以得到以下定理：

定理 3.2 对于给定的常数 1 20 ,h h  0 1,  系统 (3.1)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1 2 3 4 1 2 3, , , , , , ,P Q Q Q Q M M M 使得下列四个线性矩阵不等式同时成立：

1

2

0, 1,2,

0, 3,4,
i

j

i

j





   

   

其中

11 12 1

1
22 3 3

1 33

44 2

55

0 0

* 0
,* * 0 0

* * *
* * * *

M

M M

M

 







 
 
 
    
 
 
  

11 12 1

2
22 2 2

2 33 3

44

55

0 0

* 0
,* * 0

* * * 0
* * * *

M

M M
M

 







 
 
 
    
 
 
  

11 3 4 1+ ,T TPA A P Q Q M A A      

1
22 3 3 1 1+ ,T TM M A A    

2
22 2 2 1 1+ ,T TM M A A    

12 33 44 55, , , , , ( 1, 2,3, 4)i i      的定义同定理 3.1.

注 1：当 0.5  时，则 1 2( ) / 2h h h  ，即分割点是中点，因此时滞中点法是定理 3.1的一

种特殊情况. 当取值不同时，对时滞的分割也不一样.
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注 2：定理 3.1没有引入自由权矩阵，对时滞任意分割，用凸组合法对 Lyapunov函数的

导数进行了新的界定. 由于新的准则更多地考虑了时滞与时滞上界的关系，本章结论具有较小

的保守性.

3.4 不确定性线性系统稳定性定理

考虑如下不确定系统：

1 1

2

( ) ( + ) ( ) ( + ) ( ( )), 0
( ) ( ), [ ,0]
x t A A x t A A x t h t t
x t t t h

     
     



(3.23)

其中不确定参数矩阵 1,A A  是范数有界不确定性系统，满足

1 1[ ] ( )[ ]A A DF t E E  

其中， 1, ,D E E 是具有相应维数的常数矩阵. ( )F t 是未知矩阵，且满足 ( ) ( )TF t F t I .

定理 3.3 对于给定的常数 1 20 , 0,h h d   0 1,  系统(3.23)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1, ,P Q 2 3 4 5 1 2 3, , , , , ,Q Q Q Q M M M 及正数 1 2,  使得下列矩阵不等式成立：

11 12

22

0, 1,2,
*

i i
i

i i
  

      (3.24)

其中

11 1 1
1
22 3 3 1

1 33
11

44 2

55

0 0
* 0
* * 0 0 0
* * * 0
* * * * 0
* * * * *

T

T

PA M A
M M A

M









 
  
 

   
 
 
 

  

，

11 1 1
2
22 2 2 1

2 33 3
11

44

55

0 0
* 0
* * 0 0
* * * 0 0
* * * * 0
* * * * *

T

T

PA M A
M M A
M









 
  
 

   
 
 
 

  

，
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12
1

0 0 0 0
, 1,2,

0 0 0 0

T T
i T

i i

D P D
i

E E 
 

   
 

22

0
, 1,2,

*
ii

i

I
i

I



 

    

11 3 4 5 1
TPA A P Q Q Q M       ，

1
22 5 3 3(1 ) Td Q M M      ，

2
22 5 2 2(1 ) Td Q M M      ，

33 2 3 1 3Q Q M M     ，

44 1 2 4 2 3Q Q Q M M      ，

55 1 2 ,Q M   

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 3( ) (1 ) ( ) .h M h h M h h M       

证明 构造同定理 3.1一样的 Lyapunov函数，对含有积分项处理不一样，

第一种情况：当 1 ( )h h t h  时，有引理 2.1，得

2
2 2

2 2
2

2 2

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) .

* ( )

t h

t h

T T

h h x s M x s ds

M M x t h
x t h x t h

M x t h




 

    
             

  

(3.25)

由引理 2.2，得

1

1 3

3 3

1 3 3 1

3

( ) ( ) ( )

0
( ) * 2 ( ),

* *

t h

t h

T

h h x s M x s ds

M M
t M M t

M
 




 

 
   
  

  

(3.26)

其中

1 1( ) ( ) ( ( )) ( ) .T T T Tt x t h x t h t x t h      

由式(3.9)，(3.15)-(3.16)得：

1( ) ( )[ ] ( ),T TV t t t    
(3.27)

其中
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11 1 1 2 1
1
22 3 3

331

44 2

55

0 0
* 0
* * 0 0 ,
* * *
* * * *

PA M
M M

M









  
 
 
 
 
 
  

1 ( ) ( )T T TPDF t E E F t D P   ，

2 1( )PDF t E  ，

1 1[ ( ) ( ) 0 0 0]A DF t E A DF t E    ，

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 2 1 3( ) (1 ) ( ) ,h M h h M h h M       

1
11 22 33 44 55, , , ,     的定义同式(3.4).

由引理 2.3可知，如果 1 0T    ，则

1 0.
*

T  
   (3.28)

不等式(3.28)等价于
1
11 ( ) ( ) 0,T T TUF t W W F t U    (3.29)

其中

[ 0 0 0 0 ]T T TU D P D  ,

1[ 0 0 0 0].W E E

由引理 2.3和引理 2.4，不等式(3.27)可表示为
1( ) ( ) ( ).TV t t t  

第二种情况：当 2( )h h t h  时，

1

1 3

3 3 1
1

3

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ,

* ( )

t h

t h

T T

h h x s M x s ds

M M x t h
x t h x t h

M x t h
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2
2 2

2 2

2 2 2 2

2

( ) ( ) ( )

0
( ) * 2 ( ),

* *

t h

t h

T

h h x s M x s ds

M M
t M M t

M
 




 

 
   
  

  

其中

2 2( ) ( ) ( ( )) ( )T T T Tt x t h x t h t x t h      

类似于第一种情况，可得：

2( ) ( ) ( ).TV t t t  

综合上述两种情况，可知只要 1 0  和 2 0  ， ( ) 0V t  . 因此，系统(3.23)渐近稳定，如

果不等式(3.24)满足. 证明完毕.

3.5 数值实例

例 3.1 考虑具有如下系数矩阵的线性系统：

1

2 0 1 0
, .

0 0.9 1 1
A A

    
         

由于系统的最大允许时滞上界与的精度有关. 我们假设的精度为 0.01，则的取值是

0.01, 0.02, …, 0.99. 把每个的值作为已知数，利用Matlab的 LMI工具箱，可以求的相应的

最大允许时滞上界，取这些最大允许时滞上界的最大值作为系统的最大允许时滞上界.

利用定理 3.1，当 10.5, 0d h  时，系统 (3.1)在 =0.59 时 ,取得最大允许时滞上界

2 2.2562h  . 当 10.5, 1d h  时，系统 (3.1)在 0.24  时取得系统的最大允许时滞上界

2 2.3298,h  见表 3.1. 当 10.2, 0,d h  系统 (3.1)在 0.52  时取得最大允许时滞上界

2 3.3813,h  见表 3.2. 与文献[16][17]相比，本章方法具有较小保守性. 取系统的初始状态界

(0) [ 0.4 1],x   时滞为 1，其响应如图 3.1. 经过不到 4秒的时间表，系统回到了平衡状态，说

明系统稳定.
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表 3.1 0.5d  时，对不同的 1h 的最大允许时滞上界 2h

1h 0 1

文献[16] 2.04 2.07

文献[17] 2.08 2.15

定理 3.3 2.1940 2.2792

定理 3.1 2.2562 2.3298

表 3.2 10.2, 0d h  时，最大允许时滞上界 2h

方法 文献[4] 文献[6] 定理 3.3 定理 3.1

2h 3.03 3.16 3.32936 3.3813

0 0 .5 1 1 .5 2 2 .5 3 3 .5 4 4 .5 5
-0 .4

-0 .2

0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

1

Tim e /s

x(
t)

 

 
x 1 (t )

x 2 (t )

图 3.1 状态响应图

例 3.2 考虑具有如下系数矩阵的不确定线性系统：

1

2 0 1 0 1 0
, , ,

0 1 1 1 0 1
A A D

      
              

1

1.6 0 0.1 0
, .

0 0.05 0 0.3
E E   

    
   

假设的精度为 0.1. 当 1 0h  时，对不同的时滞变化率 d，系统(3.23)最大允许时滞上界 2h
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值见表 3.3. 当 0.1d  时，文献[15]的最大允许时滞上界为 1.1075，而由定理 3.1，令 0.5  ，

计算得到最大允许时滞上界为 1.1782. 由表 3.3知，与文献[17][18]相比，本章方法具有较小保

守性. 取系统的初始状态界，时滞为 0.6，其响应如图 3.2.

表 3.3 1 0h  时，对不同d的最大允许时滞上界 2h

d 0.5 0.9

文献[17] 0.9322 0.7590

文献[18] 0.9561 0.8919

定理 3.3（ 0.4  ） 0.9967 0.9233

定理 3.3（ 0.5  ） 1.0043 0.9131

0 0 .5 1 1 .5 2 2 .5 3 3 .5 4 4 .5 5
-0 .2

-0 .1

0

0 .1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5

0 .6

Tim e /s

x(
t)

 

 
x 1 (t )

x 2 (t )

图 3.2 状态响应图

3.6 结论

本章研究了带有区间时滞的线性系统和不确定线性系统的稳定性问题. 利用时滞分割

法，并结合积分不等式，得到了线性系统的稳定性的准则. 数值实例表明，新的稳定性准则

具有更小的保守性. 今后的研究中需要对 Lyapunov函数进一步改进，以取得更小的保守性.
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第四章 含有相继时变时滞的线性系统的稳定性分析

4.1 引言

文献[8]提出了含有 2个相继时变时滞的新的模型. 文献[4][5]采用自由权矩阵法来分析，

引入自由权矩阵和矩阵恒等式来处理 Lyapunov函数导数中的积分交叉项. 因此，本章在文献

[8][9][10]在基础上，构造合适的 Lyapunov函数，采用新的积分不等式处理技术估计积分交叉

项，适当地放大 Lyapunov函数的导数，得到了改进的稳定性准则. 数值例子验证了这种方法

的具有较小的保守性和有效性.

4.2 系统模型描述

考虑含有 2个相继时变时滞的不确定线性系统：

1 1 1 2( ) ( + ) ( ) ( ) ( ( ) ( )), 0
( ) ( ), [ ,0]
x t A A x t A A x t h t h t t
x t t t h

       
     



(4.1)

其中 ( ) nx t R 是状态向量；时滞函数 1 2( ), ( )h t h t 可微，且满足：

1 1 1 10 ( ) , ( ) ,h t h h t d      

2 2 2 20 ( ) , ( ) ,h t h h t d      

其中， 1 2 1 2, , ,h h d d 是常数，并且假设：

1 2( ) ( ) ( ),h t h t h t  1 2 1 2, .h h h d d d   

1,A A 是具有相应维数的常数矩阵， ( )t 是初始状态函数. 不确定参数矩阵 1,A A  满足范数有

界性，具有如下形式：

1 1[ ] ( )[ ]A A DF t E E   (4.2)

其中， 1, ,D E E 是具有相应维数的常数矩阵. ( )F t 是未知矩阵，且满足 ( ) ( )TF t F t I .

4.3 主要结果

为得到系统(4.1)的稳定性准则，首先考虑 10, 0A A    的情况. 当 10, 0A A    时，以下

定理成立.
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定理 4.1 对于给定的常数 1 2 1 20, 0, 0, 0,h h d d    系统(4.1)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1, ,P Q 2 1 2 1 2 3, , , , ,Q R R Z Z Z 及任意矩阵 ,W S，使得下列线性矩阵不等式成立：

11 12 13

22 24

33 35 1

44 2

55

* 0 0 0
* * 0

0,
* * * 0
* * * * 0
* * * * *

T

T

W S A

A
Z

  
 

 





 
 
 
 

  
 
 
 

   (4.3)

1

1

0,
*
Z W

Z
 

 
 

3

3

0,
*
Z S

Z
 

 
  (4.4)

其中

11 1 1 2 1 3 ,TPA A P Q R R Z Z       

12 1 ,Z W  

13 1 3 ,PA Z S   

22 1 1 1 1(1 ) ,T Td R W W Z Z       

24 1 ,Z W  

33 1 2 2 3 3(1 ) ,T Td d R S S Z Z        

35 3 ,Z S  

44 2 1 1 2 ,Q Q Z Z    

55 2 3 2 ,Q Z Z     2 2 2
1 1 2 2 1 2 3( ) .h Z h Z h h Z    

证明 构造 Lyapunov函数
4

1
1

( ) ( ),
i

V t V t



(4.5)

其中

1( ) ( ) ( ),TV t x t Px t

1

1
2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t hT T

t h t h
V t x s Qx s ds x s Q x s ds



 
  

1
3 1 2( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t tT T

t h t t h t
V t x s R x s ds x s R x s ds
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1

1

0 0

4 1 1 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t h t t

h t h t h t
V t h x s Z x s dsd h x s Z x s dsd h x s Z x s dsd

  
  



     
            

沿着系统(4.1)的轨迹，对 ( )V t 求导，得到：

1( ) 2 ( ) ( )TV t x t Px t 

12 ( ) ( ) 2 ( ) ( ( )),T Tx t PAx t x t PA x t h t   (4.6)

2 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),T T TV t x t Q x t x t h Q Q x t h x t h Q x t h       
(4.7)

3 1 2 1 1 1 1

2

( ) ( )( ) ( ) (1 ) ( ( )) ( ( ))

(1 ) ( ( )) ( ( )),

T T

T

V t x t R R x t d x t h t R x t h t
d x t h t R x t h t

     

   


(4.8)

1

1

2 2 2
4 1 1 2 2 3 1 1 2 2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t hT T T

t h t h
V t x t h Z h Z h Z x t h x s Z x s ds h x s Z x s ds



 
           

3( ) ( ) ,
t T

t h
h x s Z x s ds


    (4.9)

由引理 1.1，可得：

1
1 1( ) ( )

t T

t h
h x s Z x s ds


   

1

1 1

( )

1 1 1 1( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t h tT T

t h t t h
h x s Z x s ds h x s Z x s ds



 
     

1 1

1 1 1 1

( ) ( )
1 1

1 1( ) ( )
1 1 1

[ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ] [ ( ) ]
( ) ( )

t t t h t t h tT T T T

t h t t h t t h t h

h hx s ds Z x s ds x s ds Z x s ds
h t h h t

 

   
  

      

1 1
1 1 1 2 1 2

1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( )

T T

T T T T

h ht Z t t Z t
h t h h t

h h t h tt Z t t Z t t Z t t Z t
h t h h t

   

       

  



    


(4.10)

其中
1

1 1

( )

1 2( )
( ) ( ) , ( ) ( ) .

t t h t

t h t t h
t x s ds t x s ds 



 
   

如果存在任意矩阵W，使得 1

1

0,
*
Z W

Z
 

 
 

那么下列不等式成立：

1 1 1 1
1 1

1 11

11 1
2 2

1 1 1 1

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0. (4.11)
*( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

T
h h t h h tt t
h t h tZ W

Zh t h tt t
h h t h h t

 

 

    
   

              
       

不等式(4.11)等价于
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1 1 1
1 1 1 2 1 2

1 1 1

1 2 2 1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

T T

T T T

h h t h tt Z t t Z t
h t h h t
t W t t W t

   

   






 
(4.12)

由式(4.10)-(4.12)，可得：

1
1 1

1 1 1

2 1 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) * ( )

t T

t h

T

h x s Z x s ds

t Z W t
t Z t

 
 




     
       

     

  

1 1

1 1 1 1 1

1

( ) * ( ),
* *

T T T

Z Z W W
t W W Z Z Z W t

Z
 

  
      
  

(4.13)

其中 1 1 1( ) ( ) ( ( )) ( ) .T T T Tt x t x t h t x t h     

特别注意的是，当 1( ) 0h t  或 1 1( )h t h 时，则 1( ) 0t  或 2 ( ) 0t  ，不等式(4.13)同样成立.

类似于(4.10)-(4.13)，可得：

3

33 3

34 4

( ) ( )

( ) ( )
*( ) ( )

t T

t h
T

h x s Z x s ds

Z St t
Zt t

 
 




    
      

    

  

3 3

2 3 3 3 2

3

( ) * ( ),
* *

T T T

Z Z S S
t S S Z Z Z S t

Z
 

  
      
  

(4.14)

其中 S为任意矩阵，且满足

3

3

0,
*
Z S

Z
 

 
 

3 ( )
( ) ( ) ,

t

t h t
t x s ds


  

( )

4 ( ) ( ) ,
t h t

t h
t x s ds




   2 ( ) ( ) ( ( )) ( ) .T T T Tt x t x t h t x t h     

由引理 2.1，可得：

1

2 2

2 2 1
1

2

( ) ( )

( )
( ) ( ) .

* ( )

t h

t h

T T

h x s Z x s ds

Z Z x t h
x t h x t h

Z x t h






                

  
(4.15)

由式(4.6)-(4.15)，可得：

( ) ( ) ( ),TV t t t 

其中 1 1( ) [ ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )].T T T T T Tt x t x t h t x t h t x t h x t h     
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根据上述分析，如果不等式(4.3)(4.4)成立，则 ( ) 0V t  ，即系统(4.1)渐近稳定. 证明完毕.

再考虑不确定线性系统(4.1)，以下定理成立.

定理 4.2 对于给定的常数 1 2 1 20, 0, 0, 0,h h d d    系统(4.1)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1, ,P Q 2 1 2 1 2 3, , , , , ,Q R R Z Z Z 任意矩阵 , ,W S 及正数 , 使得下列线性矩阵不等式成立：

11 12

22

0,
*
  

     (4.16)

1

1

0,
*
Z W

Z
 

 
 

3

3

0,
*
Z S

Z
 

 
 

(4.17)

其中

11 , 

12
1

0 0 0 0
,

0 0 0 0

T T
T D P D

E E 
 

   
 

22

0
,

*
I

I



 

    

, 的定义同式(4.3).

证明 用 A A  和 1 1A A  替代 A和 1A，则有

( ) ( )[ ( ) ( ) ] ( ),T T T TV t t UF t V V F t U t    

其中

[ 0 0 0 0 ] ,T T TU D P D  1[ 0 0 0 0 ].V E E

由引理 2.4可知，如果

( ) ( ) 0,T T TUF t V V F t U    (4.18)

则不等式(4.18)成立的充要条件是存在 0,  使得

1 0T TUU V V     (4.19)

成立.

由引理 2.3可知，不等式(4.19)等价于不等式(4.16)，也就是说，不等式（4.18）等价于（4.16）.

因此，如果等式(4.16)(4.17)成立，则 ( ) 0,V t  即系统(4.1)渐近稳定. 证明完毕.
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4.4 数值实例

例 4.1 考虑具有如下系数矩阵的线性系统：

1

2 0 1 0
, ,

0 0.9 1 1
A A

    
         

假设 1 20.1, 0.8d d  . 当 1h 或 2h 其中一个已知时，根据定理 4.1，利用 Matlab的 LMI工

具箱，求出另一个的值. 当 1h 给定时，可以求出 2h ，见表 4.1. 当 2h 给定时，可以求得 1h ，见

表 4.2. 文献[11]引入了大量的自由权矩阵，该文献的定理有 41个矩阵变量和 6个线性矩阵不

等式，而本章定理 4.1只有 10个矩阵变量和 3个线性矩阵不等式. 与文献[8][10][11]相比，定

理 4.1具有一定的优越性.

表 4.1 对不同的 1h ，最大允许时滞上界 2h

1h 1 1.1 1.2 1.5

文献[8] 0.415 0.376 0.340 0.248

文献[10] 0.512 0.457 0.406 0.283

文献[11] 0.872 0.772 0.672 0.371

定理 4.1 0.8731 0.7731 0.6732 0.3731

表 4.2 对不同的 2h ，最大允许时滞上界 1h

2h 0.3 0.4 0.5

文献[8] 1.324 1.039 0.806

文献[10] 1.453 1.214 1.021

文献[1] 1.572 1.472 1.372

定理 4.1 1.5731 1.4731 1.3731
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表 4.3 对不同 d，系统最大允许时滞上界 h

d 0.5 0.9

文献[17] 0.9322 0.7590

文献[18] 0.9561 0.8919

定理 3.3 0.5 （ ） 1.0043 0.9131

定理 4.2 1.0733 1.0686

例 4.2 考虑具有如下系数矩阵的不确定线性系统：

1

2 0 1 0 1 0
, , ,

0 1 1 1 0 1
A A D

      
              

1

1.6 0 0.1 0 cos 0
, , ( ) .

0 0.05 0 0.3 0 sin
t

E E F t
t

     
       
     

对于在给定的不同时滞变化率 d时，只要 1 2,d d 取值满足 1 2 ,d d d  通过将 2个相继时变

时滞合并，根据定理 4.2 求得系统的最大允许时滞上界 . 当 0.5d  时，比如可以取

1 30.2, 0.5,d d  求得系统最大允许时滞上界为1.0733.当 0.9d  时，求得统统最大允许时滞上

界为 1.0686，见表 4.3. 由表可见，与文献[17][18]以及定理 3.3相比，本章方法具有较小的保

守性.

4.5 结语

本章研究了含有2个相继时变时滞的不确定线性系统的稳定性问题. 基于Lyapunov函数，

通过积分不等式对 Lyapunov函数的导数给出了新的界定方法，较少地引入了变量矩阵. 数值

实例表明，新的稳定性准则具有更小的保守性.
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第五章 含有相继时变时滞的中立型系统的稳定性分析

5.1 引言

中立型时滞系统是时滞系统的一个常见的系统，在理论上和实践上有重要的作用. 许多实

际系统都可以用中立型时滞来表示，比如人口动态系统，分布式网络系统. 因此，中立型时滞

系统的稳定性得到了广泛的关注. 文献[21][22]利用自由权矩阵法研究了中立型时滞的稳定性.

文献[23][24]采用了积分不等式法分析了含有不确定性的中立型时滞系统. 文献[25]构造含有

三重积分的 Lyapunov函数，并利用积分不等式.

目前，大部分文献都是研究含有单个时滞或多个含有相同性质的时滞的中立型时滞系统，

对于 2个相继时变时滞的新的模型的研究较少. 本章通过构造合适的 Lyapunov函数，将时滞

分成两部分，同时应用积分不等式，对 Lyapunov函数的导数进行恰当处理，得到了稳定性准

则. 数值例子验证了这种方法的有效性.

5.2 系统模型描述

考虑含有 2个相继时变时滞的中立型系统：

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( , ( ))
( , ( ( ) ( ))) ( , ( ( ))) 0

( ) ( ), [ ,0]

x t Ax t A x t h t h t A x t t Ef t x t
Ff t x t h t h t Gf t x t t t

x t t t h




      
      
     

 
 ， (5.1)

其中 ( ) nx t  是状态向量； 1 2, , , , ,A A A E F G是具有相应维数的常数矩阵； ( )t 是初始状态函

数. 时滞函数 1 2 3( ), ( ), ( )h t h t h t 可微，且满足：

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3

0 ( ) , ( ) ,

0 ( ) , ( ) ,
0 ( ) , ( ) ,

h t h h t d

h t h h t d
t h t d 

      

      
      







其中， 1 2 1 2, , ,h h d d 是常数，并且假设：

1 2( ) ( ) ( ),h t h t h t  1 2 3max{ , }.h h h h 

1 1 2 2( , ( )), ( , ( ( ) ( ))), ( , ( ( )))f t x t f t x t h t h t f t x t t   是非线性扰动，并且满足
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1 1

2 2

( , ( )) ( ) ,

( , ( ( ))) ( ( ) ,

( , ( ( ))) ( ( )) .

f t x t x t

f t x x h t x t h t

f t x t t x t t





  



  

   
(5.2)

5.3 主要结论

定理 5.1 对于给定的常数 2 2 1 2 1 2 31, 0, 0, 0, 0, 0A h h d d d       系统(5.1)渐近稳定，如

果存在正定矩阵 1, ,P Q 2 1 2 1 2 3, , , , , ,Q R R N Z Z Z ，任意矩阵 ( 1, , 4), , ( 1, ,5)j kW j M S i   ，任意正

数 1 2, , ,   使得下列线性矩阵不等式成立：

0 0, 1,2,T
i i      (5.3)

1

1

0, 1, , 4 ,
*

jZ W
j

Z
 

  
 

 (5.4)

2

2

0,
*
Z M

Z
 

 
  (5.5)

3

3

0, 1, ,5,
*

kZ S
k

Z
 

  
 

 (5.6)

其中

2
0 1 1 1 2 1 1 1 3 1 2 6 1 7 1 8 1 9

2 2
1 2 1 2 3 1 1 1 2 2 3 4 2 1 4 5 2 5 6 2 2 3 6

7 7 1 8 8 2 9 9

( )

(1 ) [ (1 ) ] ( ) ( (1 ) )

,

T T T T T T T

T T T T T

T T T

e PA A P Q R R e e PAe e PA e e PEe e PFe e PGe
d e R e e d d R e e Q Q e e Q e e d N e

e e e e e e

 

   

  

          

           

  

12 1 1 2 12

1 23 1 3 23

34 1 34

12 3 1 2 12

23 3 3 23
1

34 3 34

45 3 45 45 2 45
2

*
* *

1 *
* *

1 ,

T

T

T T

u Z W W u
u Z W u
u Z u

u Z S S u
u Z S u

h
u Z u

u Z u u Z u
h
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12 1 4 12
2

24 1 24

43 432

35 352

3 412 12

324 241

43 3 5 43

35 3 352

*

*

1
*

1 ,
*

T

T

T

T

u Z W u
u Z u

u uZ M
u uZ

Z Su u
Zu uh

u Z S u
u Z uh


     

       
     

    
     

    

    
     

    

     
      

     

,ij i ju e e 

1 2[ 0 0 0 ],A A A E F G 

2 2
1 1 2 2 1 2 3( ) .h Z h Z h h Z N     

证明 构造 Lyapunov函数
5

1
1

( ) ( ),
i

V t V t



(5.7)

其中

1( ) ( ) ( ),TV t x t Px t

1

1
2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t hT T

t h t h
V t x s Qx s ds x s Q x s ds



 
  

1
3 1 2( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t tT T

t h t t h t
V t x s R x s ds x s R x s ds

 
  

4 ( )
( ) ( ) ,

t T

t t
V x s Nx s ds


   

1

1

0 0

5 1 1 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t h t t

h t h t h t
V t h x s Z x s dsd h x s Z x s dsd x s Z x s dsd

  
  



     
            

为方便地证明，记

1 1 1 2( ) [ ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( , ( )) ( , ( ( )) ( , ( ( )))],T T T T T T T T T Tt x t x t h t x t h t x t h x t h x t t f t x t f t x t h t f t x t t          

ie 是块状单位矩阵，满足 ( ) ( )( 1, ,5)i ie t t i    ，比如 1 [ 0 0 0 00 0 0 0]e I .

沿着系统(5.1)的轨迹，对 ( )V t 求导，得到：

1( ) 2 ( ) ( )TV t x t Px t 

1 22 ( ) [ 0 0 0 ] ( ),Tx t P A A A E F G t (5.8)
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2 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),T T TV t x t Q x t x t h Q Q x t h x t h Q x t h       
(5.9)

3 1 2 1 1 1 1 2( ) ( )( ) ( ) (1 ) ( ( )) ( ( )) (1 ) ( ( )) ( ( )),T T TV t x t R R x t d x t h t R x t h t d x t h t R x t h t         
(5.10)

4 3( ) ( ) ( ) (1 ) ( ( )) ( ( )),V t x t Nx t d x t t Nx t t          (5.11)
1

1

2 2
5 1 1 2 2 3 1 1 2 2

3

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

t t hT T T

t h t h

t T

t h

V t x t h Z h Z hZ x t h x s Z x s ds h x s Z x s ds

x s Z x s ds



 



    



 



      

 
(5.12)

由式(5.2)，可得
2

2
1 1 1

2
2 2 2

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) 0,
( ( )) ( ( )) ( , ( ( ))) ( , ( ( ))) 0,

( ( )) ( ( )) ( , ( ( ))) ( , ( ( ))) 0.

T T

T T

T T

x t x t f t x t f t x t
x t h t x t h t f t x t h t f t x t h t
x t t x t t f t x t t f t x t t




    

 

     

        
(5.13)

由于 1 1 10 ( ) , ( ) ( )h t h h t h t h    ，可以得到 1 1( ) [ ( ), ]h t h t h 或者 1( ) [ , ]h t h h ，因此分两种情

况来讨论.

第一种情况，当 1 1( ) [ (t), ]h t h h 时，由引理 2.1，可以得到

1
1 1( ) ( )

t T

t h
h x s Z x s ds


   

1

1 1

( ) ( )

1 1 1 1 1 1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t h t t h tT T T

t h t t h t t h
h x s Z x s ds h x s Z x s ds h x s Z x s ds

 

  
         

1 1
1( ) ( )

1

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

t tT

t h t t h t
x s ds Z x s ds

t  
    

1 1

1 1

( ) ( )

1( ) ( )
2

( ) ( )

1
3

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

1 [ ( ) ] [ ( ) ],
( )

t h t t h tT T T

t h t t h t

t h t t h tT T T

t h t h

x s ds Z x s ds
t

x s ds Z x s ds
t





 

 

 

 





 

 

 

  (5.14)

其中

1 2 1
1 2 3

1 1 1

( ) ( ) ( )( ) , ( ) , ( )h t h t h h tt t t
h h h

   
   .

1

1 1

2 2

2

( ) ( )

[ ( ) ] [ ( ) ],

t h

t h

t h t hT

t h t h

h x s Z x s ds

x s ds Z x s ds





 

 



 



 

 

 
(5.15)
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1

1

1

1

1 1

3

( )

3 3( ) ( )

( )

3 3

3( ) ( )
1 1

( )
1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

1 [ ( )
( )

t T

t h
t t h tT T

t h t t h t

t h t t hT T

t h t h

t tT

t h t t h t

t

t h t

x s Z x s ds

x s Z x s ds x s Z x s ds

x s Z x s ds x s Z x s ds

x s ds Z x s ds
h t

x s
h t









 

 

 

 







  

 

 




 

 

 

 

   

   

 

1 1

1 1

( ) ( )

3 ( )

( ) ( )

3
1 3

] [ ( ) ]

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

h t t h tT

t h t

t h t t h tT

t h t h

ds Z x s ds

x s ds Z x s ds
h t





 

 


 

 



 

11

3
2

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
t h t hT

t h t h
x s ds Z x s ds

h
 

 
   

(5.16)

对不等式(5.14)和(5.15)分别运用引理 2.5，同时，式(5,13)的三个不等式分别乘以正数

1 2, , ,   那么式(5.17)成立：

2

2
1 1 1 1

2
2 2 2 2

( ) [ ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))]
[ ( ( )) ( ( )) ( , ( ( ))) ( , ( ( )))]

[ ( ( )) ( ( )) ( , ( ( ))) ( , ( ( )))]

T T

T T

T T

V t x t x t f t x t f t x t
x t h t x t h t f t x t h t f t x t h t
x t t x t t f t x t t f t x t t

 
 

     

 

     

     



   

0 1( )[ ] ( ),T Tt t      
(5.17)

其中 ( 1, 2,3)iW i  和 ( 1, 2,3)iS i  是任意矩阵，满足

31

31

0, 0, 1,2,3.
**

ii Z SZ W
i

ZZ
  

    
   

第二种情况，当 1 2( ) [ , ]h t h h 时，用同样的方法，可以得到

1
1 1( ) ( )

t T

t h
h x s Z x s ds


   

1

1 1

( )

1 1 1 1( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t h tT T

t h t t h
h x s Z x s ds h x s Z x s ds



 
     

1 1
1( ) ( )

1

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

t tT

t h t t h t
x s ds Z x s ds

t  
    

1 1

1 1

( ) ( )

1
4

1 [ ( ) ] [ ( ) ],
( )

t h t t h tT T T

t h t h
x s ds Z x s ds

t
 

 
   

(5.18)
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其中 1 1
4

1

( )( ) h h tt
h

 
 .

1

1

2 2

( )

2 2 2 2( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t h

t h
t h t h tT T

t h t t h

h x s Z x s ds

h x s Z x s ds h x s Z x s ds





 

 



  


 

 

   

1 1

2( ) ( )
5

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

t h t hT

t h t t h t
x s ds Z x s ds

t
 

 
    

( ) ( )

2
6

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

t h t t h tT T T

t h t h
x s ds Z x s ds

t
 

 
   

(5.19)

其中 1
5 6

2 2

( ) ( )( ) , ( )h t h h h tt t
h h

  
  .

1

1 1

1

1 1

1

1

3

( )

3 3( )

( )

3 3( )

3( ) ( )
1 1

(

1 4

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ] [ ( ) ]
( )

1 [ ( )
( )

t T

t h
t t h tT T

t h t t h

t h t h tT T

t h t t h

t tT

t h t t h t

t h

t h

x s Z x s ds

x s Z x s ds x s Z x s ds

x s Z x s ds x s Z x s ds

x s ds Z x s ds
h t

x s
h t









 

 

 

 







 

 

 




 

 

 

 

   

   

 

 1

1

1 1

) ( )

3

3( ) ( )
2 5

] [ ( ) ]

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

t t h tT

t h

t h t hT

t h t t h t

ds Z x s ds

x s ds Z x s ds
h t





 

 


 

 



 

( ) ( )

3
2 6

1 [ ( ) ] [ ( ) ]
( )

t h t t h tT

t h t h
x s ds Z x s ds

h t
 

 
   

(5.20)

对不等式(5.18)-(5.20)分别应用引理2.5，同时，式(5.13)的三个不等式分别乘以正数 1 2, , ,  

那么有

0 2( ) ( )[ ] ( ),T TV t t t      
(5.21)

其中 4 ,W M和 ( 4,5),iS i  满足

31 4 2

31 2

0, 0, 0, 4,5.
** *

iZ SZ W Z M
i

ZZ Z
    

       
     

根据上述分析，结合两种情况，如果不等式(5.3)-(5.6)成立，则 ( ) 0V t  ，即系统(5.1)渐近
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稳定. 证明完毕.

当 0,E F G   时，有以下定理成立.

定理 5.2 对于给定的常数 2 2 1 2 1 21, 0, 0, 0, 0,A h h d d      系统(5.1)渐近稳定，如果存在

正定矩阵 1, ,P Q 2 1 2 1 2 3, , , , ,Q R R Z Z Z 及任意矩阵 ( 1, , 4), , ( 1, ,5)j kW j M S i   ，使得不等式

(5.4)-(5.6)及下列线性矩阵不等式成立：
1
0 1 1 1 0, 1,2,T

i i      

其中 1 2, ,  的定义同(5.3)以及

1
0 1 1 1 2 1 1 1 3 1 2 6 1 2 1 2

3 1 2 2 3 4 2 1 4 5 2 5

( ) (1 )

(1 ) ( ) ,

T T T T T

T T T

e PA A P Q R R e e PAe e PA e d e R e
e d d R e e Q Q e e Q e

         

     

1 1 2[ 0 0 0 ],A A A 

2 2
1 1 1 2 2 1 2 3( ) .h Z h Z h h Z    

其中 ( 1,..., 6)ie i  是六维单位向量，比如 1 [ 0 0 0 00].e I

5.4 数值实例

例 5.1 考虑如下系统：

1 2

1.2 0.1 0.6 0.7 0 1 0
, , , ,

0.1 1 1 0.8 0 0 1
c

A A A E F G
c

        
                      

其 中 1 20 1, 0, 0, 0.c        当 1 2 30.2, 0.3, 0,d d d   见 表 5.1. 当

1 2 30.2, 0.3, 0.5,d d d   见表 5.2. 对比可知，本章具有较小的保守性.

表 5.1 10, 0.1,   最大允许时滞上界 2h

2 0  2 0.1  2 0.2 

1h 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3

文献[25] 1.3886 1.2886 1.1886 1.1437 1.0437 0.9437 0.8921 0.7921 0.6921

定理 5.1 1.3959 1.2962 1.2010 1.1521 1.053 0.9456 0.9210 0.8086 0.7062
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表 5.2 10.1, 0.1,   最大允许时滞上界 2h

2 0  2 0.1  2 0.2 

1h 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3

文献[25] 1.1324 1.0324 0.9324 0.7885 0.6885 0.5885 0.4822 0.3822 0.2822

定理 5.1 1.1536 1.0456 0.9456 0.85212 0.7328 0.6024 0.5356 0.4221 0.2856

例 5.2 考虑如下系统：

1 2

0.9 0.2 1.1 0.2 0.2 0
, , ,

0.1 0.9 0.1 1.1 0.2 0.1
A A A

        
               

假设 1 2 30.2, 0.5, 0,d d d   见表 5.3. 1 2 30.2, 0.7, 0,d d d   见表 5.4. 可知，与文献[26]

相比，本方法有一定的优越性.

表 5.3 对不同的 1h ， 最大允许时滞上界 2h

1h 0.1 0.2 0.3

文献[26] 0.9704 0.8704 0.7704

定理 5.2 1.3200 1.2152 1.1121

表 5.4 对不同的 1h，最大允许时滞上界 2h

1h 0.1 0.2 0.3

文献[26] 0.8786 0.7786 0.6786

定理 5.2 1.3116 1.2100 1.1006

5.5 结论

本章研究了含有 2个相继时变时滞的中立型系统的稳定性问题. 基于 Lyapunov函数，通

过将时滞 ( )d t 分段，利用积分不等式对 Lyapunov函数的导数给出了新的界定方法. 数值实例

表明，本章的稳定性准则具有更小的保守性.
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第六章 含有相继时变时滞的神经网络的稳定性分析

6.1 引言

人工神经网络（artificial neural network，ANN），是一种模仿生物神经网络的结构，并且

具有计算处理信息的网络系统. 由于对人工网络的研究与对生物神经网络的研究有着极其密

切的联系，因此人工神经网络又称为神经网络(neural network, NN). 神经网络由大量神经元和

它们之间相互联系按照一定的拓扑构成，具有非线性大规模自适应的特征. 神经网络在信号处

理，模式识别，人工智能，最优化问题有广泛的应用. 一方面，稳定性是神经网络一个重要的

性质. 另一方面，神经网络中经常存在时滞现象. 时滞的发生会导致性能变差，因此神经网络

的稳定性分析问题得到了广泛的研究.

文献[31]采用时滞分割法，把时滞分割成m段，得到了较小保守性的稳定性条件. 通过应

用积分不等式，文献[32]得到了神经网络的时滞相关的指数稳定性准则. 文献[33]考虑了含有

两个相继时变时滞的神经网络，采用凸组合的方法对 Lyapunov函数的导数进行估计. 文献[34]

充分利用时滞与其上界的关系，得到了较小的保守性条件.

本章将考虑两个相继时变时滞的神经网络的稳定性问题，应用积分不等式，得到了新的

稳定性条件.

6.2 系统模型描述

考虑神经网络系统：

1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( ( ) ( ))) ,x t Cx t Ag x t Bg x t d t d t u       (6.1)

其中 1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]Tnx t x t x t x t  为神经状态向量； 1 1 2 2( ( )) [ ( ( )) ( ( )) ( ( ))]Tn ng x g x g x g x     为激活

函数； 1 2[ ]Tnu u u u  是恒定输入向量； A 是连接权重矩阵， B 是时滞连接矩阵，

1 2( , , , ),nC diag a a a  且 0( 1,2, , )ic i n   ，时滞函数 1 2( ), ( )h t h t 可微，且满足：

1 1 1 10 ( ) , ( ) ,h t h h t d      

2 2 2 20 ( ) , ( ) ,h t h h t d      

其中， 1 2 1 2, , ,h h d d 是常数，并且假设：

1 2( ) ( ) ( ),h t h t h t  1 2 1 2, .h h h d d d   

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%94%9F%E7%89%A9%E7%A5%9E%E7%BB%8F%E7%BD%91%E7%BB%9C
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%A5%9E%E7%B6%93%E5%85%83
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假设激活函数 ( )( 1, 2, , )ig i n   有界，且满足

( ) ( )0 , , , , 1,2, , ,i jg x g y
i x y R x y i n

x y


     



(6.2)

其中 ( )( 1, 2, , )i i n    是正数.

根据布朗原理，系统(6.1)至少有一个平衡点. 假设系统的平衡点是 * * * *
1 2[ ]Tnx x x x  ，作

线性变换 *( ) ( )z x x    ，那么系统(6.1)变为：

1 2z( ) ( ) ( ( )) ( ( ( ) ( ))),t Cz t Af z t Bf z t d t d t     

其中

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )] ,Tnz t z t z t z t 

1 1 2 2( ( )) [ ( ( )) ( ( )) ( ( ))] ,Tn nf z f z f z f z    

* *( ( )) ( ( ) ) ( )( 1, 2, , ).i i i i i i if z g z x g x i n      

由式(6.2)，可知

( ( ))0 , (0) 0, 1, 2, , .
( )

i i
i i

i

f z t f i n
z t

    

6.3 主要结论

定理 6.1 对于给定常数 1 2 1 20, 0, 0, 0,h h d d    系统(6.1)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1 2 3, ( 1,2, ,6), , , ,P Q i R R R  正 定 对 角 矩 阵 1 2 3 1̀ `2, , , ( , , , )nT T T diag      ， 任 意 矩 阵

( 1, , 4)jW j   ，使得下列线性矩阵不等式成立：

(6.3)

0, 1, , 4 ,
*
j j

j

R W
j

R
 

  
 


(6.4)

3 4

3

0,
*
R W

R
 

 
  (6.5)

其中

1 2 0,T    
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1 1 1 3 5 1 1 1 7 1 9

1 2 1 2 2 2 8 1 2 3 3 3 3 3 9 4 6 5 4 6 6 6

7 2 4 1 1 7 7 9 8 1 2 2 2 8

9 1 2 4 3

( ) ( )

(1 ) (1 ) ( ) Q

( ) ((1 ) )

((1 )

T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T

e PC C P Q Q Q e e PA C T e e PBe
d e Q e e T e d d e Q e e T e e Q Q e e e

e A A Q Q T T e e Be e d Q T T e
e d d Q T

            

           

             

     3 9) ,TT e

45 4512 1 1 12 2 2
2

56 5624 1 24 2

12 3 3 12 56 3 4 56

35 3 35 23 3 231 2

* *

1 1 ,
* *

TT

T T

u uu R W u R W
u uu R u R

u R W u u R W u
u R u u R uh h


          

             
          

           
            

           

1 2( , , , ),ndiag     

,ij i ju e e 

[ 0 0 0 0 0 0 ],C A B  

2 2
1 1 2 2 1 2 3( ) .h R h R h h R    

证明 构造 Lyapunov函数
3

1
1

( ( )) ( ( )),
i

V z t V z t



(6.7)

其中

( )

1 0
1

( ( )) ( ) ( ) 2 ( ) ,i
n z tT

i i
i

V z t z t Pz t f s ds


   

1

1

1

2 1 2 3 4( ) ( )

5 6

( ( )) ( ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))) ( ( )Q ( ) ( ( )) ( ( )))

( ) ( ) ( ) ( ) ,

t tT T T T

t h t t h t

t t hT T

t h t h

V z t z s Qz s ds f z s Q f z s ds z s z s ds f z s Q f z s ds

z s Q z s ds z s Q z s ds

 



 

   

 

 

 

1

1

0 0

3 1 1 2 2 3( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
t h t t

h t h t h t
V z t h z s Rz s dsd h z s R z s dsd z s R z s dsd

  
  



     
            

为方便地证明，记

1 1 1 2 1( ) [ ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( (t)) ( ( (t))].T T T T T T T T T Tt z t z t h t z t h t z t h z t h h t z t h f z t f z t h f z t h         

沿着系统(6.1)的轨迹，对 ( )V t 求导，得到：

1( ( )) 2 ( ) ( ) 2 ( ( )) ( ),T TV z t z t Pz t f z t z t     (6.8)
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2 1 3 5 1 1 1 1 3

1 6 5 1 6 2 4

1 1 2 1

( ( )) ( )( ) ( ) (1 ( )) ( ( )) ( ( )) (1 ( )) ( ( )) ( ( ))

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))( ) ( ( ))

(1 ( )) ( ( ( ))) ( ( ( ))) (1

T T T

T T T

T

V z t z t Q Q Q z t h t z t h t Qz t h t h t z t h t Q z t h t

x t h Q Q x t h x t h Q x t h f z t Q Q f z t

h t f z t h t Q f z t h t

          

        

     

 


4( )) ( ( ( ))) ( ( ( ))),Th t f z t h t Q f z t h t 

(6.9)

1

1

2 2
3 1 1 2 2 3 1 1 2 2

3

( ( )) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

t t hT T T

t h t h

t T

t h

V z t z t h R h R hR z t h z s R z s ds h z s R z s ds

z s R s z s ds



 



    



 



      

 
(6.10)

其中

正定对角矩阵 1̀ `2( , , , ).ndiag     

由式(6.2)，存在正定矩阵 1 2 3, , ,T T T 使得下列不等式成立：

1 1

1 2 1 1 2 1

3 3

2 ( ( )) ( ( )) 2 ( ( )) ( ) 0,

2 ( ( ( )) ( ( ( )) 2 ( ( ( )) ( ( )) 0,

2 ( ( ( )) ( ( ( )) 2 ( ( ( )) ( ( )) 0.

T T

T T

T T

f z t T f z t f z t T z t
f z t h t T f z t h t f z t h t T z t h t
f z t h t T f z t h t f z t h t T z t h t

   

       

       
(6.11)

其中

1 2( , , , ).ndiag     

由引理 2.1和引理 2.6，得

1
1 1( ) ( )

t T

t h
h z s R z s ds


   

1

1 1

( )

1 1 1 1( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t h tT T

t h t t h
h z s R z s ds h z s R z s ds



 
     

1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

Tz t z t h t R W z t z t h t
z t h t z t h R z t h t z t h

        
                  (6.12)

1

1 1 2

1 2

2 2

( )

2 2 2 2( )

1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

t h

t h

t h t h h tT T

t h h t t h

T

h z s R z s ds

h z s R z s ds h z s R z s ds

z t h z t h h t R W z t h z t h h t
z t h h t z t h R z t h h t z t h





  

  



  

            
                  



 

 

   

,
(6.13)
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1 1 2

1 2 1

3

( )

3 3( ) ( )

( ) ( )

3 3( )

1

1 21

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))1
( ( )) ( ( ))

t T

t h
t t h tT T

t h t t h h t

t h h t t h tT T

t h t h t

z s R s z s ds

z s R s z s ds z s R s z s ds

z s R s z s ds z s R s z s ds

z t z t h t
z t h t z t h h th





  

  

 



 

 

 
 

   


 

 

 

   

   

3 3 1

3 1 2

3 41 2 1 2

31 12

( ) ( ( ))
* ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ) ( ( )) ( )1 .
*( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

T

T

R W z t z t h t
R z t h t z t h h t

R Wz t h h t z t h z t h h t z t h
Rz t h t z t h t z t h t z t h th

    
          

           
               (6.14)

结合式(6.8)-(6.14)，可得

1 2( ) ( )[ ] ( ),T TV t t t      
(6.15)

如果不等式 (6.3)-(6.5)成立，则 ( ) 0V t  ，即系统(6.1)渐近稳定. 证明完毕.

6.4 数值实例

例 6.1 考虑具有如下系数矩阵的神经网络系统：

 1 1 2

2 0 1 0 0.88 1
, , , 0.3,0.2 , ( ) 0.4 tanh( ), ( ) 0.8 tanh( ).

0 2 1 1 1 1
TC A B u f s s f s s     

                

当 1 20.7, 0.1d d  和 1 20.7, 0.2d d  时，对于不同的 1h ，求得的 2h 的值见表 6.1. 对于不

同的 2h，求得的 1h 的值见表 6.2. 当初始值为 0 [0.6, 0.5]Tz   时，系统的轨迹如图 6.1.

表 6.1 对于不同的 1h ，最大允许时滞上界 2h

1 20.7, 0.1d d  1 20.7, 0.2d d 

1h 0.8 1 1.2 0.8 1 1.2

文献[35] 0.8831 0.6832 0.4843 0.3942 0.2637 0.1617

定理 6.1 1.5532 1.3534 1.518 0.8008 0.6050 0.4101
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表 6.2 对于不同的 2h ，最大允许时滞上界 1h

1 20.7, 0.1d d  1 20.7, 0.2d d 

2h 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3

文献[35] 2.1564 1.6464 1.4365 1.4081 1.1236 0.9391

定理 6.1 2.6928 2.2389 2.0639 1.8474 1.5292 1.3455

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0
-0 .8

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0

0 .2

0 .4

0 .6

Tim e /s

Z(
t)

 

 
Z1 (t )

Z2 (t )

图 6.1 状态反馈响应图

6.5 结论

本章讨论了两个相继时变时滞的神经网络的稳定性问题，利用 Lyapunov泛函和线性矩阵

不等式方法，我们得到了新的渐近稳定性准则. 仿真实例验证了本章提出方法的正确性与有效

性.
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第七章 网络控制系统的稳定性分析

7.1 引言

网络控制系统（networked control systems, NCSs）是一种随着计算机技术、控制技术、网

络通信技术发展而逐渐发展起来的，通过实时网络实现的闭环反馈控制系统，以传感器、执

行器、控制器、驱动器等作为网络节点，与通信网络直接连接，实现了网络控制信息的交换. 与

传统控制相比，网络控制系统减少了系统连线从而降低了系统的复杂性，实现了信息资源共

享，提高了信息集成度. 由于通信网络的介入，网络控制不可避免会出现时滞、丢包、错序等

现象，导致系统性能下降，因此网络控制的稳定性问题得到了广泛的关注[36]-[40].

文献[36]对网络控制系统鲁棒H性能进行了分析，同时设计了滤波器. 文献[37]对闭环网

络控制系统进行时滞黄金分割. 文献[38]利用分段时滞法研究了网络控制系统的输出反馈控

制. 文献[39]利用切换理论提出了短时廷多包传输网络控制系统，设计了周期动态输出反馈镇

定控制器.

基于上述研究，本章对含有两个相继时变时滞的系统的鲁棒H性能分析，同时考虑了网

络时滞、数据包丢失等现象. 通过构造新的 Lyapunov函数和运用新的不等式处理技术，得到

了较为简明的网络控制系统稳定判据.

7.2 系统模型描述

考虑下列含有两个相继时变时滞的控制系统：

1 1 2

1 1 2

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ),
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ),
( ) ( ), [ ,0]

x t Ax t A x t h t h t E t
y t Cx t C x t h t h t F t
x t t t h




    
     
     



(7.1)

其中 ( ) nx t  是状态向量， ( ) my t  是输出， ( ) lt  是外部干扰输入且属于 2[0, )L  ；时滞

函数 1 2( ), ( )h t h t 可微，且满足：

1 1 1 10 ( ) , ( ) ,h t h h t d      

2 2 2 20 ( ) , ( ) ,h t h h t d       (7.2)

其中， 1 2 1 2, , ,h h d d 是常数，并且假设：
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1 2( ) ( ) ( ),h t h t h t  1 2 1 2, .h h h d d d   

1 1, , , , , ,A A E C C E F是具有相应维数的常数矩阵， ( )t 是初始状态函数.

7.3 稳定性分析

定 理 7.1 对 于 给 定 常 数 1 2 1 20, 0, 0, 0, 0,h h d d      如 果 存 在 正 定 矩 阵

1 2 3, ( 1,2, ,5), , ,P Q i R R R  ，任意矩阵 ( 1, , 4)jW j   ，使得下列线性矩阵不等式成立：

0,T    (7.3)

0, 1, 2,3,
*
j j

j

R W
j

R
 

  
  (7.4)

3 4

3

0,
*
R W

R
 

 
  (7.5)

则满足条件(7.3)-(7.5)的系统(7.1)是稳定的，且具有给定的H扰动水平 ,

其中

11 12 13 1 3 1

22 23 1 1 25 4 2

33 35 4 2 1

44 2 2 2

55 56

66

77

/ 0
* / 0
* * 0 /

,* * * 0
* * * * 0
* * * * * 0
* * * * * *

T

T

T

W W h PE C F
R W W h

W h C F
R W W

  
  

 
 

 




 
  
 
 

  
 
 
 
 
 

11 1 3 4 1 3 1

12 1 1 3 1

13 1 1 3 1

22 1 3 1 1 1 1 3 1 3 2

23 3 2 3 1

25 3 1 4 2

/ ,
/ ,

/ ,

(1 ) / / ,
/ / ,

/ / ,

T T

T

T T

T

PA A P Q Q Q C C R R h
R W R h
PA C C W h

d Q W W R R R h R h
R h W h
W h W h
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35 3 1 4 2

133 1 2 4 1 3 1 3 2

44 2 1 5 1 2

55 2 5 2 2 2 2 3 1 3 2

56 2 2 3 2

66 2 2 3 2
2

77

1
2 2

1 1 2 2 1 2 3

/ / ,

(1 ) / / ,  
,

(1 ) / / ,
/ ,

/ ,

,
[ 0 0 0 0 ],

( ) .

T

T

T T

T

R h W h
d d Q C C R h R h

Q Q Q R R
d Q W W R R R h R h

R W R h
Q R R h

F F
A A E
h R h R h h R










 

 

      

    

        

  

   

  

 

    

证明 构造 Lyapunov函数
3

1
1

( ) ( ),
i

V t V t



(7.6)

其中

1( ) ( ) ( ),TV t x t Px t

1

1 1

1

1 2

2 1 2 3 4( ) ( )

5( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q ( ) ( )Q ( )

( ) ( ) ,

t t h t tT T T T

t h t h t h t t h t

t h T

t h h t

V t x s Qx s ds x s Q x s ds x s x s ds x s x s ds

x s Q x s ds



   



 

   



   


1

1

0 0

3 1 1 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t h t t

h t h t h t
V t h x s Rx s dsd h x s R x s dsd x s R x s dsd

  
  



     
            

记

1 1 1 2( ) [ ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )].T T T T T T Tt x t x t h t x t h t x t h x t h h t x t h t       

沿着系统(7.1) 的轨迹，对 ( )V t 求导，得到：

1

1

( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) [ 0 0 0 0 ] ( ),

T

T

V t x t Px t
x t P A A E t





 
(7.7)

2 1 3 4 1 2 1 5 1 2

2 1 2 5 1 2

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) ( ( ))Q ( ( )),

T T T

T

V t x t Q Q Q x t x t h Q Q Q x t h x t h Q x t h

d x t h h t x t h h t

          

     


(7.8)

1

1

2 2
3 1 1 2 2 3 1 1 2 2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t hT T T

t h t h
V t x t h R h R hR x t h x s R x s ds h x s R x s ds



 
           

3( ) ( ) ,
t T

t h
x s R x s ds


    (7.9)

由引理 2.6，可知存在正定矩阵 1R和任意矩阵 1W ，满足
1 1

1

0,
*
R W

R
 

 
 

使得式(7.10)成立：
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1
1 1( ) ( )

t T

t h
h x s R x s ds


   

1

1 1

( )

1 1 1 1( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t h tT T

t h t t h
h x s R x s ds h x s R x s ds



 
     

1 1 1 1

1 1 1 1 1

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
,

( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

Tx t x t h t R W x t x t h t
x t h t x t h R x t h t x t h

        
                  (7.10)

类似的，可以得到：

1

1 1 2

1 2

2 2

( )

2 2 2 2( )

1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

t h

t h

t h t h h tT T

t h h t t h

T

h x s R x s ds

h x s R x s ds h x s R x s ds

x t h x t h h t R W x t h x t h h t
x t h h t x t h R x t h h t x t h





  

  



  

            
                  



 

 

   

,
(7.11)

其中任意矩阵 2W ，满足
2 2

2

0.
*
R W

R
 

 
 

同理，可得：

1 1 2

1 2 1

3

( )

3 3( ) ( )

( ) ( )

3 3( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t T

t h
t t h tT T

t h t t h h t

t h h t t h tT T

t h t h t

x s R s x s ds

x s R s x s ds x s R s x s ds

x s R s x s ds x s R s x s ds





  

  

 



 

 


 

 

 

   

   

3 31 1

31 2 1 21

3 41 2 1 2

31 12

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))1
*( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ) ( ( )) ( )1
*( ( )) ( ( )) ( ( )

T

T

R Wx t x t h t x t x t h t
Rx t h t x t h h t x t h t x t h h th

R Wx t h h t x t h x t h h t x t h
Rx t h t x t h t x t h th

       
                 

         
         

.
) ( ( ))x t h t

 
   

(7.12)

其中任意矩阵 3 ,W 4W ， 满足
3 3

3

0,
*
R W

R
 

 
 

3 4

3

0.
*
R W

R
 

 
 

由(7.9)-(7.12)，可得
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2 2
3 1 1 2 2 3

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 2 2 2 1

1 2 2

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) (
( ( )) ( ) *

T

T

T

V t x t h R h R hR x t

x t x t h t R W x t x t h t
x t h t x t h R x t h t x t h

x t h x t h h t R W x t h x t
x t h h t x t h R

  

        
                

        
          

 

1 2

1 2

3 31 1

31 2 1 21

3 41 2

312

( ))
( ( )) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))1
*( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( )1
*( ( )) ( ( ))

T

T

h h t
x t h h t x t h

R Wx t x t h t x t x t h t
Rx t h t x t h h t x t h t x t h h th

R Wx t h h t x t h
Rx t h t x t h th

  
     

       
                

    
     

1 2

1

( ( )) ( )
( ( )) ( ( ))

x t h h t x t h
x t h t x t h t

      
       

，

(7.13)

由式(7.7)-(7.9)，(7.13)可得
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ),T T T Ty t y t t t V t t t         

(7.14)

因此只要(7.3)-(7.5)成立，就有
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,T Ty t y t t t V t     (7.15)

在零初始条件下，有 (0) 0V  和 ( ) 0,V   对式(7.15)左右两边同时积分，可得

2

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,T Ty t y t dt t t dt V t dt  

  
     

则

2

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ,T Ty t y t dt t t dt  

 
 

于是，有 2 2
y   对所有的非零扰动 2( ) [0, )t L   成立. 所以系统 (7.1) 具有给定的的

H扰动水平
 . 证毕.

假设时滞函数满足以下条件

1 1 2 20 ( ) , ( ) ,h t h h t h      

则有以下定理：

定理 7.2 对于给定常数 1 20, 0, 0,h h    系统 (7.1)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1 2 3, ( 1,2,3), , ,iP Q i R R R ，任意矩阵 ( 1, 2)jW j  ，使得下列线性矩阵不等式成立：

1 1 2 2 0,T T     

3 22 1

32

0, 0,
**
R WR W

RR
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其中

11 1 13 2

22 2 1 1

33 34

44
2

* 0
,* * 0

* * * 0
* * * *

R W PE
R W W

 


  




 
  
 
 
 
  

11 1 3 1 3

13 1 3 2

22 2 1 1 2

,
,

,

TPA A P Q Q R R
PA R W
Q Q R R





     

  

   

33 1 1 2 3 2 2

34 2 3 1 2

44 2 3 2 3

1 1

2 1
2 2 2

1 1 2 2 1 2 3

2 2 ,
,

,
[ 0 0 ],
[C 0 0 ],

( ) .

T TW W R R W W
R R W W
Q Q R R
A A E

C F
h R h R h h R





     

   

    

 
 

    

证明 构造 Lyapunov函数

3

1
1

( ) ( ),
i

V t V t




其中 1( )V t 同式(7.6)， 2 3( ), ( )V t V t 如下：

1

1
2 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t h tT T T

t h t h t h
V t x s Qx s ds x s Q x s ds x s Q x s ds



  
    

1

1

0 0

3 1 1 2 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t h t t

h t h t h t
V t h x s Rx s dsd h x s R x s dsd h x s R x s dsd

  
  



     
            

记 1 1 2( ) [ ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )],T T T T Tt x t x t h x t h h t x t h t      沿着系统(7.1)的轨迹，对 ( )V t 求导. 对

3 ( )V t 求导作如下处理：

1
1 1

1 1
1

1 1

( ) ( )

( )
( ) ( ) .

* ( )

t

t h

T T

h x s R x s ds

R R x t
x t x t h

R x t h
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1

1 1 2

1 2

2 2

( )

2 2 2 2( )

1 1 2 2 1 1 1 2

1 2 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

t h

t h

t h t h h tT T

t h h t t h

T

h x s R x s ds

h x s R x s ds h x s R x s ds

x t h x t h h t R W x t h x t h h t
x t h h t x t h R x t h h t x t h





  

  



  

            
                  



 

 

   

,

1 2

1 2

3

( )

3 3( )

1 2 3 2 1 2

1 2 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
.

( ( )) ( ) * ( ( )) ( )

t

t h

t t h h t

t h h t t h

T

h x s R x s ds

h x s R x s ds h x s R x s ds

x t x t h h t R W x t x t h h t
x t h h t x t h R x t h h t x t h



 

  



  

          
                   



 

 

   

类似于定理 7.1的证明，我们可以得到定理 7.2.

7.4 网络控制系统

考虑网络控制系统：

1

1

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),
x t Ax t Au t E t
y t Cx t C u t F t




  
   


(7.16)

其中 ( )u t 是控制输入. 图 7.1是网络控制系统的结构图，传感器采用时间驱动方式，量化器、

控制器、零阶保持器是事件驱动方式.

假设状态 ( )x t 是可测的，并且可以通过量化器量化测量，采样周期是h，采用时间为 ks ，

量化级表示为

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

( )
0

{ , , 1, 2, } { } {0},
0 1, 0.

j j i j j
j i i j

j

u u u i u
u

 


        


  


(7.17)

其中 ( )j
iu 是量化水平， 是量化密度. 相应的量化器定义为

( ) ( ) ( )1 1, , 0,
1 1

( ) 0, 0,
( ), 0,

j j j
i i i

j j

j

j

u u v u v

f v v
f v v

 
      
   


(7.18)
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其中
1

.
1

j
j

j










图 7.1 网络控制系统

假设零阶保持器的更新时刻是 kt ，在时刻 kt 时，从传感器到零阶保持器的经历的网络时滞

是 k k kd   ，其中 k 是从量化器到控制器的网络时滞， kd 是从控制器到零阶保持器的网络

时滞. 假设从信号传感器到量化器没有产生网络时滞.

设计如下状态反馈控制器

( ) ( ( )),k k ku t Kf x t   (7.19)

其中K是状态反馈增益矩阵，考虑零阶保持器， kt 为零阶保持器的更新时刻，有

1( ) ( ( )), ,k k k ku t Kf x t t t t     (7.20)

假设

,m k M   

其中 m 和 M 的最小值和最大值，于是得到

1 1 1( 1) ,k k k k kt t h         (7.21)

其中 1k  是从 kt 到 1kt  数据包丢失的数量，并且满足 1 ,k    表示数据包丢失的最大数量.

u
传感器执行器

零阶保持器

被控对像

量化器

网 络 时 滞

kd
网 络 时 滞

k

控制器

w

x

y
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令

(t),k k m k m k mt t t t t               (7.22)

其中 ( ) ,k k mt t t      这样得到

0 ( ) ,t   (7.23)

其中 ( 1)M m h       .

这样，系统(7.16) 变为

1

1

( ) ( ) ( ( ( ))) ( ),
( ) ( ) ( ( ( ))) ( ),

m

m

x t Ax t A Kf x t t E t
y t Cx t C Kf x t t F t

  
  

    
     


(7.24)

7.5 H性能分析

首先，考虑如下系统

1 1 2

1 1 2

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ),
( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ),
x t Ax t A K I t x t h h t E t
y t Cx t C K I t x t h h t F t




     
      


(7.25)

其中

2 2 1 2( ) , ( ) ( ( ), ( ), , ( )), ( ) [ , ], 1, .n j j jh t h t diag t t t t j n           

定理 7.3 对于给定常数 1 20, 0, 0,h h    系统 (7.25)渐近稳定，如果存在正定矩阵

1 2 3,, ( 1,2,3), , , ,iX Q i R R R M ，任意矩阵 ( 1, 2)jW j  ，使得下列线性矩阵不等式成立：

0,
* M
  

   (7.26)

3 22 1

32

0, 0,
**
R WR W

RR
  

   
    (7.27)

其中
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11 1 13 2 1 2 1

22 2 1 1

33 34 1 1 2 1 1 1

44
2

1 2

1 1 1

2 2 1

3 1

1

* 0 0 0 0 0 0
* * 0 0
* * * 0 0 0 0 0 0
* * * * 0
* * * * * 2 0 0 0
* * * * * * 2 0 0
* * * * * * * 2 0
* * * * * * * *
* * * * * * * * * 2

T T T T

T T T T T T T T

T T T T

R W E h XA h XA hXA XC AK
R W W

h K A h K A hK A K C

h E h E hE F
R X h AK

R X h AK
R X hAK

I C K
M X

 


 






 












,




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11 1 3 1 3

13 1 3 2

22 2 1 1 2

33 1 1 2 2 3 3 2 2

34 2 3 1 2

44 2 3 2 3

[0 0 0 0 0 0 0 0 0],
,

,

,

,
,

,

T

T T T T

X
AX XA Q Q R R
AK R W
Q Q R R
W W R R R R W W
R R W W
Q Q R R











  

     

  

   

       

   

    

如果上述条件可解，则状态反馈增益矩阵 1.K KX 

证明：用 1 ( ( ))AK I t  替换 1,A 1 ( ( ))C K I t  替换 1,C 由定理 7.2, 有

1 1 2 2ˆ 0,T T      (7.28)

其中

11 1 13 2

22 2 1 1

33 34

44
2

13 1 3 2

1 1

2 1

ˆ
* 0

ˆ ,* * 0
* * * 0
* * * *

ˆ ( ( )) ,
[ 0 ( ( )) 0 ],
[ 0 ( ( )) 0 ],

R W PE
R W W

PA KI t R W
A AK I t E
C C K I t F

 


  





 
  
 
 
 
  
    

   
  

11 22 33 34 44, , , ,     定义同定理 7.2.

引理 2.3，式(7.28)等价于
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1 2
ˆˆ
ˆ* 0 0.

* *

T

I

  
 

  
   

(7.29)

其中

1 1 1 1 2 2

1 2 3

ˆ [ 0 ( ( )) 0 ] [ ],
ˆ ( , , ).

TA AK I t E h R h R hR

diag R R R

  

    

式(7.29)可以写成

1 2

1 2 2 1

ˆ

ˆ* 0 0,
* *

T

T T

I

  
 

      
   



(7.30)

其中

11 1 13 2

22 2 1 1

33 34

44
2

ˆ
* 0

,* * 0
* * * 0
* * * *

R W PE
R W W

 


  




 
  
 
 
 
  



13 1 3 2

1 1 1 1 1 2 2 1 3 1 1

2

,

[ 0 0 0 0 ] ,
[0 0 0 (t) 0 0 0 0 0],

T

PAK R W
PAK h R AK h R AK hR AK C K

   

 

  



利用引理 2.7，式(7.30)的充要条件是存在 0,M  使得式(7.31)成立

1 2

1
1 1 2 2

ˆ

ˆ= * 0 0,
* *

T

T TM M
I




  
 

       
   



(7.31)

由引理 2.3，式(7.31) 等价于

1 0,
* M
  

   (7.32)

其中
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1 2

11 1 13 2

22 2 1 1

33 34

44
2

2
13 1 3 2

ˆ

ˆ* 0 ,
* *

ˆ
* 0

,* * 0
* * * 0
* * * *

M,

T

I

R W PE
R W W

PAK R W

 


 






   
 

   
   
 
  
  
 
 
  
    





对进行矩阵的变换，在的左右两边同时乘以 J，得到 =J J  . 其中
1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3( , , , , , , , , , ),J dig P P P P I R R R I P       

记

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 1 1 2 2

, , , , , ,

, , , , .

X P Q P Q P Q P Q P Q P Q P R P R P R P R P
R P R P M M W P W P W P W P K KP

          

       

     

    

在的项( 6,6), (7,7), (8,8), (10,10) 中存在非线性项 1 1 1 1
1 2 3, ,XR X XR X XR X XM X      

不是标准的 LMI形式， 因此不能用 LMI工具箱来处理. 由于 0, ( 1,2,3) 0,iX R i   因此有

1 1( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0,i i iR X R R X M X M M X       于是 1 12 , 2 .i iXR X R X XM X M X      

结合式(7.32)，我们可以得到定理 7.3. 证毕.

7.6 数值实例

例 7.1 考虑具有如下系数矩阵的系统：

   1 1

0 1 0 1 0.3
, , , 1 0 , 1 0 , 0.5.

1 2 1 2 0.5
A A E C C F     
                  

假设 1 20.1, 0.8d d  . 我们的目标是当 1 2,h h 已知时，寻找最小的  . 在不同 1 2,h h 时，用

Matlab的 LMI工具箱求得的 , 见表 7.1. 由表可见， 本章具有较小的保守性.
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表 7.1 对于不同 1 2,h h ，求得的最小的

1h 1 1 1 1.2 1.2 1.2

2h 0.1 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3

[42] 1.919 3.308 7.841 2.632 5.276 14.109

定理 7.1 1.799 2.309 3.749 2.338 4.015 7.945

例 7.2 考虑具有如下系数矩阵的系统：

 1 1

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

, , , 0 1 0 0 , 0, 0.
0.3 0.3 0.04 0.04 1 0

0.3 0.3 0.04 0.04 0 0.1

A A E C C F

     
     
          
      
           

假设样本周期设 10ms,T  网络时滞 10ms, 40ms, 2,m M     量化器 ( )f  为

1 2 3 4 0.9,       则 1 210 ms, 60 ms, 70 ms.h h h  

由于 A的特征值为 0.04 0.7736 j, 0.04 0.7736 j, 0, 0,    所以系统不稳定. 我们的目的

是设计一个状态反馈控制器使得系统稳定. 利用定理 7.3，得到

 0.5605 0.1903 -0.0430  -0.1924
0.1903 0.5061 0.0776  -0.1350

,
-0.0430 0.0776 0.1848 -0.0720
 -0.1924 -0.1350 -0.0720   0.1665

[ -0.0741 -0.0570  -0.0971 0.01416].

X

K

 
 
 
 
 
 



根据定理 7.3, 得到
1 [  -0.5614  -0.0155  -1.0511  -1.0308],K KX  

此时得得到了最小的 0.6668.  而参考文献求得的 0.7864.  本方法具有更小的保守性.

当初始状态为 [  -0.6  0.4  -0.4  0.2],X  无摄动图见图 7.1.

假设摄动输入如下：

cos(0.4 ), 5 20
( )

0,
t t

w t
 

 
 其他

当初始状态为 [0  0  0  0],X  摄动图如图 7.2.
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0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5
-0 .8

-0 .6

-0 .4

-0 .2

0

0 .2

0 .4

0 .6

Tim e /s

x(
t)

K = [ -0 .5 6 1 4  -0 .0 1 5 5  -1 .1 0 5 1 1  -1 .0 3 0 8 ]

 

 
x 1 (t )

x 2 (t )

x 3 (t )

x 4 (t )

图 7.1 无摄动时，系统状态响应

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5 4 0 4 5
-0 .5

-0 .4

-0 .3

-0 .2

-0 .1

0

0 .1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5

Tim e /s

x(
t)

K = [ -0 .5 6 1 4  -0 .0 1 5 5  -1 .1 0 5 1 1  -1 .0 3 0 8 ]

 

 
x 1 (t )

x 2 (t )

x 3 (t )

x 4 (t )

图 7.2 有摄动时，系统状态响应

例 7.3 考虑具有如下系数矩阵的系统：
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 1 1

0 1 0 0.3
, , , 1 0 , 0.3, 0.3.

1 2 1 0.3
A A E C C F     
               

此时 A的特征值为 2.4142,0.4142 ， 开环系统的图像如图 7.3.

假设样本周期设 10ms,T  网络时滞 10ms, 40ms, 0,m M     利用利用定理 7.3，得到

2.5624 -6.5282
,

-6.5282 23.3468

[ -4.3104 -1.2697].

X

K

 
  
 



此时，得到最小的 0.6529. 

当 10 ms, 40ms, 2,m M     利用定理 7.3，得到

2.6168 -6.6186
,

-6.6186 23.3880

[ -2.7073 -1.4652].

X

K

 
  
 



于是，求得可

[  -4.1973 -1.2504],K 

此时最小的 0.6678. 

假设状态初始值为[1 0.5], 得到响应图，如图 7.4.

假设摄动输入如下：

sin 0.8 , 5 25
( )

0,
t t

w t
 

 
 其他

当状态初始值为[0 0],得到响应图，如图 7.5. 经过一段时间后，系统趋于稳定，这说明

本方法的有效性.
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图 7.3 开环系统的响应图
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图 7.4 当摄动为零时，对于不同的K，状态响应图.



暨南大学硕士学位论文 含有相继时变时滞的系统的稳定性分析

60

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 3 5
-0 .5

-0 .4

-0 .3

-0 .2

-0 .1

0

0 .1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5

Tim e /s

x(
t)

K = [ -4 .1 9 7 3  -1 .2 5 0 4 ]

 

 
x 1 (t )

x 2 (t )

图 7.5 当有摄动时，状态响应图

7.7 结论

本章对含有 2个相继时变时滞的系统的H性能分析. 当网络控制系统中存在网络时滞，

数据包丢失等问题时，设计了状态反馈控制器，建立了稳定性判据，提出了求解状态反馈增

益矩阵的方法. 最后通过仿真说明了方法的正确性和有效性.
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第八章 结论与展望

时滞系统的稳定性分析是时滞系统的一个非常活跃的研究方向. 本文基于 Lyapunov稳定

性理论，主要考虑了几类含有 2个相继时变时滞的系统的稳定性问题，并且在此基础上，将

结果应用到网络控制系统中，并对其进行H性能分析. 本文主要研究成果如下：

(1)为时变时滞线性系统建立了稳定性条件. 采用任意分割法，用分割点将时滞区间分割

成任意两段，结合积分不等式，对于每一段区间的稳定性进行分析，给出了稳定性的充分条

件. 仿真例子表明了方法的有效性.

(2)为几类含有 2个相继时变的时滞线性系统建立了稳定性条件. 应用积分不等式法，对

中立型时滞系统、神经网络系统分别进行稳定性分析. 由于考虑时滞与它们上界的关系，得到

的定理具有较小的保守性.

(3)对网络控制系统进行H性能分析. 在考虑了网络控制系统中存在网络时滞，数据包丢

失等问题的基础之上，分析了系统的稳定性，并提出了设计状态反馈控制器方法，建立了控

制器存在的条件.

通过参考已有文献，结合自己做过的工作，关于进一步工作的思考与展望如下；

(1)大部分文献涉及的时滞分割法是将时滞等分为 N等分. 本文是将时滞分割成任意的两

部分，如何把时滞分割成任意 N部分以及在保证效率的同时，当 N取何值时得到的时滞的上

确界最大仍是进一步研究的工作.

(2)随着科技的进步，系统越来越复杂. 一个时滞系统可能含有 3或者更多的相继时变时

滞. 对这样的复杂的系统稳定性，如何研究和应用这样一个系统，是进一步研究的课题.
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