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摘要 

压缩感知理论技术是数学界最近几年提出来的一种关于稀疏信号的采集与重

建的理论，它突破了传统奈奎斯特采样频率的限制，对于稀疏的或可压缩的信号，

当压缩感知矩阵符合一定的条件时，就可以用远少于传统奈奎斯特采样定理所需

要的采样数据，精确地恢复出原始信号或者估计出原始信号的相关参数。压缩感

知理论现在已经成为信号处理领域中一个新的研究热点，因此，本论文将压缩感

知理论应用于空间信号的 DOA 估计问题的研究中，以克服传统 DOA 估计算法中

的一些不足。 

本论文主要对阵列信号处理技术中传统的 DOA 估计算法，压缩感知理论和

稀疏信号重构算法进行了研究。首先，给出了远场窄带信号的一般数学模型，对

传统的 DOA 估计算法进行了回顾，主要包括延迟—相加法、Capon 最小方差方

法、MUSIC 算法、ESPRIT 算法、最大似然法和综合法，重点介绍了子空间分解

类算法：MUSIC 和 ESPRIT 算法。其次，研究了压缩感知理论的基本原理和基本

框架，主要包括时空域下的稀疏信号表示形式和变换域下的稀疏信号表示形式，

投影测量矩阵的设计和稀疏信号的重构算法；研究了稀疏信号重构的条件，详细

介绍了约束等距条件(RIP)、不一致性条件(MIP)以及二者之间的关系。最后，分

析了阵列接收信号的空域稀疏表示形式，介绍了稀疏信号重构算法 L1-SVD 和

MFOCUSS。为了解决传统的 DOA 估计算法无法用于相干信号源以及 MFOCUSS

算法不适用于低信噪比的情况，提出了一种新的基于压缩感知的 DOA 估计算法，

SVD-MFOCUSS 算法。SVD-MFOCUSS 算法是对 MFOCUSS 算法的改进，其本

质上是采用奇异值分解进行信号降维和能量积累，改善了传统稀疏信号恢复算法

的应用范围，能在低信噪比情况下使用，且显著降低了计算量。 
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Abstract 

The theory of Compressive Sensing (CS) is a new theory on sparse signal 

acquisition and reconstruction, which breaks through the limits of traditional Nyquist 

sampling theorem. CS theory states that one can recover certain signals or estimate 

their parameters from far fewer samples than traditional methods use, when the signals 

are sparse or compressible. Compressed sensing theory has become a new hotspot in 

signal processing field. In this thesis, the compression sensing theory is applied to the 

signal source DOA estimation, to overcome some of the shortcomings in the traditional 

DOA estimation algorithm. 

In this thesis, the traditional DOA estimation algorithms about array signal 

processing technology, the compressed sensing theory and the sparse signal 

reconstruction algorithms are studied. First of all, the general mathematics model of far 

field narrowband signal is given, and the traditional DOA estimation algorithms are 

reviewed. Including Beamforming method, Capon method, MUSIC method, ESPRIT 

method, maximum likelihood method and comprehensive method. But the MUSIC and 

ESPRIT are mainly introduced. Secondly, the basic principle and framework of the 

compressed sensing theory are researched, and the sparse signal reconstruction 

conditions, Including Restricted Isometry Property, Mutual Incoherence Property and 

the relationship between the RIP and MIP, are detailed introduction. Thirdly, the 

airspace sparse representation of the signals array-received, L1-SVD algorithm and 

MFOCUSS algorithm are researched. Finally, the SVD-MFOCUSS algorithm is put 

forward. SVD-MFOCUSS algorithm is the improvement of MFOCUSS algorithm, its 

essence is the signal dimensionality reduction and energy accumulation of singular 

value decomposition. It improves the application range of the traditional sparse signal 

recovery algorithm, can be used in the condition of low SNR, and significantly reduce 

the amount of computation. 
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第一章 绪论 

1.1 课题研究背景和意义 

信号处理理论的应用范围十分广泛，涉及到雷达、导航、声纳、通信、射电

天文、医疗诊断等多种领域。信号处理所包含的内容极其丰富，例如从被干扰和

噪声污染的信号的接收数据中恢复出原来的信号；或者将混在信号中的干扰和噪

声去除；或者把原始信号变换成另一种信号形式。无论以什么样的方式对信号做

处理，其基本原则是尽可能的少丢失或不丢失信息。信息总是包含在信号的外部

特征和内部特征参数之中，因此对信号的特征参数进行有效的检测和精确的估计

是信号处理中最为重要的内容。信号处理在早期主要集中于时域一维信号的处理，

例如时域信号的频谱分析和估计；之后逐渐发展为对二维和多维时域信号的处理，

例如数字图像信号处理、时频域二维信号处理、时空域二维信号处理等。伴随着

信号处理理论的发展和信号处理的应用领域的不断扩展，对空域信号的处理变得

越来越重要。因为对空间信号的目标检测和参数估计的要求越来越高，阵列信号

处理作为空间信号处理的主要手段，它的发展也变得极为迅速。阵列信号处理是

指将多个传感器放置在空间中不同的位置，以组成感知阵列，用感知阵列接收来

自于空间的信号，并对接收到的信号做一系列的处理。对阵列接收信号进行处理

是为了放大预期的信号，同时消除干扰与噪声，并提取预期信号所包含的特征及

信息。同早期的只有一个传感器的情况相比，由多个传感器组成的感知阵列可以

灵活地控制波束，具有较高的增益倍数，较强的干扰、噪声抑制能力，和超高的

角度分辨率等一系列的优点。特别是近几年来，有关阵列信号处理方面的理论取

得了重大的突破，涌现出了很多具有高性能和高效率的算法。 

波束形成是阵列信号处理技术的主要内容之一，它通过对阵列接收天线添加

权值，保证方向图在预期信号的方向上增益不变的同时，使得系统的总输出功率

达到最小。自适应波束形成算法可以根据信号环境的变化，自适应的调整各个阵

元上的加权因子，从而达到增强信号，并同时抑制干扰的目的。阵列信号处理中

另一个关键的技术是波达方向（Direction of Arrival, DOA）估计。DOA 估计，又

称为谱估计（spectral estimation）或波达角（Angle Of Arrival）估计。 

空间信号谱估计方法是目前较为先进的 DOA 估计算法。以 MUSIC 算法和

ESPRIT 算法为代表的子空间类算法，使得测向定位技术有了质的飞跃，做到了

超分辨力测向定位。MUSIC 与 ESPRIT 等经典谱估计算法，主要是利用阵列接收

数据的统计特性来估计空间信号的位置。因此，这些算法都需要利用大量的采样
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数据才能够实现对目标 DOA 方向的精确估计。然而，现代化的雷达等信号源大

都使用了捷变频的技术，这样就使获得大量拥有相同的统计特性的采样数据变的

非常困难。另外，MUSIC 算法和 ESPRIT 算法均对噪声比较敏感，要求采样数据

的信噪比必须要高，这就使得这一类算法在实际的应用过程中遇到了很大的困难。 

近几年来，由应用数学领域提出的压缩感知(Compressive Sensing, CS)理论，

得到了进一步的发展并日益完善，它为我们提供了一种新的有关信号采集与参数

估计的思路，可以以远少于传统奈奎斯特采样定理所需要的采样数据，精确地恢

复原始信号或者估计出相应的信号参数。因此，将压缩感知理论应用到空间信号

的 DOA 估计当中，可以有效地解决传统的空间谱估计方法本身所具有的缺陷。 

1.2 DOA 估计的研究与发展现状 

波束形成算法(CBF)[1]是最早的一种基于阵列天线的空间谱估计方法。这种谱

估法方法是时域傅里方法在空域中的扩展形式，即采用空间感知阵元的接收数据

来替代时域处理中的时间采样数据。这种方法虽然处理起来比较简单，但是会受

到空间阵列“傅里叶限”的制约。空间阵列的“傅里叶限”也就是阵列天线实际

的物理孔径大小限制，常称之为“瑞利限”。换句话说就是，这种算法对于处在同

一个天线波束中的空间信号是不可分辨的。所以，对于提高空间分辨力的最为简

单有效的办法就是增加阵列天线的物理孔径，这等效于间接的减小了天线的波束

宽度，最终达到提高空间分辨率的目的。但是，对于许多实际的应用环境而言，

增加天线的物理孔径是不现实的，因此就需要有更好的算法来提高空间分辨率。 

时间信号的频率估计和空间信号的方向估计十分近似，因此许多时域非线性

谱估计方法被推广成为空域信号的方向估计方法，这就是我们经常说的高分辨率

空间谱估计方法。自上世纪 70 年代以来，具有高分辨率的空间谱估计方法主要有：

Pisarenko 谐波分析方法[2]、Burg 最大熵方法(MEM)[3]、Capon 最小方差方法

(MVM)[4]等。其中，基于 AR、ARMA 及 MA 的谱估计方法，都假设信号的频谱

为连续谱，对应到空间信号处理之中就是假设信号目标在空间中是连续分布的，

信号是空间平稳的随机过程。不过这样的假设在大多数空间谱估计中不能成立，

因此，这些空间谱估计处理方法具有一定的局限性。 

自上世纪 70 年代末以来，空间谱估计方面现出了大量的研究成果，其中以美

国的 Schmidt R O 等人[5]提出的以 MUSIC 算法为代表的子空间类算法最为突出。

子空间类算法按照处理方式的不同可以分成两类：一种是以 MUSIC 算法为代表

的噪声子空间类算法，另一种是以 ESPRIT 算法为代表的信号子空间类算法。子

空间类算法有一个共同的特点，就是对阵列天线接收到的数据进行数学分解（如

奇异值分解、特征值分解和 QR 分解等），将数据分解成两个互相正交的特征子空
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间：一个是信号子空间，另一个是噪声子空间。子空间类算法根据这两个子空间

之间相互正交的特性，构造出了具有“针状”谱峰的空间谱，从而提高了空间谱

估计的分辨率。现在的一些超分辨率空间谱估计方法往往都延续了这两种算法的

思想，例如求根MUSIC算法[6~7]、解相干的MUSIC算法[8~11]以及ESPRIT算法[12~13]

等。 

从上世纪 80 年代末开始，学者们又提出了一类基于子空间拟合的空间谱估计

算法，其中最具代表性的算法为：最大似然算法(ML)[14]，加权子空间拟合算法

(WSF)[15]和多维 MUSIC 算法[16]等。1988 年，Ziskind L 和 MAX M 首先将最大似

然参数估计的方法应用于空间目标的 DOA 估计之中，但是由于目标似然函数是

一个非线性的函数，要求其最优解就必须要对解空间做多维的搜索，其运算量是

非常大的。Wax 提出了用交替投影算法(AP)来求解目标似然函数的方法来得到最

优解，这在很大程度上减少了算法的计算量，但是 AP 算法只能得到局部的最优

解，它不能保证最终得到的解是全局最优解[17]。WSF 类算法按照子空间的特性同

样可以分成两类：一种是基于噪声子空间的拟合算法[18]，另一种是基于信号子空

间的拟合算法[15]。 

1.3 基于压缩感知原理的 DOA 估计的研究现状 

随着 CS 理论的不断发展和完善，其在阵列信号 DOA 估计方面的应用也不断

增多[19~25]，并且表现出了比传统的 DOA 估计方法更为优秀的性能。D Malioutov

和 M Cetin 等人[19~20]，从 2002 年就开始将稀疏信号恢复的思想应用到阵列信号的

DOA 估计问题之中，通过对空域角度离散化来建立稀疏信号重建的模型，应用二

阶锥规划方法(SOC)来求解相应的最优化问题，并通过空域角度细分来获得较高

的角度分辨率。近几年来，也有一部分学者尝试着将压缩感知理论和稀疏信号重

建理论应用到由传感器组成的网络当中，试图去解决分布式空间信号的 DOA 估

计问题。例如 D Model 等人[21]应用信号的时间稀疏特性和空间稀疏特性来构造需

要重构的信号的目标函数，这类算法可以在较低的信噪比下精确地重构原信号。

总的来说，现阶段对于将压缩感知原理应用到 DOA 估计问题中的研究仍然处在

不断探索的阶段。目前，基本上只是简单的将压缩感知原理套用在 DOA 估计的

问题当中，并没有对 DOA 估计问题和压缩感知原理之间的关系进行深入的研究。 

1.4 本论文的主要研究工作和内容安排 

本论文主要研究将压缩感知理论应用于信号源 DOA 估计问题之中，通过构

建合理的信号稀疏化模型，实现信号源 DOA 的精确估计。详细介绍了传统 DOA
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估计的基本理论与方法、压缩感知的基本理论以及一些基本的稀疏信号重构算法，

最后对多测量欠定系统聚焦求解算法（MFOCUSS）做了进一步的改进，并对改

进后的算法进行了仿真分析。 

全文内容安排如下： 

第一章为绪论，简要介绍了空间信号 DOA 估计的意义，概述了 DOA 估计、

压缩感知理论和基于压缩感知理论的DOA估计在国内外的研究现状与发展趋势，

并说明了本论文的主要工作内容和创新之处。 

第二章为 DOA 估计的基本原理与方法，介绍了波达方向估计（DOA）的一

些经典算法：传统法、子空间法、最大似然法和特性恢复和子空间法的综合法。

重点介绍了 MUSIC 算法和 ESPRIT 算法，并对这些算法做了仿真分析。 

第三章主要介绍压缩感知理论的基本原理以及信号 DOA 估计问题在压缩感

知理论框架下的数学描述。首先介绍了压缩感知理论的研究现状与发展趋势；其

次介绍了压缩感知理论的基本原理和理论框架，主要分析了信号的稀疏表示形式、

投影测量矩阵的设计以及稀疏信号的重构算法；最后介绍了稀疏信号重构的条件，

主要分析了约束等距性条件（RIP），不一致性条件（MIP）以及这两者之间的关

系。 

第四章分析了阵列接收信号的空域稀疏表示形式，介绍了稀疏信号重构算法

L1-SVD 和 MFOCUSS，对传统的 DOA 估计算法以及基于 L1-SVD 和 MFOCUSS

的 DOA 估计算法做了仿真实验分析。提出了一种新的基于 CS 的 DOA 估计算法：

SVD-MFOCUSS 算法。SVD-MFOCUSS 算法是对 MFOCUSS 算法的改进，其本

质是采用奇异值分解进行信号降维和能量积累，改善了传统稀疏信号恢复算法的

应用范围，能在低信噪比情况下使用，且显著降低了计算量。 

第五章为全文总结与工作展望。 

 

 

 

 

 

 



 第二章 DOA 估计的基本原理和方法 5 

第二章 DOA 估计的基本原理和方法 

本章主要介绍波达方向估计（DOA）的一些经典算法：传统法、子空间法、

最大似然法和特性恢复与子空间法相结合的综合法。传统法是基于波束形成的方

法，它需要有大量的阵元才能得到高分辨率。子空间算法利用了输入数据矩阵的

结构特征，是具有高分辨率的次最优方法。最大似然估计法是最优的方法，即使

是在信噪比很低的环境下也具有良好的性能，但是通常计算量很大。综合法首先

利用特征恢复方案区分多个信号，估计空间特征，进而采用子空间法确定波达方

向。 

2.1 DOA 估计中的阵列信号假设及其数学模型 

本论文中讨论的 DOA 估计均是指基于线形阵列的 DOA 估计。整个 DOA 估

计系统由三部分组成，分别是目标空间、观察空间和估计空间。也就是说 DOA

估计系统由这三个空间构成，其框图如图 2.1 所示： 

 

图 2.1 DOA 估计的系统框图 

由图 2.1 可以看到，估计空间是对目标空间的一个重构过程，这个重构过程

由很多因素决定，例如环境的复杂性、空间阵元的互耦性、通道的不一致性和频

带的不一致性等。 

本论文在讨论传统的波达方向估计算法之前，为了分析和推导的方便，首先

给出以下几点假设： 

（1）信号源均为远场窄带信号，即阵列处于信号源的远场中，信号具有相同

的中心频率，且到达阵列时可将其看成平行的平面波； 

（2）组成阵列的各传感器均为各向同性阵元，即阵元的接收特性与其尺寸大

小无关，仅与其所在的位置有关，且阵元之间无互耦及通道不一致性的干扰； 

（3）阵元间距不大于待测信号源中最高频率的信号波长的二分之一； 
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（4）信号源个数小于阵元的数目，以确保阵列流形矩阵的各列线性独立； 

（5）各阵元间的噪声相互独立，噪声序列为一零均值高斯过程，噪声与信号

相互独立。 

考虑 N 个远场窄带信号入射到某空间阵列天线上，其中天线共由M 个阵元构

成，这里假设阵元个数与通道个数相同，即各阵元的接收信号经由各自的信号通

道传送至处理器。 

在信号源为窄带信号的假设下，信号源的复包络形式为： 
0

0

( ( ))

( ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( )

i

i

j t t
i i

j t t
i i

s t u t e

s t u t e

 

    



  



  
              （2-1） 

式（2-1）中， )(tui 为信号振幅， ( )t 为信号相位， 0 为信号频率， 是信号延迟。

在信号源为远场窄带信号的假设下，有 

( ) ( )
( ) ( )
i i

i i

u t u t
t t


  

 

 
                           （2-2） 

由式（2-1）和式（2-2），可得下式成立： 

Nietsts j
ii ,,2,1)()( 0              （2-3） 

第 l个阵元的接收信号为 

1
( ) ( ) 1, 2, ,

N

l li i li l
i

x g s t n t l M


                  （2-4） 

式（2-4）中， lig 为第 l个阵元对于第 i个信号的放大倍数， )(tnl 为第 l个阵元在 t
时刻接收的噪声， li 为第 i个信号到达第 l个阵元时同参考阵元之间的延迟。将式

（2-3）代入式（2-4）可得 

0

1
( ) ( ) 1,2, ,li

N
j

l li i l
i

x g s t e n t l M 



               （2-5） 

将M 个阵元在某一时刻 t接收到的信号排成列矢量，可得 
0 11 0 12 0 1

0 21 0 22 0 2

0 1 0 2 0

11 111 12 1

22 221 22 2

1 2

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

N

N

M M MN

j j j
N

j j j
N

j j j
NM MM M MN

s tx t n tg e g e g e
s tx t n tg e g e g e

s tx t n tg e g e g e

  

  

  

     
     
      
     
     
     




    


     

     

     








      （2-6） 

由于我们已假设阵列中的每一个阵元都是各向同性的，因此式(2-6)中的信号放大

倍数 lig 可以归一化为 1。在这样的假设下，式(2-6)可简化为 
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0 11 0 12 0 1

0 21 0 22 0 2

0 1 0 2 0

11 1

22 2

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

N

N

M M MN

j j j

j j j

j j j
NM M

s tx t n te e e
s tx t n te e e

s tx t n te e e

  

  

  

      
      
       
      
      

     




    


     

     

     

        （2-7） 

将式（2-7）写为矢量形式，可得： 

( ) ( ) ( ) X AS Nt t t                            （2-8） 

式（2-8）中， ( )tX 为 1M 维阵列接收数据矢量，为一个快拍接收数据， ( )tN 为 1M

维的阵列接收噪声矢量， ( )tS 为目标信号的 1N 维数据矢量，A 为 NM  维的阵

列流形矩阵（导向矢量矩阵），并且 

 1 0 2 0 0( ) ( ) ( )  A a a a N                   （2-9） 

式（2-9）中，导向矢量 
0 1

0 2

0

0( ) 1,2, ,

 

 

 









 
 
  
 
 
 

a 


i

i

Mi

j

j

i

j

e
e

i N

e

                 （2-10） 

式（2-10）中，


 c20  ， c为光速，为信号的波长。 

根据以上的推导可以知道，只要确定了阵列各阵元之间的延迟 ，就可以很

容易地得出一个特定阵列天线的阵列流形矩阵。以下将推导空间阵元间的延迟表

达式 。取空间中的任意两个阵元，将其中一个阵元作为参考阵元（位于原点），

另一个阵的位置为 ),,( zyx ，两个阵元几何关系如图 2.2 所示，图中的“”代表

阵元。 

x

y

z

入射信号





 

图 2.2 空间任意两阵元间的几何关系 
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根据图 2.2 的几何关系，可以推导出两个阵元间的接收信号的延迟为 

)sincossincoscos(1  zyx
c

                 （2-11） 

对应于线阵的情况，以原点作为参考点，设线阵阵元的位置为 ),,2,1( Mkxk  ，

入射角参数 为信号源的方位角（信源方向和线阵法线的夹角），则有 
1 ( sin )k kxc

                          （2-12） 

综上所述，由式（2-7）和式（2-12）可以确定在均匀线阵下信号源 DOA 估

计的数学模型。 

2.2 DOA 估计的原理 

对于远场窄带信号来说，同一个信号到达阵列中不同的阵元时会存在一个延

迟，这个延迟导致阵列的各个接收阵元之间存在一个相位差，根据各个阵元相互

之间的相位差就可以对信号进行 DOA 估计。 
 



d



 

图 2.3 DOA 估计原理图 

如图 2.3 所示，考虑空间中的两个阵元，d为两个阵元之间的距离，c为光速，

 为远场窄带信号相对于阵列天线的入射角度，两个阵元之间所接收信号的延迟

为 

c
d  sin

                             （2-13） 

因此，两个阵元之间的相位差可以表示为 

0

sin sin2d d f
c f
    


                      （2-14） 

式（2-14）中， 0f 是中心频率，为信号的波长。对于远场窄带信号来说，可以

认为相位差为 
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sin2 d  


                           （2-15） 

所以，只要知道了各阵元之间的相位差，根据式（2-15）就可以估计出信号的方

位，这就是 DOA 估计技术的基本原理。 

2.3 DOA 估计的传统方法 

传统的波达方向估计方法是基于波束形成和零波导引概念的，并没有利用接

收信号向量的模型（或信号和噪声的统计特性）。知道阵列流形以后，可以对阵列

进行电子导引，利用电子导引可以把波束调整到任意方向上，从而寻找输出功率

的峰值。这种方法需要用大量的阵元才能得到高分辨率，其中比较典型的两种算

法为：延迟—相加法（也称为经典波束形成器法）和 Capon 最小方差法。 

2.3.1 延迟—相加法 

延迟—相加法，又称为经典波束形成器法，是最简单的一种 DOA 估计方法。

图 2.4 是延迟—相加法结构（波束形成器结构）的模型图： 

1w

2w

Mw

1( )x t

2 ( )x t

( )Mx t


( )y t

 

图 2.4 延迟—相加法结构模型 

其中 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]TMt x t x t x tx  是阵列接收信号向量， 1 2[ , , , ]TMw w ww  是加权

向量， )(ty 是输出信号，它等于传感器阵元输出的线性加权和，三者满足如下关

系： 

( ) ( ) w xHy t t                          （2-16） 

波束形成器的输出功率P可以表示为： 
22( ) ( ) ( ) ( )            

w x w x x w w R wH H H H
xxP E y t E t E t t   （2-17） 

上式中，R xx为阵列输入数据的自相关矩阵。R xx包含了阵列响应向量和信号自身
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的统计信息，由R xx可以估计出信号的相关参数。 

假设一个信号 )(ts 以角度 入射到天线阵列上，则输出功率 ( )P  可以表示为： 

2 2
( ) ( ( ) ( ) ( ))H HE t E s t t          

w x w a n  

2 22( ) ( ) ( )H HE s t E t        
w a w n  

2 2 2

2
( )H H

s n   w a w                 （2-18） 

式（2-18）中， ( )a 是阵列关于信号入射角度 的导引矢量， ( )tn 是阵列的输入

端噪声信号，
22 [ ( ) ]s E s t  为信号功率， 2 [ ( ) ( )]H

n E t t  n n 为噪声功率。由式（2-18）

可以知道，当 ( )w a 时，系统的输出功率达到最大。这是因为，权值向量w 在

传感器阵元处和来自方向 的信号分量相位对齐，使得它们能够同相相加，从而

使系统的输出功率为最大。系统的输出功率P与信号的波达方向之间的关系为： 

( ) ( )H H
xx xxP   w R w a R a                    （2-19） 

波束形成器产生的波束在感兴趣的区域中离散地扫描，对应不同的 可以产

生不同的权向量 ( )w a ，从而得到的输出功率也不相同，最大的功率对应着最

大的峰值，而最大的空间谱峰所对应的角度方向即为信号的波达方向。延迟—相

加法具有一定的局限性，当存在着来自多个方向的信号时，该方法要受到波束宽

度和旁瓣高度的制约，因而这种方法的分辨率较低。 

2.3.2 延迟—相加法仿真结果及分析 

在均匀等距线阵下对算法进行仿真，阵列的阵元数为 8，信噪比为 20dB，考

察单信号和多信号两种情况下算法的性能。单信号时信号角度为 20，多信号时

信号角度为 30 ， 15 
，0，15和30。仿真分析如下： 
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图 2.5 单信号的延迟—相加法仿真 
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图 2.6 多信号的延迟—相加法仿真 

从图 2.5 和图 2.6 中可以看出，延迟—相加法可以很好的识别单个信号，但是

当信号个数比较多时延迟—相加法就会失效，只能大致分辨出信号所处的角度范

围。这是因为，延迟—相加法是把阵列形成的波束指向某个方向，由此可以获得

来自于这个方向的信号的最大功率。就单个信号而言，延迟—相加法可以很好地

估计出它的波达方向。但是当信号空间中存在多个信号的时侯，因为波束宽度的

限制，受到同一个波束内信号之间的相互干扰，延迟—相加法的估计性能就会急
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剧的下降。 

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

DOA(degree)

P
ow

er
(d

B
)

 

 

Beamforming

 

图 2.7 阵元个数为 16 时的多信号延迟—相加法仿真 

由图 2.7 可以看出，增加阵列的阵元数可以改善延迟—相加法的性能，提高

分辨率，但是这会使系统更加复杂，还会增加算法的计算量和数据存储空间。 

2.3.3 Capon 最小方差法 

Capon 最小方差法的出现是为了解决延迟—相加法分辨率差的缺点。用一部

分自由度在期望方向上形成一个波束，利用剩余的一部分自由度在干扰方向形成

零陷。这种方法使得输出功率最小，使得非期望干扰信号的贡献为最小，同时使

观测方向上的增益达到最大，其数学表达式为： 
2min ( ) min    w R wH

xxw w
E y t                       （2-20） 

约束条件为 ( ) 1H
d w a ，这种方法又称为最小方差无畸变响应波束形成器，它使

信号方差达到最小，同时使得来自期望方向的信号响应不变。 
用拉格朗日数乘法求解上述约束最优化问题，将约束问题转化为非约束问题，

用最小二乘法求解，得到最优权向量为： 
1

1

( )
( ) ( )

xx d
H

d xx d


 




R aw

a R a
                        （2-21） 

由上式可得，Capon 空间谱的输出功率与波达方向的函数关系为： 
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1

1( )
( ) ( )


 

a R aCapon H
xx

P                        （2-22） 

由式（2-22）计算并画出 所在范围内的空间谱，空间谱上的峰值对应的角度就

是信号的波达方向（DOA）。 

2.3.4 Capon 最小方差法仿真结果及分析 

在均匀等距线阵下对 Capon 算法进行仿真，阵列的阵元数为 8，信噪比为

20dB，考察非相干信号和相干信号两种情况下算法的性能。信号的角度分别为

30 ， 15 
，0，15和30。仿真分析结果如下： 
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图 2.8 多个非相干信号的 Capon 算法仿真 



14 基于压缩感知的空域信号 DOA 估计研究  

 

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

DOA(degree)

P
ow

er
(d

B
)

 

 

Capon

 
图 2.9 多个相干信号的 Capon 算法仿真 

从图 2.8和图 2.9可以看出，Capon算法比延迟—相加法有了一定程度的改进，

可以对多个信号进行 DOA 估计。但是 Capon 算法只能分辨非相干信号，当存在

与感兴趣信号相关的其它信号时，它就不能起作用了。这是因为 Capon 算法在运

算的过程中使用到了信号的自相关矩阵，因而不能对干扰信号形成零陷。也就是

说，在使得输出功率为最小的过程当中，相关分量可能会恶性合并。此外，Capon

算法运算时需要对信号的自相关矩阵求逆，当阵列加大时会有巨大的运算量。 

2.4 DOA 估计的子空间方法 

虽然 Capon 最小方差算法等传统算法通常很有效，但是这些方法在分辨率上

有着其本质上的局限性，无法超过瑞利限的制约。之所以会有这些局限是因为这

些算法没有利用式（2-8）给出的输入信号模型结构。从上个世纪 70 年代后期开

始，以多重信号分类（MUSIC）算法为代表的子空间分解类算法开始兴起。这一

类算法有一个共同的特点，就是需要对阵列的接收数据矩阵进行数学分解（如奇

异值分解、特征值分解和 QR 分解等），将数据分解成两个互相正交的特征子空间：

一个是信号子空间，另一个是噪声子空间。子空间类算法按照处理方式的不同可

以分成两类：一种是以 MUSIC 算法为代表的噪声子空间类算法，另一种是以

ESPRIT 算法为代表的信号子空间类算法。 
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2.4.1 MUSIC 算法 

由前面章节的讨论可知，窄带远场信号 DOA 估计的数学模型为 

 X( ) AS( ) N( )t t t                       （2-23） 

阵列接收数据的自相关矩阵为 

R [XX ]HE  

2 A [SS ]A IH HE  

2 AR A IH
S                       （2-24） 

因为信号和噪声之间相互独立，所以阵列接收数据的自相关矩阵可以分解为信号

部分和噪声部分，上式中RS 是信号的自相关矩阵，AR AH
S 为信号部分， 2 I 为

噪声部分。 

对自相关矩阵R 做特征分解，可以得到 

 R U Σ U U Σ UH H
S S S N N N                    （2-25） 

式（2-25）中，US是由属于大特征值的特征向量所构成的信号子空间，UN 是由

属于小特征值的特征向量所构成的噪声子空间。 

由于噪声子空间和信号子空间是相互正交的，而由导向矢量所张成的空间与

信号子空间是一致的，因此有 

0 a ( )UH
N                          （2-26） 

经典的 MUSIC 算法正是在式（2-26）这个性质的基础上提出来的，但是实际

中接收数据矩阵长度是有的，即阵列接收数据的自相关矩阵的最大似然（ML）估

计为： 

1

1


 R̂ XX
L

H

iL
                       （2-27） 

对自相关矩阵 R̂ 做特征值分解，可以得到它的噪声子空间 ÛN 和信号子空间 ˆ
SU 。

因为有噪声的存在，所以 a( )与 ÛN 不能够完全的正交，即式（2-26）并不成立。

实际上求解 DOA 估计是通过最小优化搜索来实现的，即 
ˆ ˆarg min ( ) ( )


   a U U aH H
MUSIC N N               （2-28） 

因此，可以得到 MUSIC 算法的空间谱估计函数为： 

1( ) ˆ ˆ( ) ( )


 


a U U aMUSIC H H
N N

P                  （2-29） 
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当导向矢量 ˆ( ) S a U 时， ˆ( )a UH
N 是一个非常小的值（接近于零），而当导

向矢量 ˆ( ) S a U 时， ˆ( )a UH
N 是一个非零值。因此，由式（2-29）所产生的空间

谱会在信号源的方向上生成很尖的“谱峰”，而在其它的方向上则会相对平坦。 

应当指出，与传统方法不同，MUSIC 算法在估计信号功率时并没有考虑波达

角。在噪声与信号源非相关的环境下，可以确保 )(MUSICP 的谱峰对应着信号的真

实方向。由于 )(MUSICP 的峰值是可以分辨的，并且与信号之间的真实角度间隔没

有关系，因此从理论上来讲，只要阵元位置校准的足够准确，MUSIC 算法就可以

分辨出两个邻近的信号。但是当入射信号之间彼此高度相关时，自相关矩阵R xx会

变成奇异矩阵，这将导致 MUSIC 算法失效。 

MUSIC 算法进一步的发展，出现了 MUSIC 算法的改进算法，例如基于解相

干的 MUSIC 算法、基于波束空间的 MUSIC 算法以及求根 MUSIC 算法等处理各

种复杂情况的空间谱估计算法。 

2.4.2 ESPRIT 算法 

旋转不变子空间算法（ESPRIT）是空间谱估计算法中的典型算法之一，它和

前面介绍的 MUSIC 算法一样，也需要对阵列接收数据的协方差矩阵进行特征分

解。但是两者也存在着明显的不同点，即 MUSIC 算法利用了阵列接收数据的协

方差矩阵的噪声子空间和导向矢量之间的正交特性，而 ESPRIT 算法则利用了阵

列接收数据的协方差矩阵信号子空间的旋转不变性，所以 MUSIC 算法与 ESPRIT

算法可以看成为是一种互补的关系。和 MUSIC 算法相比，ESPRIT 算法具有计算

量小的优点，且不需要进行谱峰搜索。 

与 MUSIC 算法不同的是，ESPRIT 算法不需要知道精确的导向矢量，只需要

各子阵之间的阵元保持一致。这种算法思想是将接收阵列在几何结构上分为两个

完全一致的位置平移的子阵列，两个子阵列之间具有平移不变性。使信号源入射

角在两个子阵列上只相差一个旋转不变因子，这一旋转不变因子包含了各个入射

信号的到达角信息，可以通过求解一个广义特征值方程得到。 

ESPRIT 算法的最基本的假设是，存在着两个完全相同的子阵列，且两个子

阵列的间距是已知的。以线形阵列为例，考察一个由 m 个阵元所组成的均匀等

距线阵，如图 2.5 所示： 
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图 2.5 均匀等距线阵模型图 

将这个均匀等距线阵分成两个子阵列，其中，子阵列 1 由第 1 至第 m-1 个阵

元组成，子阵列 2 由第 2 至第 m 个阵元组成。 

令 Nm 矩阵 

 

 (1) (2) ( )X x x x N                     （2-30） 

代表均匀等距线阵的接收数据矩阵，其中，  1 2( ) ( ) ( ) ( )x  T
mn x n x n x n 是由

m 个阵元在 n 时刻的观测信号组成的接收数据矢量， N 为数据长度，即

Nn ,,2,1  。 

若令 

 (1) (2) ( )S s s s N                      （2-31） 

表示信号矩阵，式（2-31）中  1 2( ) ( ) ( ) ( ) T
Kn s n s n s ns  表示信号矢量，K为

信号的个数，则对应于 N 个快拍数据，下式 

( ) ( ) ( )n n n x As w ， 1, 2, , n N                   （2-32） 

可以用矩阵形式表示为 

 (1) (2) ( )  X x x x AS W N              （2-33） 

式（2-33）中，A 是 Km 维导向矢量矩阵，W 为噪声矩阵。 

令 1J 和 2J 是两个 mm  )1( 维选择矩阵，且有 

1 1 1[ ]m m J I 0                       （2-34） 

2 1 1[ ]m m J 0 I                       （2-35） 

式（2-34）和式（2-35）中， 1Im 代表 )1()1(  mm 维单位矩阵， 1m0 代表 1)1( m

维零向量。 

用选择矩阵 1J 和 2J 分别左乘阵列接收数据矩阵X ，得 
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 1 1 1 1 1(1) (2) ( ) X J X x x x N              （2-36） 

 2 2 2 2 2(1) (2) ( ) X J X x x x N             （2-37） 

式（2-36）和式（2-37）中 

 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )x  T
mn x n x n x n ， 1, 2, , n N          （2-38） 

 2 2 3( ) ( ) ( ) ( )x  T
mn x n x n x n ， 1, 2, , n N           （2-39） 

这就是说，阵列接收数据子矩阵 1X 由接收数据矩阵 X 的前 1m 行组成，相当于

子阵列1的接收数据矩阵；阵列接收数据子矩阵 2X 由接收数据矩阵X 的后 1m 行

组成，相当于子阵列 2 的接收数据矩阵； 

令 

1

2

  
    
   

A
A

A
第一行

最后一行
                   （2-40） 

根据阵列响应矩阵A 的结构可知，子矩阵 1A 和 2A 之间存在着如下关系： 

2 1A A Φ                            （2-41） 

其中  0 1 1Kj j jdiag e e e   Φ  ，式中  /)sin2( kk  ， 1,,1,0  Kk  。 

很容易验证 

1 1X A S                              （2-42） 

2 2 1 X A S A ΦS                       （2-43） 

由于Φ是一个酉矩阵，因此 1X 与 2X 具有相同的统计特性，即子阵 1 与子阵 2 拥

有着同样的噪声子空间和信号子空间。 

由下式 
2( ) ( )     XX SR x x AR A IH HE n n             （2-44） 

可得 
2 XX SR AR A IH  

  2
  

   
   

S S
S N

N

Σ Ο U
U U

Ο I U

H

H  

2
 

    
 

S
S S N

N

U
U Σ U

U

N

H  

2 S S S N NU Σ U U UH H                 （2-45） 
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由于  N N S SI U U U UH H ，所以根据上式可知 
2H H H S S S S S SAR A U U U Σ U                （2-46） 

用 SU 左乘上式的两边，利用 S SU U IH ，并加以整理重排，可得 

SU AT                         （2-47） 

式（2-47）中，矩阵T 是非奇异的，即 | | 0T ，且有 2 1( )  S S ST R A U Σ IH 。 

用T 右乘式（2-40），有 

1

2

  
    
   

A T
AT

A T
第一行

最后一行
                 （2-48） 

采用同样的分块方式，可以将 SU 分块成为 

1

2

  
    
   

S

U
U

U
第一行

最后一行
                  （2-49） 

由于  SAT U ，比较式（2-48）和（2-49）可得 

1 1U A T                            （2-50） 

2 2U A T                           （2-51） 

将式（2-41）代入式（2-51），得 

2 1U A ΦT                          （2-52） 

根据式（2-50）和式（2-52），可得 
1 1

1 1 1 2
   U T ΦT A TT ΦT A ΦT U               （2-53） 

令 
1Ψ T ΦT                          （2-54） 

矩阵Ψ是矩阵Φ的相似矩阵，因此它们具有相同的特征值，即 Ψ的特征值也为

kje  ， Kk ,,2,1  。 

将式（2-54）代入式（2-53），则有 

2 1U U Ψ                           （2-55） 

式（2-55）启发了基本 ESPRIT 算法的另一种形式的求解方法： 

1. 将阵列接收数据协方差矩阵 ˆ
XXR 进行特征值分解 ˆ ˆ ˆXXR UΣUH 。 

2. 矩阵 Û 中 ˆ
XXR 的 K个主特征值对应的特征向量组成 ˆ

SU ， ˆ
SU 为信号子空

间。 

3. 取 ˆ
SU 的前 1m 行组成矩阵 1Û ，取后面的 1m 行组成矩阵 2Û 。对矩阵
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1
1 1 1 2

ˆ ˆ ˆ( )Ψ U U U UH H 进 行 特 征 值 分 解 ， 由 矩 阵 Ψ 的 特 征 值

( 0,1, , 1)kje k K   给出估计值 k̂ ， 1,,1,0  Kk  。 

2.4.3 MUSIC 算法仿真结果及分析 

因为 MUSIC 算法和 ESPRIT 算法是同一类型的算法，且 MUSIC 算法的频谱

图比较直观，因此在这里只对 MUSIC 算法进行仿真分析。在均匀等距线阵下对

MUSIC 算法进行仿真，阵列的阵元数为 8，信噪比为 20dB，考察非相干信号和

相干信号两种情况下算法的性能。信号的角度分别为 30 ， 15 
，0，15和30。

仿真分析结果如下： 
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图 2.10 多个非相干信号的 MUSIC 算法仿真 
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图 2.11 多个相干信号的 MUSIC 算法仿真 

由图 2.10 和图 2.8 可以看出，MUSIC 算法的分辨率高于 Capon 方法，这说

明子空间类 DOA 估计算法的分辨率确实高于传统的 DOA 估计算法。但是由图

2.11 可以看出，当来自空间的信号为相关的信号时，MUSIC 算法同 Capon 方法一

样，也不能有效地给出信号的 DOA 估计。这是因为子空间类算法在计算的过程

中同样用到了信号的自相关矩阵，不能消除相干信号间的相互干扰。 

ESPRIT 算法与 MUSIC 算法同属于子空间类 DOA 估计算法，与 MUSIC 算

法相比 ESPRIT 算法的速度快，但是精度低。总的来说 ESPRIT 算法的性能要差

于 MUSIC 算法。ESPRIT 算法的优势在于它的实时性，一般的情况下，只要有两

个子阵列满足旋转不变性，就可以用 ESPRIT 算法来实现，且其实现速度要优于

MUSIC 算法。 

2.5 DOA 估计的其他方法 

波达方向（DOA）估计的算法，除了传统法与子空间法之外，还有最大似然

法和特性恢复与子空间法相结合的综合法。其中最大似然估计法是最优的方法，

即便是在信噪比很低的环境下仍然具有良好的性能，但是通常计算量很大。综合

法首先利用特征恢复方案区分多个信号，估计空间特征，进而采用子空间法确定

波达方向。 
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2.5.1 最大似然法 

最大似然法是空间谱估计最优的方案，也是 DOA 估计中最早采用的方法之

一。可是由于最大似然法的计算量通常很大，其应用不如子空间法流行。但是仅

就估计性能而言，最大似然法要优于子空间法，即使是在信噪比较低或者样本数

比较少的情况下，也可以获得良好的估计性能。此外，同子空间方法不同的是，

最大似然法在原信号为相关信号的情况下也能保持良好的性能。在阵列信号处理

中，最大似然估计法是最著名、最常用的一种建模方法，根据原信号数学模型假

设的不同，基于最大似然方法的 DOA 估计方法可以分成两大类：确定性最大似

然法（DML：deterministic ML)）和随机性最大似然法（SML：stochastic ML）。 

但就估计方差而言，在阵列接收数据协方差矩阵为对角矩阵的情况下，DML

方法的性能与 MUSIC 算法的性能相同[26]。此外，只有在理想的状况下，DML 算

法可能接近于常规波束形成（CRB）算法。对于足够大的快拍数 L，SML 算法可

能接近于 DML 算法。只有在理想的状况下，DML 算法才可能接近于 CRB。 

2.5.2 DOA 估计综合法 

DOA 估计的综合法是利用特性恢复方案，以此来区分多个信号，估计接收数

据的空间特征，最后采用子空间法得到信号的波达方向。 

DOA 估计的综合法的主要思想是：利用基于迭代最小二乘投影的

CMA(ILSP-CMA)算法，来估计M 个阵列的空间特征，并对每一个空间特征的平

滑空间特征协方差矩阵运用 MUSIC 或 ESPRIT 等子空间算法。对于存在多个共信

道用户或每个用户具有多个分量的情况，这种方法可以确定多个用户多个分量的

波达方向，并使各个分量对应于正确的用户。 

2.6 本章小结 

本章主要讨论了波达方向（DOA）估计的一些基本算法，主要包括延迟—相

加法、Capon 最小方差方法、MUSIC 算法和 ESPRIT 算法，简要介绍了最大似然

法和综合法。 

延迟—相加法是把阵列形成的波束指向某个方向，由此可以获得来自于这个

方向的信号的最大功率。就单个信号而言，延迟—相加法可以很好地估计出它的

波达方向，但是当信号空间中存在多个信号的时侯，延迟—相加法的估计性能就

会急剧的下降。Capon 最小方差算法有效地解决了延迟—相加法本身分辨率差的

问题，但是当信号源中存在相干信号时，Capon 算法就无法准确地估计出信号的
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波达方向了。 

MUSIC 算法精度高，运算速度慢；ESPRIT 算法速度快，但是精度低。MUSIC

算法和 ESPRIT 算法都不能处理相干信号源。总的来说 ESPRIT 算法的性能要差

于 MUSIC 算法。在 ESPRIT 算法取最优权的条件下，两者的性能比较接近，此时

两者的算法性能之比，与阵元数、信源数和入射信号的角度间隔均有关系。总的

来说，阵元数越大、信源数越少、入射信号的角度间隔越大，ESPRIT 算法与 MUSIC

算法的性能就越接近。ESPRIT 算法的优点在于它的实时性，一般的情况下，只

要有两个子阵列满足旋转不变性，就可以用 ESPRIT 算法来实现，且其实现速度

要优于 MUSIC 算法。 

在最大似然法中，当噪声平稳，且样本个数趋于无穷大时，确定性最大似然

法的误差收敛趋近于零，但是由于受到初始波达方向估计值的影响，无法保证使

其收敛于总体最小值。随机性的最大似然法可以适用于高斯或非高斯的情况，但

是它的优化问题比较困难。 

基于传统空间谱估计方法的 DOA 估计算法，尤其是其中估计性能较为优越

的子空间分解类算法，它是利用阵列接收数据的统计特性来进行 DOA 估计的，

这种方法需要大量的数据来实现信号源的 DOA 估计，并且它对采样系统也有较

高的要求。此外，MUSIC 等子空间类算法对于相干信号源的 DOA 估计效果比较

差，并且对信噪比的要求也很高。因此，研究新的 DOA 估计方法，使之只需要

使用很少的采样数据就可以实现高精度的 DOA 估计，是一个很值得研究的方向。 
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第三章 压缩感知原理 

传统形式下的信号处理方式，依照 Nyquist 采样理论采样会产生海量的采样

数据，而在后期的压缩编码过程中大部分的采样数据将会被抛弃，这就极大地增

加了数据存储、传输的代价和资源的浪费。因为带宽的限制，许多信号只包含有

少量重要频率的信息，所以大部分的信号是稀疏的或者可压缩的，对于这一类型

的信号而言，传统形式采样后的大部分数据都要被抛弃，那么，为什么还要获取

全部的采样数据呢？能不能直接获取压缩以后的数据而不需要抛弃任何数据？因

此，如何突破 Nyquist 采样理论支撑下的传统信号获取和处理方式，是推动信息

科学进一步发展亟待解决的问题。 

近年来，应用数学领域中提出来的压缩感知（Compressing Sensing，CS）理

论引起了学者们的极大关注，并已经广泛的应用于图像处理和无线通信等诸多领

域。CS 理论指出，若信号为可压缩的或者稀疏的，则可以采用低于奈奎斯特频率

的采样速率，对信号进行非自适应随机投影测量，通过求解一个 1l 优化问题，可

以以很高的概率精确重建原信号。压缩感知理论是由 D Donoho、E Candès 以及

T. Tao(陶哲轩)等人[27~28]于 2006 年正式提出的一项新理论，该理论突破了 Nyquist

采样速率的限制。目前，压缩感知理论尚处于初步研究阶段，理论研究还不够完

善，实际的应用也比较少，在国内起步也相对较晚。 

基于阵列的 DOA 估计是信号处理领域的一个重要分支，与信号处理的其它

领域一样，DOA 估计中一个必要的步骤就是采样，在第二章中介绍的各种经典的

空间谱估计算法，都需要根据 Nyquist 采样定理进行采样，即信号采样的速率必

须是信号最高频率的两倍以上，这会导致大量的采样数据。压缩感知理论为信号

采集和处理提供了新思路，本章基于单快拍接收数据，将压缩感知理论引入到信

号源的 DOA 估计问题当中，为 DOA 估计提供一种新的方法。 

3.1 压缩感知理论的研究现状与发展趋势 

在传统的采样过程中，为了避免信号的失真，采样频率不得低于信号最高频

率的 2 倍，这就是 Nyquist 采样定理。Nyquist 采样定理导致了海量的采样数据，

这极大地增加了数据存储和数据传输的代价。压缩感知理论[29~30]是应用数学界近

年来提出来的一中关于稀疏信号采集和恢复的理论，该理论充分利用信号的稀疏

特性或者可压缩特性，对信号进行采样和处理，它可以以远少于经典采样理论所

需的测量数据，精确的恢复原信号或估计出信号的参数。压缩感知理论现在已经
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成为信号处理领域的一个新的研究热点，其在雷达成像[31~38]、压缩成像[39]和生物

感知[40~42]等领域得到了初步的应用。 

1986 年，Santosa 和 Symes[19]最早明确提出了稀疏信号的概念，即在给定的

表示基下，只有少量非零系数的信号。稀疏信号处理的基本模型是线性回归模型：

设 x为长度为 N 的原始信号，y为长度为M 的观测信号， ( )M N M N Φ 为观测矩

阵，且满足 y = Φx + n，其中n为噪声矢量。若 x为 K 稀疏信号，且观测矩阵满

足约束等距性质(Restricted Isometry Property，RIP)，则当 )log(NKM  时， x可

被精确重构。由观测值 y重构原始信号 x最直接的方法是求解下面的优化方程： 

0 2
min st x y - Φx                      （3-1） 

但是，式（3-1）是一个欠定方程，求解此欠定方程的解，就是求 x的 0l 范数。x的

0l 范数表示 x 中的非零元素个数，可描述待估向量的稀疏特性。然而，求解欠定

方程（3-1）的解需要搜索所有非 0 位置的 K
NC 种可能的线性组合，才能够找到最

优解。因此，在现有数学基础理论条件下， 0l 范数的求解非常困难，这是一个 NP

难题。 

2001 年，D.Donoho 和 M.Elad 等人[43]系统阐述了 1l 范数优化与稀疏性之间的

关联。2006 年，E.Candès 和 T.Tao[44~46]给出了 1l 范数与 0l 范数优化问题等价的充

分条件，即约束等距性质(Restricted Isometry Property，RIP)，阐明了 1l 范数优化

与稀疏信号重建之间的关系。由 1l 范数和 0l 范数在一定条件下的等价性，利用方

程（3-2）的约束条件，求解一个更简单的线性规划问题可以得到与方程（3-1）

相同的解： 

1 2
min st x y - Φx                       （3-2） 

式（3-2）与（3-1）只有很小的差别，但却使得问题变成了求解一个凸优化问题,

于是可以方便的将最优化范数问题简化为线性规划问题,目前已有多名学者提出

了不同的算法来解决这个问题。 

在压缩感知理论的框架下，信号的采样率将不再取决于信号带宽，而是取决

于信息在信号中的内容和结构，压缩感知理论打破了 Nyquist 采样定理的限制，

为信号的采集和处理提供了新的思路和方法，这对应用科学和工程的许多领域具

有十分重要的影响。 

3.2 压缩感知理论下的稀疏信号 

压缩感知是一种利用信号的稀疏性或可压缩性对信号重构的技术。因此，该

理论首先要求信号在特定的基上是“稀疏”的或“可压缩”的。其核心思想是，

让这些信号在采样的同时就能够在前端被压缩，从而可以在很大的程度上降低信
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号的采样率。 

一个有限长度的复信号  (1) (2) ( ) Lx x x L C x  ，可以表示成为一组有

限正交基  1

L
k kψ 的线性组合。对应的系数设为 Lii ,,2,1,  ，即 

1

L

k k
k




 x ψ Ψα                           （3-3） 

式（3-3）中， 1 2[ , , , ]LΨ ψ ψ ψ ， 1 2[ , , , ]TL  α  是信号 x在基矩阵Ψ下的系

数。显然，α和 x是等价的信号表示形式。若α满足
0

K L α ，
0

 表示向量

的 0l 范数，则信号 x称为K稀疏信号。 

3.2.1 时空域下的稀疏信号 

我们首先考虑稀疏信号的重构问题，若信号 x在时空域本身就是稀疏的或者

是可压缩的，则给定一个投影测量矩阵 ( )M N M N Φ R ，如图 3.1 所示，对稀

疏信号 x用测量投影矩阵Φ进行线性投影测量得到测量值矢量 y，即 

=y Φx                              （3-4） 



Φy x

 

图 3.1 时空域稀疏信号的压缩过程 

式（3-4）中的投影矢量 y可以用来重建信号 x。由于投影矢量 y的维数M 远小于

信号 x的维数 N ，所以方程（3-4）是一个欠定方程，具有无穷多的解，通过直接

求解的方法不能重建原信号。但是，理论证明[46]，如果原信号 x在时空域中是 K

稀疏或者可压缩的 )( MK  信号，并且Φ满足 RIP[47~48]条件时，则可以通过求解

0l 范数的最优化问题，由投影矢量 y以很高的概率精确的重建原信号： 

0
min x  . .s t  y Φx                        （3-5） 

上式中，
0

x 代表矢量 x的 0l 范数，即矢量 x中非零的元素个数。Candès. E 等人

指出，当测量数据关系满足 ))log(( KNKOM  ，并且投影矩阵Φ满足 RIP 条件

时，就可以以很高的概率准确地重建 K 稀疏度信号 x。 
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3.2.2 变换域下的稀疏信号 

时空域下稀疏信号的模型很简单，但是常见的信号在时空域中几乎都不是稀

疏信号，因而，不能用上述的信号重构模型来直接重构原信号。然而，通常的情

况下，时空域的非稀疏信号影射到变换域后，会变成稀疏的或可压缩的。因此，

傅里叶变换、小波变换以及多尺度几何分析等，为上面的问题提供了解决思路，

即寻找待处理时空域非稀疏信号在某变换域下的稀疏表示方式。 



αΨΦy

x Ψα
 

图 3.2 变换域下的稀疏信号压缩测量过程 

设信号 x在基变换矩阵Ψ下是稀疏的或可压缩的，即 x Ψα，α是信号 x 在

变换域下的稀疏表示，则图 3.2 中所示的信号y，在投影测量矩阵Φ下可以表示

为 

  y Φx ΦΨα Θα                        （3-6） 

式中， Θ ΦΨ为 NM  维的感知矩阵（Sensing Matrix）， y可以看成是稀疏信号

α在投影测量矩阵Θ下的线性投影测量值。如果感知矩阵Θ满足稀疏信号重构条

件 RIP，则同样可以通过求解最优化 0l 范数问题，以极高的概率来精确的重建稀

疏信号α： 

0
min α  . .s t  y Θα                       （3-7） 

因为变换域Ψ是固定不变的，要让 Θ ΦΨ满足 RIP 条件，则投影测量矩阵Φ
必须满足一定的条件。对此，E.Candès 和 T.Tao 提出来的约束等距条件以及

D.Donoho 提出来的不一致性条件，给出了稀疏信号重构的充分条件。目前常用的

测量矩阵有：高斯随机矩阵、二值随机矩阵、局部傅里叶矩阵等。 

求出信号 x的稀疏表示系数 α̂，就可以进一步通过变换域基Ψ精确的重构原

信号 x： 
ˆˆ x Ψα                            （3-8） 

同传统的信号采样方法对信号 x先采样然后再压缩的方式不同，压缩感知理
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论利用信号的稀疏性或可压缩性，用少量的测量数据通过求解最优化问题直接重

构信号 x，这突破了 Nyquist 采样定理的限制，提高了信号处理中数据采集与处理

的效率，节约了信信息处理系统中数据存储和传输的资源。 

3.3 压缩感知的基本理论 

传统信号编码解码的过程如图 3.3 所示：首先在信号编码端对信号采样，然

后对所有的采样数据进行变换，并将其中的重要参数（如信号的幅度和位置等）

进行编码，最后再将编码得到的值进一步存储和传输；信号的解码过程是信号编

码过程的逆过程，对接收到的数据进行解压缩和反变换，得到恢复后的原始信号。

这种编码解码方法有两个缺点：1）由于信号采样的速率必须等于或大于信号最高

频率的 2 倍，这会给硬件系统带来很大的负担；2）在信号的压缩和编码过程中，

大量计算后的数据被丢弃，这造成了内存资源和数据运算的极大浪费。 
 

X

Y

编
码
端

解
码
端

信号

接收数据

采样

解压缩、反变换

变换、压缩编码

恢复信号

Y

X̂
 

图 3.3 传统信号编解码理论框图 

压缩感知理论的编解码过程与传统的信号编解码过程不同，如图 3.4 所示。

CS 理论是一种新的理论框架，其在采样的同时对信号数据进行压缩，利用信号的

稀疏或可压缩性，在远低于 Nyquist 频率的采样速率下对信号进行测量编码。 

X

Y

编
码
端

解
码
端

稀疏信号

接收数据

测量编码

解码重构

恢复信号

Y

X̂
 

图 3.4 基于 CS 理论的编解码框图 

测量值Y 并非是信号本身，而是由高维数据到低维数据的投影值，从数学的

角度来看，每一个测量数据都是传统采样理论下的样本数据的组合，即每一个测

量数据都包含有所有样本数据的部分信息。信号的解码过程并不是简单的逆编码
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过程，而是利用稀疏信号重构算法，从概率的意义上对信号进行精确重构，并且

解码过程所需要的测量值远小于传统框架下的采样数。 

CS 理论主要涉及以下三个方面的内容：1）对于一个信号 NCx ，找到某个

正交基 N NC Ψ ，使 x在Ψ上的系数α是稀疏的，即解决信号的稀疏或可压缩性

表示问题。2）设计一个投影测量矩阵Φ，使其满足 RIP 条件，保证稀疏系数向

量α从 N 维降到M 维时，其包含的重要信息不被破坏，即解决信号的低速率采样

问题。3）设计一个快速重构算法，从线性观测值 y Θx中恢复原始信号 x，即解

决信号的重构问题。 

3.3.1 信号的稀疏表示 

CS 理论成立的前提是信号是稀疏或可压缩的，为了简化模型，以便可以清楚

地描述信号的疏表示问题，仅考虑长度为 N 的实信号 x，且 x =  TNxxx 21 。

根据矩阵理论可知， x可以用一组正交基  1 2 MΨ ψ ψ ψ 的线性组合来表

示，设对应的系数为 i ， 1,2, ,i N  ，则有 

1

L

i i
i




x ψ  Ψα                        （3-9） 

式中， i = , i x ψ ，α与 x均为 N 维列向量，Ψ为 NN  维矩阵。若信号x在基Ψ

下有且仅有K )( NK  个非 0 或者远大于 0 的系数时，则称信号 x为基Ψ上的稀

疏信号。 

当信号 x在变换域Ψ上有且仅有K个非 0 系数时，信号是严格稀疏的。而通

常的情况下，信号都是非稀疏的，但是在一些正交基Ψ上，可以得到这些信号的

近似稀疏表示，即信号在变换基下的系数是以指数级衰减趋近于零的。合理地选

择变换基Ψ，可以使信号的非零稀疏系数尽可能的少，这不仅可以提高信号的采

集速度，而且还能够减少信号存储、传输所使用的资源。傅立叶变换、小波变换

以及多尺度几何分析，这些变换的目的都是为了提取信号的特征，并对其进行稀

疏性表示。如何找到或者构造出适合某一类信号的正交基，以便求出信号最稀疏

的表示，这是一个很值得研究的问题。Peyré把变换基由正交基扩展成了由多个正

交基构成的正交基字典[49]。即在某一个正交基字典中，可以自适应地寻找到一个

能够逼近某种信号特征的最优正交基，对于不同的信号可以找到最适合其信号特

征的正交基，将信号变换到正交基空间以后就可以得到信号的最稀疏表示形式。 

3.3.2 投影测量矩阵的设计 

在 CS 理论中，通过变换得到信号的稀疏系数向量 1α Ψ x以后，需要设计
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一个投影测量矩阵Φ。Φ必须保证：对信号 x在该投影测量矩阵上进行投影得到

M 个投影测量值，并且这M 个测量值包含有信号x绝大部分的信息，从而可以用

少量的投影测量数据精确地重构信号 x。 

在压缩感知测量模型中，并不是对稀疏信号 x本身进行直接采样，而是将稀

疏信号 x 映射到投影测量基  1 2
T

MΦ    上，得到投影测量值

my = , x m ， Mm ,,2,1  。用矩阵形式表示为： 

  y Φx ΦΨα Θα                       （3-10） 

其中， m 为 N 维列向量， y是M 维列向量，Θ是 )( NMNM  维矩阵，称为

感知矩阵或测量矩阵。投影测量的过程是非自适应的，即Φ不需要根据信号 x不
同而变化，测量的也不再是信号的采样点，而是信号的本身，并且要求感知矩阵

必须满足RIP条件。这说明了投影测量矩阵Φ与信号的稀疏系数表示基Ψ不相关，

即Φ的行不可以由Ψ的列表示，Ψ的行也不可以由Φ的列表示。 

当 NM  时，式（3-10）是一个欠定方程，无法直接求解此方程到正确的解。

但是，由压缩感知理论可以知到，对于一个稀疏或者可压缩信号，当感知矩阵

Θ ΦΨ 满足一定的条件时，可以通过求解一个最优化问题，以极高的概率精确

重构信号 x。 

从压缩感知的过程可以看出，必须选择合适的测量矩阵，才可以从压缩后的

数据中精确地重构原信号。目前，可以用于压缩感知的测量矩阵主要有以下几种：

高斯随机矩阵、二值随机矩阵(伯努力矩阵)、傅立叶随机矩阵、哈达玛矩阵等。 

3.3.3 稀疏信号的重构算法 

稀疏信号重构是压缩感知理论中极为关键的一步，是从少量的非自适应线性

观测数据中重构原始信号，即从M 个观测数据中重构长度为 N )( NM  的原始

信号。在信号重构过程中，由于观测数据长度M 远远小于信号的长度 N ，因此必

须要面对求解欠定方程 y Φx的问题。理论上，最简单的方法是求解 0l 最小化范

数问题 

0
min x   . .s t    y Φx                   （3-11） 

式（3-11）所示为 x的 0l 范数问题，实际上是求解向量 x中非零元素的个数。 0l 最

小化范数问题从理论上说是最优的，但是在实际中却很难实现，是一个 NP 难问

题。 

Chen，Donoho 和 Saundem 指出[32]，求解一个更为简单的 1l 最优化问题可以

产生与 0l 最优化问题等价的解： 

1
min x   . .s t    y Φx                   （3-12） 
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式（3-12）与式（3-11）只有极小的不同，但是却使得问题变成了求解一个凸优

化问题，可以简化为线性规划问题，典型的算法有：基追踪（BP）、正交匹配追

踪（OMP）等有效算法求解式（3-12）的最优化问题。此外，有效的算法还有迭

代阈值法以及其它各种改进算法。 

3.4 稀疏信号重构的条件 

压缩感知理论说明，对于稀疏的或可压缩的信号而言，当投影测量矩阵满足

一定的条件时，可通过求解最优化范数问题以极高的概率重构原始信号。为了可

以将压缩感知理论应用于信号的 DOA 估计问题中，必须要研究投影测量矩阵需

要满足的稀疏重构条件，使得研究基于压缩感知的 DOA 估计问题可以顺利进行。 

3.4.1 约束等距性条件分析 

E.Candès 和 T.Tao 提出来的约束等距性质(Restricted Isometry Property，

RIP)[44]，为稀疏信号重构问题存在定解找到了一个充分条件。以下是关于 RIP 概

念的数学定义。 

定义 3.1[44] 设Φ为 NM  维矩阵，且 NM  ，集合  1 2 NT  ， T

为集合T 的势，且 NT 。对于任意整数K， [1, ]K N ，定义 K 约束等距常数

(K-Restricted Isometry Constants,K-RIC)为 K ，则对于任意的 1T 维列向量c ，有

下述不等式成立 
2 2 2

2 2 2(1 ) (1 )K K    Tc Φ c c               （3-13） 

其中 TΦ 为矩阵Φ的列向量按照集合 T 中元素索引组成的子矩阵，对于任意的

TΦ ， K 为使得上式成立的最小数。同样的，对于任意满足 NKK  的整数K与

K ，定义 KK , 约束正交常数 ( KK , Restricted Orthogonality Constants，

KK , ROC) KK , 为使得不等式（3-14） 
2 2

, 2 2, K K   T TΦ c Φ c c c                 （3-14） 

对于所有满足  , 1, 2, ,N T T  ， KT ， K T 的子阵 TΦ ， TΦ 都成立的最小

数。式（3-13）称为约束等距性质(RIP)。 

根据常数 RIC 和 ROC 的定义，E.Candès 等人给出了由 1l 范数最优化问题精

确重构原始信号的充分条件： 

定理 3.1[44] 当K ( 1K )满足条件 

12,,  KKKKK                      （3-15） 
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时， 1l 范数最优化问题有唯一的解。 

目前为止，由 RIC 和 ROC 确定的的稀疏重构条件包括 23 43  KK  ，

12,2  KKK  ， 15.1,5.1  KKK  ， 125.1,25.1  KKK  。 

3.4.2 不一致性条件分析 

D. Donoho 提出来的不一致性条件(Mutual Incoherence Property, MIP)[45]也被

广泛地应用于稀疏信号重构问题之中。它指出，如果投影测量矩阵的任意两个列

向量的相似度越小，则其稀疏重建的性能就越好。 

定义 3.2[45] 设Φ =  1

N
i iΦ 是一个归一化的字典， iΦ 是字典中的原子，则该字

典的相关性的定义为 

( ) Φ = max ,j kj k
 Φ Φ                     （3-16） 

其中， ,    代表两个原子之间的内积， Nji ,,2,1,  。 

相关性 ( ) Φ 可以度量字典Φ中任意的两个原子之间的相关程度，当 ( ) Φ 的

值很小时，可以称字典Φ是不相关的，记为 : ( )  Φ 。 

D.Donoho 等人指出，在无噪的情况下，当字典Φ由两个相互正交的基的组

成时，若信号的稀疏度K满足条件 









 11

2
1


K                          （3-17） 

时，则可以通过求解 1l 最小优化范数问题，唯一且完全精确地重构出原稀疏信号。 

D.Donoho 和 M.Elad 等人对包含噪声的情况进行了研究，理论结果表明，当

满足 









 11

4
1


K                         （3-18） 

的条件时，信号重构的误差与噪声成比例。文献[50]得出结论，在包含噪声的情

况下信号可以稳定重构的充分条件是，信号稀疏度K满足 





















 11368.011

63
1


K               （3-19） 

T.T.Cai 等人[51]的研究指出，只要满足式(3-17)的条件，就可以在包含噪声的情况

下稳定地重构出原信号，具体的描述为： 

定理 3.2[51] 假设模型 

 y Φx n                         （3-20） 
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式（3-20）中，
2

2 n ，x为 K 稀疏信号，且满足 







 11

2
1


K 。令 x̂为下面 1l

最优化问题的解 

1
ˆ arg minx x   . .s t    y Φx             （3-21） 

其中，  ，重构误差满足 

2

3(1 )ˆ ( )
1 (2 1)K


 




   
 

x x                （3-22） 

该定理优化了信号稳定性重建的有关结论，使得在包含噪声和字典为一般字

典的情况下，信号稳定性重建的相关性条件比式(3-18)、(3-19)等更为弱化、更易

满足。 

3.4.3 约束等距性与不一致性的关系 

约束等距性条件和不一致性条件有着非常紧密的联系，从之前的定义可以看

出， 1,12   ，文献[52,53]指出 

 )1(  KK ，  KKKK ,                   （3-23） 

在这种关系下，等距约束条件下的结论也可以用不一致性条件下的框架来描

述。目前为止，在 RIP 框架下的最佳稀疏重构条件是 

125.1,25.1  KKK                         （3-34） 

由式（3-23）和式（3-24）可以得到，MIP 框架下的最佳稀疏重构条件为 





















 11

368.2
111

25.125.1
1


K            （3-25） 

显然，式（3-25）所示的条件不如 MIP 框架下最佳的条件（3-17）。因此，虽

然 RIP 和 MIP 有着紧密的联联系，但是它们本质上是两种不同的稀疏重建条件，

这两者的处理方式也不一样。 

3.5 本章小结 

本章主要介绍压缩感知理论的基本原理以及信号 DOA 估计问题在压缩感知

理论框架下的数学描述。首先介绍了压缩感知理论的研究现状与发展趋势；其次，

研究了压缩感知理论的基本原理和基本框架，主要包括时空域下的稀疏信号表示

形式和变换域下的稀疏信号表示形式，投影测量矩阵的设计和稀疏信号的重构算

法；最后，研究了稀疏信号重构的条件，详细介绍了约束等距性质(RIP)、不一致
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性性质(MIP)以及二者之间的关系。 
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第四章 基于压缩感知的 DOA 估计算法和仿真 

4.1 阵列接收信号的空域稀疏表示 

考虑一个阵元个数为 N 的均匀线阵(ULA)。假设有K个远场窄带信号源，则

该线阵在时刻 t接收信号的数学模型是 

( ) ( ) ( )t t t y Ax n                        （4-1） 

式中，A 为 N K 维阵列流形矩阵，且 

 1 0 2 0 0( ) ( ) ( )K  A a a a                   （4-2） 

式（4-2）中的导向矢量 0( )k a 为 
0 1

0 2

0

0( )

k

k

Nk

j

j

k

j

e
e

e

 

 

 









 
 
 
 
 
 

a


                          （4-3） 

式（4-3）中，


 c20  ，其中 c为光速，为波长；
1 ( sin )nk n kx
c

  ， Nn ,,2,1  ，

Kk ,,2,1  ， k 为第 k个信号源的方位角。 

由此可知，阵列流形矩阵A 的每一列 0( )k a 都对应着一个目标信号源的空间

位置 k ，也就是说阵列流形矩阵A 中包含着目标的方位信息。 

1x

2x

lx

1Lx

Lx

1
2

l

1L 

L

d d  

图 4.1 源信号的空间稀疏化图示 

如图 4.1 所示，将整个空间按角度分为 L份，即 L ,,, 21  ，假设每一个角

度划分 ),,2,1( Lll  都对应着一个潜在的源信号 lx ，“ ”表示空间实际存在的

源信号，“  ”表示空间中实际并不存在的源信号，那么阵列流形矩阵 A的每一列
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都对应着一个潜在的源信号的方位信息。为了体现出阵列接收信号的空域稀疏性，

潜在的信号源个数往往要比空间中实际存在的信号源个数大得多，即 KL  。同

样，这也构造了一个 1L 维的空域稀疏信号 x = 1 2  T
Lx x x ，在信号向量 x

中，只有空间中实际存在有目标的 K个位置为非零元素，而其余的 KN  个位置

均为零元素。因此，阵列接收信号 DOA 估计的数学模型可以表示为 

 y Ax n                          （4-4） 

其 中 ，  1 2
T

My y yy  为 某 时 刻 阵 列 中 阵 元 的 接 收 数 据 向 量 ，

 1 2
T

Lx x xx  表示包含有实际源信号的空域稀疏信号，A 为阵列接收信号

稀疏表示以后所对应的 N L 维的阵列流形矩阵，向量n则表示阵元实际接收到的

噪声。 

对于任意一个给定的空间角度划分方式 L ,,, 21  ，只要空间角度的划分

方式确定了，式（4-4）中的阵列流形矩阵A 也就随着确定了。利用 CS 理论来解

决阵列接收信号的 DOA 估计问题，就是根据阵列的接收数据 y和已经确定的阵列

流形矩阵A ，来重构空间信号源向量  1 2
T

Lx x xx  ，x中的前K个最大的

分量所在的位置即为空间中实际存在的源信号所对应的空域角度位置。然后，根

据空间角度划分 L ,,, 21  和信号向量 x 的一一对应关系就可以得到空间信号

源的 DOA 估计。因此，可以通过求解以下 1l 范数最小优化问题重构原始信号： 

1
ˆ arg min

. .s t 

 


 

x x

y Ax
                     （4-5） 

 
式中， 为噪声水平的一个估计。 

对于多快拍接收数据的情况，设阵列接收快拍数为 LN ，第 i次快拍接收的信

号矢量为 iy ，信号矢量为 ix ，噪声矢量为 in ，且服从复正态分布，即
2~ (0, )i CN n I ，由（4-4）式可得 

 Y AX N                          （4-6） 

其 中 ， 阵 列接 收 数据 矩 阵 1 2[ , , , ]
LN

Y y y y ， 信 号 方位信 息 矩 阵

1 2[ , , , ]
LN

X x x x ，噪声数据矩阵 1 2[ , , , ]
LN

N n n n 。 

上述讨论给出了基于压缩感知理论框架下的信号源 DOA 估计问题的数学模

型。由以上的问题描述可以知道，这里的阵列流形矩阵A 相当于 CS 理论中的投

影测量矩阵Φ，所以，为了确保可以由 1l 范数最小优化问题精确地重构原始信号，

并得到其准确的 DOA 估计，阵列流形矩阵A 需要满足一定的条件。在一个确定

的阵列结构下，阵列流形矩阵A 由信号源空间角度的划分形式决定，不同的空域

角度划分方式将会产生不同形式的阵列流形矩阵A ，如若采用适当的空间角度划

分方式，则得到的阵列流形矩阵A 就可以以极高的概率符合稀疏重构的条件[54]。 
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4.2 稀疏信号的重构算法 

4.2.1 L1-SVD 类算法 

压缩感知原理要求信号在某个表征域中可以被稀疏表示。在空域信号处理之

中，信号的稀疏度相对较高，可以采用稀疏重构方法进行求解。而传统的方法对

于信噪比的要求较高，且容易受到数据统计特性的限制，因此很难做到突破瑞利

限，得到较高的分辨率。L1-SVD 算法主要采用奇异值分解的方法，充分融合了

时间采样信号，并利用二阶凸规划求解目标函数的最优解，即解决在信号子空间

内伴随多采样数据的稀疏表示问题。 

由于空域信号相对整个空间来说已经很稀疏，可以直接建立稀疏表达方程

y Ax，其中 M NC A 是由空间导向矢量构成的稀疏矩阵，且 NM  。当有噪声

存在时，稀疏表达方程式为  y Ax n 。L1-SVD 方法是在 )1( pl p 方法的基础上，

充分利用 SVD 奇异值分解的特点，并结合多快拍数据，在信号子空间上进行 DOA

估计。L1-SVD 方法有效的降低了接收数据的维数，提高了 DOA 估计算法的效率

和准确性。 

在噪声存在的情况下，单快拍目标函数的表达式为： 
2

2 1min  y Ax x                      （4-7） 

式中为稀疏度参数，在不同的噪声强度下的大小有不同的选择。设快拍数为

T，则多快拍接收数据的目标函数表达式为： 

 Y AX N                          （4-8） 

其中， 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Tt t tY y y y ，目标函数（4-8）可以进一步表示为： 
2

2 ( )

1
min l

f  Y AX x                   （4-9） 

其中，
2 2

2
( )f vec  Y AX Y AX ，在这个目标函数中， 2( )x l 是由X 的每一个行向

量的 2l 范数构成的列向量， 2( )x l = 2 2 2
1 2[ , , , ]l l l T

Mx x x ， 2

2
(1), (2), , ( )l

i i i i l
x x x Tx  ，

1,2, , i M；如果X 的不同快拍中的幅度并不是线性相关的，那么出现的尖峰相

对于单快拍而言将会更加的突出。 

式（4-9）最大的缺点就是，算法的计算量过大，问题的大小随着采样数T线

性变化，计算量随采样数T的增加而超线性增加。因此，当采样数T 非常大时，

该方法将不能对信号源定位问题做到实时处理，需要对数据进一步利用 SVD 奇异

值分解进行降维处理。为了减少计算复杂度和噪声对算法的影响，利用 SVD 对

M T 维接收数据矩阵 1 2[ ( ), ( ), , ( )]Tt t tY y y y 进行奇异值分解。这种思想将数据

矩阵Y 分解成信号子空间和噪声子空间，仅保留信号子空间，用式（4-9）的方法
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对降维后的空间谱估计问题进行求解。 

用数学方法描述，SVD 分解可以表示为： 
Y ULV                        （4-10） 

对式（4-8）保留一个降维后的 M K维矩阵 SVY ， SVY 保留了信号的绝大部分的

能量，且有 

SV K K Y ULD YVD                     （4-11） 

式中， [ , ]D I 0 T
K K ， KI 为 K K 维单位矩阵， 0 为 ( )K T K  维零矩阵。令

SV KX XVD 和 SV KN NVD ，则有 

SV SV SV Y AX N                       （4-12） 

使用 SVD 奇异值分解将问题（4-8）的数据大小由T变为K，K为信号源的

个数。由于实际情况下，信号源个数K远小于样本数T，因此这极大地降低了计

算的复杂度。L1-SVD 算法的步骤如下： 

1. 获得阵列接收数据 1 2[ , , , ]  Y y y y AX N
LN ， LN 为接收数据快拍数； 

2. 对Y 进行 SVD 分解： Y ULV ; 

3. 降低接收数据的维数： SV KY YVD ， SV KX XVD ； 

4. 计 算 SVX 每 一 行 的 2l 范 数 2( )x l = 2 2 2
1 2[ , , , ]l l l T

Mx x x ，

2

2
(1), (2), , ( )l

i i i i l
x x x Kx  ， 1,2, , i M； 

5. 求解优化函数 2
2 ( )

1
min l

SV SV f  Y AX x 。 

4.2.2 MFOCUSS 类算法 

文献[36]给出了无噪声的情况下 MMV（Multiple Measurement Vectors）模型

的 FOCUSS 算法（简称 M-FOCUSS）的推导过程。其优化问题形式为 
( )min ( )pJ X   . .s t   Y ΦX   （0 1 p ）         （4-13） 

式（4-13）中，

/2
( ) 2

2
1 1 1

( ) ( [ ] ) | [ , ] |
pN N L

p p

i i l
J i x i l

  

 
   

 
  X x ， [ , ]x i l 是矩阵X 的第 i行

第 l列元素，N 为信号的长度，L为接收数据的快拍数。根据 Lagrange 乘子算法， 
式（4-13）的优化函数可以写成无约束的形式 

( )( , ) ( )pL JX Λ X +
1

( )
L

H
l l l

l
 Φx y              （4-14） 

式（4-14）中， , ( 1, 2, , )N
l l L   为 Lagrange 乘子向量。拉格朗日方程（4-14）
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存在最小解 *X 的一个必要条件是 * *( , )X Λ 为拉格朗日方程的稳定点。也就是说，

对于所有的 1, 2, ,l L  ，有 
( )

* ,

,

( , ) ( )

( , )
l l

l

p H
l

l l

L J

L
  

  

    

   

x x

λ

X Λ X Φ λ 0

X Λ Φx y 0
             （4-15） 

这里， ( , ) [ ( , ) / [1, ], , ( , ) / [ , ]]
l

TL L x l L x N l     x X Λ X Λ X Λ ，并且 ( , )
l
Lλ X Λ 具有

相似的定义。 ( ) ( )pJ X 关于元素 [ , ]x i l 的偏导数为
2( )

[ , ] ( ) | | [ ] [ , ]pp
x i l J p i x i l X x ，

因此，拉格朗日方程 ( , )L X Λ 关于 lx 的偏导数 ( , )
l
Lx X Λ 可以写成下式的形式 

( ) ( ) | | ( )
l

p
lJ p   x X X x                 （4-16） 

式中， ( ) X = 2
1,2, ,([( [ ]) ] )p

i Ndiag i 
x  。由式（4-15）和式（4-16）可知，稳定点 * *( , )X Λ

满足 

| | ( ) Hp   



  


 

 X X Φ Λ 0
AX Y 0

                  （4-17） 

解上述方程组[37]，可得 
1 1 1( ) ( ( ) )H H  

   X X Φ Φ X Φ Y               （4-18） 

可用下面的迭代过程求解 *X ， 
1 1 1

1 ( ) ( ( ) )H H
k k k

  
  X X Φ Φ X Φ Y              （4-19） 

式（4-19）中
1 (2 )( ) ( [ ] )p

k kdiag i  X x ，令
12

1 ( )k k


 W X ， 1 1k k A ΦW 联合

式（4-19）可以得到 M-FOCUSS 算法的计算过程。 

M-FOCUSS 的算法步骤为 

1. kW = 1 /2
1( [ ] )


p
kdiag c i ，其中

1/2

1 1
1

[ ] [ ] ( [ ])
k

L
l

k k
l

c i i i 


 
   

 
x x ， (0,1]p ，

1, ,i N  ； 

2. k kA ΦW ； 

3. †
k k kX W A Y。 

算法的收敛条件设为 

1

1

F

F

k k l

k l









X X

X
                      （4-20） 

对于在包含噪声情况下的 MMV 模型，M-FOCUSS 算法引入了正则化因子 ，

称为正则化 M-FOCUSS 算法，其算法步骤为 
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1. kW = 1 /2
1( [ ] )


p
kdiag c i ，其中

1/2

1 1
1

[ ] ( [ ])
L

l
k k

l
c i i 



 
  
 
 x ， (0,1]p ， 1, ,i N  ； 

2. k kA ΦW ； 

3. 1( )H H
k k k K K   X W A A A I Y。 

4.3 MFOCUSS 算法的改进—SVD-MFOCUSS 算法 

4.3.1 稀疏信号模型的降维表示 

将式（4-6）的阵列接收数据矩阵Y 用 SVD 分解表示为 
HY ULV                        （4-21） 

对式（4-21）保留一个降维后的 M K维矩阵 SVY ， SVY 保留了信号绝大部分的能

量，且有 

SV K K Y ULD YVD                   （4-22） 

式中， [ , ]TK KD I 0 ， KI 为 K K 维单位矩阵， 0 为 ( ) K T K 维零矩阵。令

SV KX XVD 和 SV KN NVD ，则有 

SV SV SV Y AX N                     （4-23） 

比较式（4-6）和式（4-23）可以知道，阵列接收数据矩阵由  LM N 维降低至

M K维，实际情况中，有  LK N ，因此通过求解式（4-23）进行 DOA 估计比

直接求解式（4-6）运算量显著降低。此外，SVD 分解本质上是一个信号分量累

积的过程，这使得在低信噪比情况下也可以采用稀疏重构算法进行有效的 DOA

估计。 

4.3.2 稀疏信号模型优化求解 

实际中，目标信号在空域是稀疏的，在 N 个快拍期间，目标信号未跨角度单

元移动，即在式（4-6）中有，
0ix =K M ， ix 与 jx （ i j ）的非零元素位置

相同，故X 中仅有K个非零行，其余的M K 行为零，所以X 为行稀疏矩阵。由

于 SV KX XVD 的右乘矩阵为阵列初等变换，故 SVX 与X 具有相同的系数特征。类

似于信号矢量稀疏性的描述，稀疏矩阵的行稀疏特性可以用其非零行的个数来描

述，即 
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0
supp( )SV SVr X X                   (4-24） 

其中
0r

 表示矩阵非零行的个数，  表示集合的势。 

因此，用 MFOCUSS 算法对稀疏问题（4-23）中的 SVX 进行估计，得到

SVD-MFOCUSS 算法的谱估计公式为 

2
( ) ( ,:)i SVP i  X ，( 1, 2, , )i L               (4-25） 

4.3.3 SVD-MFOCUSS 算法求解步骤 

1、对接收数据矩阵Y 进行 SVD 分解，得到降维后的数据矩阵 SVY ； 

2、 kW = 1 /2
1( [ ] )


p
kdiag c i ，其中

1

1/2

1
1

[ ] ( [ ])
k

L
l

k SV
l

c i i




 
  
 
 x ， (0,1]p ； 

3、 k kA ΦW ；  

4、 †
k k kSV SVX W A Y 。 

算法的收敛条件设为：
1

1

k k
F

k
F

SV SV l

SV l









X X

X
。 

4.3.4 SVD-MFOCUSS 算法性能分析 

对 SVD-MFOCUSS 算法、Beamfongming 方法、Capon 方法、MUSIC 算法、

ESPRIT 算法、L1-SVD 算法与 MFOCUSS 算法在运算量，估计精度和同等条件算

法运行时间等方面进行比较，讨论 SVD-MFOCUSS 算法在这些方面的性能。表

4.1 是对各个算法的计算量和估计精度的分析。从表 4.1 中可以看出，ESPRIT 算

法的以运算量只跟阵元个数M 有关，不受空间角度稀疏化个数 N 的影响，其在

所有的算法中运算量是最小的。Beamforming 方法、Capon 方法和 MUSIC 算法的

运算量受阵元个数M 和空间角度稀疏化个数 N 的影响，当阵元个数M 固定时它

们的运算量与 N 呈线性关系。MFOCUSS 算法和 SVD-MFOCUSS 算法的运算量

与阵元个数M 、空间角度稀疏化个数 N 、快拍数 L和空间信号源个数 K有关，

当 L、M 和K不变时，MFOCUSS 算法和 SVD-MFOCUSS 算法的运算量与空间

角度稀疏化个数 N 成二次方关系；当 N 和M 固定时，MFOCUSS 算法的运算量

与快拍数 L成线性关系，而 SVD-MFOCUSS 算法的运算量与空间信号源个数K成
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线性关系，由于 L K ，因此 SVD-MFOCUSS 算法的运算量要远小于 MFOCUSS

算法；虽然SVD-MFOCUSS算法的运算量比MFOCUSS算法小，但是与MFOCUSS

算法相比 SVD-MFOCUSS 算法需要用到奇异值分解，因此需要知道空间信号源的

个数，而空间信号源的个数很难精确地估计道，因此 SVD-MFOCUSS 算法在减小

运算量的同时也损失了一部分的估计精度。L1-SVD 算法的运算量与空间角度稀

疏化个数 N 成三次方关系，当 N 增大时它的运算量会急剧增加，因此其算法精

度虽高但是运算量也很大。从表 4.1 中还可以看出，当空间角度间隔为 时，

Beamforming 算法的估计进度为8 ，而其余算法的估计精度为 2 。 
表 4.1 算法的计算量与估计精度分析表 

算法 计算量 估计精度（度） 角度间隔(度) 

Beamforming 2( )O N M  8    

Capon 2( ( 1)! )O N M M   2    

MUSIC 3( )O N M  2    

ESPRIT 3( )O M  2    

L1-SVD 3( )O KN  2    

MFOCUSS 
2

2

(

( 1)! )

O N N L

M M
  


 2    

SVD-MFOCUSS 
2

2

(

( 1)! )

O N N K

M M
  


 2    

 

以下的数据是在 windows 系统下主频为 1.58GHz 和 2.95GHz 的双核 pentium

（R）双核 CUP 下用 matlab 实现仿真得到的仿真数据，在算法仿真中，除了空间

角度稀疏化个数 N 外，其它的参数均为固定值。表 4.2 中数据显示的是各算法的

运算量和空间角度稀疏化个数 N 之间的关系。从表 4.2 中的数据可看出在空间角

度稀疏化个数 N 由小到大增加时，ESPRIT 算法的运算量基本保持不变，

Beamforming 方法、Capon 方法和 MUSIC 算法的运算量线性增加，L1-SVD 算法、

MFOCUSS 算法和 SVD-MFOCUSS 算法的运算量成非线性关系增加，这都验证了

表 4.1 中对各算法性能的分析。 
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表 4.2 算法运算量与空间角度稀疏化个数的关系表（时间单位：s） 
空间角度稀疏化个数 

算法 
288 576 1200 2250 4500 9000 18000 

Bf 3.1 3.4 4.1 5.3 7.7 12.3 23.1 
Capon 3.4 4.0 5.2 7.3 12.0 21.2 39.8 

MUSIC 3.3 3.7 4.6 6.1 9.4 16.2 30.2 
ESPRIT 2.9 3.0 2.9 3.0 2.9 3.0 2.9 
L1-SVD 579.4 1226.3 3588.8 9031.8 28861.8 103977.5 420411.9 
MFOCU

SS 
24.0 35.2 52.3 78.3 103.2 239.3 563.2 

SVDMF
OCUSS 

14.6 15.4 17.0 19.8 24.6 33.7 52.7 

 

表 4.3 反应的是 MFOCUSS 算法和 SVD-MFOCUSS 算法的运算量和快拍数L

之间的关系。从表 4.3 中的数据可以看出，随着快拍数 L的增加 MFOCUSS 算法

和 SVD-MFOCUSS 算法的运算量都在增加，但是 SVD-MFOCUSS 算法运算量的

增加速度明显要小于 MFOCUSS 算法的增加速度，在相同的快拍数下 MFOCUSS

算法的运算量要明显小于 SVD-MFOCUSS 算法，且随着快拍数的不断增加这种关

系就越发的明显。经过实验仿真验证 SVD-MFOCUSS 算法的估计精度是 0.05 度。 

表 4.3 MFOCUSS 和 SVD-MFOCUSS 算法的运算量与快拍数的关系表（时间单位：s） 
快拍数 

算法 
200 400 800 1600 3200 6200 12800 

MFOCUSS 14.1 27.0 43.7 84.9 160.8 351.2 658.4 
SVD-MFOCUSS 6.4 12.0 19.6 37.8 76.9 152.8 319.4 

4.4 仿真实验分析 

实验 1. 考察两个相邻近的非相干信号 DOA 估计情况，信号的入射角度分别

为 1 20  ， 2 22  ，阵元数为 8，阵列接收快拍数为 200，信噪比为 10dB。图

4.2 为 Beamforming 算法、Capon 算法、MUSIC 的算法和 SVD-MFOCUSS 算法的

空间频谱对比。由图 4.2 可以看出 L1-SVD 算法和 SVD-MFOCUSS 算法能够有效

的分辨邻近目标信号，而 Beamforming 算法、Capon 算法及 MUSIC 算法无法分

辨这两个邻近目标，这说明 SVD-MFOCUSS 算法具有更高的角度分辨力。 
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图 4.2 相邻非相干信号的空间谱估计 

实验 2.比较各个算法在不同信噪比情况下的 DOA 估计性能，信号入射角度

分别是 1 20  ， 2 30  ，阵元数为 8，阵列接收快拍数为 200，信噪比分别为-10dB

和 20dB。图 4.3 为各算法在-10dB 时的空间谱估计对比。图 4.4 为各算法在 20dB

时的空间谱估计对比。对比图 4.3 和图 4.4 可以看出，在 20dB 情况下，Capon 算

法、MUSIC 算法、L1-SVD 算法和 SVD-MFOCUSS 算法可以分辨两个信号，而

Beamforming 算法融合了两个谱峰；在 -10dB 情况下， L1-SVD 算法、

SVD-MFOCUSS 算法和 MUSIC 算法可以分辨两个信号，而 Beamforming 算法和

Capon 算法都融合了两个谱峰。这说明 SVD-MFOCUSS 算法在低信噪比情况下也

具有良好的 DOA 估计性能。 
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图 4.3 -10dB 时的非相干信号空间空间谱估计 
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图 4.4 20dB 时的非相干信号空间空间谱估计 

实验 3. 考察相干信号的 DOA 估计情况，信号入射角度分别是 1 20  ，

2 30  ，阵元数为 8，阵列接收快拍数为 200，信噪比分别为 20dB。比较图 4.5

和图 4.6 可以看出，在非相干信号情况下，Capon 算法、MUSIC 算法和
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SVD-MFOCUSS 算法可以分辨出两个信号；在相干信号情况下，L1-SVD 算法和

SVD-MFOCUSS 算法仍然可以精确的分辨出两个信号，而其它算法的 DOA 估计

性能显著下降。 
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图 4.5 非相干信号空间谱估计 
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图 4.6 相干信号空间谱估计 
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实验 4. 考虑非相干信号在不同信噪比下的 DOA 估计情况，入射角度为

1 20  ， 2 30  ，阵元数为 8，快拍数为 200，信噪比为 10dB。图 4.7 为各算法

的 DOA 估计均方根误差随信噪比变化的关系曲线。通过对比可以看出，在非相

干信号的角度间隔较大时，各算法均能对目标角度做出正确的估计，并且具有相

近的估计性能，但是由图 4.5 和图 4.6 可以看出 SVD-MFOCUSS 算法比传统 DOA

估计算法具有更窄的主瓣和更低的旁瓣。 
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图 4.7 非相干信号 DOA 均方根误差随信噪比变化曲线 

实验 5. 考虑相干信号在不同信噪比下的 DOA 估计情况，入射角度为

1 20  ， 2 30  ，阵元数为 8，快拍数为 200，信噪比为 10dB。图 4.8 为相干信

号情况下各算法的 DOA 估计均方根误差随信噪比变化的关系曲线。由图 4.8 可以

看出，SVD-MFOCUSS 算法估计的均方根误差，明显小于传统的 DOA 估计算法，

其性能要优于传统算法。 
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图 4.8 相干信号 DOA 均方根误差随信噪比变化曲线 

实验 6. 考虑相干信号 DOA 估计情况，入射角度为 1 20  ， 2 30  ，阵元

数为 8，快拍数为 400，实验次数为 100。图 4.9 为 MFOCUSS 算法在信噪比分别

为-15dB 和 15dB 时的空间谱估计输出，图 4.10 为 SVD-MFOCUSS 算法在信噪比

分别为 -15dB 和 15dB 时的空间谱估计输出，图 4.11 为 MFOCUSS 和

SVD-MFOCUSS 算法在信噪比为-15dB 时的空间谱估计输出。由图 4.9 可以知道，

MFOCUSS 算法适用于高信噪比情况，在信噪比较低时 DOA 估计性能下降。图

4.10 显示 SVD-MFOCUSS 算法在低信噪比情况下的 DOA 估计性能和在高信噪比

情况下的 DOA 估计性能同样好。图 4.11 说明，在低信噪比情况下 SVD-MFOCUSS

算法的 DOA 估计性能优于 MFOCUSS 算法。 
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图 4.9 MFOCUSS 算法在信噪比分别为-15dB 

（左）和 15dB（右）时的空间谱估计输出 
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图 4.10 SVD-MFOCUSS 算法在信噪比分别为 

-15dB（左）和 15dB（右）时的空间谱估计输出 
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图 4.11 MFOCUSS 和 SVD-MFOCUSS 
算法在信噪比为-15dB 时的空间谱估计输出 

实验 7. 考察 MFOCUSS 算法和 SVD-MFOCUSS 算法在不同信噪比情况下的

均方根误差。信号入射角度为 1 20  和 2 30  ，阵元数为 8，快拍数为 400。图

4.12 为 MFOCUSS 算法和 SVD-MFOCUSS 算法在不同信噪比情况下的均方根误

差曲线图。从图 4.12 中可以看出在低信噪比的情况下，SVD-MFOCUSS 算法的均

方根误差明显要小于 MFOCUSS 算法。这同样说明 SVD-MFOCUSS 算法适用于

信噪比较低的情况，其性能优于 MFOCUSS 算法。 
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图 4.12 DOA 均方根误差随信噪比变化曲 

实验 8. 考察在非相干信号和相干信号两种情况下，当信号的个数较多时各

个算法的性能。信号的角度分别为 30 ， 15 
，0，15和30，阵元数为 8，快拍

数为 200，信噪比为 20dB。图 4.13 为多个非相干信号的空间谱估计输出，图 4.14

为多个相干信号的空间谱估计输出。比较图 4.13 和图 4.14 可以看出，Beamforming

算法在信号个数较多时不能正确的对信号进行 DOA 估计。Capon 算法和 MUSIC

算法可以对都多个信号进行 DOA 估计，但是只能用于非相干信号的情况，当空

间中存在着相干信号时，Capon 算法和 MUSIC 算法失效。而 L1-SVD 算法和

SVD-MFOCUSS 算法在信号个数比较多时，无论信号是相干信号还是非相干信

号，这两种算法都能正确的对信号进行 DOA 估计，且性能不会受到影响。 
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图 4.13 多个非相干信号的空间谱估计输出 
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图 4.14 多个相干信号的空间谱估计输出 

实验 9. 由于SVD-MFOCUSS算法的运算量会随着空间角度稀疏化个数 N 的

增加而增加，当 N 较小时这种变化还不太明显，但是当N 较大时，SVD-MFOCUSS

算法的运算量会急剧增加。而有时为了获得较高的精度，必须对空间角度进行细
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化，这就会使得 N 变得很大，从而增加算法的运算量。由于空间信号都是稀疏信

号，信号源个数并不是很多，当信号源在空间中的分布较集中时可以把空间信号

的DOA估计过程分成两步，首先粗略地估计出空间信号源的分布范围，然后再在

这一个小范围内对信号源进行高精度的DOA估计，这样可以节省很大的运算量，

还可以获得较高的精度，并且信号源分布越集中运算量节省就越多。由于Capon方

法较为简单，我们可以先用Capon方法估计出空间信号源的大概分布范围，然后再

用SVD-MFOCUSS算法来做精确的DOA估计。图4.15和图4.16是对角度为 30.6 、

22.6 、0.6、15.6和30.6的6个空间信号的DOA估计图。图4.15的角度间隔为1，

估计范围为 90 ~ 90  ，从图中可以得出空间信号源的分布范围为 31 31~  。图4.16

的角度隔间为0.1，估计范围为 40 40~  ，其运算量要比直接在 90 ~ 90  范围内

进行DOA估计减少5 9 。 
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图 4.15 Capon 方法的 DOA 估计图 
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图 4.16 SVD-MFOCUSS 算法的 DOA 估计图 

4.5 本章小结 

本章分析了阵列接收信号的空域稀疏表示形式，介绍了稀疏信号重构算法

L1-SVD 和 MFOCUSS，对传统的 DOA 估计算法以及基于 L1-SVD 和 MFOCUSS

的 DOA 估计算法做了仿真实验分析。为了解决传统的 DOA 估计算法无法用于相

干信号源以及 MFOCUSS 算法不适用于低信噪比的情况，提出了一种新的基于

CS的DOA估计算法，SVD-MFOCUSS算法。SVD-MFOCUSS算法是对MFOCUSS

算法的改进，其本质上是采用奇异值分解进行信号降维和能量积累，改善了传统

稀疏信号恢复算法的应用范围，能在低信噪比情况下使用，且显著降低了计算量

（同样的条件下运行 SVD-MFOCUSS 算法和 MFOCUSS 算法各 1000 次，

SVD-MFOCUSS 算法用时 165.9 秒，MFOCUSS 算法用时 258.2 秒）；同传统的

DOA 估计算法相比较，SVD-MFOCUSS 算法能对任意相干信号进行高分辨 DOA

估计，且具有良好的估计性能。 
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第五章 结论 

波达方向估计（DOA）是阵列信号处理技术一个重要的研究方向，是近年来

迅速兴起来的一门技术，波达方向估计在雷达、通讯、声纳和地震信号处理等领

域有着广阔的应用前景。近年来，波达方向估计的各种算法取得了丰硕的研究成

果，其理论也在日益完善，但是应用到实践中，还是存在着很多的问题，所以还

需要对其进行深入的研究。 

5.1 本论文总结 

本论文主要对阵列信号处理技术中的 DOA 估计算法进行了一定的研究。归

纳起来讲，主要分为以下几方面的工作:首先，给出了远场窄带信号的一般数学模

型，对传统的 DOA 估计算法进行了研究，主要包括延迟—相加法、Capon 最小

方差方法、MUSIC 算法、ESPRIT 算法、最大似然法和综合法，重点研究了子空

间分解类算法 MUSIC 和 ESPRIT 算法。其次，研究了压缩感知理论的基本原理和

基本框架，主要包括时空域下的稀疏信号表示形式和变换域下的稀疏信号表示形

式，投影测量矩阵的设计和稀疏信号的重构算法；研究了稀疏信号重构的条件，

详细介绍了约束等距条件(RIP)、不一致性条件(MIP)以及二者之间的关系。最后，

分析了阵列接收信号的空域稀疏表示形式，介绍了稀疏信号重构算法 L1-SVD 和

MFOCUSS。为了解决传统的 DOA 估计算法无法用于相干信号源以及 MFOCUSS

算法不适用于低信噪比的情况，提出了一种新的基于压缩感知的 DOA 估计算法，

SVD-MFOCUSS 算法。SVD-MFOCUSS 算法是对 MFOCUSS 算法的改进，其本

质上是采用奇异值分解进行信号降维和能量积累，改善了传统稀疏信号恢复算法

的应用范围，能在低信噪比情况下使用，且显著降低了计算量。 

5.2 工作展望 

1、现有的大多数 DOA 估计算法，在对信号方向进行估计之前，一般都需要

假定信号源的个数是已知的，而在实际的工作中，对信号源个数的精确估计是很

困难的，因此研究如何精确的估计信号源的个数也是一个具有重要意义的工作。 

2、现有的具有高分辨率 DOA 估计算法，都具有很大的运算量，减少算法的

运算量、提高算法在低信噪比情况下的 DOA 估计性能、提高算法的鲁棒性和实

时性以及降低算法的实现复杂度，将是空间谱估计技术需要进一步研究的重要内
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容。 

3、在压缩感知理论中，要想实现稀疏信号的精确压缩重构，需要测量数、稀

疏度和信号长度之间满足一定的关系，因此，在压缩感知理论框架下的 DOA 估

计问题，在现有的研究基础上，还需要进一步研究这些参数之间的定量关系，为

实际应用提供充分理论支持与指导。 

4、目前，大多数的高分辨 DOA 估计算法都是建立在空间白噪声模型的基础

上的。但是，在实际环境中，噪声往往都是未知的或不确定的，因此，在实际中

白噪声模型的假设就会造成高分辨 DOA 估计算法的性能降低。而高阶累积量具

有可以减小高斯白噪声影响的性质，可以为我们在恶劣噪声环境下的 DOA 估计

提供极大的方便。因此，基于高阶累积量的 DOA 估计算法也应该是今后的 DOA

估计算法的一个主要研究方向。 
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