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分数阶原始对偶去噪模型及其数值算法
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摘要：目的结合分数阶微积分理论和对偶理论，提出了一种与分数阶ROF去噪模型等价的分数阶原始对偶模

型。从理论上分析了该模型与具有鞍点结构的优化模型在结构上的相似性，从而可使用求解鞍点问题的数值算法

求解该模型。方法使用求解鞍点问题的基于预解式的原始对偶算法对提出模型进行求解，并采用自适应变步长

迭代优化策略提高寻优效率，弥补了传统数值算法对步长要求过高的缺陷。同时论证了确保算法收敛性的参数取

值范围。结果实验结果表明，提出的分数阶原始对偶模型能够有效地抑制“阶梯效应”，保护纹理和细节信息，同

时采用的数值算法具有较快的收敛速度。结论提出了一种分数阶原始对偶去噪模型，该模型可采用一种基于预

解式的原始对偶算法进行求解。实验结果表明，提出的模型能有效改善图像的视觉效果，采用的数值算法能有效

快速收敛。
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Fractional-order primal·dual model and numerical algorithm for denoising
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Abstract：Objective By combining fhctional calculus and duality theory， a novel fractional—order primal—dual model，

which is equivalent with the fhctional ROF model，is proposed． We theoretically analyze its structural similarity with the

saddle—point optimization model． So the algorithms for solving the saddle—point problem can be used for solving the model．

Method The primal—dual algorithm based on resolvent for solving the saddle—point problem is used for solving the pmposed

model． The ad印tive variable step size iterative optimization strategy is used，which can impmve the optimizing emciency，

and remedy the step size 1imitation of the traditional numerical algorithms． In order to guarantee the convergence of the al—

gorithm，the range of the parameter is given． Reslllt The experiment results show that the pmposed fractional—order primal—

dual model is efkctive in avoiding the staircase effect and presen五ng texture and detail infbrmation，and the adoptive nu—

merical algorithm has faster convergence speed． C佣clusion In this p印er，we propose a fhctional—order primal—dual denois—

ing model，which can be solved by a primal—dual algorithm based on resolvent．The experiment results show that the proposed

model can impmve the image visual efkct effectively，and the adoptive numerical algorithm has faster conVergence speed．

Key words： image denoising； variation method；fractional—order gradient； saddle—point pIDblem； primal—dual； staircase
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0 引 言

图像去噪是数字图像处理领域的重要研究课题

之一，其主要目的是改善图像质量，便于图像处理后

续工作的进行。目前，该领域的研究热点和难点之

一，是图像噪声和边缘均属于图像中的高频信息，如

何寻找既能有效消除噪声，又能同时保留图像边缘

等细节特征的去噪方法。为了解决这一问题，1992

年Rudin等人⋯提出了著名的全变分正则化模型，

又称ROF模型。该模型通过引入能量函数，将图像

去噪问题转化为泛函求极值问题。所采用的函数空

间允许存在跳跃间断，因此可以较好地保持图像的

边缘。然而该模型建立在有界变差(BV)空问，而

BV空间的函数具有分段平滑特性，所以去噪后易产

生“阶梯效应”，即出现分段平滑现象。近年来，综

合考虑具有一阶正则项的ROF模型易产生“阶梯效

应”，而具有高阶正则项的变分模型虽能抑制“阶梯

效应”，但去噪效果不佳的缺点’2圳，一些学者将分

数阶微分理论引入到变分模型中，以解决该新衍生

的问题，取得了较好的效果。例如，zhang等人¨1提

出了一种分数阶多尺度图像去噪模型，并采用

Chamb011e的投影算法∞1求解模型。zhang等人"J

提出了一种分数阶变分图像修复模型，并采用梯度

下降算法旧。求解模型。此外，chen等人一1提出了一

种分数阶TV．12图像去噪模型，并采用Bioucas的

MM(majorization-minimization)算法¨叫求解模型。

本文重点研究分数阶变分图像去噪模型的数值

计算。研究发现通过对分数阶ROF去噪模型作等价

变换可得到一种分数阶原始对偶去噪模型，该模型在

结构上与具有鞍点结构的优化模型形式相近，可建立

对应关系，故可采用一种求解鞍点问题的更为灵活且

收敛速度较陕的原始对偶算法¨“求解。针对算法中
定义的参数，结合分数阶梯度算子的性质，给出了其

取值范围，以保证算法的收敛性。实验结果表明，提

出的分数阶原始对偶模型和现有的分数阶去噪模型具

有相同的特眭，即能有效抑制“阶梯效应”，保留更多的

图像细节特征。同时采用的原始对偶算法与一些现有

的求解分数阶问题的变分算法相比，收敛速度更快。

1分数阶原始对偶去噪模型的提出

1．1 ROF去噪模型

1992年，Rudin、0sher和Fatemi提出了著名的

全变分正则化模型，又称ROF模型，将图像去噪问

题建模为优化问题，表示为

鲤}㈠ⅦlI。+害忪一g l㈦ (1)

式中，x表示有限维向量空间，||·忆表示秽范数，

V表示梯度算子，H表示去噪后图像，g表示观测图

像，A表示正则化参数。

模型中第一项称为正则项，在优化过程中起到

抑制噪声的作用。第二项称为保真项，主要作用是

保持去噪后图像与观测图像的相似性，从而保持图

像的边缘特征。而正则化参数A用于平衡正则项

与保真项的作用。

下面给出正则项离散形式的定义。假定待处理

图像的大小为M×Ⅳ，则变分模型中梯度算子的离

散化形式为

(沌)。=((沌)；”(沌)；。) (2)

式中

c酬。=≯厂叱。；篡

c蛾。=皆一蚝。；■
一

则正则项的离散形式可具体定义为

Il沌忆=∑l(沌)i。l (4)

式中

l(沌)。J=~／((沌)；。)2+((沌)；，，)2(5)
1．2分数阶RoF去噪模型

在分数阶微分理论发展过程中，出现了多种函

数的分数阶微分定义。利用其中的Gmnwald．Letni—

kov(G—L)定义¨21构造分数阶梯度算子，其离散形

式为

(驴H)i。=((△?比)∽(△；H)。。) (6)

式中

(△?比)。。=∑(一1)‘c池吨，

(△；比)u=∑(一1)‘c；M。一 (7)

耻币嚣‰ (8)

式中，K表示分数阶梯度算子的展开项数，厂(·)表

示Gamma函数。

将ROF去噪模型的正则项由一阶扩展到分数

阶可得到分数阶ROF去噪模型，其离散形式可表

示为

0髓3
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鲤}(|1驴H忆+害Il M—g旺) (9)

模型中分数阶正则项的离散形式可具体定义为

I|驴比II。=∑1(PH)“l (10)

式中

l(驴H)。j l=~／((△?Ⅱ)巧)2+((△；H)iJ)2
(11)

不难看出，一阶梯度算子是由有限项组成的局

域算子，而分数阶梯度算子是由无限项组成的全局

算子，故分数阶RoF模型较经典的一阶ROF模型

考虑了更多的图像邻域信息，能保护更多的图像细

节特征。

1．3分数阶原始对偶去噪模型及其与鞍点优化模

型的关系

结合分数阶微积分理论和对偶理论，等价变换

分数阶ROF去噪模型，提出一种分数阶原始对偶去

噪模型。首先给出分数阶散度的定义：

定义1 对于任意的2维变量p=(p1，p2)∈y，y表

示有限维向量空间，分数阶散度的离散形式可定

义为

div’=(div肇)“ (12)

江1，2，⋯，M；，=1，2，⋯，Ⅳ

式中

(div’)i√=(一1)“∑(一1)‘c融幻+

(一1)“∑(一1)‘c壤m (13)

文献[5]中证明了分数阶ROF模型中的分数阶

正则项可作如下等价变换，即

||FH Il 1=sup(p，驴H)y=
——————L

sup((一1)“diV■，比)x

6，cp，={0+o。 ：茎： c，6，

而分数阶ROF图像去噪模型对偶描述的推导，

可令式(15)原始对偶模型中对偶变量p固定，对原

始变量H求导，得

g一半div肇 (17)

再代回到式(15)，可得到对偶问题描述，即

鼍1a圣(((一1)“div》，g)y—
p—V

一 ‘

1一六Il(一1)“div肇幔一鄙(p)) (18)
厶几

下面分析提出的分数阶原始对偶去噪模型与具

有鞍点结构的优化模型在形式上的相似性。具有鞍

点结构的优化问题可描述为‘11。

min ma)【((Ax，y)+G(z)一F+(y)) (19)

式中，x、y表示有限维实向量空问，(·，·)表示内

积，A表示任意线性算子，G和F表示任意函数，F+

表示F的拓扑对偶。

将优化模型中变量戈看成原始变量，变量y看

成对偶变量，则可将此鞍点问题看成是如下原始问

题和对偶问题的原始对偶描述。其中，原始问题可

表示为

min(F(Az)+G(z)) (20)

对偶问题可表示为

ma誊一(G+(一A+y)+F+(j，)) (21)

不难看出，如将原始问题式(20)与分数阶ROF

模型建立对应关系，即令F(A戈)对应分数阶正则

项，G(戈)对应保真项。则提出的分数阶原始对偶去

噪模型可与鞍点优化模型建立对应关系，即A=

一 l

(一1)“div“，G(H)={}1I H—g 1|；，F+(p)=6，(p)。

当且仅当慨√=~／(p}，，)2+(p乙)2≤1(14) 2 分数阶原始对偶数值算法
式中，(·)表示共轭运算。

依据该特性提出一种分数阶原始对偶去噪模

型，即分数阶ROF去噪模型的原始对偶描述，表

示为

mi望ma圣((一1)“div■，H)x+
H EX口∈y

≤}JJ比一g IJ；一6．D(p) (15)

式中，P={p∈y㈧p II。=m寻x h，√≤1}表示对偶

空间。艿。(·)是对偶空间中的指示函数，即分数阶正

则项的拓扑对偶，表示为

针对具有鞍点结构的优化问题，文献[11]中提

出了一种基于预解式的原始对偶数值计算方法。令

原始变量戈固定，对对偶变量y求导，可得到变量y

的预解式为

y=(J+VF+)一1(j，+A工) (22)

同理，令对偶变量y固定，对原始变量工求导，

可得到变量x的预解式为

z=(J+VG)一1(z—Ay) (23)

式中，W 4和VG分别对应函数F+和G的梯度。定
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义参数L=ll A ll=maX{ll触lI x∈x，I|x lI≤
1}，则当函数F+和G中至少有一个为凸函数时，算

法可描述如下：

1)初始化。给定初始步长丁。>0，盯。>0，且满

足丁。盯。三2≤1。令(zo，yo)∈x×y，；o=zo。

2)计算

y“”=(J+盯。W+)。1(y“+盯。A i”)

工“+1=(J+丁。VG)一1(z“一J『。A 4y“+1)

p。=1／~／l+2y丁。，丁。+l=咿。下。，盯。+1=盯／p。

【i”+1=z“+1+p。(工“+1一z”)

(24)

3)计算原始对偶间隔，定义为

f(z，y)2熘((y 7，舭)一F+(J，7)+G(z))一
毋i已((y，触’)一F+(y)+G(x’)) (25)

当该指标满足给定的迭代终止条件时，迭代终

止；否则，令n=n+1，转步骤2)。

不难看出，原始对偶间隔是对偶问题和原始问

题的目标函数差值。该差值在鞍点处可达到最

小¨11，故以该指标设定阈值，可保证算法收敛到最

优解。

考虑到提出的分数阶原始对偶去噪模型与具有

鞍点结构的优化模型在形式上的相似性，并且去噪

模型中保真项G(比)=睾llⅣ一g忙为凸函数，满足

算法的前提条件，故可采用上述数值算法实现图像

去噪的优化过程。该算法实现了自适应变步长迭

代，可有效提高寻优效率，弥补了一些传统数值算法

对步长要求过高的缺陷。

在数值算法实现中，需要确定预解算子(J+

盯即。)～，(J+丁V G)-1和线性算子A。因为

F+(p)=6，(p)，G(“)={}ll H—g 0；，所以

p=(J+盯W 4)。1(F)甘

p¨：—j!止一 (26)”

max(1，l磊．，J)

H=(J+r VG)一1(五)车亭

u驴刍半导 (27)u巧2—ij广 L川J

式中，F=p+D。A云，五=比一租+p，A=(一1)。div“。

下面具体给出求解提出的分数阶原始对偶去噪

模型的算法流程：

1)初始化。给定初始步长％>0，盯。>0，且满

p““=(p8+盯。A云“)／max(1，Ip”+盯。A云“1)

Ⅱ4+1=(比“一7-。A+p“+：+丁。Ag)／(1+r。A)

p。=1／以而，丁n+l=口。下。，盯n十l=盯。／9。
云川=H川+臼。(比川一H“)

(28)

式中，A=(一1)。div“。

3)计算原始对偶间隔，定义如下：

f(H，p)=啤a蕃((p 7，AH)一F+(p’)+G(Ⅳ))一

mi已((p，AH’)一F+(p)+G(M’)) (29)

当该指标满足给定的迭代终止条件时，迭代终

止；否则，令n=n+1，转步骤2)。

下面考虑算法的收敛性问题，文献[11]中已给

出了收敛性证明，但需满足参数￡的定义，故这里求

取参数L的取值范围。

因为

II(一1)。diV’旷=

∑(埘。p；√+删lpll√+⋯+伽K一1p；+K—lJ+
IJ

。uop：，j+删1p；，，+1+⋯+zux一1p；，』+K一1)。≤
， ， ’ 、’

2K×∑(训。砖)2+(伽。盛)2+(加。山。)2+
t，i

(侧。p；。+。)2+⋯+(伽K一。p：+K一。，j)2+(删。一，p：J+。一，)2≤

2K×(加；+训；+⋯+训；一。)||p||2≤

所以

7￡=IA l=||(一1)“div“J|≤以雨可可葡了_而 (30)

式中，叫i=(一1)ic?，K表示分数阶散度定义中展开

项的项数。

3数值实验与分析

基于预解式的原始对偶算法中，需要计算分数

阶算子A=(一1)“div。的伴随算子A+，如将图像视

为向量，根据线性代数理论，可得出作用于向量时A

的伴随矩阵等于A的转置。为了方便算法的实现，

H=一距y×Y∈p比令

≤算r汁肌∞
r足
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实验中首先对图像进行向量化处理。即通过逐行扫

描的方式，将图像矩阵转换为列向量，这样对于M×

Ⅳ的图像，图像矩阵的位置(i，，)对应列向量中的位

置(i一1)×Ⅳ+J。

算法参数设定如下，分数阶散度算子中令K=

20，算法初始步长盯。=丁。=1／￡。为了保证数据项

G(比)的一致凸特性，应满足7=c×A，其中，c∈(o，

1]，这里令c=0．35。A表示ROF模型的调整参数，

即保真项的权值，该值受噪声强度、图像内容、灰度

值范围等因素的影响。但对于某一特定图像，只有

在某个值的邻域内，去噪效果才会比较好。用试错

法进行确定，前提条件是保证去噪图像峰值信噪比

尽可能大。

3．1分数阶原始对偶模型去噪效果的分析

首先，从频域角度分析模型中分数阶次的选取范

围。图1中给出了分数阶微分在几个典型阶次仪下

的幅频特性响应曲线。不难看出，随着阶次的增加，

信号的中频和高频成分能有效增强。针对图像，中频

成分对应图像的纹理部分，高频成分对应图像的边缘

和噪声部分。综合考虑模型对噪声的抑制能力和对

图像细节特征的保护能力，本文选取“∈(1，2)。

8

图1幅频特性响应曲线

Fi昏1 Amplitude—frequency response

为了分析模型的去噪性能，首先选取临床心脏

超声图像作为测试图像，定性分析不同分数阶次下，

模型的去噪效果，如图2所示。实验中设定迭代次

数n=200，调整参数A=8。

图2中可清晰看出分数阶模型较一阶模型能有

效抑制“阶梯效应”，即分段平滑现象。而与二阶模

型相比，能更有效地去除噪声。随着分数阶次的增

加，图像的细节保护能力能有效增强，但也残留更多

的噪声成分。这一结果符合前面关于分数阶微分的

(f)a=1．8

图2不同阶次下心脏超声图像去噪效果比较

Fig．2 Comparison of denoised results under

diⅡ．erem orders on a cardiac ultrasound image

频率特性分析。

采用峰值信噪比(PSNR)作为量化指标，进行

评价和定量分析模型的去噪性能。

。燃l(Mo k l。1≤i≤埘。、⋯，J。
PsNR=1019_—≠等L—————一(31)

赢∑∑[(M。)i。一“i。]2MⅣ台刍“一”Ⅵ 一u。

式中，‰表示无噪声的原始图像，u表示去噪后

图像。

该指标适用于原始图像已知情况下，去噪性能

的测试。这里选取标准Lena图像作为测试图像，并

加人均值为0，标准差分别为10、20和30的高斯白

噪声。设定实验的迭代次数凡=200，比较不同分数

阶次作用下的去噪效果。图3中给出了标准差为
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20时，几个典型阶次作用下，去噪效果图及其局部

图的比较。表1中给出了去噪图像峰值信噪比的

比较。

(曲a=1．8的去噪图像(h)a=1．8的去噪图像局部图

图3 典型阶次下去噪效果及其局部效果的比较

Fig．3 Comparison of denoised results and their

local enlargements under classical orders

图3中可清晰看出分数阶较一阶情况能有效抑

制“阶梯效应”，并且在发丝部位能明显看出分数阶

能保留更多的图像细节特征，但随着分数阶次的增

加，会残留更多的图像噪声。

实验结果表明，峰值信噪比呈现先增大后减小

的变化规律。这验证了选取d范围的合理性。

表1不同阶次下去噪图像峰值信噪比的比较

Table 1 Comparison of PsNR at di骶rent order
／dB

d

1 1．2 1．4 1．6 1．8 2．0

10 32．275 8 32．3101 32．3905 32．4565 32．563 7 32．5506

20 30．3843 30．393 1 30．451 0 30．483 1 30．6呓2弧5692

30 28．375 3 28．535 5 28．5908 28．7381 28．828 3 28．7441

3．2算法的性能分析和比较

本节定量分析采用的基于预解式的原始对偶算

法的收敛性和收敛速度。首先跟踪模型对应的原始

问题和对偶问题的能量函数差值，即原始对偶间隔

的变化情况。从理论上讲，原始对偶间隔等于零时，

模型的解可收敛于鞍点，即达到最优解。选取含有

均值为0，标准差为30高斯白噪声的Lena图像作为

测试图像，设置参数A=8。图4中给出了几个典型

分数阶次作用下去噪迭代过程中原始对偶间隔的变

化曲线。结果表明，当1<d≤1．5时，算法能有效快

速收敛于鞍点，而当1．5<“<2时，算法收敛速度明

显减慢。该结论进一步验证了，当分数阶阶次增加

时，去噪模型在保护更多图像细节和边缘特征的同

时，也残留了更多的图像噪声，噪声去除能力减弱。

图4不同分数阶次时模型的收敛性比较

Fig．4 Comparison of convergence

under difIbrent fhctional orders

此外，为了说明该算法在变分数值算法中的快

速性优势，将其与一些经典算法进行比较，包括

ch砌bolle的投影算法，Bioucas的MM算法和Beck
的快速梯度算法¨31。选取Lena图像作为测试图

像，加入均值为0，标准差(盯)分别为10、20和30的

高斯白噪声。表2中给出了当仅=1．o，A=8，解的

均方根误差占≤10一时几种变分数值算法的迭代次

数和CPU时间的比较。

圈
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表2几种变分算法迭代次数和CPu时间(f)的比较

Table 2 Compa—s蚰of the n咖ber 0f iterati蛐s and the
CPU times彻seve瑚l va—ati_Dn algo—thms

不难看出，本文采用的基于预解式的原始对偶

算法收敛速度明显优于其他测试算法。

由定义可知，一阶梯度算子是由有限项组成的

局域算子，而分数阶梯度算子是由无限项组成的全

局算子，所以分数阶模型的实现在速度上要比一阶

情况慢。表3中给出了去噪Lena图像，当A=8，解

的均方根误差s≤10～，在不同分数阶次下分数阶

原始对偶算法的迭代次数和CPu时间的比较。

表3不同分数阶次下迭代次数和CPU时间(f)的比较

Table 3 Comparison of the肌mber of ite阳tio璐and the

CPU times under different f}actional order

结果表明，随着分数阶次的增加，算法的收敛速

度变慢。这与前面关于原始对偶间隔变化情况的测

试结论相一致。

4 结 论

提出了一种与分数阶ROF去噪模型等价的分

数阶原始对偶去噪模型。它与鞍点优化模型在结构

上具有相似性，故可采用一种求解鞍点问题的原始

对偶数值算法实现。该算法采用自适应变步长迭

代，弥补了一些传统数值算法对步长要求过高的缺

陷。实验结果表明，提出的分数阶原始对偶模型能

有效改善图像的视觉效果，抑制“阶梯效应”，保留

纹理和细节信息。同时采用的基于预解式的原始对

偶数值算法在特定参数取值范围内能有效收敛，且

收敛速度较快。
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