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张正中：量子围栏的模拟和计算

摘要

随着新技术特别是微电子技术的发展，传统的电子器件已经深入到微观量级，

量子效应逐步显现。因此，量子效应的出现不仅是电子器件制造面临的必须解决

的问题，同样也是量子器件研究的主要方向。1993年5月，美国加州圣荷塞阿玛丹

IBM研究中心的Cro姗ie等人在液氮温度下，将铁原子蒸发到清洁的Cu(III)表

面，然后用扫描隧道显微镜操纵这些铁原子使它们逐个地定位在铜表面上，从而构

造出这些形状各异的闭合图样，由这些原子排列而成的闭合图样即所谓的“量子

围栏"．对于处在围栏内金属表面费米态电子而言，这个由原子筑成的围栏便成了

一个横向的闭合势垒，它们被束缚在势垒内形成束缚态电子，试验上，在量子围栏

中可明显观察到二维电子分布在不同条件下的驻波图样，这也是微观粒子具有波

动性的一个直接证明。

在理论上，我们可以采用量子台球系统来近似“量子围栏”，通过研究量子台

球系统的本征行为来研究处于“量子围栏"内部的束缚态表面电子的特征行为。

对各种量子台球系统的研究是一个过去研究较多的课题，因为一般的量子台球系

统都是不可积系统，一般都是通过各种数值、近似方法进行研究计算。本文中，

笔者主要采用了一种较为有效的计算闭合深势阱量子系统本征行为的数值计算方

法——边界积分方法(Boundary Integral Method简称BIM)。该方法在分析计算

上，传统的作法一般存在着对本征值判断粗糙、精度差的问题，笔者通过引入一

种改进的判断条件“边界残量"，从而达到了有效的提高判断精度和提高计算效率

的目的。另外，为了通过引入“边界残量"和波函数分布关联度的概念，我们解
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决了计算系统简并度的问题，实际的计算结果显示，我们提出的方法非常简单有

效，这为研究其他复杂边界的量子台球系统提供了一种可行的路径。

笔者利用改进了BIM方法分别求解研究了Sinai台球模型系统和1／4 Sinai

台球系统内电子的本征能级和本征态波函数。一般认为，由于对称性的原因，Sinai

台球和1／4Sinai台球有着几乎相同的物理性质，出于简化计算量的考虑，故一般

只须研究1／4 Sinai台球即可得到对整个台球的物理特征的描述。但我们的计算

结果显示，由于Sinai台球系统和1／4 Sinai台球系统有着不同对称性，虽然两

者在经典行为上是完全一致的，但在微观下，两者的本征行为还是存在较大的差

异，从对称性上来说，1／4 Sinai台球系统的本征态只是Sinai台球系统的子集，

Sinai台球系统的很多本征态在1／4 Sinai台球系统上是不存在的。我们计算结果

说明，Sinai台球在高能态下的能谱结构以及本征态波函数要比1／4 Sinai台球系

统复杂的多，这说明，利用1／4 Sinai台球系统的研究结果来推测Sinai台球系

统的量子行为不是一个好的方法，这里遗漏了许多Sinai台球系统所独有的特征

行为。

在文章的最后，笔者模拟了圆型围栏，方型围栏和椭圆行围栏内的电子波函

数分布，得到了很多与试验上符合极好的结果。但在试图用类似方法模拟椭圆台

球内部的“量子鬼影"时，没有观察到期待中应该出现的对称映像。笔者认为，

这与用利用台球系统进行简单近似有关，后期工作我们准备利用有限高势垒近似

更加逼近实际的“量子围栏”，期待可以重现在椭圆焦点上出现“量子鬼影’’现象。

本文通过应用改进的BIM方法研究了几种二维台球系统的本征行为，并用台
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球系统近似模拟了不同形状的量子围栏内表面电子态分布，有助我们对试验中所

观察到的现象加以理解，了解这类系统的微观行为特征。笔者希望通过我们的工

作，能为以后关于量子围栏和量子点的工作提供一些借鉴和参考。

关键字：量子台球，量子围栏，表面态波函数，本征态

5



扬州大学硕士学位论文

Abstract

with the development Of new science and micI．o-electronics techniques，the

traditional electmn device can be made more and mO弛smalleb even intO the

micro．cosmic 6eld．The quantum effect gene豫lly stands out in such circumstance

aⅡd can nOt be ignored． Sometimes this pmblem is nOt an impOrtant

embaI．I．assment which the manufacturer should over cOme but a interest nsearch

dOmain．In May Of 1993，the Crommie and his grOup use STI讧equipment fix

several iron atomics on the Cu(III)suI?f．ace with help of Uquid nitrogen．These iron

atomics get together in a circle which made it Uke a bamer，and then the scientist

found the visible di：ffraction design in it which made by the electron．This system is

called quantlIm corral because the eIectron was cOn6ned in a tiny barrier

const阳ct by the inner i阳n’s electmns．Itis a forcefully evidence which can pmVe

the micro-article’s nuctuate pmperty．

In theory'we can use a quantum bmiard system to simulate．quantum corrals

and the distribution of wave f．unction can be regarded as the distribution of

electI．on in quantum corrals．In this papeb the Boundary—Integral T讧ethod(short

for BIM)，which is a powerful method for solve the eigen problem of quantllm

bnliard system，is adopted and some improVements were introduced to enhance the

numerical efnciency and accuracyn． By using new denned quantizatioⅡmeasure
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f．or BIM，eigen—eneI。gies can be determined accurately aⅡd quicⅪy：In this papeb a

simple and emcient def．mition， correlation nlnction about wave矗Inction， iS

intrOduced tO determine the degenerate degree Of eigen-states． These new

impmVements can provide anew accesses for the futlI№work in this 6eld．

1秒use the new quantizati蚰measu心for BIM，the writer simulate钾o I【inds

Of billiards system：the Sinai bilHard and the l／4 Sinai bnKard．The past work

believed that both of the Sinai bmiard and the 1／4 Sinai bmiard have the same

physics propeI’吼But our resun suggest，there are existed some eigen—states in the

Si眦ibmiard system which are舯t eigen—states in the l“Sinaibmiard．The set of

aIl eigen-states of 1／4 Sinai billiard is only the subset of Sinai biniard．The I．eason

shOuld be the di仃e阳nce Of spatial symmetry be钾een佃o systems．tha“s to say'

we can’t simply mgard the 1／4 Sinai bilKard as the l／4 pan cutted fhm Sinai

bilUard·In addition，the write find that the Sinai billiard’s wave fhnction Of high

eigen—state is more complex than the 1“Sinai bmiard．

In the 4th sector Of this papeb the author use BIM to calculate the

electmn-wave distribution nspectively in circle quantIIm barner and ellipse

quantum corral， the numerical result matches weU with the published

experimental result． But the result of simulation in the ellipse q岫ntllm cor豫1

with a small circle wall on its right focus point is not the expected One of published

experiments．Maybe it is caused by using a smaH circle wallto appmximate a atom
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at the focus，the appmximate is rough． In the foU们’ring，we wiU replace the smaU

circIe wall wim a circle 6nite stepped potential，we expect to find the atom’s

“quantum ghost"at anOther focus，the phenomena has
been found in published

experiment．

Key words： quantlIm bmiard，quantllm corral，surface electmn-wave

distribution，eigen—eneI罾es
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第一章： 绪 论

1．1引言

自有人类文明以来，人们就一直为探索宏观宇宙世界和微观物质结构世界的

奥秘而不懈努力。而对于微观世界的研究，由于受限于当时的观测手段，直到近

代，才出现了迅速的发展。1674年，荷兰人列文虎克(A．Van．Leeuwenhoek)发

明了世界上第一台显微镜，首次观察到血红细胞，为人类打开了丰富多彩的微观世

界大门，到了19世纪中叶，通过原子的散射试验，人们也开始在原子的尺度上认

识我们身边身边的微观世界，20世纪70年代末，扫描隧道显微镜(STM)的诞生更

是使人类从直观上观察到了原子尺度下的世界，使人类对微观世界的观察能力一

下子飞跃到千分之一的纳米级，并使人类可以在原子尺度下自由地操作特定原子，

这些技术在提高人类认识世界能力的同时，也大大刺激了微型电子器件和微加工

技术的迅猛发展。通过新的半导体工艺和加工技术，人类开始进入纳米时代。

扫描隧道显微镜(STM)的诞生是人类对原子世界进行研究的一个突破，它不

仅可以用来观察原子的分布，还可以实现在二维平面上对原子进行搬迁。在STM的

探针针尖上加很微弱的电流，就会在针尖上产生一个梯度电场，当原子与针尖的距

离非常接近(距离为几十纳米)的时候会，就会互相吸引，这时把针尖提起，针尖就

能够从样品表面吸取一个孤立原子并转移到别处，然后撤去电场，就可以将原子放

置到新的位置上，从而实现原子和分子的搬迁。1993年5月，美国加州圣荷塞阿玛

丹IBM研究中心的Cro咖ie等人在液氮温度下，将铁原子蒸发到清洁的Cu(III)表
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面㈠3，然后用扫描隧道显微镜操纵这些铁原子使它们逐个地定位在铜表面上，从而

构造出这些形状各异的闭合图样，由这些原子排列而成的闭合图样即为所谓的“量

子围栏”心1．对于处在围栏内金属表面费米态电子而言，这个由原子筑成的围栏便

成了一个横向的二维势垒，电子被束缚在势垒中。由于微观电子的波动性，在量子

围栏中，可以明显地观察到电子分布的驻波形式．这是微观粒子具有波动性的直

接的实验证明。

由于量子搬迁技术，人们可以随意的用STM改变围栏的形状，于是，又诞生各

种不同外型的量子围栏：有三角的，椭圆的，矩形的台球型的量子围栏。

其中，值得一提的主要是运动场型的量子围栏和椭圆量子围栏。运动场型的

量子围栏，由于其边界的特殊性，决定了其电子波函数的分布特性可以由运动场

边界的量子台球系统来模拟。同时，二维运动场量子台球模型是过去人们用来研

究量子混沌常用的模型之一。这就为实验上研究观测混沌现象提供了一条切实的

途径。
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说起量子混沌，我们得回顾一下对混沌科学发展的历史。早在100多年之前

的玻尔兹曼在推导他的著名的H定理时，就曾经提出过分子混沌的假设。但那时

的混沌一词只是被用来表示与宏观系统统计性质有关的无序特征。而到了19世纪

末，著名的数学家庞加莱在研究三体问题的稳定性的时候发现，即使是只有两个

自由度的保守系统也能做出难以想象的复杂运动。虽然他没有使用混沌这个词，

但从现在看来，三体问题就是一个典型的混沌问题。1963年，气象学家洛仑兹发

表了他用数值方法研究的大气热对流模型方程时发现的确定性非周期流。1964年，

天文学家埃农和海耳斯在关于星系中星体轨道的数值研究中，再次发现了当年庞

加莱用定性方法研究过的保守系统的中不规则运动。70年代以后是混沌科学的蓬

勃发展时期。混沌科学已经引起专家学者的广泛关注，混沌已经对自然科学，社

会各个领域产生重大影响。

在认识到混沌在经典力学中的重要地位之后，人们很自然地会想到确定性混

沌的概念推广到量子力学中去，量子混沌是70年代出现的量子力学研究中的一个

新方向。其目标是要弄明白，在经典世界里极为普遍的混沌现象，在量子世界里

会有什么样的表现形式。经过二十多年的研究，人们从能谱统计描述，定态波函

数的形式等各种量子现象中，辨认出了一系列与经典混沌有关的行为特征。其中
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某些特征，已在实验中被观测到，为了从理论上阐明这些特征，人们还建立了一

套半经典理论，这一理论推广了玻尔一索末菲的旧量子理论，把混沌系统的量子

力学行为与其经典的周期轨道行为联系在了一起。事实上，按照玻尔的对应原理，

将量子力学应用到宏观运动上所得到的结果。应该与经典力学的结果一致，力学

系统的混沌特征，也必然在其量子性质上有所表现。进入80年代，讨论量子混沌

的文献㈨4·5 1数量迅速增长，其大部分文章都致力于阐明经典混沌系统对应的量

子系统所具有的特征。

对于经典可积的量子系统已有不少研究，最早的是周期驱动的振子KR‘6’刀。

对比较简单的经典混沌系统对应的量子系统的混沌行为具有很大的兴趣，这对于

进一步清楚地研究经典混沌系统所对应的量子力学系统具有重要的意义，在许多

光学和微波实验上有了很好验证‘8·们。Baowen Li，Banbi Hu等在台球系统的经

典和量子行为均已有不少研究，如混沌扩散行为，经典局域化现象，不稳定周期轨

道疤痕等，这方面做出了巨大贡献‘10’∽1纠。台球系统是上个世纪80年代以后

在量子非线性领域广为研究的系统，对于不同边界形式的台球系统的经典及量子

行为的研究工作已经作了许多。对静态的台球系统，许多研究表明其经典和量子的

混沌有很重要的对应性‘1羽。

在这种背景下，笔者首先改进了一种数值构造闭合系统驻波态的数值方法，

然后计算了和比较了Sinai台球系统和1／4Sinai台球系统在这种数值方法的物理

性质。并且，笔者将量子围栏近似成闭合台球系统相同的边界条件，同样借助边

界积分数值方法构造了原形，椭圆型，运动场型和矩形量子围栏的表面态波函数，
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开展了大量数值模拟工作。
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第二章：利用边界积分方法研究二维无限高闭合方势垒的本征解

2．1．研究背景

随着半导体技术和微加工技术的日新月异，微器件的尺寸已经进入纳米尺度。

由于工程技术的需要，通过新的半导体工艺和纳米加工技术，人们已经可以实现

将几个原子或几个电子束缚在一个小尺寸的量子阱内，从而形成新的光学或电学

器件。对该类系统的输运性质及本征问题的研究，有助于对量子信息领域中已些

理论上亟待解决的问题加以解释以及对一些微观物理现象加以理解，如量子点的

性质、量子围栏的性质‘1，羽、纳米器件的输运性质‘31等等。具有硬边界的闭合无

限高方形势垒系统是对这类问题的最简单近似，研究闭合无限高方形势垒的本征

行为显然对此类问题的理解具有很现实的理论价值。

量子台球系统是典型的二维闭合无限高方形势垒系统，除少数具有特殊边界

的经典台球系统作规则运动外，一般的经典台球系统都作遍历混沌运动‘钔。对量

子台球系统的研究工作开展很早，最初的研究是为了讨论不可积系统中出现的量

子混沌行为，通过对经典混沌系统所对应的量子系统的本征能谱和本征态的统计

行为和动力学行为的研究，以期望给出可积系统和不可积系统本征行为之间的差

异‘5，6，"。近期，在这个领域的研究工作也较多‘8’引。

目前，计算二维无限高闭合方势垒系统的的工作已有很多‘10’川。其中，求

解本征解的方法有边界积分方法(BIM)、平面波展开方法(Plane—wave

Decomposition Method，简称PwDM)‘川和定态展开法(Expansion Method of

Stationary State，简称EMSS)‘11，1幻等。在本文中，我们主要采用BIM方法，

1S
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一次性地精确求解了二维量子台球系统在给定能量范围内的所有本征能谱。在利

用BIM求解的过程中，通过我们引入的关联度函数，避免了传统BIM方法在求解

过程中可能出现的多根问题，同时也解决了简并态的求解问题。

2．2．量子台球系统的简化

台球系统即将一个粒子束缚在一个闭合的具有特定硬质边界的二维盒子中自

由运动，忽略边界与粒子之间的能量交换，并将盒子的硬质边界理解为无穷高势

垒。台球系统是典型的二维闭合无限高方形势垒系统，对于低能态粒子，如果粒

子运动的德布罗意波长与二维盒子的尺寸相近时，粒子运动的量子行为表现将极

为明显，而高能态的粒子，由于其德布罗意波长较短，粒子在台球场内的运动与

经典粒子的运动类似。常见的几种规则边界的台球系统如图(1)，其中圆形台球系

统和矩形台球系统为典型的可积系统，其本征方程存在严格的解析解，而图(1)中

的(b)为不可积Sinai台球系统，其本征方程不存在严格的解析解，在特定的参

数下，可以采用微扰法求解或采用数字方法求近似解。

(a)

A

A

(b)

图1．台球模型系统

16
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如图1．(a)，(b)，(c)分别是圆形，Sinai台球还有矩形边界的台球系统，在台球边界

的内部无势场，在台球外侧则是无穷高势垒．Sin撕台球的内部小圆里也是无穷高势

垒。(a)和(c)都是典型的可解析系统，(b)是典型的不可积系统。注意，上图中的R a

和b都是无标度的．

(1)

这里，yc习={羔嬲，，定态薛定谔方程可以表示为：
疗y(贾)=印(i) (2)

只有少数具有特定边界的台球系统的定态薛定谔方程可以严格求解，而一般非可

积量子台球系统只能借助于数值方法或微扰方法进行求解，本文采用的BIM方法

就是一种非常有效的数值方法。

在台球场内，式(2)可以表示为HelInholtz方程：

V2y(i)+七2y(勇)=O (3)

这肌厣，对于量子台球系统，方程式(3)采用第一类边界条f牛，及Diriclllet
边界条件：沙(i)I，=o。

2．3．边界积分方法的理论研究和改进工作

求解式(2)定态薛定谔方程的解，我们可以采用格林函数方法求解。对于自由

粒子，定义自由粒子的格林函数G(x，x’)为：
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(—七2一V2)G(七；x，x。)=万(x—x’)

自由粒子的格林函数解为：：

G(后；i，i’)=一丢虼(七Ii—i’1)+伊(i，i。)

(4)

(5)

这里，矽(i，元‘)是规范自由度，为满足规范要求(一七2一V2)伊(i，碧’)=O的任意函数，

这里我们采用最简单的处理方式，令缈(i，i’)三0。由格林函数，台球系统的本征态

函数可以表示为：

少(i)=p(尼；i，i’切(i‘)废‘ (6)

这里，p(孑’)理解为在台球场内形成场沙(i)的源分布密度，对于量子台球系统来说，

源p(i’)只分布于台球系统的边界上，则式(6)可以表示为：

∥(i)=叮G(七；i，墨)①(墨)出

这里的下标s表示沿边界积分，y(i)要求满足DiricMet边界条件y(墨)兰O。利用

数值方法进行计算时，可以将式(7)中的积分表示成求和式：

y(i)=心∑G(七；孑，墨)①(墨)， (8)

这里s=1，2，3⋯⋯Ⅳ，表示将边界均匀离散为Ⅳ个离散点，△S为离散后任意两边

界点之间的边长。若粒子运动的德布罗意波长为兄=2万／七，将边界均匀离散为Ⅳ个

离散点要求雠《兄。显然，Ⅳ越大，△S越小，数值误差就越小，但同时要求的

计算量也与Ⅳ2成正比增长，若Ⅳ过小，数值误差就越大，实际计算中会出现大量

丢解的情况，在实际计算中，我们一般取丛≈兄／3，这样可以基本保证解的完整

性。边界离散后，Diricmet边界条件可以表示为：

18
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∑G(七；墨，墨)①(墨．)三o。
毒’

由式(9)定义Fredholm矩阵：

式(9)可以表示为：

呜(后)=G(尼；墨，弓)

∑4(七)①／=o，
j

(9)

(10)

为了便于计算，这里取f，／=1，2，3⋯Ⅳ，则FredholIll矩阵彳为Ⅳ×Ⅳ的方阵。很显

然，并不是任意的后都能满足式(9)，对于处于束缚态的台球系统，只有七在本征态

时，才有满足式(9)的①(墨．)，此时的粒子能量即为本征能量。

为了寻找满足式(9)的七值，可以采用奇异值分解(Singular V矾ues

DecoⅡ1position，sVD)方法来确定①(曩．)在给定七值时的最优解，使得由式(8)所表达

的桫(x)0沿边界有最小值。当系统处于本征态时，桫(x)0沿边界值为o。对给定的七，

对彳作SVD，得：

么(尼)=“(后)≯矿(后)V(后)， (12)

形为对角阵，对角元为彳的奇异值，甜矩阵的行矢、v矩阵的列矢分别为对应奇异

值的左矢和右矢，根据奇异值的定义，这里将右矢理解为源在边界上的分布密度

①(墨．)。为了在数值上寻找满足式(9)的解，这里需要定义一个判据，用来判断尼在

取何值时，存在①(曩．)使得式(9)严格成立。通常意义下，一般采用sVD的最小奇

异值作判据，但通过我们的实际操作，这个判据并不是一个好的判据，存在一些

操作上的困难。我们重新定义了一个新判据——边界残量，边界残量的定义为：

19
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r(后)=去丛；(虬)2=去丛莓莩(G(墨，墨·归(¨)20 (13)

这里的召为杪(孑)的归一化常数。显然，当丁(七)=0时，∥(i)即为系统的本征态函

数，而E：善竺即为系统本征能量。在数值上，我们扫描给定区域的七，对彳(后)做
Z，竹

SVD分解，最后作(丁(七)，后)函数图。在(r(七)，七)函数图上，所有丁(七)出现极小

的地方近似为系统本征态的位置，这样就可以最终给出给定区域内的所有本征能

骥
晤。

对于高维量子系统，出现状态的简并是非常普遍的情况，完全确定简并态对于

了解系统的量子统计性质以及利用微扰法计算系统的物理量等都具有实际的意

义。对于量子台球系统，我们处理简并态问题还是基于BIM方法。若某个能级f为

刀度简并，则定义sVD的每个右矢量的边界残量为乃(毛)=o，／=l，2，⋯⋯，刀。在

岛附近，至少存在刀个波函数妙7(i)的边界残量同时趋近于O，也即在后=毛时，存

在刀种源分布①7(嚣)所构造的波函数满足Diriclllet条件，这里关键是如何同时寻

找出所有的①7(毫)。实际计算时，首先，我们还是利用BIM方法计算所有的能级，

在确定本征能级以后，针对每个能级都作一次简并态分析。为了区分简并的不同

波函数，我们引入了波函数间的关联度函数：

C：f，=1一 (14)

若％(哥)，％(i)为相同的波函数，则CIf，=1，若¨(i)，％(碧)为不同的正交本征态波

函数，则巳=o。对于束缚态，定态波函数的关联度函数也可以表示为：

20
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c：f，=l苇嚣蒜竽
(15)

实际计算时，在特定的本征能级E(砖)，对Fredholm矩阵彳作sVD，并利用丁。(t)

作判据，选取边界残量较小的右矢量哥作为可能的①。这里需要说明的是，在作

SVD时，由于不同的简并态所对应的最小奇异值趋近于O的速度不同，数值上不

能保证所有的简并态在作SVD时都能使得丁(毛)同时趋于极小量，所以，相对于求

解本征能级，在求解简并态时我们对丁(t)范围有比较大的宽容度。最后，对所有

选取的①(曩)，作关联度分析，给出所有非关联的简并态波函数。

2．4．改进后BIM方法的数值计算结果

2．4．1圆形量子台球系统的本征能谱

圆形量子台球系统是少数可以严格求解的二维无限高方形势垒量子系统，

为了验证方法可行性及可靠性，我们利用BIM方法计算了图1(a)中圆形量子台球

系统的本征谱，这里台球场的半径尺=1。在计算时，我们分别采用了最小奇异值

和边界残量作判据来确定本征能级的位置，图2中(a)、(b)图分别为采用这两种

判据给出的七∈【6．0，10．O】区间内丁(尼)的函数图，表1罗列出了利用丁(七)所找到的本

征能级，同时也对照着给出了理论值，利用BIM方法给出的结果与理论值基本吻

合，可以看出，利用丁(七)作判据搜寻系统的本征能量是非常有效的。同时对比图2

中的(a)图和(b)图，可以看出，如果简单利用最小奇异值S(尼)作为判据搜寻本征

21
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能级，则结果要远远多于实际的能级数，所以，单纯利用最小奇异值作为判据来

确定本征能级的位置并不是非常有效，会出现许多过余的“伪解”。针对这种情况，

我们也考虑过利用s(七)并结合关联函数G共同确定本征能级，实际的结果说明这

种操作非常有效的，这里我们不再详细描述。最后，我们给出圆形台球系统在低

能态的能级累计密度的解析解与数值解的对照，如图3，可以看出，两者吻合的非

常好。

k
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k

(b)

图2．用两种不同的标准寻找本征能级

如图2，在七∈[6，10．2】区间内，(a)：最小奇异值S(k)随尼的变化曲线；(b)边界残

量丁(七)随后的变化曲线，理论上在此区间存在9个能级，这与(b)图精确吻合，而

(a)图显然存在过多的“伪解”。

表1．图2(b)中最小边界波函数残对应的k空间本征态的值

图3．中，在能量区间2，舾／壳2∈[0，300】内，我们计算得到的圆形台球系统的能级

累计密度与理论解的对照图，两者基本吻合。

23
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表一1，．利用图2(b)，可以寻找Ji}∈[6，10．2】区间内的所有本征能级，表中罗列出

了这个区间内的所有本征能级的数字解和理论解，两者之间基本吻合。

2mE，h2

图3．用改进后的方法计算能级累计密度

2．4．2简并态的数值结果

为了验证简并态计算方法的有效性，我们选取了类似于图1(c)的量子矩形台

球系统作为研究对象，这里取彳=2．O，B=4．O。量子矩形台球系统是少数有严格解

的可积系统，矩形台球系统在高能级时存在大量的简并情形，这为我们对照性的

研究带来了很多便利。

首先，通过理论计算得七≈12．268为矩形台球系统本征能级的位置，且为二重

简并态，我们以此能级为例，验证算法的可靠性。首先，选定七∈[1 1．95，12．69]区

间内，利用式(10)计算得到r(七)函数图，如图4所示。这里，我们选取了三个本

征能级七=11．998，12．268，12．664，对每个能级，计算SVD所有右矢的边界残量丁’(七)

并作由大到小的排序，如图5所示。当七为12．268和12．664时，丁。(后)在趋于最小
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时，都存在一个小平台，在平台上，丁(七)缓慢地趋于最小，而且平台的宽度随简

并度的加重而展宽；而对于尼=11．998，r。(尼)最后突然的掉落到最小。理论计算

表明，后=12．664和尼=12．268时，系统存在多重简并情形，而后=11．998不存在简

并。对于多重简并地情形，在作SVD时，就存在多个奇异值趋同时近于0，同时也

存在多个右矢的丁(七)趋近于0，这就是在图5中所看到的最后的小平台；而对于非

简并情形，理论上只存在一个右矢的丁(尼)趋近于O，但在实际的计算时，有可能存

在几个都同时趋近于O的情形，我们分析了这种情况，发现这几个右矢是完全相

似的源分布，实际对应着同一个状态，之所以产生这样的情形，是由于数值误差

造成的，在增加边界离散点的个数后，这种“伪简并"情形会逐渐消失。

k

图4．数值模拟得到矩形台球内部分本征能级

在上图4中，对矩形台球系统七∈[11．95，12．69】区间内，最小边界残量T(k)随k的变

化曲线，对应的6个下降峰为系统本征的本能级位置，与理论解精确吻合。
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J●、
I
’■，
卜-

图5．三个不同能级边界残余量收敛过程的比较

图5中，对给定的后，SVD所有右矢的边界残量丁(七)作由大到小排序，k=“．998

的丁(尼)最后突然地下降到最小，而七=12．268和七=12．664都是在一个小平台上缓慢

地趋于最小，七：12．268和七：12．664存在简并情况。

对七=12．268，由图一5选出丁(尼)趋于O时的小平台上的三个点，将其对应的

右矢对应为源分布①并构造出相应的波函数∥‘(i)，对这些波函数作关联性分析，

表二列出了这三个波函数之间的关联度，从三者之间的关联度可以看出，少1(孑)和

y2(i)实际上是相似的同一个波函数，沙2(i)是独立的波函数，所以，七=12．268是

二重简并态，图一6给出了这两个简并态的波函数空间分布图。我们也分析了

七=12．664的本征态，说明七=12．664是四重简并。表一3列出了所有尼∈[11．95，12．69】

区间内的本征态位置并及简并情况的严格解，我们的计算结果与理论结果基本吻

1
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4

5

6

7

8

9

O

1

2

3

4

5

6
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表2，在k=12．268时，选出SVD右矢的边界残量丁(七)趋于0时小平台上的三

个点，表中为其对应的三个波函数之间的关联系数。

◎
◎
◎
◎
◎
⑧

I画◎㈣
i画◎剧
I回◎同
!⑧画!◎J
I⑧画f◎J
!咧◎吲

◎㈣㈣◎
劐⑧I◎1◎
◎⑧
画画
画⑧
倒◎

(◎
◎
画
◎
(◎

◎

◎
◎
◎
⑧

图6，k_12．268时，计算出的两个简并态波函数空间分布。

表3．对于矩形台球系统，在七∈【11．95，12．69】区间内，表中为所有的本征态位置和简

并情况

7I'able．3 The 6nded degenerate eigen-states in Fig．4 whne七∈[1 1．95，1 2．69】
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图7，k=12．664时，计算出的四个简并态波函数空间分布等高图

图7(a)

图7(b)
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画1㈣7⑧1㈣7⑧＼㈣j⑧

图7(d)

2．5．结论

本文利用BIM方法讨论了二维无限高闭合方势争量子系统本征『、口J题的求解。

存传统的BIM方法中，山于一般都直接采用SVD的最小奇异值作为寻根判据，在
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实际的计算中往往出现大量的“伪解"，特别是在高能态时，这种情况就更为严重，

在此基础上必须再引入其他的辅助判断条件，才能较为准确的给出合理的本征能

量，这给实际的计算带来极大的不便。我们重新定义了边界残量丁(七)作为寻根判

据，用丁(尼)作为判据可以直接精确地给出本征能量的位置。在BIM方法基础上，

我们引入了波函数的关联函数，利用关联函数可以准确求解存在简并态能级的不

同简并态波函数。

我们分别选择了圆形台球系统和矩形台球系统作为研究和验证对象，利用BIM

方法计算了本征谱和简并态，我们的结果与理论结果精确吻合。以此为基础，我

们希望将现在的工作做一定的拓展，如求解复杂边界量子系统的本征行为和开放

系统的输运行为等。
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第三章：Sinai台球能谱和波函数分布特征

3．1．研究背景

量子台球模型是一种广泛运用与研究微观电子器件输运性质‘11和简单原子结

构的理论模型【11。通过将一个粒子束缚在一个密闭的小尺寸区域内，可以计算求解

其中的能谱和散射问题。随着边界不同和尺寸大小的差异，台球内的能谱分布是

随之改变的。SiIlai台球就是一个典型的例子，随着内部圆形区域和外面方型边界

的比例改变，可以实现系统由可积到混沌的连续变化团。伴随着半导体工艺的进步，

人们已经制备出半导体Sillai台球，通过加外磁场和电压来控制台球内电子的运动，

可以观测到电导具有分形结构【3】。

利用BIM方法计算量子台球系统的本征行为是一种有效的方法，而且可操作

性强，编程简单。目前，理论上研究谐振腔和波导管广泛采用的平面波展开方法

(P1a11e．瞅Ⅳe Decornposition MeⅡlod，简称PwDM)【5】【61就是BIM的变形方法【4】；研究

开放台球系统的许多工作中，亦可用BIM方法明。在本文中，笔者通过改进BIM

方法的寻解判据，可以在计算中快捷的找出Sillai台球模型中的本征能级，勾画出

能谱曲线和粒子在台球内的波函数分布。为研究复杂边界的台球模型提供了一种

可行的数值路径。

3．2．Si的i台球模型

台球模型可以看作是一种有固定边界的二维无限高势垒呻1。一个粒子被束缚

在某个有固定形状的“盒子"中，“盒子"外视为无穷高势；粒子本身可以在盒子
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内做自由运动，内部势函数就是O。台球模型的哈密顿算符为：

疗=户2／(2肌)+y(曼) ． (1)

对应Sinai台球(图1a)，势函数为

y(勇)：』o，灵弯拿孽兀苎謦 (2)y(x)2 1∞，i在台球I区域
旺’

定态薛定谔方程为：

疗妙(孑)=印(i)。 (3)

在台球场n区内，式(2)可以表示为Helmh01tz方程【5】：

V2少(i)+后2缈(冤)=0 (4)

这里七=√等，对于量子台球系统方程式(3)满足。irichlet边界条件：y(i)l，=o。
其中，s代表在边界上。

A
I

A

(a)标准的Sinai台球模型

图l S碱台球模型

入／2

A／2

一般认为，由于对称性，Sinai台球和1／4Sinai台球有着几乎相同的物理性质，故只
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须研究1／4Sinai台球即可得到对整个台球的物理特征的描述。虽然如此，在计算中

还是能找到例外。在本章的第3．4分，我们将详细介绍

3．3用BM方法处理SiIlai台球系统的边界

在BIM方法中，波函数可表示为：

y(i)=叮G(尼；i，五)中(曩)西刚 (5)

上式中G(七；i，冤’)=一丢K(尼Ii—i’1)，这里的下标s表示沿边界积分，妙(冤)要求满足
Diriclllet边界条件y(墨)兰0。利用数值方法进行计算时，可以将式(5)的积分表

示成求和式：

缈(ji)=丛∑G(七；i，曩)①(曩)，

这里s=1，2，3⋯⋯Ⅳ，表示将边界均匀离散为Ⅳ个离散点，△S为离散后任意两边

界点之间的边长。△S越小，数值误差就越小，但同时要求的计算量也与Ⅳ2成正

比增长，若Ⅳ过小，数值误差就越大，实际计算中会出现大量丢解的情况，在实

际计算中，我们一般取丛≈五／3，这样可以基本保证解的完整性。边界离散后，

Diri砌et边界条件可以表示为：

∑G(后；墨，t．)①(墨．)三o。

如果将上式左边的波函数沿着边界积分，则∑∑G(忌；墨，t．)①(墨．)三o，这就是分
S J

离变量后的BM方程。在计算中，为了精确高效地判定本征解，我们引入了新的

判据——“边界残量”，边界残量定义为：
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r(七)=三丛莩(虬)2=去丛；莩(G(毫，墨·p(曩．))2。
其中么为∥(i)的归一化常数。显然，当丁(七)=0时，∥(i)即为系统的本征态函数，

而E：善竺即为系统本征能量。在数值上，我们扫描给定区域的尼，对彳(七)做svD

分解，最后作(丁(七)，七)函数图，在图谱中所有r(七)出现极小的地方近似为系统本

征杰的付詈．这样就可以最终给出给定I又：域内的所有本征能谱。

3．4数值结果的讨论和分析

为了便于编程计算，本文中计算的Sinai台球(图1)边长么=万／2，中间圆型的

半径尺=O．5(无标度)。随着在k空间扫描得到台球的残余度分布变化曲线(图2)。

k

图2．在k空间尼∈[22．O，24．O】时扫描到的边界残量T(k)随着k的变化曲线

在图2中，共找到了7个边界残量的最小峰值，它们就是寻找到的Sinaj台球系统
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用类似的方法，可以其他区域的能级数值解，图3中给出部分较低能级的能级分

布(N是能级序数)。

N

2mE，h2

图3．通过最小边界残量搜索到的部分较低的能级

3．5Sinai台球在不同能级下粒子在空间的分布几率

通过BIM方程，我们可以计算出在给定能态下台球内部各个点的几率波分布，
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图4(a)和图4(b)就是分别尼=7．90和尼=1 0．64时粒子在Sinai台球中的波函数分布。

A

^
H

图4(a)k=7．90时Sinai台球能级波函数窄问分布

图4(b)k=10．64时Sinai台球能级波函数空『¨j分布
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刍≥．。．二一?舻

图5(a)k=7．90时1／4Sinai台球能级波函数空间分布

h j)
r、‘一

图5(b)k=10．64时1／4Sinai台球能级波函数空间分布

由图4和图5可以发现，由于系统的对称性，Sinai台球内本征态波函数的分布存

在着相应的对称性，同时我们还可以发现，在这两个能级下，1／4 Sinai台球系统的

本征波函数与完整Sinai台球系统在1／4区域的分布有着非常。致的相似性，一定

程度上应证了1／4Sinai台球和Sinai台球具有几乎相同的物理特性【2】64种相似性从
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纯粹的数学意义上是可以完全理解的。同时注意到，这两个能级下分布的波函数

是极为规则的。

但是，对于另外一些Sinai台球系统的本征态波函数，它们的空间分布却存在

着更为复杂的结构(图6，7)。

A

N

之

A

能

图6．Sinai台球(上)和1／4Sinaj台球(下)在七=22．912波函数在Sinai台球内分布的

等高图。
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上图中，标上O的是分布几率为O的波节线。可以看到，虽然还保留着由系

统对称性引入的对称分布的特点，但该分布却已经无法在l／4 Sinai台球系统中找

到对应，这些能级已经不再是1／4 Sinai台球系统的本征能级，这从波函数在矩形

中线Q，，Q2，Q3，Q4上的分布可以看出来，在Q，，Q2，Q3，Q4上，S碱台球系统的波函

数出现明显的波峰，它们横跨在两个1／4 SiIlai台球的区域，其1／4区域的波函数显

然不是1／4 Sinai台球系统的本征波函数。这说明，两种Sinai台球具有相同的经典

动力学行为，但量子动力学行为却存在明显的不同。在利用BIM方法数值计算系

统的本征行为时，边界条件的异同决定了两者会存在相对应的波函数分布，但显

然1／4Sinai台球的本征谱只是完整Sinaj台球系统的一个子集。类似的情况，在

J|}=25．66时也会找到。如图7，很明显，这个Sinai台球本征波函数和1／4SiIlai台球

相应能量的波函数不存在对应。而且Sinai台球内的波函数要比l／4sinai台球内的

波函数分布复杂得多。

A

4l
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图7．Sinai台球(上)和1／4Sillai台球(下)在七=25．66时波函数分布的等高图

3．6结论

基于BIM方法，通过引入新的边界残量的定义，我们可以快速准确地在k空

间寻找台球系统的本征能级，并求解相应能级的本征态波函数。我们计算和比较

了Sinai台球系统能级较低的波函数在空间中的分布，对于一类本征态波函数，如

图4所示，在每个1／4台球区域都分别容纳了整数个波峰，且波节线处于矩形中线

上，由此可以说明，这类本征态波函数的每1／4个区域上的分布函数都可以理解为

一个1／4 Sinai台球的本征态波函数；而比较图6、图7，我们发现，对于另外一些

本征能级，由BIM方法构造出的1／4 Sinai台球系统在该能量下的波函数不能满足

Dirichlet边界条件，与完整Sinai台球本征态波函数的1／4区域明显不同，这说明，
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这个能量值并非1／4 Sillai台球系统的本征能级。理论上，可以认为通过在Sillai台

球沿中线对称的放置四条边界，从而将Sin2Li台球转化为1／4Sinai台球，但这种操

作破坏了Sillai台球系统的空间对称性，从而破坏了一些的本征波函数形成的条件。

本文计算结果说明，Sinai台球在高能态下的能谱结构以及本征态波函数要比1／4

Sillai台球系统复杂的多，这说明，利用1／4 Sillai台球系统的研究结果来推测SiIlai

台球系统的量子行为不是一个好的方法，这里遗漏了许多Sillai台球系统所独有的

量子特性。
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——一 张正中：量子闭栏的模拟和计算—————————————————————————————————二二二二—二：J．

第四章：数值模拟量子围栏内的表面态电子分布

4．1研究背景

图1所示的量子围栏‘Ⅵ1是美围加州圣荷塞阿玛，『斗IBM研究中心的cr。mmie等

人在液氮温度下，将铁原子蒸发到清洁的cu(¨T)表面，然后用扫描隧道显微镜操

纵这些铁原子使它们逐个地定位在铜表面上，从而构造出这些形状各异的闭合图

样·由于这些闭合图样将金属表面的电子像牲畜一样圈同起来，故称这些卜h原子

排列而成的闭合图样为“量了围栏”．对于处在围栏内金属表面费米态电了而言，

这个山原子筑成的围栏便成了。个横向的势垒Ⅲ，它们被束缚在其内．由于电_了

具有波动性，因此，在量子嘲栏中t叮明显观察到二维I乜予概率驻波．这是微观粒子

具有波动性的有力实验证明。

山于原了筑成的围栏便成了一个横向的势垒，电子被束缚在其内，根据微观粒

子具有波动性，那么整个系统就是和量子台球系统·样，成为求解一组满足
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Dirichlet边界条件的特殊波函数的问题。而波函数的模方，就表示电子在此处的

分布密度。类似文章第二部分，笔者用边界积分方法求解了圆形围栏，台球行围

栏和椭圆型围栏的电子表面态分布。

4．2数值模拟结果：

4．2．1用BIM方法模拟得到的圆形围栏内电子表面态分布

由于系统的数值处理过程和第二章处理圆形闭合台球系统类似，所以数值求

解本征值的过程就不在重复，我们挑选出其中能级较低的几个电子态波函数，如

下：

k

圆型围栏对应于波矢k=8．654时的电子表面态分布
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k=8．

圆露!围栏对应于波矢k=8．4176时的电了表面态分布

k=8．77

圆型罔栏对应于波矢仁8．7718时的电子表面态分伟
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k=9．

网型围栏对应于波矢仁9．7916时的电子表面态分布

k=1 0．

圆型围栏对应于波矢露=10．1375时的电子表面念分和
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4．2．2用BIM方法模拟得到的椭圆形围栏内电子表面态分布

k

椭圆型围栏对应J：波欠足=3．09时的电了表面态分布

椭圆型围样对应于波矢露=5．532时的电了表面态分和
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k=

椭圆型围栏对应于波矢肛6．389时的电子表面态分斫j

k

椭圆型围栏对应于波矢k=9．91时的电子表面态分布
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对应与椭圆型围栏对应于波矢k=9．91时的电子表面态分布等图中，我们可以

注意到，除了一般的电子波函数分布具有对称性以外，在焦点两焦点C1和C2处

电了波函数的分布密度比四周其他位置要高了很多，这意味着如果在其巾一个焦

点引入某个特殊的电子信号(如自旋信号)，如果波函数的分布彳==改变或近似不变，

那么在另个焦点处就应该能找到该信号。

4．3结论：

借助边界积分数值方法‘5|，用计算机解m被束缚在围栏中金属表面态电子相应

于不同本征值的波函数及概牢密度分布情况，与实验结果相符．用该方法可以很

方便地求得处在任意形状势阱中的微观粒子波函数及概率密度分布情况，为定量

研究电子被微观散射物散射产牛的卜涉现象提供一种数值手段。
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第五章：模拟椭圆型围栏内焦点处存在势垒的数值工作

5．1．研究背景

与4般量子围栏¨一。不同，若将：36个钻原子摆成椭圆形，将一个磁性钴原

子放置于其中一个焦点，即tlJ．存实际L并无任何原子的另一焦点，却得到具自旋

同向的电子讯号。若将此磁性钴原子放置于其他地方，则完全汝有此种任何变化。

这代表原子上电子密度经由周围表面电子波，传讯讯息至另．焦点，形成建设性

干涉，而在其他地方形成破坏性干涉。迹是波的独特性质。

图 】

r一辫一ii
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IBM公司认为此设计结果将代表一原子的信息传递到20纳米以外的另一并无原

子之处，此性质可作为未来纳米IC元件中传导线‘羽。此两个结果代表了电子集体

效应与波干涉效应。

图1上面的两图代表钴原子围城的椭圆量子围栏，其中，左上图在围栏长轴

焦点上放置了一个磁性钴原子，右上图则代表在其他地方放置的磁性钴原子，结

果发现对应于前者在焦点出放置原子的情况，出现了在对称焦点上也测出了自旋

同向的电子讯号(左下)，在其他地方则没有此类情况。

5．2．数值模拟工作

在文章第四章，我们已经成功的模拟出椭圆型量子围栏的电子表面态波函数

分布。在此基础上，如果把内层放在焦点的那个钴原子也看成是一个很高的“势

垒球"，就可以用边界积分方法求得这个闭合系统内部的驻波态。所以，笔者将系

统近似成如下一个二维模型：

图2中，打上斜线的外围代表了沿着椭圆边界外侧是一个无穷高的势垒，在台球

内部小黑点代表放在焦点的钻原子也用一个无穷高的势垒近似。
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近似之后，通过边界离散，求得了如下的电子驻波态分布

图3(a)k=1．44时，电子波函数在围栏内部的波函数分布等高图。

k=1．2 9 7

图3(b)k=1．29时，电子波函数在普通椭圆围栏内部的波函数分币i等高图，由十
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在焦点处不存在势争，所以波函数对称性很好。

k乏．293

幽4(a)k=2．293时，电子波函数在围栏内部的波函数分布等高图。

k=1．993

图4(b)在『司尺、j‘的k=1．993的椭圆台球中，找到了刈。应前图的电子态分布，

}自十中焦点没有势垒，电子的波函数对称性较女f，同时，注意到焦ti处的势垒t叮

以影n向至IJ能态的分刁1j。
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随着能态的升高，系统内部的波函数也变的复杂化，图5和图6的波函数分

别表示了k=8．62和k=9．606的体统表面态电子波函数分布。可见，由于焦点处势

垒的加入，破坏了系统的空阳J对称性，波函数分布也反映出来这种对称性破坏。

欠=8．62

图5 k=8．62表面态电子波函数
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100 IJ
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k=9．606

图6 k=9．606表面态电子波函数
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图7比较了在椭圆围栏内焦点上存放一势垒对该系统能级分布的影响
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三角代表椭圆的能级分布，圆点则是椭圆焦点存放一小球型势垒的能级分布。计

算结果说明，当焦点处的圆形势垒区域较小时，系统为近可积系统，其展平后的

能级近邻间隔分布接近于泊松分布。

g(E)

图8．将图7中焦点处存在势垒的椭圆系统做能谱展平【4】，发现展平后的谱线(空

心点曲线)和Possion曲线(黑方点曲线)比较接近，是个近可积的物理系统。

5．3部分结论：

笔者用BIM方法计算和比较了椭圆型围栏内在焦点处存在势垒的量子台球模

型内部的电子波函数分布以及其能量本征谱的分布与椭圆形量子围栏的差异。结

果说明，两者无论是能态分布和电子的空间分布都存在着明显的差异，这显然是

由于在焦点处引入了的圆形势垒所造成的。对能谱的分析说明，在该系统的展平
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后能谱的能级近邻间隔分布近似为泊松分布，说明，加入小区域的圆形势垒后的

椭圆形量子围栏为近可积系统，我们猜测小区域的势垒的加入，可以看作是微扰，

而它对系统可积性的破坏是局部的，系统整体的行为变化不大，加大势垒的区域

以及改变势垒形状，会加强对系统特性的影响，最终会导致系统整体性质的完全

破坏，这有待于后期工作的验证。

另外，从计算结果来看，在左焦点的对称位置，表面电子态的分布并没有发

生有明显的关联或类似的分布和改变，这从对称性的角度来说，是比较容易理解

的，由于同样原因，普通的椭圆型量子围栏在两个焦点处存在对称分布的电子表

面态情况，且部分解在焦点处的分布出现密集分布，这与试验所观察到的现象较

为相似，但这无法解释在椭圆量子围栏内部观察到的。·量子鬼影"‘5’61现象。我们

猜测，这与所加入的圆形势函数有关，这与实际试验系统差异较大，如果引入有

限高势垒(阱)，更接近于试验系统，有望重现“量子鬼影"现象，这部分工作有

待进一步验证。
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论文结果和展望

本文中，笔者首先讨论分析了边界积分方法在处理台球系统和量子围栏模型

的可行性。同时，笔者也提出了一些数值改进该方法的技巧，用“边界残量’’这

一新的判据作为确定本征能级的标尺和手段。文章第二部分中，笔者的数值改进

提高了数值求解本征能级的精确度和效率。并且，引入了波函数之间的关联；以

关联度的大小作为判断能级是否简并。结果改进工作发现数值结果与理论符合的

很好，为用数值方法分析其他复杂的量子台球系统提供了一种可行的路径。

在改进了数值计算方法后，笔者分别求解了Sinai台球模型系统和1／4Sinai

台球系统内电子的本征能级和本征态波函数。笔者的计算结果显示：由于边界不

同，Sinai台球在高能态下的能谱结构以及本征态波函数要比1／4 Sinai台球系统

复杂的多，这说明，利用1／4 Sinai台球系统的研究结果来推测Sinai台球系统

的量子行为不是一个好的方法，这里遗漏了许多Sinai台球系统所独有的量子特

性。

在文章的最后，笔者用数值方法模拟了圆型围栏，和椭圆行围栏内的电子波

函数分布，得到了很好的结果。但在试图用类似方法模拟椭圆台球内部的“量子

鬼影”时，没有看到实验中显现的对称映像。笔者认为，这可能跟用势垒壁近似

原子太过简所至。但这也至少说明了，不能简单的认为出现对称影像的原因是由

于在对称焦点上电子波函数密集所至，对模型进行进一步的改进提出新的思路。
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附录1：BIM数值操作的边界离散化问题

在文章第二部分，提到解式(2)定态薛定谔方程的解，我们可以采用格林函

数方法求解【l】。对于自由粒子，定义自由粒子的格林函数G(x，x。)为：

(一后2一V2)G(七；x，x’)=万(x—x’)

自由粒子的格林函数解为：：

G(七；i，i’)=一丢K(七li—i’I)+缈(i，i‘)
这个解也就是BIM方法中离散边界条件后定义的Fredholm矩阵：

以(尼)=G(后；i，弓)

的原形。那么，在第二部分已经提到过，舅和i’都是边界上的点，那么，由贝塞尔

函数的O点发散性质决定了这两点不能取同一个点，否则SVD程序将很难将

Fredholm矩阵对角化，为了克服这个问题，笔者在计算边界离散点时实际上人为

的将i和i’取在不同的边界上，但两个边界又彼此十分接近。
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图1．以椭圆边界为例子，将边界点霉放在真实的椭圆边界上后(内圈点)，将弓放

置在一个紧靠着的一个“虚拟的’’外边界上。用这两组点来构造Fredholm矩阵。

附录2：用最小奇异值和最小边界参量确定本征能级的异同

理论上，用最小奇异值和最小边界参量确定的本征能级应该是等效的[1】，实

际操作时，笔者却发现两者的寻根结果是有很大的差异的。 不仅仅如文章第二部

分所讲的那样，直接用SVD寻找本征能级会出现相当多的“伪解"，即使对与同

一个波矢屯以最小奇异值和最小边界参量确定的对应最小值的①。(曩)也是不一样

的。

在上图中，对应了圆台球肛20．35的能态用最小奇异值和最小边界残量求出的
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构造波函数的右矢①。(冠)的序列数是不同的，决定了两者构造出的波函数也是不

同的。明显的，用后者构造的波函数最小残余要比后者在边界上构造的波函数最

小残余要小的多，更好的满足了Diriclllet边界条件：∥(i)I，=o。

附录3：椭圆台球内的量子影子映像

在上图模型中，将36个钴原子摆成椭圆形，将一个磁性钴原子放置于其中一个
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焦点，即可在实际上并无任何原子的另一焦点，却得到具自旋同向的电子讯号。

若将此磁性钻原子放置于其他地方，则完全没有此种任何变化，其形成的影像既

是所谓的“量子鬼影”。目前通用的解释是原子上电子密度经由周围表面电子波，

传讯息至另一焦点，形成建设性干涉，而在其他地方形成破坏性干涉。遣是事物

粒子波的独特性质。IBM公司认为此设计结果将代表一原子的信息传递到20纳

米以外的另一并无原子之处，此性质可作为未来纳米IC元件中传导线。此结果

代表了电子集体效应与波干涉效应。
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