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内 容 简 介

“数字信号处理”是各高等院校电子类专业和通信类专业学生的一门非常重要的专业基础课。本书

是与北京邮电大学出版社新近出版的《数字信号处理基础》相配套的习题解答，它给出了原书中所有习

题的详细解答，在解答过程中也说明了所用的公式、定理等依据的出处。读者通过这本习题解答可以更

清楚地理解和掌握数字信号处理的基本原理、基本概念和基本算法。

这本书可以作为本科生的配套教材，并且可以作为从事数字信号处理工作的技术人员自学所用。
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前 言

“数字信号处理”是各高等院校电子类专业和通信类专业学生的一门非常重要的专业

基础课，这是一本与北京邮电大学出版社新近出版的《数字信号处理基础》相配套的习题

解答。对于原书中所有的习题，在这本书中都有详细的解答过程以及最后答案，同时也说

明了解题过程中所用的公式、定理等依据的出处。通过这本习题解答，读者可以更清楚地

理解和掌握数字信号处理的基本原理、基本概念和基本算法。

原书共有９章，其中第１章和第５章都是概述性的内容，没有习题，也就未作习题解

答，因此共有７章的习题解答。希望读者在首先学习原书，基本理解了原书所讲解的基本

原理、基本概念和基本算法，并且看懂了有关例题的基础上，再来作各章后面的习题；而且

对于每一道习题，最好是先自己做，然后再看习题解答，并且将自己的做法在解题的思路、

过程以及答案等方面与习题解答进行比较，这样你将获得较大的收获。笔者认为，做习题

主要不在于数量，而是应该每做一题都要认真思考、认真总结，尽量做到做一题就有一题

的收获。

上述观点如有不当之处，习题解答中的内容如有错误之处，都欢迎读者批评指正。

这本书可以作为本科生的配套教材，并且可以作为从事数字信号处理工作的技术人

员自学所用。

编 者

２００５年９月
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第２章

离散系统的性质和离散信号的变换

２．１ 有模拟正弦信号ｘａ（ｔ）＝３ｓｉｎ（１００πｔ），设抽样频率ｆｓ＝３００样值／秒。

（ａ）求离散时间信号ｘ（ｎ）＝ｘａ（ｎＴｓ）的周期Ｎ。

（ｂ）计算ｘ（ｎ）在一个周期内的样值。

解

（ａ） ｘａ（ｔ）＝３ｓｉｎ（１００πｔ）＝３ｓｉｎ（Ω０ｔ）

因此，该正弦信号的角频率

Ω０＝２πｆ０＝１００π
于是可知该正弦信号的频率

ｆ０＝５０Ｈｚ＝５０周／秒

又因为抽样频率ｆｓ＝３００样值／秒，所以在一个周期内的样值数为

３００样值／秒÷５０周／秒＝６样值／周

也即离散信号ｘ（ｎ）的周期Ｎ＝６。

（ｂ） ｘ（ｎ）＝ｘａ（ｎＴｓ）

＝３ｓｉｎ（１００πｎＴｓ）＝３ｓｉｎ（１００πｎ／ｆｓ）

＝３ｓｉｎ（１００πｎ／３００）＝３ｓｉｎ（ｎπ／３）

于是可求得ｘ（ｎ）在一个周期内的样值：

ｎ ０ １ ２ ３ ４ ５

ｘ（ｎ） ３ｓｉｎ（０） ３ｓｉｎ（π／３） ３ｓｉｎ（２π／３） ３ｓｉｎ（π） ３ｓｉｎ（４π／３） ３ｓｉｎ（５π／３）

＝０ ＝２．５９８ ＝２．５９８ ＝０ ＝－２．５９８ ＝－２．５９８

２．２ 若离散时间信号为２ｃｏｓ（２πｎ／３），抽样率为３０００Ｈｚ，写出所对应的模拟信号

的表达式。

·１·
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解

由于离散信号为

ｘ（ｎ）＝２ｃｏｓ（２πｎ／３）

故应该令所对应的模拟信号

ｘａ（ｔ）＝２ｃｏｓ（Ω０ｔ）

于是又有

ｘ（ｎ）＝ｘａ（ｎＴｓ）＝２ｃｏｓ（Ω０ｎＴｓ）

比较ｘ（ｎ）的两个表达式，可以得到

Ω０ｎＴｓ＝２πｎ／３
故

Ω０＝２π／（３Ｔｓ）＝２πｆｓ／３＝２π·３０００／３＝２０００π
于是所对应的模拟信号

ｘａ（ｔ）＝２ｃｏｓ（２０００πｔ）

２．３ 一个理想抽样器的抽样角频率Ωｓ＝８πｒａｄ／ｓ，抽样后经一个理想的低通滤波器

Ｈ Ω
２Ω（ ）

ｃ
来还原，这里Ωｃ＝４πｒａｄ／ｓ。当输入信号分别为ｘａ１（ｔ）＝２ｃｏｓ（２πｔ）、ｘａ２（ｔ）＝

ｃｏｓ（５πｔ）时，分别写出输出信号ｙａ１（ｔ）、ｙａ２（ｔ）的表达式。

解

抽样周期 Ｔｓ＝２π／Ωｓ＝０．２５ｓ
ｘａ１（ｔ）＝２ｃｏｓ（２πｔ）＝２ｃｏｓ（Ω１ｔ）＝ｅｊ２πｔ＋ｅ－ｊ２πｔ

因此ｘａ１（ｔ）的 频 谱 Ｘａ１（Ω）含 有±２π这 两 个 频 率 成 分，频 谱 幅 度 均 为１。由 于

Ω１＝２π＜Ωｓ／２＝４π，故由ｘａ１（ｔ）得到的抽样信号的频谱不会混叠；抽样信号经过Ωｃ＝４π

＝Ωｓ／２的理想低通滤波器之后，可以保留Ｘａ１（Ω）的所有频率成分，所以输出信号

ｙａ１（ｔ）＝（１／Ｔｓ）（ｅｊ２πｔ＋ｅ－ｊ２πｔ）＝８ｃｏｓ（２πｔ）

又， ｘａ２（ｔ）＝ｃｏｓ（５πｔ）＝ｃｏｓ（Ω２ｔ）＝（１／２）（ｅｊ５πｔ＋ｅ－ｊ５πｔ）

因此ｘａ２（ｔ）的 频 谱Ｘａ２（Ω）含 有±５π这 两 个 频 率 成 分，频 谱 幅 度 均 为１／２。由 于

Ω２＝５π＞Ωｓ／２＝４π，故由ｘａ２（ｔ）得到的抽样信号的频谱将发生混叠，在从－Ωｓ＝－８π到

Ωｓ＝８π的两个周期之内，抽样信号的频谱不但含有±５π这两个频率成分，而且含有因为

混叠所产生的±３π这两个频率成分；抽样信号经过Ωｃ＝４π＝Ωｓ／２的理想低通滤波器之

后，保留的频率成分为±３π，所以输出信号

ｙａ２（ｔ）＝（１／Ｔｓ）（１／２）（ｅｊ３πｔ＋ｅ－ｊ３πｔ）＝４ｃｏｓ（３πｔ）

这是与输入信号ｘａ２（ｔ）不同频率的余弦信号。

·２
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２．４ 试画出下面各序列的图形。

（ａ）ｘ（ｎ）＝０．５ｎｕ（ｎ＋１） （ｂ）ｘ（ｎ）＝２ｎ－２ｕ（ｎ－１）

（ｃ）ｘ（ｎ）＝δ（ｎ－１）＋ｕ（－ｎ） （ｄ）ｘ（ｎ）＝２－ｎｕ（ｎ）＋ｕ（－ｎ－２）

解

参见图Ｔ２．４（ａ）～（ｄ）。

图Ｔ２．４

２．５ 下列系统中，ｙ（ｎ）表示输出，ｘ（ｎ）表示输入，试确定输入输出关系是否线性？

是否时不变？

（ａ）ｙ（ｎ）＝２ｘ（ｎ）＋３ （ｂ）ｙ（ｎ）＝ｘ２（ｎ） （ｃ）ｙ（ｎ）＝ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
ｘ（ｍ）

解

设ｘ１（ｎ）、ｘ２（ｎ）是两个任意序列，ａ、ｂ是两个任意常数。

（ａ）系统定义为：

ｙ（ｎ）＝Ｔ［ｘ（ｎ）］＝２ｘ（ｎ）＋３
① 线性组合的变换：

Ｔ［ａｘ１（ｎ）＋ｂｘ２（ｎ）］＝２［ａｘ１（ｎ）＋ｂｘ２（ｎ）］＋３
＝２ａｘ１（ｎ）＋２ｂｘ２（ｎ）＋３
＝ｙ′（ｎ）

·３·
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变换的线性组合：

ａＴ［ｘ１（ｎ）］＋ｂＴ［ｘ２（ｎ）］＝ａ［２ｘ１（ｎ）＋３］＋ｂ［２ｘ２（ｎ）＋３］

＝２ａｘ１（ｎ）＋２ｂｘ２（ｎ）＋３（ａ＋ｂ）

＝ｙ″（ｎ）

因为ａ、ｂ是任意常数，不可能使３恒等于３（ａ＋ｂ），故ｙ′（ｎ）≠ｙ″（ｎ），该系统是非

线性的。

② 将ｘ（ｎ）先移位后变换：

Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］＝２ｘ（ｎ＋Ｍ）＋３ （Ｍ 为一整数）

将ｘ（ｎ）先变换后移位：

ｙ（ｎ）＝Ｔ［ｘ（ｎ）］＝２ｘ（ｎ）＋３

ｙ（ｎ＋Ｍ）＝２ｘ（ｎ＋Ｍ）＋３＝Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］

所以该系统是时不变的。

（ｂ）系统定义为：

ｙ（ｎ）＝Ｔ［ｘ（ｎ）］＝ｘ２（ｎ）

① 线性组合的变换：

Ｔ［ａｘ１（ｎ）＋ｂｘ２（ｎ）］＝［ａｘ１（ｎ）＋ｂｘ２（ｎ）］２

＝ａ２ｘ１２（ｎ）＋ｂ２ｘ２２（ｎ）＋２ａｂｘ１（ｎ）ｘ２（ｎ）

＝ｙ′（ｎ）

变换的线性组合：

ａＴ［ｘ１（ｎ）］＋ｂＴ［ｘ２（ｎ）］＝ａｘ１２（ｎ）＋ｂｘ２２（ｎ）＝ｙ″（ｎ）

显然ｙ′（ｎ）≠ｙ″（ｎ），因此该系统是非线性的。

② 将ｘ（ｎ）先移位后变换：

Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］＝ｘ２（ｎ＋Ｍ） （Ｍ 为一整数）

将ｘ（ｎ）先变换后移位：

ｙ（ｎ）＝Ｔ［ｘ（ｎ）］＝ｘ２（ｎ）

ｙ（ｎ＋Ｍ）＝ｘ２（ｎ＋Ｍ）＝Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］

所以该系统是时不变的。

（ｃ）系统定义为：

ｙ（ｎ）＝Ｔ［ｘ（ｎ）］＝ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
ｘ（ｍ）

·４
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① 线性组合的变换：

Ｔ［ａｘ１（ｎ）＋ｂｘ２（ｎ）］＝ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
［ａｘ１（ｍ）＋ｂｘ２（ｍ）］

＝ａ∑
ｎ

ｍ＝－∞
ｘ１（ｍ）＋ｂ∑

ｎ

ｍ＝－∞
ｘ２（ｍ）

＝ｙ′（ｎ）

变换的线性组合：

ａＴ［ｘ１（ｎ）］＋ｂＴ［ｘ２（ｎ）］＝ａ∑
ｎ

ｍ＝－∞
ｘ１（ｍ）＋ｂ∑

ｎ

ｍ＝－∞
ｘ２（ｍ）＝ｙ″（ｎ）

因为ｙ′（ｎ）＝ｙ″（ｎ），因此该系统是线性的。

② 将ｘ（ｎ）先移位后变换：

Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］＝ ∑
ｎ＋Ｍ

ｍ＝－∞
ｘ（ｍ） （Ｍ 为一整数）

将ｘ（ｎ）先变换后移位：

ｙ（ｎ）＝Ｔ［ｘ（ｎ）］＝ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
ｘ（ｍ）

ｙ（ｎ＋Ｍ）＝ ∑
ｎ＋Ｍ

ｍ＝－∞
ｘ（ｍ）＝Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］

所以该系统是时不变的。

２．６ 确定下列系统是否因果的？是否稳定的？

（ａ）ｙ（ｎ）＝ｇ（ｎ）ｘ（ｎ），ｇ（ｎ）有界

（ｂ）ｙ（ｎ）＝ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
ｘ（ｍ）

（ｃ）ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ－ｎ０）

解

（ａ）假设对某一时刻ｎ０，当ｎ＜ｎ０时，输入信号不改变，即有ｘ１（ｎ）＝ｘ２（ｎ）。而输出

信号ｙ１（ｎ）＝ｇ（ｎ）ｘ１（ｎ），ｙ２（ｎ）＝ｇ（ｎ）ｘ２（ｎ），于是当ｎ＜ｎ０时，也有ｙ１（ｎ）＝ｙ２（ｎ），即

此时输出也不变化，所以是因果系统。

又，由于ｇ（ｎ）有界，故对所有ｎ，都有｜ｇ（ｎ）｜＜∞。现在设输入信号ｘ（ｎ）有界，也

即对所有ｎ，都有｜ｘ（ｎ）｜＜∞。而输出ｙ（ｎ）＝ｇ（ｎ）ｘ（ｎ），因此对所有ｎ，也都有

｜ｙ（ｎ）｜＝｜ｇ（ｎ）｜｜ｘ（ｎ）｜＜∞。这就是说，当输入有界时，输出也有界，所以系统是稳定

的。

·５·
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注意，此题不能用ｈ（ｎ）来确定其因果性和稳定性，因为这不是一个ＬＴＩ系统。

（ｂ）由２．５（ｃ）题已经知道这是一个ＬＴＩ系统，因此可以利用ｈ（ｎ）来判定。

ｈ（ｎ）＝ ∑
ｎ

ｍ＝－∞
δ（ｍ）＝

１ ｎ≥０
０ ｎ＜｛ ０

＝ｕ（ｎ）

也即当ｎ＜０时，ｈ（ｎ）＝０，故为因果系统。

而

∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ） ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
ｕ（ｎ）＝∑

∞

ｎ＝０
１＝∞

故系统是非稳定的。

（ｃ）首先验证它是否是一个ＬＴＩ系统。设ｘ１（ｎ）、ｘ２（ｎ）是两个任意序列，ａ、ｂ是两

个任意常数。

Ｔ［ａｘ１（ｎ）＋ｂｘ２（ｎ）］＝ａｘ１（ｎ－ｎ０）＋ｂｘ２（ｎ－ｎ０）＝ｙ′（ｎ）

ａＴ［ｘ１（ｎ）］＋ｂＴ［ｘ２（ｎ）］＝ａｘ１（ｎ－ｎ０）＋ｂｘ２（ｎ－ｎ０）＝ｙ″（ｎ）

由于ｙ′（ｎ）＝ｙ″（ｎ），所以是线性系统。

又，设Ｍ 为一整数。

Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］＝ｘ（ｎ＋Ｍ－ｎ０）
而

ｙ（ｎ＋Ｍ）＝ｘ（ｎ－ｎ０＋Ｍ）＝Ｔ［ｘ（ｎ＋Ｍ）］

所以是时不变系统。

于是可以用ｈ（ｎ）来判定。

ｈ（ｎ）＝Ｔ［δ（ｎ）］＝δ（ｎ－ｎ０）
因此ｈ（ｎ）只在ｎ＝ｎ０时不为０。所以，如果ｎ０≥０，那么当ｎ＜０时，ｈ（ｎ）＝０，系统是因

果的；如果ｎ０＜０，由于ｈ（ｎ０）＝１，所以系统是非因果的。

又，

∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ） ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
δ（ｎ－ｎ０）＝１＜∞

所以该系统是稳定的。

２．７ 确定下列线性时不变系统是否因果的？是否稳定的？

（ａ）ｘ（ｎ）＝ａｎｕ（ｎ），ｈ（ｎ）＝ｕ（ｎ＋１）

（ｂ）ｈ（ｎ）＝（１／２）ｎｕ（ｎ）

解

（ａ）因为

ｈ（－１）＝ｕ（０）＝１
即ｈ（ｎ）不满足当ｎ＜０时为０，故这个ＬＴＩ系统不是因果的。

·６
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因为

∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ） ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
ｕ（ｎ＋１）＝∑

∞

ｎ＝－１
１＝∞

故这个ＬＴＩ系统是非稳定的。

（ｂ）当ｎ＜０时，因为ｕ（ｎ）＝０，故

ｈ（ｎ）＝（１／２）ｎｕ（ｎ）＝０
因此该ＬＴＩ系统是因果的。

因为

∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ） ＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
（ ）１２

ｎ
ｕ（ｎ）＝∑

∞

ｎ＝０
（ ）１２

ｎ
＝ １
１－（１／２）＝２＜∞

故该ＬＴＩ系统是稳定的。

２．８ ｘ（ｎ）为输入序列，ｈ（ｎ）为线性时不变系统的单位抽样响应，确定输出序

列ｙ（ｎ）。

（ａ）ｘ（ｎ）＝｛ｘ（－１），ｘ（０），ｘ（１），ｘ（２），ｘ（３）｝＝｛０．２５，１，２，１，０．２５｝；ｈ（ｎ）＝ｕ（ｎ）

（ｂ）ｘ（ｎ）＝｛ｘ（－２），ｘ（－１），ｘ（０），ｘ（１），ｘ（２）｝＝｛１，２，１，１，２｝；ｈ（ｎ）＝δ（ｎ－２）

（ｃ）ｘ（ｎ）＝｛２，－１｝；ｈ（ｎ）＝｛３，２，１｝

解

ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）ｈ（ｎ）＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）ｈ（ｎ－ｋ）＝ ∑

∞

ｋ＝－∞
ｈ（ｋ）ｘ（ｎ－ｋ）

（ａ） ｙ（ｎ）＝∑
３

ｋ＝－１
ｘ（ｋ）ｕ（ｎ－ｋ）＝

０ ｎ＜－１

∑
ｎ

ｋ＝－１
ｘ（ｋ） －１≤ｎ≤３

∑
３

ｋ＝－１
ｘ（ｋ）＝４．５ ｎ＞

烅

烄

烆 ３

（ｂ） ｙ（ｎ）＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
δ（ｋ－２）ｘ（ｎ－ｋ）＝ｘ（ｎ－２）

由于ｘ（ｎ）定义在－２到２区间，所以ｙ（ｎ）在０到４区间，依次为：１，２，１，１，２。

（ｃ）用排序法求这个线性卷积

ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）ｘ（ｎ）

３ ２ １
－１ ２ ｙ（０）＝６

－１ ２ ｙ（１）＝１
－１ ２ ｙ（２）＝０

－１ ２ ｙ（３）＝－１
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２．９ 直接计算卷积和，求序列

ｈ（ｎ）＝
αｎ ０≤ｎ＜Ｎ
０
烅
烄
烆 其他

与 ｘ（ｎ）＝ β
ｎ－ｎ０ ｎ≥ｎ０
０ ｎ＜ｎ
烅
烄

烆 ０

的卷积ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）ｈ（ｎ）。

解

ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）ｈ（ｎ）＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）ｈ（ｎ－ｋ）＝∑

∞

ｋ＝ｎ０
βｋ－ｎ０ｈ（ｎ－ｋ）

（１）当ｎ＜ｎ０时，ｙ（ｎ）＝０。

（２）当ｎ０≤ｎ＜ｎ０＋Ｎ时，

ｙ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝ｎ０
βｋ－ｎ０αｎ－ｋ＝

αｎ

βｎ０∑
ｎ

ｋ＝ｎ０

（β
α

）
ｋ

＝α
ｎ

βｎ０
·

（β／α）ｎ０－（β／α）ｎ＋１

１－（β／α）

＝
αｎ－ｎ０＋１－βｎ－ｎ０＋１

α－β
（α≠β）

若α＝β

ｙ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝ｎ０
βｋ－ｎ０αｎ－ｋ＝∑

ｎ

ｋ＝ｎ０

αｎ－ｎ０＝αｎ－ｎ０（ｎ－ｎ０＋１）

（３）当ｎ≥ｎ０＋Ｎ时，

ｙ（ｎ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝ｎ－Ｎ＋１
βｋ－ｎ０αｎ－ｋ

若α≠β

ｙ（ｎ）＝α
ｎ

βｎ０ ∑
ｎ

ｋ＝ｎ－Ｎ＋１
（β
α

）
ｋ

＝β
ｎ－ｎ０＋１（αＮβ－Ｎ－１）

α－β
若α＝β

ｙ（ｎ）＝ ∑
ｎ

ｋ＝ｎ－Ｎ＋１
αｎ－ｎ０＝Ｎαｎ－ｎ０

读者可以画出两个序列所在区间的图形来帮助理解ｙ（ｎ）的分段表示，以及各表达

式中的求和范围。

２．１０ 已知ＬＴＩ系统的单位抽样响应为

ｈ（ｎ）＝δ（ｎ）＋２δ（ｎ－１）－３δ（ｎ－２）＋δ（ｎ－３）

求单位阶跃响应（即当输入为单位阶跃信号时的输出）ｙ（ｎ）。

解

该系统的单位阶跃响应
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ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）ｕ（ｎ）＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
ｈ（ｋ）ｕ（ｎ－ｋ）

＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
［δ（ｋ）＋２δ（ｋ－１）－３δ（ｋ－２）＋δ（ｋ－３）］ｕ（ｎ－ｋ）

＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
δ（ｋ）ｕ（ｎ－ｋ）＋２∑

∞

ｋ＝－∞
δ（ｋ－１）ｕ（ｎ－ｋ）

－３∑
∞

ｋ＝－∞
δ（ｋ－２）ｕ（ｎ－ｋ）＋∑

∞

ｋ＝－∞
δ（ｋ－３）ｕ（ｎ－ｋ）

＝ｕ（ｎ）＋２ｕ（ｎ－１）－３ｕ（ｎ－２）＋ｕ（ｎ－３）

２．１１ 试确定下列序列的傅里叶变换。

（ａ）ｘ（ｎ）＝０．５δ（ｎ＋１）＋０．５δ（ｎ－１）

（ｂ）ｘ（ｎ）＝ａｎｕ（ｎ） （０＜ａ＜１）

（ｃ）ｘ（ｎ）＝ｕ（ｎ＋３）－ｕ（ｎ－４）

解

离散信号的傅里叶变换

Ｘ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｅ－ｊｎω

（ａ） Ｘ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
［０．５δ（ｎ＋１）＋０．５δ（ｎ－１）］ｅ－ｊｎω

＝０．５∑
∞

ｎ＝－∞
δ（ｎ＋１）ｅ－ｊｎω＋０．５∑

∞

ｎ＝－∞
δ（ｎ－１）ｅ－ｊｎω

＝０．５ｅｊω＋０．５ｅ－ｊω＝ｃｏｓω

（ｂ） Ｘ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ａｎｕ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝∑

∞

ｎ＝０
（ａｅ－ｊω）ｎ

＝ １
１－ａｅ－ｊω＝

ｅｊω

ｅｊω－ａ
上式中的级数收敛是因为｜ａｅ－ｊω｜＝ａ＜１。

（ｃ） ｘ（ｎ）＝ｕ（ｎ＋３）－ｕ（ｎ－４）＝
１ －３≤ｎ≤３
０｛ 其他

所以

Ｘ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝∑

３

ｎ＝－３
（ｅ－ｊω）ｎ

＝
（ｅ－ｊω）－３－（ｅ－ｊω）４

１－ｅ－ｊω
＝ｅ

ｊ３ω－ｅ－ｊ４ω

１－ｅ－ｊω

·９·
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２．１２ 令ｘ（ｎ）和Ｘ（ｅｊω）表示一个序列及其傅里叶变换，利用Ｘ（ｅｊω）表示下面各序

列的傅里叶变换。

（ａ）ｂｘ（ｎ） （ｂ为任意常数）

（ｂ）ｘ（ｎ－ｎ０） （ｎ０为整数）

（ｃ）ｇ（ｎ）＝ｘ（２ｎ）

（ｄ）ｇ（ｎ）＝
ｘ（ｎ／２） （ｎ为偶数）

０ （ｎ｛ 为奇数）

解

Ｘ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｅ－ｊｎω

（ａ）Ｘａ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｂｘ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝ｂ∑

∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝ｂＸ（ｅｊω）

（ｂ）Ｘｂ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ－ｎ０）ｅ－ｊｎω＝ ∑

∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）ｅ－ｊ（ｋ＋ｎ０）ω

＝ｅ－ｊｎ０ω∑
∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）ｅ－ｊｋω＝ｅ－ｊｎ０ωＸ（ｅｊω）

（ｃ）Ｇ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｇ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝ ∑

∞

ｎ＝－∞
ｘ（２ｎ）ｅ－ｊｎω＝ ∑

∞

ｋ＝－∞

ｋ为偶数

ｘ（ｋ）ｅ－ｊ
ｋ
２ω

＝ ∑
∞

ｋ＝－∞

１
２

［ｘ（ｋ）＋（－１）ｋｘ（ｋ）］ｅ－ｊ
ｋ
２ω

＝１２∑
∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）ｅ－ｊｋ

ω
２＋１２∑

∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）（ｅｊπ）ｋｅ－ｊｋ

ω
２

＝１２Ｘ
（ｅｊ
ω
２）＋１２∑

∞

ｋ＝－∞
ｘ（ｋ）ｅ－ｊｋ（

ω
２－π

）

＝１２Ｘ
（ｅｊ
ω
２）＋１２Ｘ

［ｅｊ（
ω
２－π

）］

＝１２
［Ｘ（ｅｊ

ω
２）＋Ｘ（－ｅｊ

ω
２）］

（ｄ）Ｇ（ｅｊω）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｇ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝ ∑

∞

ｒ＝－∞
ｇ（２ｒ）ｅ－ｊ２ｒω＝ ∑

∞

ｒ＝－∞
ｘ（ｒ）ｅ－ｊｒ２ω＝Ｘ（ｅｊ２ω）

２．１３ 一个ＬＴＩ系统的单位抽样响应为

ｈ（ｎ）＝（ ）１２
ｎ
ｕ（ｎ）

求其频率响应Ｈ（ｅｊω）。设另一系统的频率响应为１／Ｈ（ｅｊω），单位抽样响应为ｈ′（ｎ），试

证明

ｈ（ｎ）ｈ′（ｎ）＝δ（ｎ）

·０１
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解

Ｈ（ｅｊω）＝犉［ｈ（ｎ）］＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ）ｅ－ｊｎω

＝∑
∞

ｎ＝０
（１
２

）
ｎ
ｅ－ｊｎω＝ １

１－ｅ－ｊω／２＝
２ｅｊω

２ｅｊω－１
因为

犉［ｈ′（ｎ）］＝１／Ｈ（ｅｊω）

故根据傅里叶变换的卷积特性，有

犉［ｈ（ｎ）ｈ′（ｎ）］＝Ｈ（ｅｊω）·（ １
Ｈ（ｅｊω）

）＝１

又由于

犉［δ（ｎ）］＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
δ（ｎ）ｅ－ｊｎω＝１

故比较上面二式即有

ｈ（ｎ）ｈ′（ｎ）＝δ（ｎ）

２．１４ 求下列各序列的ｚ变换，并指出其零极点和收敛域。

（ａ）δ（ｎ）＋（ ）１２
ｎ
ｕ（ｎ） （ｂ）（ ）１３

ｎ
ｕ（ｎ）

（ｃ）（ ）１３
ｎ
ｕ（ｎ）－（ ）１２

ｎ
ｕ（－ｎ－１） （ｄ）ｘ（ｎ）＝

３ １≤ｎ≤４
０｛ 其他

解

ｚ变换定义式 Ｘ（ｚ）＝犣［ｘ（ｎ）］＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｚ－ｎ

（ａ） Ｘ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
［δ（ｎ）＋（１

２
）
ｎ
ｕ（ｎ）］ｚ－ｎ

＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
δ（ｎ）ｚ－ｎ＋∑

∞

ｎ＝－∞
（１
２

）
ｎ
ｕ（ｎ）ｚ－ｎ

＝１＋∑
∞

ｎ＝０
（１
２ｚ

－１）
ｎ

＝１＋ １
１－ｚ－１／２＝

４ｚ－１
２ｚ－１

零点：Ｘ（ｚ）分子的零点，即ｚ＝１／４；

极点：Ｘ（ｚ）分母的零点，即ｚ＝１／２；

由导出Ｘ（ｚ）时幂级数∑
∞

ｎ＝０
（１
２ｚ

－１）
ｎ

收敛的条件 ｚ－１／２ ＜１，即得到Ｘ（ｚ）的收敛

域：ｚ ＞１／２。
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（ｂ） Ｘ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
（１
３

）
ｎ
ｕ（ｎ）ｚ－ｎ＝∑

∞

ｎ＝０
（１
３

）
ｎ
ｚ－ｎ

＝ １
１－ｚ－１／３＝

３ｚ
３ｚ－１

（ｚ－１／３ ＜１）

零点：ｚ＝０；

极点：ｚ＝１／３；

收敛域：｜ｚ｜＞１／３。

（ｃ） Ｘ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
［（１
３

）
ｎ
ｕ（ｎ）－（１

２
）
ｎ
ｕ（－ｎ－１）］ｚ－ｎ

＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
（１
３

）
ｎ
ｕ（ｎ）ｚ－ｎ－∑

∞

ｎ＝－∞
（１
２

）
ｎ
ｕ（－ｎ－１）ｚ－ｎ

＝∑
∞

ｎ＝０
（１
３

）
ｎ
ｚ－ｎ－∑

－∞

ｎ＝－１
（１
２

）
ｎ
ｚ－ｎ

＝ １
１－ｚ－１／３－∑

∞

ｎ＝１
（１
２

）
－ｎ
ｚｎ （ｚ－１／３ ＜１）

＝ ３ｚ
３ｚ－１＋１－∑

∞

ｎ＝０
（２ｚ）ｎ

＝ ３ｚ
３ｚ－１＋１－

１
１－２ｚ

（２ｚ ＜１）

＝ ５ｚ－１２ｚ２
（３ｚ－１）（１－２ｚ）

零点：ｚ＝０，ｚ＝５／１２；

极点：ｚ＝１／３，ｚ＝１／２；

收敛域：１／３＜｜ｚ｜＜１／２。

（ｄ） Ｘ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｚ－ｎ＝∑

４

ｎ＝１
３ｚ－ｎ

＝３（ｚ－１＋ｚ－２＋ｚ－３＋ｚ－４）

＝３ｚ
３＋ｚ２＋ｚ＋１

ｚ４ ＝３
（ｚ２＋１）（ｚ＋１）

ｚ４
零点：ｚ＝－１，ｚ＝±ｊ；

极点：ｚ＝０（四阶）；

收敛域：｜ｚ｜＞０。

２．１５ 已知序列ｘ（ｎ）的ｚ变换为Ｘ（ｚ），收敛域为Ｒ－＜｜ｚ｜＜Ｒ＋，用Ｘ（ｚ）表示下

面各序列的ｚ变换，并指出各自的收敛域。

（ａ）ｘ１（ｎ）＝ｘ（ｎ－１） （ｂ）ｘ２（ｎ）＝３ｘ（ｎ＋２）

（ｃ）ｘ３（ｎ）＝２ｘ（－ｎ） （ｄ）ｘ４（ｎ）＝－２ｎｘ（ｎ）
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解

（ａ）由ｚ变换的移位性质，可知

Ｘ１（ｚ）＝ｚ－１Ｘ（ｚ）

收敛域：Ｒ－＜｜ｚ｜＜Ｒ＋，且ｚ≠０。

（ｂ）由ｚ变换的线性和移位性质，有

Ｘ２（ｚ）＝３ｚ２Ｘ（ｚ）

收敛域：Ｒ－＜｜ｚ｜＜Ｒ＋，且ｚ≠∞。

（ｃ）由ｚ变换的线性和翻转性质，有

Ｘ３（ｚ）＝３Ｘ（１／ｚ）

收敛域：（１／Ｒ＋）＜｜ｚ｜＜（１／Ｒ－）。

（ｄ）由乘以指数序列的ｚ变换，可知

Ｘ４（ｚ）＝－Ｘ（ｚ／２）

收敛域：２Ｒ－＜ ｚ ＜２Ｒ＋。

２．１６ 设Ｆ（ｚ）是因果序列ｆ（ｎ）的ｚ变换，求下列各情况下的ｆ（０）和ｆ（∞）。

（ａ）Ｆ（ｚ）＝（２ｚ－１）／（ｚ－１）

（ｂ）Ｆ（ｚ）＝（ｅ－ａＴ－１）ｚ／［ｚ２－（１＋ｅ－ａＴ）ｚ＋ｅ－ａＴ］ （ａ、Ｔ均为正数）

解

（ａ）由初值定理

ｆ（０）＝ｌｉｍ
ｚ→∞
Ｆ（ｚ）＝ｌｉｍ

ｚ→∞

２－ｚ－１
１－ｚ－１＝２

又，因为Ｆ（ｚ）只在ｚ＝１有一阶极点，故可以用终值定理：

ｆ（∞）＝ｌｉｍ
ｚ→１

［（ｚ－１）Ｆ（ｚ）］＝（２ｚ－１）
ｚ＝１
＝１

（ｂ）由初值定理

ｆ（０）＝ｌｉｍ
ｚ→∞
Ｆ（ｚ）＝ｌｉｍ

ｚ→∞

（ｅ－ａＴ－１）ｚ－１
１－（１＋ｅ－ａＴ）ｚ－１＋ｅ－ａＴｚ－２＝０

又，由于

Ｆ（ｚ）＝
（ｅ－ａＴ－１）ｚ

ｚ２－（１＋ｅ－ａＴ）ｚ＋ｅ－ａＴ＝
（ｅ－ａＴ－１）ｚ

（ｚ－１）（ｚ－ｅ－ａＴ）

有两个一阶极点：ｚ＝１在单位圆上，ｚ＝ｅ－ａＴ＜１在单位圆内，故可以用终值定理：

ｆ（∞）＝ｌｉｍ
ｚ→１

［（ｚ－１）Ｆ（ｚ）］＝
（ｅ－ａＴ－１）ｚ
ｚ－ｅ－ａＴ ｚ＝１

＝－１
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２．１７ 试利用ｘ（ｎ）的ｚ变换求ｎ２ｘ（ｎ）的ｚ变换。

解

利用ｚ变换的性质：

犣［ｎｘ（ｎ）］＝－ｚｄＸ
（ｚ）

ｄｚ
现在令

Ｘ１（ｚ）＝犣［ｎｘ（ｎ）］

则 犣［ｎ２ｘ（ｎ）］＝－ｚ
ｄＸ１（ｚ）

ｄｚ ＝－ｚｄｄｚ
（－ｚｄＸ

（ｚ）

ｄｚ
）

＝－ｚ［－ｄＸ
（ｚ）

ｄｚ －ｚｄ
２Ｘ（ｚ）

ｄｚ２
］

＝ｚｄＸ
（ｚ）

ｄｚ ＋ｚ２ｄ
２Ｘ（ｚ）

ｄｚ２

收敛域与Ｘ（ｚ）的收敛域相同。

２．１８ 证明，若０＜｜ａ｜＜１及ｘ（ｎ）＝ａ｜ｎ｜，则Ｘ（ｚ）＝ ｚ（１－ａ２）
－ａｚ２＋（１＋ａ２）ｚ－ａ

，并指

出其收敛域。

证

Ｘ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｚ－ｎ＝ ∑

－１

ｎ＝－∞
ａ－ｎｚ－ｎ＋∑

∞

ｎ＝０
ａｎｚ－ｎ

＝∑
∞

ｎ＝１
ａｎｚｎ＋∑

∞

ｎ＝０
（ａｚ－１）ｎ

＝∑
∞

ｎ＝０

（ａｚ）ｎ－１＋ １
１－ａｚ－１

（ａｚ－１ ＜１）

＝ １
１－ａｚ－１＋

ｚ
ｚ－ａ

（ａｚ ＜１）

＝ｚ－ａ－ｚ＋ａｚ
２＋ａ－ａ２ｚ＋ｚ－ａｚ２

（１－ａｚ）（ｚ－ａ）

＝ ｚ（１－ａ２）
－ａｚ２＋（１＋ａ２）ｚ－ａ

收敛域：

ａ ＜ ｚ ＜ １ａ

·４１
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２．１９ 求Ｘ（ｚ）在所有可能收敛区域的反变换。

Ｘ（ｚ）＝ ｚ
（ｚ－１）２（ｚ－２）

解

Ｘ（ｚ）的极点：ｚ＝１（二阶），ｚ＝２，故收敛域有下面３种情况：

（１）｜ｚ｜＜１
（２）１＜｜ｚ｜＜２
（３）｜ｚ｜＞２
令

Ｘ１（ｚ）＝Ｘ（ｚ）ｚｎ－１＝ ｚｎ
（ｚ－１）２（ｚ－２）

显然这里ｍ＝１，分界点为１－ｍ＝０。

（１）积分围线Ｃ在｜ｚ｜＜１内。

ｎ≥０：Ｘ１（ｚ）在Ｃ内（包括Ｃ上）解析，故ｘ（ｎ）＝０；

ｎ＜０：Ｘ１（ｚ）在Ｃ外有极点ｚ＝１（二阶）和ｚ＝２，故

ｘ（ｎ）＝－ Ｒｅｓ［Ｘ１（ｚ），ｚ＝１］＋Ｒｅｓ［Ｘ１（ｚ），ｚ＝２｛ ｝］

＝－
１
１！

ｄ
ｄｚ
ｚｎ
ｚ－［ ］２ ｚ＝１

＋ ｚｎ
（ｚ－１）［ ］２

ｚ＝
｛ ｝

２

＝－［－（ｎ＋１）＋２ｎ］＝ｎ＋１－２ｎ

因此

ｘ（ｎ）＝（ｎ＋１－２ｎ）ｕ（－ｎ－１）

（２）围线Ｃ在１＜｜ｚ｜＜２内。

ｎ≥０：Ｘ１（ｚ）在Ｃ内有二阶极点ｚ＝１，故

ｘ（ｎ）＝Ｒｅｓ［Ｘ１（ｚ），ｚ＝１］＝－（ｎ＋１）

ｎ＜０：Ｘ１（ｚ）在Ｃ外有极点ｚ＝２，故

ｘ（ｎ）＝－Ｒｅｓ［Ｘ１（ｚ），ｚ＝２］＝－２ｎ

因此

ｘ（ｎ）＝－（ｎ＋１）ｕ（ｎ）－２ｎｕ（－ｎ－１）

（３）积分围线Ｃ在｜ｚ｜＞２内。

ｎ≥０：Ｘ１（ｚ）在Ｃ内有极点ｚ＝１（二阶）和ｚ＝２，故

ｘ（ｎ）＝Ｒｅｓ［Ｘ１（ｚ），ｚ＝１］＋Ｒｅｓ［Ｘ１（ｚ），ｚ＝２］＝－（ｎ＋１）＋２ｎ

ｎ＜０：Ｘ１（ｚ）在围线Ｃ外（包括Ｃ上）解析，故ｘ（ｎ）＝０。

因此

ｘ（ｎ）＝［２ｎ－（ｎ＋１）］ｕ（ｎ）
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２．２０ 已知Ｘ（ｚ）＝ １
１－ｚ

。

（ａ）若｜ｚ｜＞１，求ｘ（ｎ）。

（ｂ）若｜ｚ｜＜１，求ｘ（ｎ）。

解

（ａ） Ｘ（ｚ）＝ １
１－ｚ＝－

ｚ－１
１－ｚ－１＝－

ｚ－１∑
∞

ｎ＝０
（ｚ－１）ｎ＝－ｚ－１∑

∞

ｎ＝０
ｚ－ｎ

根据ｚ变换的定义式以及ｚ变换的移位性质，可知

ｘ（ｎ）＝－ｕ（ｎ－１）

（ｂ） Ｘ（ｚ）＝ １
１－ｚ＝∑

∞

ｋ＝０
ｚｋ＝∑

－∞

ｎ＝０
ｚ－ｎ

所以

ｘ（ｎ）＝ｕ（－ｎ）

２．２１ 有一线性时不变系统的单位抽样响应为ｈ（ｎ），输入信号为ｘ（ｎ），若

ｘ（ｎ）＝
３－ｎ ｎ≥０
２ｎ ｎ＜
烅
烄

烆 ０
ｈ（ｎ）＝

２－ｎ ｎ≥０
０ ｎ＜
烅
烄
烆 ０

用两种方法求该系统的输出信号ｙ（ｎ）：（ａ）直接求线性卷积；（ｂ）用ｚ变换求。

解

（ａ） ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）ｘ（ｎ）＝∑
∞

ｋ＝０
２－ｋｘ（ｎ－ｋ）

当ｎ＜０，对于ｋ≥０，由于ｎ－ｋ＜０，故

ｘ（ｎ－ｋ）＝２ｎ－ｋ

所以

ｙ（ｎ）＝∑
∞

ｋ＝０
２－ｋ２ｎ－ｋ＝２ｎ∑

∞

ｋ＝０
２－２ｋ＝２ｎ １

１－２－２
＝４３２

ｎ＝２ｎ＋２／３

当ｎ≥０，ｙ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
２－ｋ３－（ｎ－ｋ）＋∑

∞

ｋ＝ｎ＋１
２－ｋ２ｎ－ｋ

＝３－ｎ∑
ｎ

ｋ＝０
（３
２

）
ｋ
＋２ｎ∑

∞

ｋ＝ｎ＋１
２－２ｋ

＝３－ｎ１－
（３／２）ｎ＋１

１－（３／２） ＋２ｎ［∑
∞

ｋ＝０
（１
４

）
ｋ
－∑

ｎ

ｋ＝０
（１
４

）
ｋ

］

＝（ ）１３
ｎ
（－２）［１－３ｎ＋１（１２

）ｎ＋１］＋２ｎ １
１－（１／４）－

１－（１／４）ｎ＋１

１－（１／４［ ］）

＝－２×３－ｎ＋３×２－ｎ＋（４／３）×２ｎ－（４／３）×２ｎ＋（１／３）×２－ｎ

＝－２×３－ｎ＋（１０／３）×２－ｎ

·６１
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故

ｙ（ｎ）＝［（１０／３）×２－ｎ－２×３－ｎ］ｕ（ｎ）＋（２ｎ＋２／３）ｕ（－ｎ－１）

（ｂ） Ｘ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｘ（ｎ）ｚ－ｎ＝ ∑

－１

ｎ＝－∞
２ｎｚ－ｎ＋∑

∞

ｎ＝０
３－ｎｚ－ｎ

＝∑
∞

ｎ＝１
２－ｎｚｎ＋∑

∞

ｎ＝０
（ｚ－１／３）ｎ

＝－１＋∑
∞

ｎ＝０
（ｚ／２）ｎ＋ １

１－ｚ－１／３
（ｚ－１／３ ＜１）

＝－１＋ １
１－ｚ／２＋

３ｚ
３ｚ－１

（ｚ／２ ＜１）

＝ ５ｚ
（２－ｚ）（３ｚ－１）

由式中幂级数的收敛条件可以得到Ｘ（ｚ）的收敛域：１／３＜｜ｚ｜＜２。

又，

Ｈ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ＝∑

∞

ｎ＝０
２－ｎｚ－ｎ

＝ １
１－２－１ｚ－１＝

２ｚ
２ｚ－１

（１／２ｚ ＜１）

由式中幂级数的收敛条件可以得到Ｈ（ｚ）的收敛域：｜ｚ｜＞１／２。

于是有：

Ｙ（ｚ）＝Ｘ（ｚ）Ｈ（ｚ）＝ １０ｚ２
（２－ｚ）（３ｚ－１）（２ｚ－１）

收敛域：１／２＜｜ｚ｜＜２。

下面用留数法求Ｙ（ｚ）的反变换ｙ（ｎ）。

令

Ｙ１（ｚ）＝Ｙ（ｚ）ｚｎ－１＝ １０ｚｎ＋１
（２－ｚ）（３ｚ－１）（２ｚ－１）

这里ｍ＝２，故分界点为１－ｍ＝－１。积分围线Ｃ在Ｙ（ｚ）的收敛域内。

当ｎ＜－１，因Ｙ１（ｚ）在Ｃ外有极点ｚ＝２，因此

ｙ（ｎ）＝－Ｒｅｓ［Ｙ１（ｚ），ｚ＝２］＝ １０ｚｎ＋１
（３ｚ－１）（２ｚ－１）ｚ＝２

＝２ｎ＋２／３

当ｎ≥－１，因Ｙ１（ｚ）在Ｃ内有极点ｚ＝１／２和ｚ＝１／３，因此

ｙ（ｎ）＝Ｒｅｓ［Ｙ１（ｚ），ｚ＝１／２］＋Ｒｅｓ［Ｙ１（ｚ），ｚ＝１／３］

＝ １０ｚｎ＋１
２（２－ｚ）（３ｚ－１）ｚ＝１／２

＋ １０ｚｎ＋１
３（２－ｚ）（２ｚ－１）ｚ＝１／３

＝（１０／３）×２－ｎ－２×３－ｎ

于是，
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ｙ（ｎ）＝２
ｎ＋２

３ｕ
（－ｎ－２）＋［１０

３２
－ｎ－２×３－ｎ］ｕ（ｎ＋１）

＝２
ｎ＋２

３ｕ
（－ｎ－１）－２

（－１）＋２

３ ＋［１０
３２

－ｎ－２×３－ｎ］ｕ（ｎ）

＋［１０
３２

－（－１）－２×３－（－１）］

＝２
ｎ＋２

３ｕ
（－ｎ－１）＋［１０

３２
－ｎ－２×３－ｎ］ｕ（ｎ）

（ａ）与（ｂ）的结果相同。

２．２２ 已知 Ｘ（ｚ）＝ｅｚ＋ｅ１／２（ｚ≠∞），求ｘ（ｎ）。

解

Ｘ（ｚ）＝ｅｚ＋ｅ１／２＝∑
∞

ｎ＝０

ｚｎ
ｎ！＋ｅ

１／２＝ｅ１／２ｚ０＋∑
－∞

ｎ＝０

１
（－ｎ）！ｚ

－ｎ

所以

ｘ（ｎ）＝ｅ１／２δ（ｎ）＋ １
（－ｎ）！ｕ（－ｎ）

２．２３ 令ｘ（ｎ）是一因果序列，又设ｘ（０）≠０，试证明在ｚ＝∞处Ｘ（ｚ）没有极点和

零点。

证

由于ｘ（ｎ）为因果序列，故由初值定理有：

ｌｉｍ
ｚ→∞
Ｘ（ｚ）＝ｘ（０）

而ｘ（０）是一个不为０的有限数，即Ｘ（∞）＝ｘ（０）既不等于０也不等于∞，这就是说，在

ｚ＝∞处Ｘ（ｚ）既无零点也无极点。

２．２４ 研究一线性时不变系统，该系统的输入和输出满足差分方程：

ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）－１２ｙ
（ｎ－１）

从下列诸项中选取两个满足该系统的单位抽样响应。

（ａ） －（ ）１２
ｎ
ｕ（ｎ） （ｂ） －（ ）１２

ｎ
ｕ（－ｎ－１） （ｃ）（ ）１２

ｎ
ｕ（ｎ－１）

（ｄ）２ｎｕ（ｎ） （ｅ）ｎ１／２ｕ（ｎ） （ｆ）（－２）ｎｕ（－ｎ－１）

（ｇ）２－ｎｕ（ｎ） （ｈ）－ －（ ）１２
ｎ
ｕ（－ｎ－１） （ｉ）－（－２）ｎｕ（－ｎ－１）

解

对差分方程两边进行ｚ变换：

Ｙ（ｚ）＝Ｘ（ｚ）－（１／２）ｚ－１Ｙ（ｚ）
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该ＬＴＩ系统的系统函数：

Ｈ（ｚ）＝Ｙ
（ｚ）

Ｘ（ｚ）＝
１

１＋ｚ－１／２
＝ ｚ
ｚ＋１／２

极点为ｚ＝－１／２，因此Ｈ（ｚ）的收敛域或者为｜ｚ｜＞１／２，或者为｜ｚ｜＜１／２。

对于｜ｚ｜＞１／２，有

ｈ（ｎ）＝（－１２
）ｎｕ（ｎ）

与（ａ）相同，因此（ａ）是满足该系统的单位抽样响应。

对于｜ｚ｜＜１／２，有

ｈ（ｎ）＝－（－１２
）ｎｕ（－ｎ－１）

与（ｈ）相同，故（ｈ）也是满足该系统的单位抽样响应。
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第３章

离散傅里叶变换

３．１ 已知：ｘ（ｎ）＝
ｎ２ ０≤ｎ≤３
０
烅
烄
烆 其他

，ｈ（ｎ）＝Ｒ５（ｎ－１）。以Ｎ＝６为周期来延拓这

两个序列，分别得到周期序列 槇ｘ（ｎ）和 槇ｈ（ｎ），求这两个周期序列的周期卷积 槇ｙＮ（ｎ）（只需

求出０≤ｎ≤Ｎ－１区间的值）。

解

槇ｙＮ（ｎ）＝∑
５

ｍ＝０
ｘ（ｍ）槇ｈ（ｎ－ｍ）

槇ｈ（ｎ）的主值序列为０，１，１，１，１，１。

ｍ ０ １ ２ ３ ４ ５
ｘ（ｍ） ０ １ ４ ９ ０ ０
槇ｈ（－ｍ） ⋯ ０ １ １ １ １ １ ０ １ １ １ １ １ ０ １ １ ⋯

将 槇ｈ（－ｍ）逐次向右移位就得到各 槇ｈ（ｎ－ｍ），在主值区间与ｘ（ｍ）对应相乘并相

加就得到周期卷积。下面是周期卷积在主值区间的各个值。

ｎ ０ １ ２ ３ ４ ５

槇ｙＮ（ｎ） １４ １３ １０ ５ １４ １４

３．２ 如果 槇ｘ（ｎ）是一个周期为Ｎ的周期序列，则它也是周期为２Ｎ的周期序列。把

槇ｘ（ｎ）看作周期为Ｎ的周期序列，令
槇
Ｘ１（ｋ）表示其ＤＦＳ，再把 槇ｘ（ｎ）看作周期为２Ｎ 的周

期序列，再令
槇
Ｘ２（ｋ）表示其ＤＦＳ，试利用

槇
Ｘ１（ｋ）确定

槇
Ｘ２（ｋ）。

解

槇
Ｘ１（ｋ）＝∑

Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）ＷｋｎＮ
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而
槇
Ｘ２（ｋ）＝∑

２Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）Ｗｋｎ２Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）Ｗｋｎ２Ｎ＋∑
Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ＋Ｎ）Ｗｋ
（ｎ＋Ｎ）

２Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）Ｗｎｋ／２
Ｎ ＋∑

Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）Ｗｎｋ
２Ｎ·ＷｋＮ２Ｎ

＝
槇
Ｘ１（
ｋ
２

）＋（ＷＮ
２Ｎ

）ｋ∑
Ｎ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）Ｗｎｋ／２
Ｎ

＝
槇
Ｘ１（
ｋ
２

）＋（－１）ｋ
槇
Ｘ１（
ｋ
２

）

＝
２
槇
Ｘ１（
ｋ
２

） ｋ为偶数

０ ｋ
烅
烄

烆 为奇数

３．３ 研究两个周期序列 槇ｘ（ｎ）和 槇ｙ（ｎ）。槇ｘ（ｎ）的周期为Ｎ，槇ｙ（ｎ）的周期为Ｍ。序

列 槇ｗ（ｎ）定义为 槇ｗ（ｎ）＝槇ｘ（ｎ）＋槇ｙ（ｎ）。

（ａ）试证明 槇ｗ（ｎ）是周期性的，ＮＭ 是它的周期。

（ｂ）令 槇ｘ（ｎ）的ＤＦＳ为
槇
Ｘ（ｋ），槇ｙ（ｎ）的ＤＦＳ为

槇
Ｙ（ｋ），试利用

槇
Ｘ（ｋ）和

槇
Ｙ（ｋ）表示

槇
Ｗ（ｋ）。

解

（ａ）因为

槇ｗ（ｎ＋ＭＮ）＝槇ｘ（ｎ＋ＭＮ）＋槇ｙ（ｎ＋ＮＭ）

＝槇ｘ（ｎ）＋槇ｙ（ｎ）＝槇ｗ（ｎ）

所以 槇ｗ（ｎ）是以ＭＮ为周期的周期序列。

（ｂ）
槇
Ｗ（ｋ）＝∑

ＭＮ－１

ｎ＝０

槇ｗ（ｎ）ＷｋｎＭＮ

＝∑
ＭＮ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）ＷｋｎＭＮ＋∑
ＭＮ－１

ｎ＝０

槇ｙ（ｎ）ＷｋｎＭＮ
式中第一项：

∑
ＭＮ－１

ｎ＝０

槇ｘ（ｎ）ＷｋｎＭＮ ＝∑
Ｍ－１

ｒ＝０
∑

（ｒ＋１）Ｎ－１

ｎ＝ｒＮ

槇
ｘ（ｎ）ＷｋｎＭＮ

＝∑
Ｍ－１

ｒ＝０
∑
Ｎ－１

ｓ＝０

槇ｘ（ｓ＋ｒＮ）Ｗｋ
（ｓ＋ｒＮ）

ＭＮ

＝∑
Ｍ－１

ｒ＝０
ＷｋｒＮＭＮ∑

Ｎ－１

ｓ＝０

槇ｘ（ｓ）Ｗｓ
ｋ
Ｍ
Ｎ

·１２·
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＝∑
Ｍ－１

ｒ＝０
ＷｋｒＭ

槇
Ｘ（ｋ
Ｍ

）

＝
槇
Ｘ（ｋ
Ｍ

）∑
Ｍ－１

ｒ＝０
ＷｒｋＭ

＝
Ｍ·

槇
Ｘ（ｋ
Ｍ

） ｋ＝ｌＭ

０ ｋ≠
烅
烄

烆 ｌＭ
（ｌ为整数）

同理可得到式中第二项：

∑
ＭＮ－１

ｎ＝０

槇ｙ（ｎ）ＷｋｎＭＮ ＝
槇
Ｙ（ｋ
Ｎ

）∑
Ｎ－１

ｒ＝０
ＷｒｋＮ

＝
Ｎ·

槇
Ｙ（ｋ
Ｎ

） ｋ＝ｌＮ

０ ｋ≠
烅
烄

烆 ｌＮ
（ｌ为整数）

于是可以得到

槇
Ｗ（ｋ）＝

Ｍ·
槇
Ｘ（ｋ
Ｍ

）＋Ｎ·
槇
Ｙ（ｋ
Ｎ

） ｋ＝ｌＭ 并且ｋ＝ｍＮ

Ｍ·
槇
Ｘ（ｋ
Ｍ

） ｋ＝ｌＭ 并且ｋ≠ｍＮ

Ｎ·
槇
Ｙ（ｋ
Ｎ

） ｋ≠ｌＭ 并且ｋ＝ｍＮ

０ ｋ≠ｌＭ 并且ｋ≠

烅

烄

烆 ｍＮ

（ｌ、ｍ 均为整数）

３．４ 计算下列有限长序列ｘ（ｎ）的ＤＦＴ，假设长度为Ｎ。

（ａ）ｘ（ｎ）＝δ（ｎ）

（ｂ）ｘ（ｎ）＝δ（ｎ－ｎ０） ０＜ｎ０＜Ｎ
（ｃ）ｘ（ｎ）＝ａｎ ０≤ｎ≤Ｎ－１
（ｄ）ｘ（ｎ）＝｛１，２，－３，－１｝

解

（ａ）Ｘ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
δ（ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ ＝Ｗ
０
Ｎ ＝１ （０≤ｋ≤Ｎ－１）

（ｂ）Ｘ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
δ（ｎ－ｎ０）Ｗ

ｎｋ
Ｎ ＝Ｗ

ｎ０ｋ
Ｎ

（０≤ｋ≤Ｎ－１）

（ｃ）Ｘ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ａｎＷｎｋ

Ｎ ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
（ａＷｋＮ）ｎ

＝
１－（ａＷｋＮ）Ｎ

１－ａＷｋＮ
＝ １－ａＮ

１－ａＷｋＮ
（０≤ｋ≤Ｎ－１）

·２２
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（ｄ）Ｘ（ｋ）＝∑
３

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ４

＝Ｗ０４＋２Ｗ
ｋ
４－３Ｗ

２ｋ
４ －Ｗ

３ｋ
４

＝１＋２Ｗｋ４－３Ｗ
ｋ
２－Ｗ

３ｋ
４

＝１＋２（－ｊ）ｋ－３（－１）ｋ－ｊｋ （０≤ｋ≤３）

３．５ 长度Ｎ＝４的序列ｘ（ｎ）如图Ｐ３．５所示，试画出下面各序列的图形。

图Ｐ３．５

（ａ）ｘ１（ｎ）＝ｘ（（ｎ）５）

（ｂ）ｘ２（ｎ）＝槇ｘ（ｎ＋３）Ｒ５（ｎ）

（ｃ）ｘ３（ｎ）＝ｘ（（ｎ－２）４）Ｒ４（ｎ）

（ｄ）ｘ４（ｎ）＝ｘ（（－２）４）Ｒ４（ｎ）

（ｅ）ｘ５（ｎ）＝ｘ（（ｎ）６）Ｒ６（ｎ）

解

参见图Ｔ３．５（ａ）～（ｅ）。

图Ｔ３．５
·３２·
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３．６ 已知ｘ１（ｎ）＝｛ａ０，ａ１，ａ２，ａ３，ａ４，ａ５｝，ｘ２（ｎ）＝δ（ｎ－２）。将这两个序列以周

期Ｎ＝６分别作周期延拓得到 槇ｘ１（ｎ）和 槇ｘ２（ｎ），求这两个周期序列的周期卷积在主值区

间的值。

解

槇ｙ（ｎ）＝∑
５

ｍ＝０

槇ｘ１（ｍ）槇ｘ２（ｎ－ｍ）

槇ｘ２（ｎ）的主值序列为：０，０，１，０，０，０。

ｍ ０ １ ２ ３ ４ ５
槇ｘ１（ｍ） ａ０ ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５
槇ｘ２（－ｍ） ⋯０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １⋯

将 槇ｘ２（－ｍ）逐次向右移位就得到各 槇ｘ２（ｎ－ｍ），在主值区间与 槇ｘ１（ｍ）对应相乘并

相加就得到周期卷积。下面是周期卷积在主值区间的各个值。

ｎ ０ １ ２ ３ ４ ５
槇ｙ（ｎ） ａ４ ａ５ ａ０ ａ１ ａ２ ａ３

３．７ 令Ｘ（ｋ）表示Ｎ点序列ｘ（ｎ）的Ｎ点ＤＦＴ，Ｘ（ｋ）本身也是一个Ｎ点序列。如

果计算Ｘ（ｋ）的ＤＦＴ得到一序列ｘ１（ｎ），试用ｘ（ｎ）表示ｘ１（ｎ）。

解

ｘ１（ｎ）＝ＤＦＴ［Ｘ（ｋ）］＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｘ（ｋ）ＷｋｎＮ

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［∑
Ｎ－１

ｒ＝０
ｘ（ｒ）ＷｒｋＮ ］ＷｋｎＮ

＝∑
Ｎ－１

ｒ＝０
ｘ（ｒ）∑

Ｎ－１

ｋ＝０
Ｗｋ

（ｒ＋ｎ）

Ｎ

上式中０≤ｎ≤Ｎ－１。

而

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｗｋ

（ｒ＋ｎ）

Ｎ ＝
Ｎ ｒ＋ｎ＝ｌＮ
０ ｒ＋ｎ≠
烅
烄
烆 ｌＮ

（ｌ为整数）

所以

ｘ１（ｎ）＝ｘ（（ｌＮ－ｎ）Ｎ）ＲＮ（ｎ）·Ｎ＝Ｎ·ｘ（（－ｎ）Ｎ）ＲＮ（ｎ）

·４２
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３．８ 若ｘ（ｎ）＝ＩＤＦＴ［Ｘ（ｋ）］，求证ＩＤＦＴ［ｘ（ｋ）］＝１ＮＸ
（（－ｎ）Ｎ）ＲＮ（ｎ）。

证

ＩＤＦＳ［槇ｘ（ｋ）］＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０

槇ｘ（ｋ）Ｗ －ｋｎ
Ｎ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［１
Ｎ∑

Ｎ－１

ｒ＝０

槇
Ｘ（ｒ）Ｗ －ｒｋ

Ｎ
］Ｗ －ｋｎ

Ｎ

＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｒ＝０

槇
Ｘ（ｒ）∑

Ｎ－１

ｋ＝０
Ｗｋ

（－ｒ－ｎ）

Ｎ

而

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｗｋ

（－ｒ－ｎ）

Ｎ ＝
Ｎ －ｒ－ｎ＝ｌＮ
０ －ｒ－ｎ≠
烅
烄
烆 ｌＮ

（ｌ为整数）

所以

ＩＤＦＳ［槇ｘ（ｋ）］＝ １Ｎ２
槇
Ｘ（－ｌＮ－ｎ）·Ｎ ＝１Ｎ

槇
Ｘ（－ｎ）

于是

ＩＤＦＴ［ｘ（ｋ）］＝１Ｎ
槇
Ｘ（－ｎ）ＲＮ（ｎ）＝１ＮＸ

（（－ｎ）Ｎ）ＲＮ（ｎ）

３．９ 令Ｘ（ｋ）表示Ｎ点序列ｘ（ｎ）的Ｎ点ＤＦＴ，试证明：

（ａ）如果ｘ（ｎ）满足关系式ｘ（ｎ）＝－ｘ（Ｎ－１－ｎ），则Ｘ（０）＝０。

（ｂ）当Ｎ为偶数时，如果ｘ（ｎ）＝ｘ（Ｎ－１－ｎ），则Ｘ（Ｎ
２

）＝０。

证

Ｘ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ
（ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

（ａ） Ｘ（０）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）

Ｎ为偶数：

Ｘ（０）＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）＋∑

Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｘ（Ｎ－１－ｎ）

＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
［ｘ（ｎ）＋ｘ（Ｎ－１－ｎ）］

＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
［ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ）］＝０

·５２·
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Ｎ为奇数：

Ｘ（０）＝ ∑
Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）＋∑

Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
ｘ（Ｎ－１－ｎ）＋ｘ（Ｎ－１

２
）

＝ｘ（Ｎ－１
２

）＋∑
Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
［ｘ（ｎ）＋ｘ（Ｎ－１－ｎ）］

＝ｘ（Ｎ－１
２

）＋∑
Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
［ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ）］

＝ｘ（Ｎ－１
２

）＋０＝ｘ（Ｎ－１
２

）

而ｘ（ｎ）中间的一项应当满足：

ｘ（Ｎ－１
２

）＝－ｘ（Ｎ－１－Ｎ－１２
）＝－ｘ（Ｎ－１

２
）

因此必然有

ｘ（Ｎ－１
２

）＝０

这就是说，当Ｎ为奇数时，也有Ｘ（０）＝０。

（ｂ）当Ｎ为偶数：

Ｘ（Ｎ
２

）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ＷｎＮ２

Ｎ ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）（－１）ｎ

＝ ∑
Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）（－１）ｎ＋∑

Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（Ｎ－１－ｎ）（－１）Ｎ－１－ｎ

＝ ∑
Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）（－１）ｎ＋（－１）Ｎ－１∑

Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）（－１）－ｎ

当Ｎ为偶数时，Ｎ－１为奇数，故（－１）Ｎ－１＝－１；又由于（－１）－ｎ＝（－１）ｎ，故有

Ｘ（Ｎ
２

）＝ ∑
Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）（－１）ｎ－∑

Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）（－１）ｎ＝０

３．１０ 已知序列ｘ１（ｎ）＝ａｎｕ（ｎ）（０＜ａ＜１），其ｚ变换为Ｘ１（ｚ）；又知序列ｘ（ｎ）定

义在区间０≤ｎ≤Ｎ－１，并且Ｘ（ｋ）＝ＤＦＴ［ｘ（ｎ）］。如果Ｘ（ｋ）与Ｘ１（ｚ）之间满足关系

Ｘ（ｋ）＝Ｘ１（ｚ）
ｚ＝Ｗ

－ｋ

Ｎ

（ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

试求序列ｘ（ｎ），并且将ｘ（ｎ）表示为ａｎ 的函数。

·６２
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解

ｘ（ｎ）＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｘ（ｋ）Ｗ －ｎｋ

Ｎ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０

Ｘ１（ｚ）
ｚ＝Ｗ

－ｋ［ ］
Ｎ
Ｗ －ｎｋ
Ｎ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
∞

ｍ＝０
ｘ１（ｍ）ｚ－ｍ

ｚ＝Ｗ
〗
ＫＧ３〗－ｋ［ ］

Ｎ
Ｗ －ｎｋ
Ｎ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
∞

ｍ＝０
ｘ１（ｍ）ＷｋｍＮ Ｗ

－ｎｋ
Ｎ

＝１Ｎ∑
∞

ｍ＝０
ｘ１（ｍ）∑

Ｎ－１

ｋ＝０
Ｗｋ

（ｍ－ｎ）

Ｎ

因为

∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｗｋ

（ｍ－ｎ）

Ｎ ＝
Ｎ ｍ－ｎ＝ｒＮ
０ ｍ－ｎ≠
烅
烄
烆 ｒＮ

（ｒ为整数）

再考虑到ｍ 为非负整数，于是有

ｘ（ｎ）＝１Ｎ∑
∞

ｒ＝０
ｘ１（ｎ＋ｒＮ）·Ｎ

＝∑
∞

ｒ＝０
ａｎ＋ｒＮ ＝ａｎ∑

∞

ｒ＝０
（ａＮ）ｒ

＝ ａｎ

１－ａＮ
（０≤ｎ≤Ｎ－１）

由于０＜ａ＜１，故有０＜ａＮ＜１，上式中幂级数的收敛条件是满足的。

３．１１ 设 槇ｘ（ｎ）是周期为Ｎ 的周期序列，线性时不变系统Ｈ（ｚ）的单位抽样响应

ｈ（ｎ）是定义在０≤ｎ≤Ｎ－１区间的有限长序列。如果 槇ｘ（ｎ）是系统Ｈ（ｚ）的输入信号，

求证输出信号 槇ｙ（ｎ）为

槇ｙ（ｎ）＝１Ｎ∑
Ｎ－１

Ｋ＝０
Ｈ（Ｗ －ｋ

Ｎ
）
槇
Ｘ（ｋ）Ｗ－ｎｋＮ

证

系统函数Ｈ（ｚ）是冲激响应ｈ（ｎ）的ｚ变换：

Ｈ（ｚ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ

而有限长序列ｈ（ｎ）的ＤＦＴ为：

·７２·
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Ｈ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（Ｗ －ｋ

Ｎ
）－ｎ

＝Ｈ（ｚ）
ｚ＝Ｗ

－ｋ

Ｎ

＝Ｈ（Ｗ－ｋＮ ）

由于ｈ（ｎ）是ＬＴＩ系统，所以输出为

槇ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）槇ｘ（ｎ）＝∑
Ｎ－１

ｍ＝０
ｈ（ｍ）槇ｘ（ｎ－ｍ）

如果将ｈ（ｎ）作以Ｎ 为周期的周期延拓得到
槇

ｈ（ｎ），那么上式说明，槇ｙ（ｎ）是周期序列

槇
ｈ（ｎ）与 槇ｘ（ｎ）的周期卷积，故它们的ＤＦＳ有：

槇
Ｙ（ｋ）＝

槇
Ｈ（ｋ）

槇
Ｘ（ｋ）

于是

槇ｙ（ｎ）＝ＩＤＦＳ［
槇
Ｙ（ｋ）］＝１Ｎ∑

Ｎ－１

ｋ＝０

槇
Ｙ（ｋ）Ｗ－ｎｋＮ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０

槇
Ｈ（ｋ）

槇
Ｘ（ｋ）Ｗ－ｎｋＮ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｈ（ｋ）

槇
Ｘ（ｋ）Ｗ－ｎｋＮ

＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｈ（Ｗ－ｋＮ ）

槇
Ｘ（ｋ）Ｗ－ｎｋＮ

证毕。

３．１２ 长度为８的有限长序列ｘ（ｎ）的８点ＤＦＴ为Ｘ（ｋ），长度为１６的一个新序列

定义为

ｙ（ｎ）＝
ｘ（ｎ
２

） ｎ＝０，２，⋯，１４

０ ｎ＝１，３，⋯，
烅
烄

烆 １５
试用Ｘ（ｋ）来表示Ｙ（ｋ）＝ＤＦＴ［ｙ（ｎ）］。

解

Ｙ（ｋ）＝∑
１５

ｎ＝０
ｙ（ｎ）Ｗｎｋ１６

＝∑
７

ｒ＝０
ｙ（２ｒ）Ｗ２ｒｋ

１６ ＋∑
７

ｒ＝０
ｙ（２ｒ＋１）Ｗ

（２ｒ＋１）ｋ
１６

＝∑
７

ｒ＝０
ｘ（ｒ）Ｗｒｋ８ （ｋ＝０，１，⋯，１５）

·８２
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而

Ｘ（ｋ）＝∑
７

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ

８
（ｋ＝０，１，⋯，７）

因此，当ｋ＝０，１，⋯，７时，Ｙ（ｋ）＝Ｘ（ｋ）；当ｋ＝８，９，⋯，１５时，令ｋ＝ｌ＋８（ｌ＝０，１，⋯，

７），得到：

Ｙ（ｌ＋８）＝∑
７

ｒ＝０
ｘ（ｒ）Ｗｒ

（ｌ＋８）

８ ＝∑
７

ｒ＝０
ｘ（ｒ）Ｗｒｌ８ ＝Ｘ（ｌ）

即

Ｙ（ｋ）＝Ｘ（ｋ－８）

于是有

Ｙ（ｋ）＝
Ｘ（ｋ） ｋ＝０，１，⋯，７
Ｘ（ｋ－８） ｋ＝８，９，⋯，｛ １５

３．１３ 已知ｘ（ｎ）是长度为Ｎ 的有限长序列，并且Ｘ（ｋ）＝ＤＦＴ［ｘ（ｎ）］。现将

ｘ（ｎ）的每相邻两点之间补进ｒ－１个零值点，得到一个长度为ｒＮ 的有限长序列ｙ（ｎ），

即有

ｙ（ｎ）＝
ｘ（ｎ／ｒ） ｎ＝ｉｒ，ｉ＝０，１，２，⋯，Ｎ－１
０｛ 其他

试求ＤＦＴ［ｙ（ｎ）］与Ｘ（ｋ）之间的关系。

解

Ｙ（ｋ）＝ＤＦＴ［ｙ（ｎ）］＝∑
ｒＮ－１

ｎ＝０
ｙ（ｎ）Ｗｎｋ

ｒＮ

＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｙ（ｉｒ）ＷｉｒｋｒＮ

＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｘ（ｉ）ＷｉｋＮ （ｋ＝０，１，⋯，ｒＮ－１）

当ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１：

Ｙ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｘ（ｉ）ＷｉｋＮ ＝Ｘ（ｋ）

当ｋ＝ｌ＋ｍＮ，这里ｌ＝０，１，⋯，Ｎ－１，ｍ＝１，２，⋯，ｒ－１：

Ｙ（ｋ）＝Ｙ（ｌ＋ｍＮ）＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｘ（ｉ）Ｗｉ

（ｌ＋ｍＮ）

Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｘ（ｉ）ＷｉｌＮ ＝Ｘ（ｌ）＝Ｘ（ｋ－ｍＮ）

总结起来，有

Ｙ（ｋ）＝ＤＦＴ［ｙ（ｎ）］＝Ｘ（（ｋ）Ｎ） （ｋ＝０，１，⋯，ｒＮ－１）

·９２·
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３．１４ 已知ｘ１（ｎ）＝｛１，２，３，４｝，ｘ２（ｎ）＝｛１，０，１，０｝，求ｘ３（ｎ）＝ｘ１（ｎ）ｘ２（ｎ），

并求 槇ｘ１（ｎ）与槇ｘ２（ｎ）的周期卷积 槇ｘ３（３０）。

解

下面用矩阵乘法求循环卷积

ｘ３（ｎ）＝ｘ１（ｎ）ｘ２（ｎ）

ｘ３（０）

ｘ３（１）

ｘ３（２）

ｘ３（３

烄

烆

烌

烎）

＝

ｘ２（０） ｘ２（３） ｘ２（２） ｘ２（１）

ｘ２（１） ｘ２（０） ｘ２（３） ｘ２（２）

ｘ２（２） ｘ２（１） ｘ２（０） ｘ２（３）

ｘ２（３） ｘ２（２） ｘ２（１） ｘ２（０

烄

烆

烌

烎）

ｘ１（０）

ｘ１（１）

ｘ１（２）

ｘ１（３

烄

烆

烌

烎）

＝

１ ０ １ ０
０ １ ０ １
１ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎０ １ ０ １

烄

烆

烌

烎

１
２
３
４

＝

烄

烆

烌

烎

４
６
４
６

而
槇ｘ３（３０）＝ｘ３（（３０）４）＝ｘ３（２）＝４

３．１５ 已 知ｘ１（ｎ）＝
－ｎ ０≤ｎ≤５
０｛ 其他

，ｘ２（ｎ）＝
ｎ＋１ ０≤ｎ≤２
０｛ 其他

，求 循 环 卷 积

ｘ３（ｎ）＝ｘ１（ｎ）ｘ２（ｎ），令Ｎ＝６。

（ａ）用同心圆法

（ｂ）用矩阵乘法

解

ｘ１（ｎ）＝｛０，－１，－２，－３，－４，－５｝

ｘ２（ｎ）＝｛１，２，３，０，０，０｝

根据图Ｔ３．１５可以求得

ｘ３（ｎ）＝｛－２２，－１６，－４，－１０，－１６，－２２｝

（ａ）

图Ｔ３．１５
·０３
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（ｂ）

ｘ３（０）

ｘ３（１）

ｘ３（２）

ｘ３（３）

ｘ３（４）

ｘ３（５

烄

烆

烌

烎）

＝

ｘ２（０） ｘ２（５） ｘ２（４） ｘ２（３） ｘ２（２） ｘ２（１）

ｘ２（１） ｘ２（０） ｘ２（５） ｘ２（４） ｘ２（３） ｘ２（２）

ｘ２（２） ｘ２（１） ｘ２（０） ｘ２（５） ｘ２（４） ｘ２（３）

ｘ２（３） ｘ２（２） ｘ２（１） ｘ２（０） ｘ２（５） ｘ２（４）

ｘ２（４） ｘ２（３） ｘ２（２） ｘ２（１） ｘ２（０） ｘ２（５）

ｘ２（５） ｘ２（４） ｘ２（３） ｘ２（２） ｘ２（１） ｘ２（０

烄

烆

烌

烎）

ｘ１（０）

ｘ１（１）

ｘ１（２）

ｘ１（３）

ｘ１（４）

ｘ１（５

烄

烆

烌

烎）

＝

１ ０ ０ ０ ３ ２
２ １ ０ ０ ０ ３
３ ２ １ ０ ０ ０
０ ３ ２ １ ０ ０
０ ０ ３ ２ １ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ３ ２ １

０
－１
－２
－３
－４

烄

烆

烌

烎－５

＝

－２２
－１６
－４
－１０
－１６

烄

烆

烌

烎－２２
两种方法的结果完全相同。

３．１６ 计算上题的两个序列ｘ１（ｎ）和ｘ２（ｎ）的线性卷积ｙ（ｎ），与上题算出的ｘ３（ｎ）

比较，说明ｘ３（ｎ）中的哪些点相当于ｙ（ｎ）中对应的点。要使上题中的循环卷积与线性

卷积ｙ（ｎ）完全相同，循环卷积的长度最少为多少？

解

下面用排序法计算线性卷积：

ｙ（ｎ）＝ｘ１（ｎ）ｘ２（ｎ）

ｘ１（ｎ） ０ －１ －２ －３ －４ －５

ｘ２（－ｎ） ３ ２ １
计算结果为

ｎ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

ｙ（ｎ） ０ －１ －４ －１０ －１６ －２２ －２２ －１５

线性卷积ｙ（ｎ）之长Ｎ＝６＋３－１＝８，而循环卷积ｘ３（ｎ）长度为６，８－６＝２，因此，

ｘ３（ｎ）的前２个值是ｙ（ｎ）的前面２个值与后面２个值的混叠，ｘ３（ｎ）的后４个值才与

ｙ（ｎ）中对应的值相同。要使ｘ３（ｎ）与ｙ（ｎ）完全相同，循环卷积的长度最少为８。

３．１７ 用８ｋＨｚ的抽样率对模拟语音信号抽样，为进行频谱分析，计算了５１２点的

ＤＦＴ。试确定频域抽样点之间的频率间隔，请分别计算出Δω、ΔΩ和Δｆ。

解

频域抽样点之间的频率间隔＝频域周期／一个周期的抽样点数

·１３·
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对于数字角频率：

Δω＝２π／５１２＝０．０１２３ｒａｄ
对于模拟角频率：

ΔΩ＝Ωｓ／５１２＝２πｆｓ／５１２＝０．０１２３×８０００＝９８．４ｒａｄ／ｓ
对于模拟频率：

Δｆ＝ｆｓ／５１２＝８０００／５１２＝１５．６２５Ｈｚ

３．１８ 利用ＤＦＴ对一模拟信号进行频谱分析，抽样间隔为Ｔｓ＝０．１ｍｓ，要求频率分

辨率不大于１０Ｈｚ。

（ａ）确定所允许处理信号的最高频率ｆｍ。

（ｂ）问一个周期中的抽样点数最少是多少（必须是２的正整数幂）？

（ｃ）确定信号的最小记录长度，也就是时域重复的一个周期的最小长度。

解

抽样频率为

ｆｓ＝１／Ｔｓ＝１／（０．１×１０－３）＝１００００Ｈｚ
（ａ）根据抽样定理，应当满足ｆｓ≥２ｆｍ，所以

ｆｍ≤ｆｓ／２＝５０００
因此所允许处理信号的最高频率为５０００Ｈｚ。

（ｂ）根据要求，Δｆ≤１０Ｈｚ，故

Δω＝ΔΩ·Ｔｓ＝２πΔｆ／ｆｓ≤２π×１０／１００００＝π／５００
一个周期中的抽样点数＝（２π／Δω）≥２π／（π／５００）＝１０００

为了满足２的正整数幂的条件，一个周期中的抽样点数最少为Ｎ＝１０２４＝２１０。

（ｃ）时域重复的一个周期的最小长度＝一个周期的最少抽样点数×时域抽样间隔

＝ＮＴｓ＝１０２４×０．１×１０－３＝０．１０２４ｓ

３．１９ 要利用重叠保留法来计算一个不定长序列ｘ（ｎ）通过一线性时不变系统

ｈ（ｎ）的响应ｙ（ｎ），ｈ（ｎ）之长度为Ｍ＝５０。为此，将ｘ（ｎ）分段，每段长度Ｎ１＝６０，每次

取出的各段必须重叠ｖ个样值，与ｈ（ｎ）进行１２８点循环卷积后所得结果中应该保留ｓ个

样值，将这些从每一段保留的样值连接在一起时，得到的序列就是所要求的ｙ（ｎ）。

（ａ）ｖ＝ ？

（ｂ）ｓ＝ ？

（ｃ）设循环卷积的输出序列序号为０～１２７，求保留的ｓ个点之起点序号与终点序号，

即从循 环 卷 积 所 得 的１２８点 中 取 出 哪 些 点 去 和 前 后 各 段 取 出 的 点 连 接 起 来 而 得

到ｙ（ｎ）。

·２３
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解

（ａ）每次取出的各段重叠的点数

ｖ＝Ｍ－１＝４９
（ｂ）循环卷积所得结果中应该保留的点数

ｓ＝Ｎ１＝６０
（ｃ）若循环卷积所得的序列序号为０～１２７，则保留的６０个点的起点序号为４９，终点

序号为１０８。

３．２０ 已知有限长序列ｘ（ｎ）（０≤ｎ≤Ｎ－１）的ＤＦＴ为Ｘ（ｋ），试利用Ｘ（ｋ）导出下

列各序列的ＤＦＴ。

（ａ）ｘ（Ｎ－１－ｎ） （０≤ｎ≤Ｎ－１）

（ｂ）ｘ（２ｎ） （０≤ｎ＜Ｎ／２，Ｎ为偶数）

（ｃ）ｙ（ｎ）＝
ｘ（ｎ） ０≤ｎ≤Ｎ－１
０ Ｎ≤ｎ≤２Ｎ
烅
烄
烆 －１

解

（ａ）ＤＦＴ［ｘ（Ｎ－１－ｎ）］＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（Ｎ－１－ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ

＝ ∑
０

ｍ＝Ｎ－１
ｘ（ｍ）Ｗ

（Ｎ－１－ｍ）ｋ
Ｎ

＝Ｗ
（Ｎ－１）ｋ
Ｎ ∑

Ｎ－１

ｍ＝０
ｘ（ｍ）Ｗ －ｍｋ

Ｎ

＝Ｗ －ｋ
Ｎ Ｘ（（－ｋ）

Ｎ
）ＲＮ（ｋ）

（ｂ）ＤＦＴ［ｘ（２ｎ）］＝ ∑
Ｎ／２－１

ｎ＝０
ｘ（２ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ／２

＝ ∑
Ｎ－２

ｍ＝０
ｍ为偶数

ｘ（ｍ）Ｗ
ｍ
２ｋ
Ｎ／２

＝∑
Ｎ－１

ｍ＝０

１
２

［ｘ（ｍ）＋（－１）ｍｘ（ｍ）］Ｗｍｋ
Ｎ

＝１２
［∑
Ｎ－１

ｍ＝０
ｘ（ｍ）Ｗｍｋ

Ｎ ＋∑
Ｎ－１

ｍ＝０
（－１）ｍｘ（ｍ）Ｗｍｋ

Ｎ
］

因为

（－１）ｍ＝（ｅｊπ）ｍ＝（ｅ－ｊ
２π
Ｎ

·（－Ｎ２
））ｍ＝（Ｗ －Ｎ２

Ｎ
）ｍ

所以
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ＤＦＴ［ｘ（２ｎ）］＝１２
［Ｘ（ｋ）＋∑

Ｎ－１

ｍ＝０
ｘ（ｍ）Ｗ －Ｎ２ｍ

Ｎ Ｗｍｋ
Ｎ

］

＝１２
［Ｘ（ｋ）＋∑

Ｎ－１

ｍ＝０
ｘ（ｍ）Ｗｍ（ｋ－Ｎ２

）

Ｎ
］

＝１２
［Ｘ（ｋ）＋Ｘ（（ｋ－Ｎ２

）Ｎ）］ （ｋ＝０，１，⋯，Ｎ
２－１

）

（ｃ） ＤＦＴ［ｙ（ｎ）］＝∑
２Ｎ－１

ｎ＝０
ｙ（ｎ）Ｗｎｋ

２Ｎ ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ

２Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ２

Ｎ ＝Ｘ（ｋ
２

） （ｋ＝０，１，⋯，２Ｎ－１）

３．２１ 设ｘ（ｎ）＝ａｎ（０≤ｎ≤１３）；ｈ（ｎ）＝ｂｎ（０≤ｎ≤３）。先直接求线性卷积ｙ（ｎ）

＝ｘ（ｎ）ｈ（ｎ），然后分别用重叠相加法和重叠保留法计算此线性卷积，按每段长为５进

行分段（Ｎ１＝５）。比较３种方法所得结果。

解

① 用排序法直接求线性卷积

ａ０ ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５ ａ６ ａ７ ａ８ ａ９ ａ１０ ａ１１ ａ１２ ａ１３
ｂ３ ｂ２ ｂ１ ｂ０

结果为：

ｎ ０ １ ２

ｙ（ｎ） ａ０ｂ０ ａ０ｂ１＋ａ１ｂ０ ａ０ｂ２＋ａ１ｂ１＋ａ２ｂ０

ｎ ３ ４ ５

ｙ（ｎ）ａ０ｂ３＋ａ１ｂ２＋ａ２ｂ１＋ａ３ｂ０ ａ１ｂ３＋ａ２ｂ２＋ａ３ｂ１＋ａ４ｂ０ ａ２ｂ３＋ａ３ｂ２＋ａ４ｂ１＋ａ５ｂ０

ｎ ６ ７ ８

ｙ（ｎ）ａ３ｂ３＋ａ４ｂ２＋ａ５ｂ１＋ａ６ｂ０ ａ４ｂ３＋ａ５ｂ２＋ａ６ｂ１＋ａ７ｂ０ ａ５ｂ３＋ａ６ｂ２＋ａ７ｂ１＋ａ８ｂ０

ｎ ９ １０ １１

ｙ（ｎ）ａ６ｂ３＋ａ７ｂ２＋ａ８ｂ１＋ａ９ｂ０ ａ７ｂ３＋ａ８ｂ２＋ａ９ｂ１＋ａ１０ｂ０ ａ８ｂ３＋ａ９ｂ２＋ａ１０ｂ１＋ａ１１ｂ０

ｎ １２ １３ １４

ｙ（ｎ）ａ９ｂ３＋ａ１０ｂ２＋ａ１１ｂ１＋ａ１２ｂ０ａ１０ｂ３＋ａ１１ｂ２＋ａ１２ｂ１＋ａ１３ｂ０ ａ１１ｂ３＋ａ１２ｂ２＋ａ１３ｂ１

ｎ １５ １６

ｙ（ｎ） ａ１２ｂ３＋ａ１３ｂ２ ａ１３ｂ３

·４３
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② 重叠相加法

ｘ（ｎ）按每段长为Ｎ１＝５进行分段，各段分别与ｈ（ｎ）进行线性卷积得到ｙｋ（ｎ）。

ｘ０（ｎ）为：ａ０，ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ ｙ０（ｎ）的序号：ｎ＝０，１，２，３，４，５，６，７
ｘ１（ｎ）为：ａ５，ａ６，ａ７，ａ８，ａ９ ｙ１（ｎ）的序号：ｎ＝５，６，７，８，９，１０，１１，１２
ｘ２（ｎ）为：ａ１０，ａ１１，ａ１２，ａ１３ ｙ２（ｎ）的序号：ｎ＝１０，１１，１２，１３，１４，１５，１６

将ｎ相同的ｙｋ（ｎ）相加，最后得到的ｙ（ｎ）（ｎ＝０，１，⋯，１６）与线性卷积的结果完全

相同。

③ 重叠保留法

ｘ（ｎ）仍然按照每段长为Ｎ１＝５进行分段，但是每段往前重叠４－１＝３点取出。取

出的各段ｘｋ（ｎ）为：

ｘ０（ｎ）：０，０，０，ａ０，ａ１，ａ２，ａ３，ａ４
ｘ１（ｎ）：ａ２，ａ３，ａ４，ａ５，ａ６，ａ７，ａ８，ａ９
ｘ２（ｎ）：ａ７，ａ８，ａ９，ａ１０，ａ１１，ａ１２，ａ１３，０

ｘｋ（ｎ）的长度均为５＋３＝８，ｘ０（ｎ）在前面补了３个０，而ｘ２（ｎ）因长度不够，在后面补了

一个０。现在将ｈ（ｎ）后面补４个０，使其长度也为８，然后与各段ｘｋ（ｎ）分别进行８点循

环卷积，得到各个循环卷积的结果ｙ′ｋ（ｎ）如下：

ｙ′０（ｎ） ａ２ｂ３＋ａ３ｂ２＋ａ４ｂ１ ａ３ｂ３＋ａ４ｂ２

ａ４ｂ３ ａ０ｂ０

ａ０ｂ１＋ａ１ｂ０ ａ０ｂ２＋ａ１ｂ１＋ａ２ｂ０

ａ０ｂ３＋ａ１ｂ２＋ａ２ｂ１＋ａ３ｂ０ ａ１ｂ３＋ａ２ｂ２＋ａ３ｂ１＋ａ４ｂ０

ｙ′１（ｎ） ａ２ｂ０＋ａ７ｂ３＋ａ８ｂ２＋ａ９ｂ１ ａ２ｂ１＋ａ３ｂ０＋ａ８ｂ３＋ａ９ｂ２

ａ２ｂ２＋ａ３ｂ１＋ａ４ｂ０＋ａ９ｂ３ ａ２ｂ３＋ａ３ｂ２＋ａ４ｂ１＋ａ５ｂ０

ａ３ｂ３＋ａ４ｂ２＋ａ５ｂ１＋ａ６ｂ０ ａ４ｂ３＋ａ５ｂ２＋ａ６ｂ１＋ａ７ｂ０

ａ５ｂ３＋ａ６ｂ２＋ａ７ｂ１＋ａ８ｂ０ ａ６ｂ３＋ａ７ｂ２＋ａ８ｂ１＋ａ９ｂ０

ｙ′２（ｎ） ａ７ｂ０＋ａ１２ｂ３＋ａ１３ｂ２ ａ７ｂ１＋ａ８ｂ０＋ａ１３ｂ３

ａ７ｂ２＋ａ８ｂ１＋ａ９ｂ０ ａ７ｂ３＋ａ８ｂ２＋ａ９ｂ１＋ａ１０ｂ０

ａ８ｂ３＋ａ９ｂ２＋ａ１０ｂ１＋ａ１１ｂ０ ａ９ｂ３＋ａ１０ｂ２＋ａ１１ｂ１＋ａ１２ｂ０

ａ１０ｂ３＋ａ１１ｂ２＋ａ１２ｂ１＋ａ１３ｂ０ ａ１１ｂ３＋ａ１２ｂ２＋ａ１３ｂ１
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将ｙ′０（ｎ）、ｙ′１（ｎ）、ｙ′２（ｎ）的前３个值去掉，再将保留的各个值前后连接起来，就得到

ｙ（ｎ）的各个值，但是与前两种方法得到的ｙ（ｎ）比较，少了最后两个，即ｙ（１５）和ｙ（１６）。

这是因为前两种方法所做的都是线性卷积，得到了完整的结果，这些结果包括了ｈ（ｎ）部

分地移出ｘ（ｎ）所在区间的ｙ（ｎ）的最后３个值，即ｙ（１４）、ｙ（１５）和ｙ（１６）；在用重叠保留

法时，如果要得到ｙ（ｎ）的全部结果，则ｘ（ｎ）后面应该补３个０，但是为了使每段循环卷

积的长度都相同（８点），就在ｘ２（ｎ）后面只补了一个０，这样所得到的循环卷积ｙ′２（ｎ）的

后面当然就少了两个值。
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第４章

快速傅里叶变换

４．１ 如果一台通用计算机的速度为平均每次复乘需要４００ｎｓ，每次复加需要５０ｎｓ，

今用来计算Ｎ ＝１０２４点的ＤＦＴ，问直接运算需要多少时间？用基２ＦＦＴ运算需要多少

时间？

解

直接计算，需要复乘Ｎ２次，复加Ｎ（Ｎ－１）次，故共需时间为：

Ｔ１＝Ｎ２×４００ｎｓ＋Ｎ（Ｎ－１）×５０ｎｓ
＝０．４２ｓ＋０．０５２４ｓ
＝０．４７２４ｓ

用基２ＦＦＴ计算，需要复乘Ｎ
２ｌｏｇ２

Ｎ
２

次，复加Ｎｌｏｇ２Ｎ次，故共需时间为：

Ｔ２＝
Ｎ
２ｌｏｇ２

Ｎ
２×４００ｎｓ＋Ｎｌｏｇ２Ｎ×５０ｎｓ

＝０．００１８４ｓ＋０．０００５１２ｓ
＝０．００２３５２ｓ

４．２ 一通用微处理器的速度为平均每次复乘需４０ｎｓ，每次复加需４ｎｓ。如果要求

该处理器用基２ＦＦＴ算法进行实时频谱分析，信号按每段长为５１２点分段。

（ａ）每秒钟能够处理多少段信号？

（ｂ）最高抽样频率为多少？

（ｃ）能够进行实时处理的信号的最高频率是多少？

如果采用ＤＦＴ定义直接计算，重新回答上述３个问题。

解

① 采用基２ＦＦＴ算法

（ａ）处理一段信号所需时间：

Ｔ１＝（５１２／２）ｌｏｇ２（５１２／２）×４０＋５１２ｌｏｇ２５１２×４
＝８１９２０＋１８４３２＝１００３５２ｎｓ
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所以每秒钟能够处理１／Ｔ１＝１／（１００３５２×１０－９）≈９９６５段信号。

（ｂ）每秒钟的抽样点数：

５１２×９９６５＝５１０２０８０
故最高抽样频率为ｆｓ＝５１０２．０８ｋＨｚ。

（ｃ）能够进行实时处理的信号的最高频率为

ｆｓ／２≈５１００／２＝２５５０ｋＨｚ

② 采用ＤＦＴ定义直接计算

（ａ）处理一段信号所需时间：

Ｔ２＝５１２２×４０＋５１２×５１１×４
＝１０４８５７６０＋１０４６５２８＝１１５３２２８８ｎｓ

所以每秒钟能够处理１／Ｔ２＝１／（１１５３２２８８×１０－９）≈８７段信号。

（ｂ）每秒钟的抽样点数：

５１２×８７＝４４５４４
故最高抽样频率为ｆｓ＝４４５４４Ｈｚ。

（ｃ）能够进行实时处理的信号的最高频率为

ｆｓ／２＝４４５４４／２＝２２２７２Ｈｚ≈２２ｋＨｚ。

４．３ 已知ｘ（ｎ）长度为４，并且ｘ（ｎ）＝３（ｎ＋１）（ｎ＝０，１，２，３）。按照基２ＦＦＴ算

法的信号流图计算Ｘ（ｋ），请写出流图中各个节点处的值。

解

信号流图如图Ｔ４．３所示：

图Ｔ４．３

ｘ（０）＝３ Ａ１＝ｘ（０）＋ｘ（２）＝１２ Ｂ１＝Ａ１＝１２ Ｘ（０）＝Ｂ１＋Ｂ３＝３０
ｘ（１）＝６ Ａ２＝ｘ（０）－ｘ（２）＝－６ Ｂ２＝Ａ２＝－６ Ｘ（１）＝Ｂ２＋Ｂ４＝－６＋６ｊ

ｘ（２）＝９ Ａ３＝ｘ（１）＋ｘ（３）＝１８ Ｂ３＝Ａ３·Ｗ０４＝Ａ３＝１８ Ｘ（２）＝Ｂ１－Ｂ３＝－６

ｘ（３）＝１２ Ａ４＝ｘ（１）－ｘ（３）＝－６ Ｂ４＝Ａ４·Ｗ１４＝－６ｅ
－ｊ２π／４ Ｘ（３）＝Ｂ２－Ｂ４＝－６－６ｊ

＝－６（－ｊ）＝６ｊ
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４．４ 已知一线性时不变系统的冲激响应为ｈ（ｎ），试用计算机分析其频谱，即求出

Ｈ（ｋ）（０≤ｋ≤２０）。

ｈ（０）＝ｈ（２０）＝０．０００３６５４２

ｈ（１）＝ｈ（１９）＝０．００１１３７１２

ｈ（２）＝ｈ（１８）＝０

ｈ（３）＝ｈ（１７）＝ －０．００６３７９９０

ｈ（４）＝ｈ（１６）＝ －０．０１６９８８２２

ｈ（５）＝ｈ（１５）＝ －０．０２０９２６１６

ｈ（６）＝ｈ（１４）＝０

ｈ（７）＝ｈ（１３）＝０．０５７５８０９９

ｈ（８）＝ｈ（１２）＝０．１４１６８９８６

ｈ（９）＝ｈ（１１）＝０．２１８６７６１９

ｈ（１０）＝０．２５
解

按照基２时间抽选的ＦＦＴ算法，用高级语言编写计算机程序，运行后输出结果如下：

Ｈ（０）＝１．０００３１１＋ｊ０．００００００ Ｈ（１）＝－０．９７０９３８－ｊ０．１４６３４５

Ｈ（２）＝０．７３５５５７＋ｊ０．２２６８８９ Ｈ（３）＝－０．２９７３８７－ｊ０．１４３２１４

Ｈ（４）＝０．０３６０１９＋ｊ０．０２４５５７ Ｈ（５）＝０．０００４２１＋ｊ０．０００３９０

Ｈ（６）＝０．００００５０＋ｊ０．００００６３ Ｈ（７）＝－０．００００１７－ｊ０．００００３０

Ｈ（８）＝－０．００００１６－ｊ０．００００４１ Ｈ（９）＝－０．０００００７－ｊ０．００００３０

Ｈ（１０）＝－０．０００００１－ｊ０．００００１０ Ｈ（１１）＝－０．０００００１＋ｊ０．００００１０

Ｈ（１２）＝－０．０００００７＋ｊ０．００００３０ Ｈ（１３）＝－０．００００１６＋ｊ０．００００４１

Ｈ（１４）＝－０．００００１７＋ｊ０．００００３０ Ｈ（１５）＝０．００００５０－ｊ０．００００６３

Ｈ（１６）＝０．０００４２１－ｊ０．０００３９０ Ｈ（１７）＝０．０３６０１９－ｊ０．０２４５５７

Ｈ（１８）＝－０．２９７３８７＋ｊ０．１４３２１５ Ｈ（１９）＝０．７３５５５６－ｊ０．２２６８９０

Ｈ（２０）＝－０．９７０９３７＋ｊ０．１４６３４９

４．５ 画出Ｎ＝１６的基２时间抽选的ＦＦＴ算法的信号流图。

解
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参见图Ｔ４．５。

图Ｔ４．５

４．６ 用高级语言编程上机练习。已知

ｘ（ｎ）＝
Ｑｎ ０≤ｎ≤Ｎ－１
０ ｎ＜０，ｎ≥
烅
烄
烆 Ｎ

Ｎ＝２５

这里Ｑ＝０．９＋ｊ０．３。可以推导出

Ｘ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）Ｗｎｋ

Ｎ ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
（ＱＷｋＮ）ｎ＝ １－ＱＮ

１－ＱＷｋＮ
（ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

首先根据这个式子计算Ｘ（ｋ）的理论值，然后计算输入序列ｘ（ｎ）的３２个值，再利用基２
时间抽选的ＦＦＴ算法，计算ｘ（ｎ）的ＤＦＴＸ（ｋ），与Ｘ（ｋ）的理论值比较（要求计算结果

最少６位有效数字）。

解

程序运行结果输出数据如下：

输入序列ｘ（ｎ）：

ｘ［０］＝１．００００００＋ｊ０．００００００ ｘ［１］＝０．９０００００＋ｊ０．３０００００
ｘ［２］＝０．７２００００＋ｊ０．５４００００ ｘ［３］＝０．４８６０００＋ｊ０．７０２０００
ｘ［４］＝０．２２６８００＋ｊ０．７７７６００ ｘ［５］＝－０．０２９１６０＋ｊ０．７６７８８０
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ｘ［６］＝－０．２５６６０８＋ｊ０．６８２３４４ ｘ［７］＝－０．４３５６５０＋ｊ０．５３７１２７
ｘ［８］＝－０．５５３２２４＋ｊ０．３５２７１９ ｘ［９］＝－０．６０３７１７＋ｊ０．１５１４８０
ｘ［１０］＝－０．５８８７８９－ｊ０．０４４７８３ ｘ［１１］＝－０．５１６４７６－ｊ０．２１６９４１
ｘ［１２］＝－０．３９９７４６－ｊ０．３５０１９０ ｘ［１３］＝－０．２５４７１４－ｊ０．４３５０９５
ｘ［１４］＝－０．０９８７１４－ｊ０．４６７９９９ ｘ［１５］＝０．０５１５５７－ｊ０．４５０８１４
ｘ［１６］＝０．１８１６４５－ｊ０．３９０２６５ ｘ［１７］＝０．２８０５６０－ｊ０．２９６７４５
ｘ［１８］＝０．３４１５２８－ｊ０．１８２９０３ ｘ［１９］＝０．３６２２４６－ｊ０．０６２１５４
ｘ［２０］＝０．３４４６６７＋ｊ０．０５２７３５ ｘ［２１］＝０．２９４３８０＋ｊ０．１５０８６２
ｘ［２２］＝０．２１９６８４＋ｊ０．２２４０９０ ｘ［２３］＝０．１３０４４８＋ｊ０．２６７５８６
ｘ［２４］＝０．０３７１６４＋ｊ０．２７９９７４ ｘ［２５］＝－０．０５０５４５＋ｊ０．２６３１２５
ｘ［２６］＝－０．１２４４２８＋ｊ０．２２１６４９ ｘ［２７］＝－０．１７８４８０＋ｊ０．１６２１５６
ｘ［２８］＝－０．２０９２７９＋ｊ０．０９２３９７ ｘ［２９］＝－０．２１６０７０＋ｊ０．０２０３７３
ｘ［３０］＝－０．２００５７５－ｊ０．０４６４８５ ｘ［３１］＝－０．１６６５７２－ｊ０．１０２００９
在现在所用的一般计算机中，如果采用的是浮点算法，那么按６位有效数字来打印输

出数据时，Ｘ（ｋ）的理论值与用ＦＦＴ算法得到的Ｘ（ｋ）之间是没有差别的，只有在小数点

后面１５位以上，才能够看到二者之间的差别。因此，所得到的Ｘ（ｋ）的数据如下：

Ｘ［０］＝０．６９３９７３＋ｊ３．４９９７１６ Ｘ［１］＝２．７９２２６８＋ｊ８．０５０４５６
Ｘ［２］＝９．４０２９６５－ｊ９．１３５０１４ Ｘ［３］＝１．８６６４４５－ｊ３．８３３８３３
Ｘ［４］＝１．１３１８２３－ｊ２．２３４１５７ Ｘ［５］＝０．９０４７９４－ｊ１．５３４６２９
Ｘ［６］＝０．７９９５５７－ｊ１．１３９６０９ Ｘ［７］＝０．７３９６０６－ｊ０．８８２３１４
Ｘ［８］＝０．７００８６２－ｊ０．６９８５６５ Ｘ［９］＝０．６７３５７６－ｊ０．５５８４７８
Ｘ［１０］＝０．６５３１０９－ｊ０．４４６２４５ Ｘ［１１］＝０．６３６９９１－ｊ０．３５２６８９
Ｘ［１２］＝０．６２３７８８－ｊ０．２７２０８６ Ｘ［１３］＝０．６１２６１３－ｊ０．２００６４２
Ｘ［１４］＝０．６０２８８３－ｊ０．１３５７０３ Ｘ［１５］＝０．５９４２００－ｊ０．０７５３１３
Ｘ［１６］＝０．５８６２７７－ｊ０．０１７９４９ Ｘ［１７］＝０．５７８９００＋ｊ０．０３７６５２
Ｘ［１８］＝０．５７１８９８＋ｊ０．０９２６０７ Ｘ［１９］＝０．５６５１３６＋ｊ０．１４７９８３
Ｘ［２０］＝０．５５８４９２＋ｊ０．２０４８８１ Ｘ［２１］＝０．５５１８５９＋ｊ０．２６４５２２
Ｘ［２２］＝０．５４５１３４＋ｊ０．３２８３６５ Ｘ［２３］＝０．５３８２１４＋ｊ０．３９８２５７
Ｘ［２４］＝０．５３１００２＋ｊ０．４７６６７８ Ｘ［２５］＝０．５２３４０４＋ｊ０．５６７１３２
Ｘ［２６］＝０．５１５３６２＋ｊ０．６７４８５０ Ｘ［２７］＝０．５０６９２６＋ｊ０．８０８１０１
Ｘ［２８］＝０．４９８４６７＋ｊ０．９８０９０６ Ｘ［２９］＝０．４９１３８９＋ｊ１．２１９２０７
Ｘ［３０］＝０．４９０７３２＋ｊ１．５７７０８２ Ｘ［３１］＝０．５１７３５４＋ｊ２．１８８８３３
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４．７ 设ｘ（ｎ）是一个长度为Ｎ、定义在区间０≤ｎ≤Ｎ－１的实序列，现在对其进行

频谱分析，频率抽样点ｚｋ在单位圆上均匀分布，即有ｚｋ＝ｅｊ
（２π／Ｍ）ｋ（ｋ＝０，１，⋯，Ｍ－１），

而Ｍ 为２的正整数幂。要求用一次 Ｍ 点基２ＦＦＴ算法求出ｘ（ｎ）的ｚ变换，即频谱

Ｘ（ｚｋ），试问在下面各种情况下，分别如何进行有效的处理？

（ａ）Ｍ＝Ｎ
（ｂ）Ｍ＞Ｎ
（ｃ）Ｍ＜Ｎ＜２Ｍ
解

（ａ）Ｍ＝Ｎ时，要求的Ｘ（ｚｋ）就是ｘ（ｎ）的ＤＦＴ，即Ｘ（ｋ），因此，用一次Ｍ 点基２
ＦＦＴ算法就可以求出。

（ｂ）Ｍ＞Ｎ表示频谱抽样点数大于时域序列ｘ（ｎ）的长度，这时只需要在ｘ（ｎ）的后

面补Ｍ－Ｎ个０，使其长度与Ｍ 相等，就可以用一次Ｍ 点基２ＦＦＴ算法得到Ｘ（ｋ），也

即Ｍ 个点上的频谱Ｘ（ｚｋ）。

（ｃ）当Ｍ＜Ｎ＜２Ｍ 时，可以在ｘ（ｎ）后面补２Ｍ－Ｎ 个０，于是得到一个长度为２Ｍ
的实序列ｘ（ｎ），再将它按奇偶分组得到两个长度为Ｍ 的实序列，然后将这两个实序列组

合成一个长度为Ｍ 的复序列，用一次Ｍ 点基２ＦＦＴ算法就可以同时得到这两个实序列

的ＤＦＴ，再将这两个ＤＦＴ适当组合，就可以得到２Ｍ 点的ＤＦＴ，这就是ｘ（ｎ）的２Ｍ 个频

谱值，而２Ｍ 个频率抽样点是均匀地分布在单位圆上的，因此，最后只需要从ｋ＝０开始，

每隔一个频谱值取出一个，就得到了要求的在单位圆上均匀分布的 Ｍ 个抽样点上的频

谱Ｘ（ｚｋ）。

４．８ 对信号ｘ（ｔ）＝ｅ－０．１ｔ（ｔ≥０）进行频谱分析。

（ａ）根据傅里叶变换求出其频谱Ｘ（Ω）的表达式。

（ｂ）如果用Ｔｓ＝０．７５ｓ的抽样周期对ｘ（ｔ）抽样，求所得离散信号的频谱的重复周

期Ωｓ。

（ｃ）求｜Ｘ（Ωｓ／２）｜与｜Ｘ（Ω）｜的最大值的比值ｃ。

（ｄ）如果要用基２ＦＦＴ算法来求出该信号的离散频谱，设时域重复周期为Ｔ１，并且

要求ｘ（Ｔ１）与ｘ（ｔ）的最大值之比值不大于ｃ，问时域的抽样点数Ｎ 最少为多少？所对

应的Ｔ１＝？

解

（ａ） Ｘ（Ω）＝∫
∞

－∞
ｘ（ｔ）ｅ－ｊΩｔｄｔ＝∫

∞

０
ｅ－０．１ｔｅ

－ｊΩｔ
ｄｔ

＝ －１
０．１＋ｊΩｅ

－（０．１＋ｊΩ）ｔ ∞

０
＝ １
０．１＋ｊΩ

·２４
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（ｂ） Ωｓ＝２π／Ｔｓ＝２π／０．７５≈８．４ｒａｄ／ｓ

（ｃ） Ｘ（Ω）＝ ０．１＋ｊΩ －１＝（０．１２＋Ω２）－１／２

显然，当Ω＝０时｜Ｘ（Ω）｜取最大值：

｜Ｘ（０）｜＝（０．１２）－１／２＝１０
而

｜Ｘ（Ωｓ／２）｜＝｜Ｘ（４．２）｜＝（０．１２＋４．２２）－１／２≈０．２３８
所以

ｃ＝｜Ｘ（Ωｓ／２）｜／｜Ｘ（０）｜＝０．２３８／１０≈０．０２４
（ｄ）显然，所给的指数函数信号ｘ（ｔ）当ｔ＝０时取最大值：

ｘ（０）＝ｅ－０．１×０＝１
按题意要求

ｘ（Ｔ１）／ｘ（０）＝ｘ（Ｔ１）≤ｃ＝０．０２４
而

ｘ（Ｔ１）＝ｅ－０．１Ｔ１
于是由ｅ－０．１Ｔ１≤０．０２４得到：

－０．１Ｔ１≤ｌｎ０．０２４≈－３．７３
由此得到Ｔ１≥３７．３ｓ；又知道Ｔ１＝ＮＴｓ，Ｎ为一个周期的抽样点数。故应该要求ＮＴｓ≥３７．３，

于是

Ｎ≥３７．３／Ｔｓ＝３７．３／０．７５≈４９．７
因为要用基２ＦＦＴ算法来求频谱，因此要求Ｎ 为２的正整数幂，故Ｎ 的最小值为

２６＝６４，此时时域重复周期

Ｔ１＝６４Ｔｓ＝６４×０．７５＝４８ｓ

４．９ 已知两个Ｎ点实序列ｕ（ｎ）和ｖ（ｎ）的ＤＦＴ分别为Ｕ（ｋ）和Ｖ（ｋ），现在需要

求出序列ｕ（ｎ）和ｖ（ｎ），试用一次Ｎ点ＩＦＦＴ运算来实现。

解

令 ｘ（ｎ）＝ｕ（ｎ）＋ｊｖ（ｎ）

根据ＤＦＴ的线性有 Ｘ（ｋ）＝Ｕ（ｋ）＋ｊＶ（ｋ）

这里离散频谱Ｘ（ｋ）、Ｕ（ｋ）、Ｖ（ｋ）都是复序列。用下标ｒ、ｉ分别表示实部和虚部，则有

Ｘ（ｋ）＝Ｘｒ（ｋ）＋ｊＸｉ（ｋ）

Ｕ（ｋ）＝Ｕｒ（ｋ）＋ｊＵｉ（ｋ）

Ｖ（ｋ）＝Ｖｒ（ｋ）＋ｊＶｉ（ｋ）

·３４·
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于是有

Ｘｒ（ｋ）＋ｊＸｉ（ｋ）＝Ｕｒ（ｋ）＋ｊＵｉ（ｋ）＋ｊ［Ｖｒ（ｋ）＋ｊＶｉ（ｋ）］

＝［Ｕｒ（ｋ）－Ｖｉ（ｋ）］＋ｊ［Ｕｉ（ｋ）＋Ｖｒ（ｋ）］

所以有

Ｘｒ（ｋ）＝Ｕｒ（ｋ）－Ｖｉ（ｋ）

Ｘｉ（ｋ）＝Ｕｉ（ｋ）＋Ｖｒ（ｋ）

因此，由Ｕ（ｋ）和Ｖ（ｋ）的实部和虚部按照上面的两个式子分别得到Ｘ（ｋ）的实部和

虚部，也就是得到Ｘ（ｋ）之后，作一次Ｎ 点的复数ＩＦＦＴ运算，就得到ｘ（ｎ），而ｘ（ｎ）的

实部就是ｕ（ｎ），虚部就是ｖ（ｎ）。于是用一次Ｎ 点ＩＦＦＴ运算就同时得到了两个Ｎ 点

实序列ｕ（ｎ）和ｖ（ｎ）。

４．１０ 已知长度为２Ｎ的实序列ｘ（ｎ）的ＤＦＴＸ（ｋ）的各个数值（ｋ＝０，１，⋯，２Ｎ－１），

现在需要由Ｘ（ｋ）计算ｘ（ｎ），为了提高效率，请设计用一次Ｎ点ＩＦＦＴ来完成。

解

如果将ｘ（ｎ）按奇偶分为两组，即令

ｕ（ｎ）＝ｘ（２ｎ）

ｖ（ｎ）＝ｘ（２ｎ＋１
烍
烌
烎）
ｎ＝０，１，⋯，Ｎ－１

那么就有

Ｘ（ｋ）＝Ｕ（ｋ）＋Ｗｋ２ＮＶ（ｋ）

Ｘ（ｋ＋Ｎ）＝Ｕ（ｋ）－Ｗｋ２ＮＶ（ｋ
烍
烌

烎）
ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１

其中Ｕ（ｋ）、Ｖ（ｋ）分别是实序列ｕ（ｎ）、ｖ（ｎ）的Ｎ 点ＤＦＴ，Ｕ（ｋ）、Ｖ（ｋ）可以由上式解

出：

Ｕ（ｋ）＝１２
［Ｘ（ｋ）＋Ｘ（ｋ＋Ｎ）］

Ｖ（ｋ）＝１２Ｗ
－ｋ
２Ｎ［Ｘ（ｋ）－Ｘ（ｋ＋Ｎ

烍

烌

烎）］
ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１

由于Ｘ（ｋ）（ｋ＝０，１，⋯，２Ｎ－１）是已知的，因此可以将Ｘ（ｋ）前后分半按上式那样组合起

来，于是就得到了Ｕ（ｋ）和Ｖ（ｋ）。到此，就可以像４．９题那样来处理了，也即令

ｙ（ｎ）＝ｕ（ｎ）＋ｊｖ（ｎ）

根据Ｕ（ｋ）、Ｖ（ｋ），作一次Ｎ点ＩＦＦＴ运算，就可以同时得到ｕ（ｎ）和ｖ（ｎ）（ｎ＝０，１，⋯，

Ｎ－１），它们分别是ｘ（ｎ）的偶数点和奇数点序列，于是序列ｘ（ｎ）（ｎ＝０，１，⋯，２Ｎ－１）

也就求出了。

·４４
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４．１１ 在下列说法中选择正确的结论。Ｃｈｉｒｐｚ变换可以用来计算一个有限时宽序

列ｈ（ｎ）在ｚ平面实ｚ轴上诸点｛ｚｋ｝的ｚ变换Ｈ（ｚ），而ｚｋ的表达式为

（ａ）ｚｋ＝ａｋ，ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１，ａ为实数，ａ≠０，ａ≠±１。

（ｂ）ｚｋ＝ａｋ，ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１，ａ为实数，ａ≠０。

（ｃ）（ａ）和（ｂ）两者都行。

（ｄ）（ａ）和（ｂ）两者都不行，即Ｃｈｉｒｐｚ变换不能计算ｚ为实数抽样时的Ｈ（ｚ）。

解

用ＣＺＴ算法求ｚ变换的ｚ平面上的点的表示式为

ｚｋ＝ＡＷ－ｋ

其中：ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１；Ａ＝Ａ０ｅ
ｊθ０，Ｗ ＝Ｗ０ｅ

－ｊφ０，Ａ０、Ｗ０为正实数。

（ａ）ｚｋ＝ａｋ，可以认为Ａ＝１，Ｗ＝ａ－１，于是

Ｈ（ｚｋ）＝∑
Ｍ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｚ－ｎｋ ＝∑

Ｍ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ａ－ｎｋ

在推导出的ＣＺＴ算法最后的表达式

Ｈ（ｚｎ）＝Ｗｎ
２／２［ｙ（ｎ）ｘ（ｎ）］

中

ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）Ａ－ｎＷｎ
２／２＝ｈ（ｎ）ａ－ｎ

２／２

ｘ（ｎ）＝Ｗ－ｎ
２／２＝ａｎ

２／
烅
烄

烆 ２

于是可以用ＣＺＴ算法求得Ｈ（ｚｋ）（ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）。

（ｂ）ｚｋ＝ａｋ，这时变量ｋ是ｚｋ 的因子，而不在指数上，因此在Ｈ（ｚｋ）的表达式中不

会出现“ｎｋ”形式的指数，故不能用ＣＺＴ算法来求ｚ变换Ｈ（ｚｋ）。

因此，应该选择（ａ）。

４．１２ 设ｘ（ｎ）是一个Ｍ 点（０≤ｎ≤Ｍ－１）的有限长序列，其ｚ变换为

Ｘ（ｚ）＝∑
Ｍ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｚ－ｎ

令Ｘ（ｚ）在单位圆上Ｎ个等间隔点上的抽样Ｘ（ｚｋ）为

Ｘ（ｚｋ）＝Ｘ（ｚ）
ｚ＝ｚｋ

（ｚｋ＝ｅ
ｊ２πＮｋ，ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

这里Ｍ 和Ｎ都是较大的正整数，问如何用ＣＺＴ算法快速算出全部Ｎ点Ｘ（ｚｋ）值来。

解

ｚｋ＝ＡＷ－ｋ＝ｅ
ｊ２πＮｋ （ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

·５４·
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于是有

Ａ＝１

Ｗ－１＝ｅｊ２π
／烅

烄

烆 Ｎ
（Ｗ０＝１，φ０＝２π／Ｎ）

ＣＺＴ算法：

Ｘ（ｚｎ）＝Ｗｎ
２／２［ｙ（ｎ）ｈ（ｎ）］ （ｎ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

其中：

Ｗｎ
２／２＝ｅ－ｊ

π
Ｎｎ
２

ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）Ａ－ｎＷｎ
２／２＝ｘ（ｎ）ｅ－ｊ

π
Ｎｎ
２

（ｎ＝０，１，⋯，Ｍ－１）

ｈ（ｎ）＝Ｗ－ｎ
２／２＝ｅｊ

π
Ｎｎ
２

线性卷积

ｇ（ｎ）＝ｙ（ｎ）ｈ（ｎ） （ｎ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

拟用Ｌ点循环卷积来计算：

ｇＬ（ｎ）＝ｙ（ｎ）ｈ′（ｎ）＝［∑
Ｌ－１

ｒ＝０
ｙ（ｒ）

槇
ｈ′（ｎ－ｒ）］ＲＬ（ｎ）

而该循环卷积可以用基２ＦＦＴ算法来快速实现，为此，令

Ｌ＝Ｍ＋Ｎ－１＋Ｋ＝２ｓ

这里，ｓ是满足此关系的最小正整数，ｓ确定后，再取Ｋ 为满足此关系的最小正整数或０。

而ｈ′（ｎ）如下选取：

ｈ′（ｎ）＝

ｈ（ｎ）＝Ｗ－ｎ
２／２ ０≤ｎ≤Ｎ－１

任意值 Ｎ ≤ｎ≤Ｎ＋Ｋ－１

ｈ（ｎ－Ｌ）＝Ｗ－（ｎ－Ｌ）２／２ Ｎ＋Ｋ≤ｎ≤Ｌ－

烅

烄

烆 １
当然，也要在ｙ（ｎ）后面补Ｎ－１＋Ｋ个０，使其长度为Ｌ。于是

ｇＬ（ｎ）＝ＩＦＦＴ［Ｙ（ｋ）Ｈ′（ｋ）］

但是，对于这个Ｌ点的ＩＦＦＴ，只需要取出ｇＬ（ｎ）的前Ｎ个值，即为所需的ｇ（ｎ），再乘以

Ｗｎ
２／２就得到所要求的Ｘ（ｚｎ）。

４．１３ 已知ｘ（ｎ）当０≤ｎ≤７时等于１，ｎ为其他值时ｘ（ｎ）均为０。ｚ平面路径为：

Ａ０＝０．６，θ０＝π／３，Ｗ０＝１．２，φ０＝２π／２０。用ＣＺＴ算法计算复频谱Ｘ（ｚｋ）（ｋ＝０，１，

⋯，９）要求：

·６４
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（１）画出ｚｋ的路径；

（２）写出ｙ（ｎ）、ｈ（ｎ）的表达式；

（３）当利用循环卷积ｇＬ（ｎ）＝ｙ（ｎ）ｈ′（ｎ）来计算线性卷积ｇ（ｎ）＝ｙ（ｎ）ｈ（ｎ）

时，写出ｈ′（ｎ）的分段表达式；

（４）若计算循环卷积时需用基２ＦＦＴ，写出ｈ′（ｎ）的分段表达式。

解

（１）参见图Ｔ４．１３。

图Ｔ４．１３

（２） Ｗ ＝Ｗ０ｅ
－ｊφ０＝１．２ｅ－ｊπ

／１０

Ａ＝Ａ０ｅ
ｊθ０＝０．６ｅｊπ

／３

ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）Ａ－ｎＷｎ
２／２

＝０．６－ｎｅ－ｊｎπ
／３·１．２ｎ

２／２ｅ－ｊｎ
２
π／２０ （ｎ＝０，１，⋯，７）

ｈ（ｎ）＝Ｗ－ｎ
２／２＝１．２－ｎ

２／２ｅｊｎ
２
π／２０

（３）ｈ′（ｎ）＝
ｈ（ｎ） ０≤ｎ≤Ｍ－１＝９

ｈ（ｎ－Ｌ） １０≤ｎ≤Ｌ－
烅
烄
烆 １

（Ｌ＝Ｍ＋Ｎ－１＝１０＋８－１＝１７）

此时１７点循环卷积ｇＬ（ｎ）的前１０个值即为所需要的线性卷积ｇ（ｎ）。
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（４）ｈ′（ｎ）＝

ｈ（ｎ） ０≤ｎ≤９
０（任意数） １０≤ｎ≤２４
ｈ（ｎ－３２） ２５≤ｎ≤

烅
烄

烆 ３１
（Ｍ＋Ｎ－１＋Ｋ＝１０＋８－１＋１５＝３２＝２５）

此时用基２３２点ＦＦＴ和ＩＦＦＴ计算循环卷积ｇＬ（ｎ）＝ｙ（ｎ）ｈ′（ｎ），取其结果的前１０
个值即为所需要的ｇ（ｎ）。

·８４
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第６章

ＩＩＲ数字滤波器的原理及设计

６．１ 模拟低通滤波器的指标如图Ｐ６．１所示。

图Ｐ６．１

（ａ）计算Ｂ型滤波器的参数Ωｃ和Ｎ。

（ｂ）计算Ｃ型滤波器的参数ε和Ｎ。

解

（ａ）令通带边界频率为基准频率，则通带边界的标称频率Ω１＝１，而阻带边界的标称

频率

Ω２＝４５００Ｈｚ／３０００Ｈｚ＝１．５
Ｂ型滤波器的平方幅度特性：

Ｈａ（ｊΩ）２＝ １
１＋（Ω／Ωｃ）２Ｎ

＝ １

１＋（１
Ωｃ

）
２Ｎ
Ω２Ｎ

对于通带边界：

Ｈａ（ｊΩ１）２＝ １
１＋（１／Ωｃ）２Ｎ

＝０．９２

·９４·
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于是得到

Ｂ２＝（１／Ωｃ）２Ｎ＝
１
０．９２

－１＝０．２３４５７

对于阻带边界：

Ｈａ（ｊΩ２）２＝ １
１＋Ｂ２Ω２Ｎ２

＝０．１２

于是得到

Ω２Ｎ２ ＝
（１／０．１２）－１

Ｂ２ ＝ ９９
０．２３４５７＝４２２．０５

而Ω２＝１．５，故有

２Ｎ＝ｌｇ４２２．０５／ｌｇ１．５＝１４．９０９
于是取Ｎ＝８。再由

Ｂ２＝（１／Ωｃ）２Ｎ

有

Ω－１６ｃ ＝Ｂ２＝０．２３４５７
故

Ωｃ＝０．２３４５７－１
／１６＝１．０９５

于是实际的截止频率

Ω′ｃ＝ΩｃΩ′１＝１．０９５×２π×３０００＝２０６４０ｒａｄ／ｓ
（ｂ）在（ａ）中已得到通带边界和阻带边界标称频率分别为Ω１＝１，Ω２＝１．５。

由

１
１＋ε２＝０．９

２＝０．８１

得到

ε２＝ １
０．８１－１＝０．２３４５７

故ε＝０．４８４３２。

由阻带要求有

Ｈａ（ｊΩ２）２＝ １
１＋ε２Ｃ２Ｎ（Ω２）

≤０．１２＝０．０１

故有

Ｃ２Ｎ（Ω２）＝Ｃ２Ｎ（１．５）≥１
／０．０１－１
ε２ ＝４２２．０５

于是有

ＣＮ（１．５）≥２０．５４４
递推公式

ＣＮ＋１（１．５）＝３ＣＮ（１．５）－ＣＮ－１（１．５）

·０５
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由Ｃ０（１．５）＝１，Ｃ１（１．５）＝１．５，可以得到

Ｃ２（１．５）＝３×１．５－１＝３．５

Ｃ３（１．５）＝３×３．５－１．５＝９

Ｃ４（１．５）＝３×９－３．５＝２３．５＞２０．

烅

烄

烆 ５４４
因此Ｎ＝４。

６．２ 求Ｎ＝３时０．５ｄＢ模拟低通Ｃ型滤波器的系统函数。

解

由

ＲＷｄＢ＝１０ｌｇ（１＋ε２）

有

ｌｇ（１＋ε２）＝０．０５
所以

ε＝（１００．０５－１）１／２＝０．３４９３

α＝ε－１＋ １＋ε槡 －２＝１／０．３４９３＋ １＋１／０．３４９３槡 ２≈５．８９５

ａ＝（α１／３－α－１／３）／２＝（５．８９５１／３－５．８９５－１／３）／２≈０．６２６

ｂ＝（α１／３＋α－１／３）／２＝（５．８９５１／３＋５．８９５－１／３）／２≈１．１８

左半平面的极点为

ｓｋ＝σｋ＋ｊΩｋ
其中

σｋ＝－ａｓｉｎ
（２ｋ－１）π
２Ｎ Ωｋ＝ｂｃｏｓ

（２ｋ－１）π
２Ｎ

（ｋ＝１，２，３）

故有

σ１＝－ａｓｉｎ（π／６）＝－０．３１３ Ω１＝ｂｃｏｓ（π／６）＝１．０２２

σ２＝－ａｓｉｎ（３π／６）＝－０．６２６ Ω２＝ｂｃｏｓ（３π／６）＝０

σ３＝－ａｓｉｎ（５π／６）＝－０．３１３ Ω３＝ｂｃｏｓ（５π／６）＝－１．０２２

因此，系统函数的分母多项式为

Ｑ（ｓ）＝（ｓ－ｓ１）（ｓ－ｓ２）（ｓ－ｓ３）

＝（ｓ＋０．３１３－ｊ１．０２２）（ｓ＋０．６２６）（ｓ＋０．３１３＋ｊ１．０２２）

＝ｓ３＋１．２５２ｓ２＋１．５３４３ｓ＋０．７１５２
·１５·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



该Ｃ型低通滤波器的系统函数为

Ｈａ（ｓ）＝ε
－１２１－Ｎ
Ｑ（ｓ） ＝０．３４９３

－１×２－２
Ｑ（ｓ）

＝ ０．７１５７
ｓ３＋１．２５２ｓ２＋１．５３４３ｓ＋０．７１５２

６．３ 模拟带通滤波器的指标如图Ｐ６．３所示，用Ｂ型特性逼近，求其系统函数。

图Ｐ６．３

解

带通滤波器的中心频率为

ｆ０＝ ｆｐ１ｆｐ槡 ２ 槡＝ １２０×１４０≈１２９．６１５ｋＨｚ
标称化带宽（相对带宽）

δ＝βｐ２－βｐ１＝
ｆｐ２
ｆ０
－ｆｐ１ｆ０

＝１４０－１２０１２９．６１５≈０．１５４３

而

βｚ１＝
ｆｚ１
ｆ０
＝ ２０
１２９．６１５≈０．１５４３

βｚ２＝
ｆｚ２
ｆ０
＝ ５００
１２９．６１５≈３．８６

βｚ１βｚ２≈０．６≠１
这说明ｆｚ１与ｆｚ２并不关于ｆ０几何对称，所以应该调整（这里显然应该增大）ｆｚ１或者ｆｚ２。

如果增大ｆｚ２，会使高端过渡带变宽，不满足设计要求；如果增大ｆｚ１，将使低端过渡带变

窄，特性比要求的还好些，因此，应该增大ｆｚ１（βｚ１）。实际上，只需要保持βｚ２不变，由于

（１／βｚ２）＝０．２５９＞０．１５４３，这自然就会使βｚ１＝１／βｚ２增大了。因此，应以βｚ２为准来计算

低通的Ωｚ。

·２５
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Ωｚ＝
１
δ

（βｚ２－
１
βｚ２

）＝３．８６－０．２５９０．１５４３ ≈２３．３４

下面就可以求出通带边界Ωｐ＝１、阻带边界Ωｚ＝２３．３４的Ｂ型低通滤波器的参数Ωｃ
和Ｎ了。

将衰减化为平方幅度

αｍａｘ＝１０ｌｇ
１

Ｈ（ｊΩｐ）２＝０．００７

于是有

Ｈ（ｊΩｐ）２＝ １
１＋（１／Ωｃ）２ＮΩ２Ｎｐ

＝ １
１００．０００７

由于Ωｐ＝１，故可以得到

Ｂ２＝（１／Ωｃ）２Ｎ＝１００．０００７－１＝０．００１６ （６．１）

又

αｍｉｎ＝１０ｌｇ
１

Ｈ（ｊΩｚ）２＝５０

于是有

Ｈ（ｊΩｚ）２＝ １
１＋Ｂ２Ω２Ｎｚ

＝１
１０５

因此

Ω２Ｎｚ ＝（１０５－１）／Ｂ２

＝９９９９９／０．００１６＝６２４９９３７５
于是

２Ｎ＝ｌｇ６２４９９３７５／ｌｇ２３．３４＝５．６９８３
所以取Ｎ＝３。又由（６．１）式可以得到

Ωｃ＝（０．００１６１／２Ｎ）－１＝０．００１６－１／６＝２．９２４

Ｎ＝３的Ｂ型低通滤波器的系统函数

Ｈ（ｓ）＝
Ω３ｃ

（ｓ－ｓ０）（ｓ－ｓ１）（ｓ－ｓ２）
（６．２）

而

ｓ０＝ｊΩｃｅｊπ
／６＝Ωｃｅｊ２π

／３

ｓ１＝ｊΩｃｅｊπ
／２＝Ωｃｅｊπ

ｓ２＝ｊΩｃｅｊ５π
／６＝Ωｃｅｊ４π

／３

·３５·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



代入（６．２）式有

Ｈ（ｓ）＝
Ω３ｃ

ｓ３＋２Ωｃｓ２＋２Ω２ｃｓ＋Ω３ｃ
于是所要求的Ｂ型带通滤波器的系统函数为

Ｆ（ｐ）＝Ｈ（ｓ）
ｓ＝ｐ＋１

／ｐ
δ ＝ｐ

２
＋１
δｐ

＝
Ω３ｃ

ｐ２＋１
δ（ ）ｐ

３
＋２Ωｃｐ

２＋１
δ（ ）ｐ

２
＋２Ω２ｃ ｐ

２＋１
δ（ ）ｐ ＋Ω３ｃ

＝ ２．９２４３×０．１５４３３ｐ３
（ｐ２＋１）３＋２×２．９２４×０．１５４３ｐ（ｐ２＋１）２＋２×２．９２４２×０．１５４３２ｐ２（ｐ２＋１）＋２．９２４３×０．１５４３３ｐ３

＝ ０．０９１８ｐ３
（ｐ２＋１）３＋０．９ｐ（ｐ２＋１）２＋０．４０７ｐ２（ｐ２＋１）＋０．０９１８ｐ３

６．４ 一个数字低通滤波器的截止频率为ωｃ＝０．２π，令抽样频率ｆｓ＝１ｋＨｚ。

（ａ）如果用冲激响应不变法来设计，问相应的模拟低通滤波器的截止频率ｆｃ为

多少？

（ｂ）如果用双线性变换法来设计，问相应的模拟低通滤波器的截止频率ｆｃ为多少？

解

（ａ）相应的模拟低通滤波器的截止频率

Ωｃ＝ωｃ／Ｔｓ＝ωｃｆｓ＝０．２π×１０００＝２００πｒａｄ／ｓ
而

ｆｃ＝
Ωｃ
２π＝１００Ｈｚ

（ｂ）相应的模拟低通滤波器的截止频率

Ωｃ＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ωｃ
２＝２ｆｓｔａｎ

（０．１π）＝６４９．８４ｒａｄ／ｓ

而

ｆｃ＝
Ωｃ
２π＝１０３．４Ｈｚ

６．５ 试分别用冲激响应不变法和双线性变换法将下列模拟滤波器系统函数Ｈａ（ｓ）

变为数字系统函数Ｈ（ｚ）。

（ａ）Ｈａ（ｓ）＝ ３
（ｓ＋１）（ｓ＋３）

，Ｔｓ＝０．５ｓ

（ｂ）Ｈａ（ｓ）＝ １
ｓ２＋ｓ＋１

，Ｔｓ＝２ｓ

·４５
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（ｃ）Ｈａ（ｓ）＝ ３ｓ＋２
２ｓ２＋３ｓ＋１

，Ｔｓ＝０．１ｓ

解

① 冲激响应不变法

（ａ） Ｈａ（ｓ）＝ ３
（ｓ＋１）（ｓ＋３）＝

３
２

（ １
ｓ＋１－

１
ｓ＋３

）

故有

Ｈ（ｚ）＝Ｔｓ（
３／２

１－ｅ－Ｔｓｚ－１－
３／２

１－ｅ－３Ｔｓｚ－１
）

＝０．７５（ ｚ
ｚ－ｅ－０．５－

ｚ
ｚ－ｅ－１．５

）

（ｂ） Ｈａ（ｓ）＝ １
ｓ２＋ｓ＋１

＝ １
ｊ槡３

（ １
ｓ＋１／２－ｊ槡３／２

－ １
ｓ＋１／２＋ｊ槡３／２

）

故有

Ｈ（ｚ）＝
Ｔｓ
ｊ槡３

（ １
１－ｅ（－１／２＋ｊ槡３／２）Ｔｓｚ－１

－ １
１－ｅ（－１／２－ｊ槡３／２）Ｔｓｚ－１

）

＝ｊ
２
槡３

（ ｚ
ｚ－ｅ－１ｅ－ｊ槡３

－ ｚ
ｚ－ｅ－１ｅｊ槡３

）

（ｃ） Ｈａ（ｓ）＝ ３ｓ＋２
２ｓ２＋３ｓ＋１＝

３ｓ＋２
（２ｓ＋１）（ｓ＋１）

＝ １
２ｓ＋１＋

１
ｓ＋１＝

１／２
ｓ＋１／２＋

１
ｓ＋１

故有

Ｈ（ｚ）＝Ｔｓ（
１／２

１－ｅ－０．５Ｔｓｚ－１＋
１

１－ｅ－Ｔｓｚ－１
）

＝ ０．０５ｚｚ－ｅ－０．０５＋
０．１ｚ
ｚ－ｅ－０．１

② 双线性变换法

（ａ） Ｈ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）

ｓ＝２Ｔｓ
·１－ｚ

－１

１＋ｚ－１

＝ ３
（ｓ＋１）（ｓ＋３）

ｓ＝４１－ｚ
－１

１＋ｚ－１

＝ ３（１＋ｚ－１）
［４（１－ｚ－１）＋１＋ｚ－１］［４（１－ｚ－１）＋３（１＋ｚ－１）］

＝ ３（１＋ｚ－１）
（５－３ｚ－１）（７－ｚ－１）

·５５·
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（ｂ） Ｈ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）

ｓ＝２Ｔｓ
·１－ｚ

－１

１＋ｚ－１

＝ １
ｓ２＋ｓ＋１

ｓ＝１－ｚ
－１

１＋ｚ－１

＝
（１＋ｚ－１）２

（１－ｚ－１）２＋（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）＋（１＋ｚ－１）２

＝
（１＋ｚ－１）２
３＋ｚ－２

（ｃ） Ｈ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）

ｓ＝２Ｔｓ
·１－ｚ

－１

１＋ｚ－１

＝ ３ｓ＋２
２ｓ２＋３ｓ＋１

ｓ＝２０１－ｚ
－１

１＋ｚ－１

＝ ３×２０（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）＋２（１＋ｚ－１）２
２×２０２（１－ｚ－１）２＋３×２０（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）＋（１＋ｚ－１）２

＝ ６２＋４ｚ－１－５８ｚ－２
８６１－１５９８ｚ－１＋７４１ｚ－２

６．６ 用冲激响应不变法将以下Ｈａ（ｓ）转换为Ｈ（ｚ），抽样周期为Ｔ。

（ａ）Ｈａ（ｓ）＝ ｓ＋ａ
（ｓ＋ａ）２＋ｂ２

（ｂ）Ｈａ（ｓ）＝ Ａ
（ｓ－ｓ０）２

解

（ａ） Ｈａ（ｓ）＝ ｓ＋ａ
（ｓ＋ａ）２＋ｂ２＝

１
２

（ １
ｓ＋ａ＋ｂｊ＋

１
ｓ＋ａ－ｂｊ

）

故有

Ｈ（ｚ）＝Ｔ２
（ １
１－ｅ－（ａ＋ｂｊ）Ｔｚ－１＋

１
１－ｅ－（ａ－ｂｊ）Ｔｚ－１

）

＝Ｔ２
（ ｚ
ｚ－ｅ－ａＴｅ－ｊｂＴ＋

ｚ
ｚ－ｅ－ａＴｅｊｂＴ

）

（ｂ）模拟滤波器的冲激响应

ｈａ（ｔ）＝犔－１［Ｈａ（ｓ）］＝Ａ·ｔ·ｅｓ０ｔｕ（ｔ）

数字滤波器的冲激响应

ｈ（ｎ）＝Ｔｈａ（ｎＴ）＝Ｔ·Ａ·ｎＴ·ｅｓ０ｎＴｕ（ｎＴ）

·６５
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数字滤波器的系统函数

Ｈ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ＝ＡＴ２∑

∞

ｎ＝０
ｎ·ｅｓ０Ｔｎｚ－ｎ

＝ＡＴ２［－ｚｄｄｚ
（∑

∞

ｎ＝０
ｅｓ０Ｔｎｚ－ｎ）］

＝－ＡＴ２ｚ·ｄ
ｄｚ

（ １
１－ｅｓ０Ｔｚ－１

）

＝－ＡＴ２ｚ·ｄ
ｄｚ

（ ｚ
ｚ－ｅｓ０Ｔ

）

＝－ＡＴ２ｚ
（ｚ－ｅｓ０Ｔ）－ｚ

（ｚ－ｅｓ０Ｔ）２

＝ ＡＴ２ｅｓ０Ｔｚ
（ｚ－ｅｓ０Ｔ）２

上面的推导过程中，幂级数∑
∞

ｎ＝０
（ｅｓ０Ｔｚ－１）ｎ 的收敛需要满足条件

ｅｓ０Ｔｚ－１ ＜１
即

ｚ ＞ ｅｓ０Ｔ

这也就是Ｈ（ｚ）的收敛域。

６．７ 设抽样频率ｆｓ＝２πｋＨｚ，用冲激响应不变法设计一个３阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ数字低

通滤波器，其３ｄＢ带宽ｆｃ＝１ｋＨｚ。

解

对于冲激响应不变法，数字滤波器的模拟频率也即模拟滤波器的频率，故有

Ωｃ＝２πｆｃ＝２０００πｒａｄ／ｓ

３阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ模拟低通滤波器的系统函数

Ｈａ（ｓ）＝
Ω３ｃ

（ｓ－ｓ０）（ｓ－ｓ１）（ｓ－ｓ２）

而

ｓ０＝ｊΩｃｅｊπ
／６＝Ωｃｅｊ２π

／３＝（－１／２＋ｊ槡３／２）Ωｃ
ｓ１＝ｊΩｃｅｊπ

／２＝Ωｃｅｊπ＝ －Ωｃ
ｓ２＝ｊΩｃｅｊ５π

／６＝Ωｃｅｊ４π
／３＝（－１／２－ｊ槡３／２）Ωｃ

令

１
（ｓ－ｓ０）（ｓ－ｓ１）（ｓ－ｓ２）

＝ Ａ
ｓ－ｓ０

＋ Ｂ
ｓ－ｓ１

＋ Ｃ
ｓ－ｓ２

·７５·
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则可以得到

Ａ＝－ｊ
槡３／２－３／２
３Ω２ｃ

Ｂ＝１Ω２ｃ

Ｃ＝ｊ
槡３／２－３／２
３Ω

烅

烄

烆 ２
ｃ

于是有

Ｈａ（ｓ）＝
ＡΩ３ｃ
ｓ－ｓ０

＋
ＢΩ３ｃ
ｓ－ｓ１

＋
ＣΩ３ｃ
ｓ－ｓ２

＝
［－１／２－ｊ／（ 槡２ ３）］Ωｃ

ｓ－ｓ０
＋
Ωｃ
ｓ－ｓ１

＋
［－１／２＋ｊ／（ 槡２ ３）］Ωｃ

ｓ－ｓ２
因此，所要求的数字低通滤波器的系统函数为

Ｈ（ｚ）＝ＴｓΩｃ［
－１／２－ｊ／（ 槡２ ３）

１－ｅｓ０Ｔｓｚ－１
＋ １
１－ｅｓ１Ｔｓｚ－１＋

－１／２＋ｊ／（ 槡２ ３）

１－ｅｓ２Ｔｓｚ－１
］

由于

ＴｓΩｃ＝Ωｃ／ｆｓ＝２０００π／２０００π＝１
所以有

Ｈ（ｚ）＝
－［１／２＋ｊ／（ 槡２ ３）］ｚ
ｚ－ｅ－１／２ｅｊ槡３／２

＋ ｚ
ｚ－ｅ－１＋

－［１／２－ｊ／（ 槡２ ３）］ｚ
ｚ－ｅ－１／２ｅ－ｊ槡３／２

６．８ 用双线性变换法设计一个３阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ数字低通滤波器，３ｄＢ带宽（截止频

率）ｆｃ＝４００Ｈｚ，抽样频率ｆｓ＝１．２ｋＨｚ。

解

数字低通的截止频率

ωｃ＝ΩｃＴｓ＝
２πｆｃ
ｆｓ
＝２π×４００１２００ ＝

２π
３

用双线性变换法，模拟低通的截止频率

Ω′ｃ＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ωｃ
２＝２ｆｓｔａｎ

π
３ 槡＝２ ３ｆｓ

３阶Ｂ型模拟低通滤波器的系统函数

Ｈａ（ｓ）＝
Ω′３ｃ

ｓ３＋２Ω′ｃｓ２＋２Ω′２ｃｓ＋Ω′３ｃ
·８５
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所要求的数字低通滤波器的系统函数

Ｈ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）
ｓ＝２Ｔｓ

·１－ｚ
－１

１＋ｚ－１
＝２ｆｓ

１－ｚ－１

１＋ｚ－１

＝Ω′３ｃ（１＋ｚ－１）３·［（２ｆｓ）３（１－ｚ－１）３＋２Ω′ｃ（２ｆｓ）２（１－ｚ－１）２（１＋ｚ－１）

＋２Ω′２ｃ（２ｆｓ）（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）２＋Ω′３ｃ（１＋ｚ－１）３］－１

将Ω′ｃ 槡＝２ ３ｆｓ代入，并且化简后得到

Ｈ（ｚ）＝ 槡３ ３（１＋ｚ－１）３
（１－ｚ－１）３ 槡＋２ ３（１－ｚ－１）２（１＋ｚ－１）＋６（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）２ 槡＋３ ３（１＋ｚ－１）３

６．９ 一个数字低通滤波器的通带边界频率为ｆ１＝２５００Ｈｚ，通带幅度的最小值为

０．９；阻带边界频率为ｆ２＝３５２４Ｈｚ，阻带幅度的最大值为０．１；抽样频率为１０ｋＨｚ。采用

双线性变换法、Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ逼近来设计。

（ａ）求相应的模拟低通滤波器的参数Ｎ和Ωｃ，这里Ωｃ是标称化截止频率，基准频率

是该模拟滤波器的通带边界频率。

（ｂ）用（ａ）题求出的Ｎ，但是令Ωｃ＝１，查表６．１，写出系统函数Ｈａ（ｓ）。

（ｃ）求出模拟滤波器实际的截止频率Ωｃ１，写出模拟滤波器实际的系统函数Ｈａ１（ｓ）。

（ｄ）求数字滤波器的系统函数Ｈ（ｚ）。

（ｅ）求出数字滤波器在ｆ＝０、ｆ＝ｆ１和ｆ＝ｆ２这些关键频率处的幅频响应，检验是否

满足设计要求。

解

（ａ）将数字低通的各边界频率转换为数字角频率：

ω１＝２πｆ１Ｔｓ＝２π×２５００×１０－４＝π／２
ω２＝２πｆ２Ｔｓ＝２π×３５２４×１０－４＝２．２１４２

所对应的模拟滤波器的角频率：

Ω′１＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ω１
２＝２ｆｓｔａｎ

π
４＝２ｆｓ＝２００００ｒａｄ

／ｓ

Ω′２＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ω２
２＝２ｆｓｔａｎ

２．２１４２
２ ＝３９９９５ｒａｄ／ｓ

以通带边界频率Ω′１为基准频率，将模拟滤波器的频率标称化，即令Ω１＝１，而Ω２＝
３９９９５／２００００≈２。

对Ｂ型滤波器有

Ｈａ（ｊΩ）２＝ １
１＋（Ω／Ωｃ）２Ｎ

＝ １
１＋（１／Ωｃ）２ＮΩ２Ｎ

·９５·
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于是有

Ｈａ（ｊΩ１）２＝ １
１＋（１／Ωｃ）２ＮΩ２Ｎ１

＝ １
１＋（１／Ωｃ）２Ｎ

＝０．９２

令

（１／Ωｃ）２Ｎ＝Ｂ２

则

Ｂ２＝１／０．９２－１＝０．２３４６
而

Ｈａ（ｊΩ２）２＝ １
１＋Ｂ２Ω２Ｎ２

＝０．１２

于是可以得到

Ω２Ｎ２ ＝
１／０．１２－１
Ｂ２ ＝４２１．９９５

即４Ｎ＝４２１．９９５，故

Ｎ＝ｌｇ４２１．９９５／ｌｇ４＝４．３６
于是取Ｎ＝５。

又由

（１／Ωｃ）２Ｎ＝（１／Ωｃ）１０＝Ｂ２＝０．２３４６
可以得到

Ωｃ＝０．２３４６－１
／１０＝１．１５６

（ｂ）现在，令模拟滤波器截止频率Ωｃ＝１，于是查表６．１，得到模拟滤波器的系统函

数：

Ｈａ（ｓ）＝ １
ｓ５＋３．２３６０７ｓ４＋５．２３６０７ｓ３＋５．２３６０７ｓ２＋３．２３６０７ｓ＋１

（ｃ）上面得到的Ωｃ＝１．１５６是模拟滤波器截止频率的标称值，实际值为

Ωｃ１＝１．１５６×２００００＝２３１２０ｒａｄ／ｓ

因此模拟滤波器实际的系统函数为

Ｈａ１（ｓ）＝
Ω５ｃ１

ｓ５＋３．２３６０７Ωｃ１ｓ４＋５．２３６０７Ω２ｃ１ｓ３＋５．２３６０７Ω３ｃ１ｓ２＋３．２３６０７Ω４ｃ１ｓ＋Ω５ｃ１

（ｄ）为了书写方便，现在令ａ＝３．２３６０７，ｂ＝５．２３６０７；ｇ＝２／Ｔｓ＝２ｆｓ＝２００００，可以

得到所要求的数字滤波器的系统函数

·０６
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Ｈ（ｚ）＝Ｈａ１（ｓ）
ｓ＝２Ｔｓ

·１－ｚ
－１

１＋ｚ
－１＝ｇ

ｚ－１
ｚ＋１

＝Ω５ｃ１（ｚ＋１）５·［ｇ５（ｚ－１）５＋ａΩｃ１ｇ４（ｚ－１）４（ｚ＋１）

＋ｂΩ２ｃ１ｇ３（ｚ－１）３（ｚ＋１）２＋ｂΩ３ｃ１ｇ２（ｚ－１）２（ｚ＋１）３

＋ａΩ４ｃ１ｇ（ｚ－１）（ｚ＋１）４＋Ω５ｃ１（ｚ＋１）５］－１

＝（ｚ＋１）５·［ｄ５（ｚ－１）５＋ａｄ４（ｚ－１）４（ｚ＋１）＋ｂｄ３（ｚ－１）３（ｚ＋１）２

＋ｂｄ２（ｚ－１）２（ｚ＋１）３＋ａｄ（ｚ－１）（ｚ＋１）４＋（ｚ＋１）５］－１

上式中

ｄ＝ｇ／Ωｃ１＝２００００／２３１２０≈０．８６５
（ｅ）数字滤波器的频率

ω＝２πｆＴｓ＝２πｆ／ｆｓ
数字滤波器的幅频响应

Ｈ（ｅｊω）＝ Ｈ（ｚ）
ｚ＝ｅｊω

当ｆ＝０时，ω＝０

Ｈ（ｅｊ０）＝ Ｈ（ｚ）
ｚ＝ｅｊ０＝１

＝ Ｈ（１）＝ ２５
（１＋１）５ ＝１

是理想的幅频响应。

当ｆ＝ｆ１时，ω＝ω１＝π／２
Ｈ（ｅｊω１）＝Ｈ（ｚ）

ｚ＝ｅｊπ
／２
＝ｊ
＝Ｈ（ｊ）

故有

Ｈ（ｅｊω１）＝
（ｊ＋１）５

ｄ５（ｊ－１）５＋ａｄ４（ｊ－１）４（ｊ＋１）＋ｂｄ３（ｊ－１）３（ｊ＋１）２＋ｂｄ２（ｊ－１）２（ｊ＋１）３＋ａｄ（ｊ－１）（ｊ＋１）４＋（ｊ＋１）５

＝
－１－ｊ

（ｄ５－ａｄ４－ｂｄ３＋ｂｄ２＋ａｄ－１）＋ｊ（－ｄ５－ａｄ４＋ｂｄ３＋ｂｄ２－ａｄ－１）
于是

Ｈ（ｅｊω１）２＝
（－１）２＋（－１）２

（ｄ５－ａｄ４－ｂｄ３＋ｂｄ２＋ａｄ－１）２＋（－ｄ５－ａｄ４＋ｂｄ３＋ｂｄ２－ａｄ－１）２

≈０．８０９９
所以

Ｈ（ｅｊω１）＝０．８０９９１／２≈０．９
满足通带幅度要求的指标。

同理可以算得在阻带边界ｆ２＝３５２４Ｈｚ或者ω２＝２．２１４２之处

Ｈ（ｅｊω２）≈０．０６４４＜０．１
也满足设计要求。
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６．１０ 一个数字低通滤波器的通带边界频率为ｆ１＝２５００Ｈｚ，通带幅度的最小值为

０．９；阻带边界频率为ｆ２＝３５２４Ｈｚ，阻带幅度的最大值为０．１；抽样频率为１０ｋＨｚ。采用

双线性变换法、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ逼近来设计。求相应的模拟低通滤波器的参数ε和Ｎ。

解

将数字低通的各边界频率转换为数字角频率：

ω１＝２πｆ１Ｔｓ＝２π×２５００×１０－４＝π／２
ω２＝２πｆ２Ｔｓ＝２π×３５２４×１０－４＝２．２１４２

所对应的模拟滤波器的角频率：

Ω′１＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ω１
２＝２ｆｓｔａｎ

π
４＝２ｆｓ＝２００００ｒａｄ

／ｓ

Ω′２＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ω２
２＝２ｆｓｔａｎ

２．２１４２
２ ＝３９９９５ｒａｄ／

烅

烄

烆 ｓ

以通带边界频率Ω１′为基准频率，将模拟滤波器的频率标称化，即令Ω１＝１，而Ω２＝
３９９９５／２００００≈２。

下面求相应的Ｃ型模拟低通滤波器的参数ε和Ｎ。

由

１
１＋ε２＝０．９

２＝０．８１

得到

ε２＝ １
０．８１－１＝０．２３４５７

故ε＝０．４８４３２。

由阻带要求有

Ｈａ（ｊΩ２）２＝ １
１＋ε２Ｃ２Ｎ（Ω２）

≤０．１２＝０．０１

故有

Ｃ２Ｎ（Ω２）＝Ｃ２Ｎ（２）≥１
／０．０１－１
ε２ ＝４２２．０５

于是有

ＣＮ（２）≥２０．５４４
递推公式：

ＣＮ＋１（２）＝４ＣＮ（２）－ＣＮ－１（２）

由Ｃ０（２）＝１，Ｃ１（２）＝２，可以得到

Ｃ２（２）＝４×２－１＝７
Ｃ３（２）＝４×７－２＝２６＞２０．５４４

因此Ｎ＝３。
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６．１１ 用双线性变换法设计一个３阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ数字高通滤波器，抽样频率ｆｓ＝

８ｋＨｚ，截止频率ｆｃ＝２ｋＨｚ。

解

实际上，对于原型低通模拟滤波器和数字低通滤波器的截止频率，可以任意设定它们

中的一个，另一个则按照双线性变换的频率关系式来确定。当然，应该按照使计算尽量简

单的原则来设定原型低通滤波器的截止频率。因此，这样的问题可以有两种解法。

解法１ 先设定原型低通模拟滤波器的截止频率，当然，最简单的情况就是设Ω′ｃ＝１。按

照要求Ｎ＝３，用Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ逼近，因此可以得到模拟低通的系统函数

Ｈａ（ｓ）＝
Ω′３ｃ

ｓ３＋２Ω′ｃｓ２＋２Ω′２ｃｓ＋Ω′３ｃ
＝ １
ｓ３＋２ｓ２＋２ｓ＋１

用双线性变换式就得到原型低通数字滤波器的系统函数

Ｈｌ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）
ｓ＝２Ｔｓ

·１－ｚ
－１

１＋ｚ－１
＝２ｆ

ｓ
１－ｚ－１

１＋ｚ－１

＝
（１＋ｚ－１）３

８ｆ３ｓ（１－ｚ－１）３＋８ｆ２ｓ（１－ｚ－１）２（１＋ｚ－１）＋４ｆｓ（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）２＋（１＋ｚ－１）３

而这个低通数字滤波器的截止频率

θｐ＝２ａｒｃｔａｎ
ＴｓΩ′ｃ
２ ＝２ａｒｃｔａｎ１２ｆｓ

故有

ｔａｎ
θｐ
２＝

１
２ｆｓ

题中所要求的数字高通滤波器的截止频率

ωｐ＝ΩｃＴｓ＝２πｆｃ／ｆｓ＝２π×２０００／８０００＝π／２

下面应该进行数字低通到数字高通的频率变换。

α＝－
ｃｏｓ
θｐ＋ωｐ
２

ｃｏｓ
θｐ－ωｐ
２

＝－
ｃｏｓ
θｐ
２
ｃｏｓ
ωｐ
２
－ｓｉｎ

θｐ
２
ｓｉｎ
ωｐ
２

ｃｏｓ
θｐ
２
ｃｏｓ
ωｐ
２
＋ｓｉｎ

θｐ
２
ｓｉｎ
ωｐ
２

＝

槡２
２
ｓｉｎ
θｐ
２
－
槡２
２
ｃｏｓ
θｐ
２

槡２
２
ｓｉｎ
θｐ
２
＋
槡２
２
ｃｏｓ
θｐ
２

＝
ｔａｎ
θｐ
２
－１

ｔａｎ
θｐ
２
＋１
＝
１－２ｆｓ
１＋２ｆｓ
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所要求的数字高通滤波器：

Ｈｄ（Ｚ）＝Ｈｌ（ｚ）
ｚ－１＝Ｚ

－１
＋α

１＋αＺ
－１

＝（１＋ａＺ－１－Ｚ－１－α）３·［８ｆ３ｓ（１＋αＺ－１＋Ｚ－１＋α）３

＋８ｆ２ｓ（１＋αＺ－１＋Ｚ－１＋α）２（１＋αＺ－１－Ｚ－１－α）

＋４ｆｓ（１＋αＺ－１＋Ｚ－１＋α）（１＋αＺ－１－Ｚ－１－α）２

＋（１＋αＺ－１－Ｚ－１－α）３］－１

＝（１－α）３（１－Ｚ－１）３·［８ｆ３ｓ（１＋α）３（１＋Ｚ－１）３

＋８ｆ２ｓ（１＋α）２（１＋Ｚ－１）２（１－α）（１－Ｚ－１）

＋４ｆｓ（１＋α）（１＋Ｚ－１）（１－α）２（１－Ｚ－１）２

＋（１－α）３（１－Ｚ－１）３］－１

而

１－α＝１－
１－２ｆｓ
１＋２ｆｓ

＝
４ｆｓ
１＋２ｆｓ

１＋α＝１＋
１－２ｆｓ
１＋２ｆｓ

＝ ２
１＋２ｆｓ

将１－α和１＋α代入Ｈｄ（Ｚ），最后得到

Ｈｄ（Ｚ）＝
（１－Ｚ－１）３

（１＋Ｚ－１）３＋２（１＋Ｚ－１）２（１－Ｚ－１）＋２（１＋Ｚ－１）（１－Ｚ－１）２＋（１－Ｚ－１）３
解法２ 这个方法是适当选择数字低通的截止频率θｐ，以使得数字低通到数字高通

的变换简单。由相应的变换公式

ｚ－１＝－Ｚ
－１＋α

１＋αＺ－１
可知，如果α＝０，便有ｚ－１＝－Ｚ－１，变换就会很容易。而又由相应的设计公式

α＝－
ｃｏｓ
θｐ＋ωｐ
２

ｃｏｓ
θｐ－ωｐ
２

可知，如果
θｐ＋ωｐ
２

＝π２
则α的分子将为０，故α为０。在解法１中已经求得，数字高通的截止频率ωｐ＝π／２，因此

只需要设定数字低通的截止频率θｐ＝π／２。

现在由数字低通的截止频率求得模拟低通的截止频率

Ω′ｃ＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
θｐ
２
＝２ｆｓｔａｎ

π
４＝２ｆｓ

·４６



·







 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



３阶Ｂ型滤波器的系统函数

Ｈａ（ｓ）＝
Ω′３ｃ

ｓ３＋２Ω′ｃｓ２＋２Ω′２ｃｓ＋Ω′３ｃ
＝

８ｆ３ｓ
ｓ３＋４ｆｓｓ２＋８ｆ２ｓｓ＋８ｆ３ｓ

数字低通滤波器的系统函数

Ｈｌ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）
ｓ＝２Ｔｓ

·１－ｚ
－１

１＋ｚ－１
＝２ｆｓ

１－ｚ－１

１＋ｚ－１

＝
（１＋ｚ－１）３

（１－ｚ－１）３＋２（１－ｚ－１）２（１＋ｚ－１）＋２（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）２＋（１＋ｚ－１）３
最后得到数字高通滤波器的系统函数

Ｈｄ（Ｚ）＝Ｈｌ（ｚ）
ｚ－１＝－Ｚ－１

＝
（１－Ｚ－１）３

（１＋Ｚ－１）３＋２（１＋Ｚ－１）２（１－Ｚ－１）＋２（１＋Ｚ－１）（１－Ｚ－１）２＋（１－Ｚ－１）３
两种解法最后的结果完全相同。

６．１２ 用双线性变换法设计一个３阶Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ数字带通滤波器，抽样频率ｆｓ＝
７２０Ｈｚ，上下边带截止频率分别为ｆ１＝６０Ｈｚ，ｆ２＝３００Ｈｚ。

解

该数字带通滤波器的上下边带截止频率：

ω１＝２πｆ１／ｆｓ＝２π×６０／７２０＝π／６

ω２＝２πｆ２／ｆｓ＝２π×３００／７２０＝５π／６
数字低通原型滤波器的截止频率θｐ可以自选，为了使下面参数ｋ的表示比较简单，这里

选θｐ＝π／３。则相应的模拟低通滤波器的截止频率

Ω′ｃ＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
θｐ
２
＝２ｆｓｔａｎ

π
６＝

２
槡３
ｆｓ

于是可以得到３阶模拟低通滤波器的系统函数

Ｈａ（ｓ）＝
Ω′３ｃ

ｓ３＋２Ω′ｃｓ２＋２Ω′２ｃｓ＋Ω′３ｃ
＝

８
槡３３
ｆ３ｓ

ｓ３＋４
槡３
ｆｓｓ２＋

８
３ｆ

２
ｓｓ＋

８
槡３３
ｆ３ｓ

而数字低通原型滤波器的系统函数

Ｈｌ（ｚ）＝Ｈａ（ｓ）
ｓ＝２Ｔｓ

·１－ｚ
－１

１＋ｚ－１
＝２ｆｓ

１－ｚ－１

１＋ｚ－１

＝

１
槡３３

（１＋ｚ－１）３

（１－ｚ－１）３＋２
槡３

（１－ｚ－１）２（１＋ｚ－１）＋２３
（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）２＋ １

槡３３
（１＋ｚ－１）３

·５６·
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下面将数字低通变换为数字带通。

α＝ｃｏｓ（ω２＋ω１
２

）／ｃｏｓ（ω２－ω１
２

）＝ｃｏｓπ２
／ｃｏｓπ３＝０

ｋ＝ｃｔａｎ（
ω２－ω１
２

）ｔａｎ
θｐ
２＝ｃｔａｎ

π
３

·ｔａｎπ６＝
槡３
３

·１
槡３

＝１３
于是得到变换公式：

ｚ－１＝－
Ｚ－２－２αｋｋ＋１Ｚ

－１＋ｋ－１ｋ＋１
ｋ－１
ｋ＋１Ｚ

－２－２αｋｋ＋１Ｚ
－１＋１

＝－
Ｚ－２－１２
－１２Ｚ

－２＋１
＝２Ｚ

－２－１
Ｚ－２－２

最后可以得到所要求的数字带通滤波器的系统函数

Ｈｄ（Ｚ）＝Ｈｌ（ｚ）
ｚ－１＝２Ｚ

－２
－１

Ｚ－２－２

＝

１
槡３３

（３Ｚ－２－３）３

－（Ｚ－２＋１）３＋２
槡３

（Ｚ－２＋１）２（３Ｚ－２－３）－２３
（Ｚ－２＋１）（３Ｚ－２－３）２＋ １

槡３３
（３Ｚ－２－３）３

６．１３ 一个数字高通滤波器的通带边界频率为ｆ１＝３５２４Ｈｚ，通带幅度的最小值为

０．９；阻带边界频率为ｆ２＝２５００Ｈｚ，阻带幅度的最大值为０．１；抽样频率为１０ｋＨｚ。采用

双线性变换法、Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈ逼近来设计。求这个数字高通滤波器的系统函数Ｈ（ｚ）。

解

将数字高通的各边界频率转换为数字角频率：

ω１＝２πｆ１Ｔｓ＝２π×３５２４×１０－４＝２．２１４２

ω２＝２πｆ２Ｔｓ＝２π×２５００×１０－４＝π／２
所对应的模拟高通滤波器的角频率

Ω′１＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ω１
２＝２ｆｓｔａｎ

２．２１４２
２ ＝３９９９５ｒａｄ／ｓ

Ω′２＝
２
Ｔｓ
ｔａｎ
ω２
２＝２ｆｓｔａｎ

π
４＝２ｆｓ＝２００００ｒａｄ

／

烅

烄

烆 ｓ

以通带边界频率Ω′１为基准频率，将模拟高通的频率标称化，即令β１＝１，而β２＝２００００／

３９９９５≈０．５。

现在将模拟高通的标称化频率β转换为模拟低通的标称化频率Ω：

Ω１＝１／β１＝１

Ω２＝１／β２＝１／０．
烅
烄

烆 ５＝２
·６６
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对Ｂ型滤波器有

Ｈａ（ｊΩ）２＝ １
１＋（Ω／Ωｃ）２Ｎ

＝ １
１＋（１／Ωｃ）２ＮΩ２Ｎ

于是有

Ｈａ（ｊΩ１）２＝ １
１＋（１／Ωｃ）２ＮΩ２Ｎ１

＝ １
１＋（１／Ωｃ）２Ｎ

＝０．９２

令

（１／Ωｃ）２Ｎ＝Ｂ２

则

Ｂ２＝１／０．９２－１＝０．２３４６
而

Ｈａ（ｊΩ２）２＝ １
１＋Ｂ２Ω２Ｎ２

＝０．１２

于是可以得到

Ω２Ｎ２ ＝
１／０．１２－１
Ｂ２ ＝４２１．９９５

即４Ｎ＝４２１．９９５，故

Ｎ＝ｌｇ４２１．９９５／ｌｇ４＝４．３６
于是取Ｎ＝５。

又由

（１／Ωｃ）２Ｎ＝（１／Ωｃ）１０＝Ｂ２＝０．２３４６
可以得到

Ωｃ＝０．２３４６－１
／１０＝１．１５６

于是模拟高通滤波器的标称化截止频率为

βｃ＝１／Ωｃ＝１／１．１５６＝０．８６５
而模拟高通滤波器实际的截止频率为

Ω′ｃ＝βｃΩ′１＝０．８６５×３９９９５＝３４５９６ｒａｄ／ｓ
现在令模拟低通的截止频率为１，查表６．１，可以得到５阶Ｂ型滤波器的系统函数

Ｈａ（ｓ）＝ １
ｓ５＋３．２３６０７ｓ４＋５．２３６０７ｓ３＋５．２３６０７ｓ２＋３．２３６０７ｓ＋１

＝ １
ｓ５＋ａｓ４＋ｂｓ３＋ｂｓ２＋ａｓ＋１

这里为了书写方便，已经令ａ＝３．２３６０７，ｂ＝５．２３６０７。

·７６·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



将变换式ｓ＝１／ｐ代入，就得到模拟高通滤波器的系统函数

Ｆａ（ｐ）＝Ｈａ（ｓ）
ｓ＝１／ｐ＝

１
（１／ｐ）５＋ａ（１／ｐ）４＋ｂ（１／ｐ）３＋ｂ（１／ｐ）２＋ａ／ｐ＋１

＝ ｐ５

１＋ａｐ＋ｂｐ２＋ｂｐ３＋ａｐ４＋ｐ５

这是模拟高通的截止频率为１时的系统函数，但是实际的截止频率为Ω′ｃ＝３４５９６ｒａｄ／ｓ，

于是模拟高通滤波器实际的系统函数为

ＦａＨ（ｐ）＝ ｐ５

Ω′５ｃ＋ａΩ′４ｃｐ＋ｂΩ′３ｃｐ２＋ｂΩ′２ｃｐ３＋ａΩ′ｃｐ４＋ｐ５

由于双线性变换法是可以用于高通滤波器的模数变换的，故所要求的数字高通滤波器的

系统函数为

Ｈ（ｚ）＝ＦａＨ（ｐ）
ｐ＝２Ｔｓ

·１－ｚ
－１

１＋ｚ
－１＝２ｆｓ

１－ｚ
－１

１＋ｚ
－１

＝（２ｆｓ）５（１－ｚ－１）５·［Ω′５ｃ（１＋ｚ－１）５＋ａΩ′４ｃ２ｆｓ（１－ｚ－１）（１＋ｚ－１）４

＋ｂΩ′３ｃ（２ｆｓ）２（１－ｚ－１）２（１＋ｚ－１）３＋ｂΩ′２ｃ（２ｆｓ）３（１－ｚ－１）３（１＋ｚ－１）２

＋ａΩ′ｃ（２ｆｓ）４（１－ｚ－１）４（１＋ｚ－１）＋（２ｆｓ）５（１－ｚ－１）５］－１

６．１４ 假设某时域连续滤波器Ｈａ（ｓ）是一个低通滤波器，又知Ｈ（ｚ）＝Ｈａ
Ｚ＋１
Ｚ（ ）－１

，

于是数字滤波器Ｈ（ｚ）的通带中心位于

（１）ω＝０（低通）

（２）ω＝π（高通）

（３）除０和π以外的某一频率（带通）

请从中选择正确答案。

解

因为

Ｈ（ｚ）＝Ｈａ（
ｚ＋１
ｚ－１

）

即有

ｓ＝ｚ＋１ｚ－１
或者

·８６
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ｚ＝ｓ＋１ｓ－１
将

ｚ＝ｒｅｊω

ｓ＝σ＋ｊΩ
代入

ｚ＝ｓ＋１ｓ－１
有

ｒｅｊω＝
σ＋１＋ｊΩ
σ－１＋ｊΩ

于是有

ｒ＝ σ＋１＋ｊΩσ－１＋ｊΩ ＝
（σ＋１）２＋Ω２
（σ－１）２＋Ω［ ］２

１／２

由这个式子可知，当σ＝０（即ｓ＝σ＋ｊΩ＝ｊΩ）时，ｒ＝１（即ｚ＝ｒｅｊω＝ｅｊω），于是，将ｓ＝ｊΩ

和ｚ＝ｅｊω代入ｓ＝ｚ＋１ｚ－１
，有

ｊΩ＝ｅ
ｊω＋１
ｅｊω－１

当ω＝π

ｊΩ＝ｅ
ｊπ＋１
ｅｊπ－１

＝ ０－２＝０

这就是说，模拟滤波器的频率Ω＝０映射为数字滤波器的频率ω＝π；又知道模拟滤波器

是低通滤波器，这意味着Ω＝０是通带中心，于是ω＝π是数字滤波器的通带中心，即该

数字滤波器是高通滤波器。所以答案（２）正确。

·９６·
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第７章

ＦＩＲ数字滤波器的原理及设计

７．１ 令ｈ（ｎ）为一ＦＩＲ滤波器的单位抽样响应，使ｎ＜０、ｎ＞Ｎ－１时ｈ（ｎ）＝０，又

设ｈ（ｎ）为实序列。该滤波器的频率响应可表示为Ｈ（ｅｊω）＝Ｈ（ω）ｅｊθ（ω），这里Ｈ（ω）是ω
的实函数。又设Ｈ（ｋ）为ｈ（ｎ）的Ｎ点ＤＦＴ。

（ａ）若ｈ（ｎ）满足ｈ（ｎ）＝ｈ（Ｎ－１－ｎ），写出θ（ω），并且证明当Ｎ 为偶数时，

Ｈ（Ｎ／２）＝０。

（ｂ）若ｈ（ｎ）满足ｈ（ｎ）＝－ｈ（Ｎ－１－ｎ），写出θ（ω），并且证明Ｈ（０）＝０。

解

Ｈ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ＷｎｋＮ （ｋ＝０．１，⋯，Ｎ－１）

（ａ）若

ｈ（ｎ）＝ｈ（Ｎ－１－ｎ）

说明ｈ（ｎ）偶对称，故

θ（ω）＝－Ｎ－１２ ω

又，当Ｎ为偶数时：

Ｈ Ｎ（ ）２ ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）Ｗ

ｎＮ２
Ｎ

＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（－１）ｎ

＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（－１）ｎ＋∑

Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（Ｎ－１－ｎ）（－１）Ｎ－１－ｎ

＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（－１）ｎ＋（－１）Ｎ－１∑

Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（－１）－ｎ

·０７·
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由于（－１）－ｎ＝（－１）ｎ，并且当Ｎ为偶数时，Ｎ－１为奇数，（－１）Ｎ－１＝－１，故有

Ｈ Ｎ（ ）２ ＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（－１）ｎ－∑

Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）（－１）ｎ＝０

（ｂ）若

ｈ（ｎ）＝－ｈ（Ｎ－１－ｎ）

说明ｈ（ｎ）奇对称，故

θ（ω）＝π２－
Ｎ－１
２ ω

又，

Ｈ（０）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）

Ｎ为偶数：

Ｈ（０）＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）＋∑

Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｈ（Ｎ－１－ｎ）

＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
［ｈ（ｎ）＋ｈ（Ｎ－１－ｎ）］

＝∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
［ｈ（ｎ）－ｈ（ｎ）］＝０

Ｎ为奇数：

Ｈ（０）＝ ∑
Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
ｈ（ｎ）＋∑

Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
ｈ（Ｎ－１－ｎ）＋ｈ

Ｎ－１（ ）２

＝ｈ
Ｎ－１（ ）２ ＋∑

Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
［ｈ（ｎ）＋ｈ（Ｎ－１－ｎ）］

＝ｈ
Ｎ－１（ ）２ ＋∑

Ｎ－１
２ －１

ｎ＝０
［ｈ（ｎ）－ｈ（ｎ）］

＝ｈ
Ｎ－１（ ）２ ＋０

＝ｈ
Ｎ－１（ ）２

而ｈ（ｎ）中间的一项应当满足：

ｈ
Ｎ－１（ ）２

＝－ｈ Ｎ－１－
Ｎ－１（ ）２

＝－ｈ
Ｎ－１（ ）２

·１７·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



因此必然有

ｈ
Ｎ－１（ ）２

＝０

这就是说，当Ｎ为奇数时，也有Ｈ（０）＝０。

７．２ 如果一个线性相位带通滤波器的频响为ＨＢ（ｅｊω）＝ＨＢ（ω）ｅｊ（ω）

（ａ）说明Ｈｒ（ｅｊω）＝［１－ＨＢ（ω）］ｅｊ（ω）是一个线性相位带阻滤波器的频响。

（ｂ）试用ｈＢ（ｎ）表示ｈｒ（ｎ）。

解

（ａ）对于一个线性相位ＦＩＲ数字滤波器，其频率响应的一般形式为

Ｈ（ｅｊω）＝Ｈ（ω）ｅｊ（ω）

其中Ｈ（ω）表示幅度，它是ω的实函数；（ω）表示相位，它是ω的线性函数。因此，如果

已知一个线性相位带通ＦＩＲ数字滤波器的频响为

ＨＢ（ｅｊω）＝ＨＢ（ω）ｅｊ（ω）

并设ＨＢ（ω）已归一化，即０≤ＨＢ（ω）≤１，其理想特性如图Ｔ７．２上图所示，那么，设

Ｈｒ（ω）＝１－ＨＢ（ω）

则Ｈｒ（ω）的特性就如图Ｔ７．２下图所示，这显然是一个带阻滤波器的幅频特性。又因为

（ω）是ω的线性函数，因此

Ｈｒ（ｅｊω）＝Ｈｒ（ω）ｅｊ（ω）＝［１－ＨＢ（ω）］ｅｊ（ω）

是一个线性相位带阻滤波器的频响。

图Ｔ７．２

·２７
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（ｂ）线性相位ＦＩＲ数字滤波器频响的一般形式中Ｈ（ω）表示幅度，它是三角函数的

线性组合，其具体表达式可分为４种情况：

情况１：

Ｈ（ω）＝∑
Ｎ－１
２

ｎ＝０
ａ（ｎ）ｃｏｓ（ωｎ）

情况２：

Ｈ（ω）＝∑
Ｎ
２

ｎ＝１
ｂ（ｎ）ｃｏｓ（ｎ－１２

）［ ］ω
显然，当ω＝π时，Ｈ（ω）＝０。

情况３：

Ｈ（ω）＝∑
Ｎ－１
２

ｎ＝１
ｃ（ｎ）ｓｉｎ（ｎω）

显然，当ω＝０、ω＝π时，Ｈ（ω）＝０。

情况４：

Ｈ（ω）＝∑
Ｎ
２

ｎ＝１
ｄ（ｎ）ｓｉｎ（ｎ－１２

）［ ］ω
显然，当ω＝０时，Ｈ（ω）＝０。

对于图Ｔ７．２下图所示的带阻滤波器，显然ω＝０和ω＝π都应该在通带内，因此无

论ω＝０还是ω＝π，其幅度Ｈ（ω）都不应该为０，所以，这种带阻滤波器的幅频特性不可

能是情况２、３、４这３种形式，只能够是情况１，即有

Ｈｒ（ω）＝∑
Ｎ－１
２

ｎ＝０
ａｒ（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

其中

ａｒ（ｎ）＝
ｈｒ
Ｎ－１（ ）２

ｎ＝０

２ｈｒ
Ｎ－１
２
－（ ）ｎ ｎ≠

烅

烄

烆 ０

（７．１）

情况１对于带通滤波器也适合，即有

ＨＢ（ω）＝∑
Ｎ－１
２

ｎ＝０
ａＢ（ｎ）ｃｏｓ（ｎω） （７．２）
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其中 ａＢ（ｎ）＝
ｈＢ
Ｎ－１（ ）２

ｎ＝０

２ｈＢ
Ｎ－１
２
－（ ）ｎ ｎ≠

烅

烄

烆 ０

（７．３）

而

ＨＢ（ω）＝１－Ｈｒ（ω）＝１－∑
Ｎ－１
２

ｎ＝０
ａｒ（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

＝１－ａｒ（０）－∑
Ｎ－１
２

ｎ＝１
ａｒ（ｎ）ｃｏｓ（ｎω） （７．４）

将（７．２）式和（７．４）式的ＨＢ（ω）的表达式进行比较，显然有

ａＢ（０）＝１－ａｒ（０）

ａＢ（ｎ）＝－ａｒ（ｎ） （ｎ＝１，２，⋯，Ｎ－１
２

）

再由（７．１）式和（７．３）式中ａｒ（ｎ）和ａＢ（ｎ）的表达式，即可得到

ｈｒ
Ｎ－１（ ）２

＝１－ｈＢ
Ｎ－１（ ）２

ｈｒ
Ｎ－１
２
－（ ）ｎ ＝－ｈＢ

Ｎ－１
２
－（ ）ｎ ｎ＝１，２，⋯，

Ｎ－１（ ）２
或者

ｈｒ（ｎ）＝－ｈＢ（ｎ） ｎ＝
Ｎ－１
２
－１，
Ｎ－１
２
－２，⋯，１，（ ）０

由于情况１是ｈ（ｎ）偶对称、Ｎ为奇数，所以当ｎ＝
Ｎ－１
２
＋１，
Ｎ－１
２
＋２，⋯，Ｎ－１时也有

ｈｒ（ｎ）＝－ｈＢ（ｎ）

７．３ 设ｈ１（ｎ）和ｈ２（ｎ）是两个长度相同（０≤ｎ≤７）的序列，并且都是偶对称序列，

两者之间还是循环移位的关系，即ｈ１（ｎ）＝ｈ２（（３－ｎ）８）Ｒ８（ｎ）。若以这两个序列分别作

为两个线性相位ＦＩＲ滤波器的单位抽样响应，试证明这两个滤波器的幅频响应的抽样值

相同，也即

Ｈ１（ｅｊω）
ω＝２πＮｋ

＝ Ｈ２（ｅｊω）
ω＝２πＮｋ

（ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１，Ｎ＝８）

证

对于ｈ（ｎ）偶对称、长度Ｎ为偶数的情形，有
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Ｈ（ｅｊω）＝ｅ－ｊ
Ｎ－１
２ ω∑

Ｎ
２

ｎ＝１
ｂ（ｎ）ｃｏｓ（ｎ－１２

）［ ］ω
其中

ｂ（ｎ）＝２ｈ Ｎ２－（ ）ｎ
式中的求和部分表示频响的幅度，即有

Ｈ（ω）＝∑
Ｎ
２

ｎ＝１
ｂ（ｎ）ｃｏｓ ｎ－（ ）１２［ ］ω

而

Ｈ（ｅｊω）＝ Ｈ（ω）

即为幅频响应。这里Ｎ＝８，故对于ｈ１（ｎ）有

Ｈ１（ω）＝ｂ１（１）ｃｏｓω２＋ｂ１
（２）ｃｏｓ３ω２ ＋ｂ１

（３）ｃｏｓ５ω２ ＋ｂ１
（４）ｃｏｓ７ω２

＝２［ｈ１（３）ｃｏｓω２＋ｈ１
（２）ｃｏｓ３ω２ ＋ｈ１

（１）ｃｏｓ５ω２ ＋ｈ１
（０）ｃｏｓ７ω２

］

同理对于ｈ２（ｎ）有

Ｈ２（ω）＝２［ｈ２（３）ｃｏｓω２＋ｈ２
（２）ｃｏｓ３ω２＋ｈ２

（１）ｃｏｓ５ω２＋ｈ２
（０）ｃｏｓ７ω２

］

现在用序号ｎ来代表ｈ２（ｎ），以表示序列ｈ２（ｎ）的几种情况：

ｎ ⋯ －３ －２ －１ ┆ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ┆ ８ ９ １０ ⋯

ｈ２（（ｎ）８） ⋯ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ┆ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ┆ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ⋯

ｈ２（（－ｎ）８） ⋯ ０ ７ ６ ５ ４ ３ ２ １ ┆ ０ ７ ６ ５ ４ ３ ２ １ ┆ ０ ７ ６ ５ ４ ３ ２ １ ⋯

ｈ２（（３－ｎ）８） ⋯ ３ ２ １ ０ ７ ６ ５ ４ ┆ ３ ２ １ ０ ７ ６ ５ ４ ┆ ３ ２ １ ０ ７ ６ ５ ４ ⋯

由于

ｈ１（ｎ）＝ｈ２（（３－ｎ）８）Ｒ８（ｎ）

故从上面的排列可知：

ｈ１（０）＝ｈ２（３），ｈ１（１）＝ｈ２（２），ｈ１（２）＝ｈ２（１），ｈ１（３）＝ｈ２（０），

ｈ１（４）＝ｈ２（７），ｈ１（５）＝ｈ２（６），ｈ１（６）＝ｈ２（５），ｈ１（７）＝ｈ２（４）

Ｈ１（ｅｊω）
ω＝２π８ｋ

＝ Ｈ１（ω）
ω＝２π８ｋ

＝２ｈ２（０）ｃｏｓｋπ８＋ｈ２
（１）ｃｏｓ３ｋπ８ ＋ｈ２

（２）ｃｏｓ５ｋπ８ ＋ｈ２
（３）ｃｏｓ７ｋπ８

（ｋ＝０，１，⋯，７）

·５７·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



而

ｃｏｓ ５π８（ ）ｋ ＝ｃｏｓ（π－３π８
）［ ］ｋ

＝ｃｏｓ（ｋπ）ｃｏｓ３ｋπ８ ＋ｓｉｎ（ｋπ）ｓｉｎ３ｋπ８

＝（－１）ｋｃｏｓ３ｋπ８

ｃｏｓ ７π８（ ）ｋ ＝ｃｏｓ π－π（ ）８［ ］ｋ

＝ｃｏｓ（ｋπ）ｃｏｓｋπ８＋ｓｉｎ
（ｋπ）ｓｉｎ ｋπ（ ）８

＝（－１）ｋｃｏｓｋπ８
所以

Ｈ１（ｅｊω）
ω＝２π８ｋ

＝２ｃｏｓｋπ８ ｈ２（０）＋（－１）ｋｈ２（３［ ］）＋ｃｏｓ３ｋπ８ ｈ２（１）＋（－１）ｋｈ２（２［ ］）

Ｈ２ｅｊ（ ）ω
ω＝２π８ｋ

＝ Ｈ２（ω）
ω＝２π８ｋ

＝２ｈ２（３）ｃｏｓｋπ８＋ｈ２
（２）ｃｏｓ３ｋπ８ ＋ｈ２

（１）ｃｏｓ５ｋπ８ ＋ｈ２
（０）ｃｏｓ７ｋπ８

＝２ｃｏｓｋπ８
［ｈ２（３）＋（－１）ｋｈ２（０）］＋ｃｏｓ３ｋπ８

［ｈ２（２）＋（－１）ｋｈ２（１）］

当ｋ为偶数（ｋ＝０，２，４，６）：

Ｈ１（ｅｊω）
ω＝２π８ｋ

＝２ｃｏｓｋπ８
［ｈ２（０）＋ｈ２（３）］＋ｃｏｓ３ｋπ８

［ｈ２（１）＋ｈ２（２）］

＝２ｃｏｓｋπ８
［ｈ２（３）＋ｈ２（０）］＋ｃｏｓ３ｋπ８

［ｈ２（２）＋ｈ２（１）］

＝ Ｈ２（ｅｊω）
ω＝２π８ｋ

当ｋ为奇数（ｋ＝１，３，５，７）：

Ｈ１（ｅｊω）
ω＝２π８ｋ

＝２ｃｏｓｋπ８
［ｈ２（０）－ｈ２（３）］＋ｃｏｓ３ｋπ８

［ｈ２（１）－ｈ２（２）］

＝２－ｃｏｓｋπ８
［ｈ２（３）－ｈ２（０）］－ｃｏｓ３ｋπ８

［ｈ２（２）－ｈ２（１）］

＝２ｃｏｓｋπ８
［ｈ２（３）－ｈ２（０）］＋ｃｏｓ３ｋπ８

［ｈ２（２）－ｈ２（１）］

＝ Ｈ２（ｅｊω）
ω＝２π８ｋ

·６７
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７．４ 线性相位ＦＩＲ滤波器的频率响应可以表示为Ｈ（ｅｊω）＝Ｈ（ω）ｅｊθ（ω），其中Ｈ（ω）

是ω的实函数，而θ（ω）＝［π－（Ｎ－１）ω］／２。已知ｈ（０）＝１，ｈ（１）＝２，ｈ（２）＝３，

ｈ（３）＝４。

（ａ）如果冲激响应ｈ（ｎ）之长度Ｎ＝８，请写出ｈ（ｎ）的其余各点的值；问ｈ（ｎ）的对

称中心τ＝？

（ｂ）如果冲激响应ｈ（ｎ）之长度Ｎ＝９，请写出ｈ（ｎ）的其余各点的值；问ｈ（ｎ）的对

称中心τ＝？

解

根据θ（ω）的表达式可知这个线性相位ＦＩＲ滤波器的冲激响应ｈ（ｎ）是奇对称的。

（ａ）ｈ（４）＝－ｈ（３）＝－４，ｈ（５）＝－ｈ（２）＝－３，ｈ（６）＝－ｈ（１）＝－２，

ｈ（７）＝－ｈ（０）＝－１；τ＝（Ｎ－１）／２＝３．５。

（ｂ）ｈ（４）＝０，ｈ（５）＝－ｈ（３）＝－４，ｈ（６）＝－ｈ（２）＝－３，ｈ（７）＝－ｈ（１）＝－２，

ｈ（８）＝－ｈ（０）＝－１；τ＝（Ｎ－１）／２＝４。

７．５ 设ｈ１（ｎ）是一个定义在区间０≤ｎ≤７的偶对称序列，而

ｈ２（ｎ）＝ｈ１（（ｎ－４）８）Ｒ８（ｎ）

令Ｈ１（ｋ）＝ＤＦＴ［ｈ１（ｎ）］，Ｈ２（ｋ）＝ＤＦＴ［ｈ２（ｎ）］。

（ａ）试用Ｈ１（ｋ）来表示Ｈ２（ｋ）。

（ｂ）这两个序列是否都能够作为线性相位ＦＩＲ滤波器的冲激响应？如果ｈ１（ｎ）构成

一个低通滤波器，那么ｈ２（ｎ）将构成什么类型的频选滤波器？

解

（ａ）ｈ２（ｎ）实际上是ｈ１（ｎ）的循环移位，根据循环移位后的ＤＦＴ的表达式，有

Ｈ２（ｋ）＝Ｗ４ｋ８Ｈ１（ｋ）＝（－１）ｋＨ１（ｋ）

（ｂ）由于ｈ１（ｎ）是偶对称的有限长序列，故可以作为线性相位ＦＩＲ滤波器的冲激

响应。

将ｈ２（ｎ）与ｈ１（ｎ）的循环移位关系用序号来表示，有：

０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７

４ ５ ６ ７ ０ １ ２ ３
即有

ｈ２（０）＝ｈ１（４），ｈ２（１）＝ｈ１（５），ｈ２（２）＝ｈ１（６），ｈ２（３）＝ｈ１（７），

ｈ２（４）＝ｈ１（０），ｈ２（５）＝ｈ１（１），ｈ２（６）＝ｈ１（２），ｈ２（７）＝ｈ１（３）
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已知ｈ１（ｎ）是偶对称的，即有

ｈ１（０）＝ｈ１（７），ｈ１（１）＝ｈ１（６），ｈ１（２）＝ｈ１（５），ｈ１（３）＝ｈ１（４）

由ｈ２（ｎ）与ｈ１（ｎ）的关系，可知ｈ２（ｎ）也是偶对称的有限长序列，因此ｈ２（ｎ）也可以

作为线性相位ＦＩＲ滤波器的冲激响应。

由于ＤＦＴ是频谱的抽样值，所以Ｈ１（ｋ）和Ｈ２（ｋ）分别是滤波器ｈ１（ｎ）和ｈ２（ｎ）的

频率响应的抽样，因为

Ｈ２（ｋ）＝（－１）ｋＨ１（ｋ）

故有

｜Ｈ２（ｋ）｜＝｜（－１）ｋＨ１（ｋ）｜＝｜Ｈ１（ｋ）｜
这就是说，两个滤波器有相同的抽样幅频响应，因此，如果ｈ１（ｎ）构成一个低通滤波器，那

么ｈ２（ｎ）当然也构成一个低通滤波器。

７．６ 已知一个线性相位ＦＩＲ系统有零点ｚ＝１，ｚ＝ｅｊ２π／３，ｚ＝０．５ｅ－ｊ３π／４，ｚ＝－１／４。

（ａ）还会有其他的零点吗？如果有，请写出。

（ｂ）这个系统的极点在ｚ平面的什么地方？它是稳定系统吗？

（ｃ）这个系统的冲激响应ｈ（ｎ）的长度最少是多少？

解

（ａ）由已知的零点，可以知道与之成组的其他零点：

ｚ＝ｅｊ２π／３→ｅ－ｊ２π／３

ｚ＝０．５ｅ－ｊ３π／４→０．５ｅｊ３π／４，２ｅｊ３π／４，２ｅ－ｊ３π／４

ｚ＝－１／４→－４
（ｂ）因为是ＦＩＲ系统，故 其 极 点 都 集 中 在ｚ＝０，当 然 在 单 位 圆 内，当 然 是 稳 定

系统。

（ｃ）如果ｈ（ｎ）的长度为Ｎ，那么该系统共有Ｎ－１个零点，反之亦然。现在已经知

道的该系统的零点连同导出的共有９个，因此ｈ（ｎ）的长度最少为１０。

７．７ 用窗口法设计一个线性相位因果ＦＩＲ高通滤波器，已知阻带边界频率为０．３π，

通带边界频率为０．５π，阻带允许的最小衰减为２０ｄＢ。

解

根据阻带最小衰减的要求，查表７．１，可知选矩形窗就可以了。

过渡带宽度
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Δω＝０．５π－０．３π＝０．２π
而矩形窗的过渡带宽度为４π／Ｎ，因此有

（４π／Ｎ）≤０．２π
故

Ｎ≥４π／０．２π＝２０
取Ｎ＝２０。

而截止频率

ωｃ＝０．３π＋Δω／２＝０．４π
下面用傅里叶反变换求该滤波器的冲激响应：

ｈｄ（ｎ）＝ １２π∫
π

－π
Ｈｄ（ｅｊω）ｅｊｎωｄω

＝ １２π∫
－ωｃ

－π
ｅｊｎωｄω＋∫

π

ωｃ
ｅｊｎωｄ（ ）ω

＝ １
２πｊｎ

ｅｊｎω
－ωｃ

－π
＋ｅｊｎω

π

ωｃ

＝ １
２πｊｎ

（ｅ－ｊｎωｃ－ｅｊｎωｃ＋ｅｊｎπ－ｅ－ｊｎπ）

＝ １ｎπ
［ｓｉｎ（ｎπ）－ｓｉｎ（ｎωｃ）］ （－∞＜ｎ＜∞）

ｈ′（ｎ）＝ｈｄｎ－
Ｎ－１（ ）２

＝
ｓｉｎ［（ｎ－９．５）π］－ｓｉｎ［（ｎ－９．５）ωｃ］

（ｎ－９．５）π
（－∞＜ｎ＜∞）

加矩形窗就得到所要求的滤波器的冲激响应

ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）

而

ｗ（ｎ）＝
１ ０≤ｎ≤１９
０
烅
烄
烆 其他

于是

ｈ（ｎ）＝
ｓｉｎ［（ｎ－９．５）π］－ｓｉｎ［（ｎ－９．５）０．４π］

（ｎ－９．５）π ０≤ｎ≤１９

０
烅
烄

烆 其他
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７．８ 用矩形窗设计一个线性相位高通滤波器，已知

Ｈｄ（ｅｊω）＝
ｅ－ｊ（ω－π）α π－ωｃ≤ω≤π

０ ０≤ω＜π－ω
烅
烄

烆 ｃ

（ａ）求ｈ（ｎ）的表达式，确定α和Ｎ 的关系。

（ｂ）若改用升余弦窗设计，求出ｈ（ｎ）的表达式。

解

（ａ）先不考虑延时因子ｅ－ｊωα，求出以０为对称中心的无限长序列：

ｈｄ（ｎ）＝ １２π∫
－π＋ωｃ

－π
ｅｊαπｅｊｎωｄω＋∫

π

π－ωｃ
ｅｊαπｅｊｎωｄ（ ）ω

＝ ｅ
ｊαπ

２πｊｎ ｅ
ｊｎ（ ω －π＋ωｃ

－π ＋ｅｊｎω π
π－ωｃ

）

＝ ｅ
ｊαπ

２ｊｎπ
（ｅ－ｊｎπｅｊｎωｃ－ｅ－ｊｎπ＋ｅｊｎπ－ｅｊｎπｅ－ｊｎωｃ）

＝ｅ
ｊαπ

ｎπ
｛ｓｉｎ（ｎπ）＋ｓｉｎ［ｎ（ωｃ－π）］｝ （－∞＜ｎ＜∞）

参数α表示延时，设ｈ（ｎ）的长度为Ｎ，那么

α＝（Ｎ－１）／２
令ｈ′（ｎ）为对称中心在α的无限长序列，则有

ｈ′（ｎ）＝ｈｄ（ｎ－α）

＝ ｅｊαπ
（ｎ－α）π

｛ｓｉｎ［（ｎ－α）π］＋ｓｉｎ［（ｎ－α）（ωｃ－π）］｝ （－∞＜ｎ＜∞）

现在对ｈ′（ｎ）加长度为Ｎ的因果矩形窗

ｗ（ｎ）＝
１ ０≤ｎ≤Ｎ－１
０｛ 其他

则所要求的滤波器的冲激响应

ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）＝
ｅｊαπ｛ｓｉｎ［（ｎ－α）π］＋ｓｉｎ［（ｎ－α）（ωｃ－π）］｝

（ｎ－α）π ０≤ｎ≤Ｎ－１

０
烅
烄

烆 其他

（ｂ）如果加升余弦窗（汉宁窗），仍有

ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）

只是

ｗ（ｎ）＝
１
２

［１－ｃｏｓ ２ｎπ
Ｎ（ ）－１

］０≤ｎ≤Ｎ－１

０
烅
烄

烆 其他

·０８
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于是

ｈ（ｎ）＝
ｅｊαπ｛ｓｉｎ［（ｎ－α）π］＋ｓｉｎ［（ｎ－α）（ωｃ－π）］｝

２（ｎ－α）π １－ｃｏｓ ２ｎπ
Ｎ（ ）［ ］－１ ０≤ｎ≤Ｎ－１

０
烅
烄

烆 其他

７．９ 用矩形窗设计一个线性相位因果带通滤波器，已知

Ｈｄ（ω）＝
１ －ωｃ≤ω－ω０≤ωｃ
０ ０≤ω＜ω０－ωｃ，ω０＋ωｃ＜ω≤
烅
烄

烆 π
（ａ）求ｈ（ｎ）的表达式。

（ｂ）若用改进的升余弦窗设计，写出ｈ（ｎ）的表达式。

解

（ａ）先求以０为对称中心的无限长序列：

ｈｄ（ｎ）＝ １２π∫
π

－π
Ｈｄ（ω）ｅｊｎωｄω

＝ １２π∫
－（ω０－ωｃ）

－（ω０＋ωｃ）
ｅｊｎωｄω＋∫

ω０＋ωｃ

ω０－ωｃ
ｅｊｎωｄ［ ］ω

＝ １
２ｊｎπ

ｅｊｎω
－（ω０－ωｃ）

－（ω０＋ωｃ）
＋ｅｊｎω

ω０＋ωｃ

ω０－ω
［ ］

ｃ

＝ １
２ｊｎπｅ

－ｊｎ（ω０－ωｃ）－ｅｊｎ（ω０－ωｃ）＋ｅｊｎ（ω０＋ωｃ）－ｅ－ｊｎ（ω０＋ωｃ［ ］）

＝ １ｎπ
｛ｓｉｎ［ｎ（ω０＋ωｃ）］－ｓｉｎ［ｎ（ω０－ωｃ）］｝ （－∞＜ｎ＜∞）

设ｈ（ｎ）的长度为Ｎ，将对称中心移到（Ｎ－１）／２得到ｈ′（ｎ）：

ｈ′（ｎ）＝ｈｄｎ－
Ｎ－１（ ）２

（－∞＜ｎ＜∞）

加矩形窗ｗ（ｎ）得到所设计的滤波器的冲激响应

ｗ（ｎ）＝
１ ０≤ｎ≤Ｎ－１

０
烅
烄

烆 其他

因此有

ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）＝

ｓｉｎ［（ｎ－Ｎ－１２
）（ω０＋ωｃ）］－ｓｉｎ［（ｎ－Ｎ－１２

）（ω０－ωｃ）］

（ｎ－Ｎ－１２
）π

０≤ｎ≤Ｎ－１

０

烅

烄

烆 其他

·１８·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



（ｂ）如果用改进的升余弦窗即哈明窗设计，仍有ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ），只是ｗ（ｎ）为

哈明窗，即有

ｈ（ｎ）＝

ｓｉｎ［（ｎ－Ｎ－１２
）（ω０＋ωｃ）］－ｓｉｎ［（ｎ－Ｎ－１２

）（ω０－ωｃ）］

（ｎ－Ｎ－１２
）π

（０．５４－０．４６ｃｏｓ２ｎπＮ－１
）０≤ｎ≤Ｎ－１

０

烅

烄

烆 其他

７．１０ 用哈明窗设计一个线性相位正交变换网络，已知

Ｈｄ（ｅｊω）＝
ｊｅ－ｊωα －π≤ω＜０

－ｊｅ－ｊωα ０≤ω≤
烅
烄

烆 π
（ａ）求ｈ（ｎ）的表达式，写出α与Ｎ之间的关系式。

（ｂ）Ｎ为奇数或是偶数对于ｈ（ｎ）的影响的主要差别是什么？那么应该选择Ｎ 是偶

数还是奇数？

（ｃ）若用Ｋａｉｓｅｒ窗设计，写出ｈ（ｎ）的表达式。

解

（ａ）先不考虑延时，即对于

Ｈ′ｄ（ｅｊω）＝
ｊ －π≤ω＜０

－ｊ ０≤ω≤
烅
烄

烆 π
进行傅里叶反变换：

ｈｄ（ｎ）＝ １２π∫
π

－π
Ｈ′ｄ（ｅ

ｊω）ｅｊｎωｄω＝ １２π
（∫
０

－π
ｊｅｊ
ｎωｄω－∫

π

０
ｊｅｊ
ｎωｄω）

＝ ｊ２π
（１
ｊｎｅ

ｊｎω
０

－π
－１ｊｎｅ

ｊｎω
π

０
）＝ １
２ｎπ

（１－ｅ－ｊｎπ－ｅｊｎπ＋１）

＝１－
（－１）ｎ

ｎπ
（－∞＜ｎ＜∞）

现在考虑延时：α＝Ｎ－１２
，Ｎ 为ｈ（ｎ）之长度，得到以α为对称中心的无限长序列

ｈ′（ｎ）：

ｈ′（ｎ）＝ｈｄ（ｎ－α）＝１－
（－１）ｎ－α

（ｎ－α）π ＝１－
（－１）ｎ（－１）α

（ｎ－α）π
（－∞＜ｎ＜∞）

对ｈ′（ｎ）加哈明窗就得到所要求的ｈ（ｎ）：

·２８
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ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）

＝
１－（－１）ｎ（－１）α

（ｎ－α）π
（０．５４－０．４６ｃｏｓ２ｎπＮ－１

）０≤ｎ≤Ｎ－１，α＝Ｎ－１２

０
烅
烄

烆 其他

（ｂ）如果Ｎ为奇数，则α＝（Ｎ－１）／２为整数，于是（－１）α 也是整数，从上面ｈ（ｎ）

的表达式可知，此时ｈ（ｎ）是实数序列；如果Ｎ为偶数，则α＝（Ｎ－１）／２是分数，于是计

算（－１）α将对 －１开方，其结果为复数，故ｈ（ｎ）会成为复数序列。ｈ（ｎ）为复数的滤波

器实现时当然不如实数ｈ（ｎ）方便，因此应该选择Ｎ为奇数。

（ｃ）若用凯塞窗设计，冲激响应为

ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）

＝
１－（－１）ｎ（－１）α·Ｉ０（β １－［１－２ｎ／（Ｎ－１）］槡 ２）

（ｎ－α）π·Ｉ０（β） ０≤ｎ≤Ｎ－１

０

烅
烄

烆 其他

７．１１ 用矩形窗设计一个线性相位数字微分器：

Ｈｄ（ｅｊω）＝ｊωｅ－ｊωα （ω ≤π）

求出ｈ（ｎ）（０≤ｎ≤Ｎ－１）的表达式，并确定α与Ｎ的关系。

解

先不考虑延时，即对于

Ｈ′ｄ（ｅｊω）＝ｊω
进行傅里叶反变换：

ｈｄ（ｎ）＝ １２π∫
π

－π
Ｈ′ｄ（ｅｊω）ｅｊｎωｄω

＝ １２π∫
π

－π
ｊωｅｊｎωｄω

＝
ｊ
２π
ｅｊｎω

（ｊｎ）２
（ｊｎω－１）

π

－π

＝
－ｊ
２ｎ２π

［ｅｊｎπ（ｊｎπ－１）－ｅ－ｊｎπ（－ｊｎπ－１）］

＝
－ｊ
２ｎ２π

［ｊｎπ（ｅｊｎπ＋ｅ－ｊｎπ）－（ｅｊｎπ－ｅ－ｊｎπ）］

＝ｃｏｓ
（ｎπ）

ｎ －ｓｉｎ
（ｎπ）

ｎ２π
（－∞＜ｎ＜∞）

·３８·
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现在考虑延时：α＝Ｎ－１２
，Ｎ 为ｈ（ｎ）之长度，得到以α为对称中心的无限长序列

ｈ′（ｎ）：

ｈ′（ｎ）＝ｈｄ（ｎ－α）＝ｃｏｓ
［（ｎ－α）π］

ｎ－α －ｓｉｎ
［（ｎ－α）π］

（ｎ－α）２π
（－∞＜ｎ＜∞）

对ｈ′（ｎ）加矩形窗就得到所要求的ｈ（ｎ）：

ｈ（ｎ）＝
ｃｏｓ［（ｎ－α）π］

ｎ－α －ｓｉｎ
［（ｎ－α）π］

（ｎ－α）２π
０≤ｎ≤Ｎ－１，α＝Ｎ－１２

０
烅
烄

烆 其他

７．１２ 一个线性相位ＦＩＲ低通滤波器的幅频响应为

Ｈｄ（ω）＝
１ ｜ω｜≤ωｃ
０ ωｃ＜｜ω｜≤
烅
烄

烆 π
已知ｆｃ＝５００Ｈｚ，设抽样率为２ｋＨｚ，单位抽样响应长度为３０ｍｓ，用矩形窗设计该数字滤

波器。

（ａ）求出ｈ（ｎ）之长度Ｎ，以及延时τ。

（ｂ）求出ｈ（ｎ）（０≤ｎ≤Ｎ－１）。

（ｃ）设其频率响应可以表示为Ｈ（ｅｊω）＝Ｈ（ω）ｅｊθ（ω），这里Ｈ（ω）是ω的实函数。请

写出Ｈ（ω）和θ（ω）的表示式。

解

（ａ）已知每秒有２０００个抽样点，故单位抽样响应ｈ（ｎ）之长度

Ｎ＝２０００×３０×１０－３＝６０
而延时

τ＝Ｎ－１２ ＝２９．５

截止频率

ωｃ＝２πｆｃ／ｆｓ＝
２π×５００
２０００ ＝

π
２

（ｂ） ｈｄ（ｎ）＝ １２π∫
π

－π
Ｈｄ（ω）ｅｊｎωｄω

＝
１
２π∫

ωｃ

－ωｃ
ｅｊｎωｄω＝ １

２ｊｎπｅ
ｊｎω

ωｃ

－ωｃ

＝ １
２ｊｎπ

（ｅｊｎωｃ－ｅ－ｊｎωｃ）＝
ｓｉｎ（ｎωｃ）
ｎπ

（－∞＜ｎ＜∞）

而

ｈ′（ｎ）＝ｈｄ（ｎ－τ） （－∞＜ｎ＜∞）
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因此

ｈ（ｎ）＝ｈ′（ｎ）ｗ（ｎ）＝
ｓｉｎ［（ｎ－τ）ωｃ］

（ｎ－τ）π ０≤ｎ≤Ｎ－１

０
烅
烄

烆 其他

（ｃ）显然，ｈｄ（ｎ）关于０偶对称，所以ｈ（ｎ）关于对称中心τ偶对称，并且ｈ（ｎ）之长

度Ｎ＝６０为偶数，因此属于线性相位ＦＩＲ滤波器频率响应的情况２的情形，故有：

Ｈ（ω）＝∑
３０

ｎ＝１
ｂ（ｎ）ｃｏｓ［（ｎ－１２

）ω］

而

ｂ（ｎ）＝２ｈ（３０－ｎ）

θ（ω）＝－τω＝－２９．５ω

７．１３ 用频率抽样法设计一线性相位因果低通滤波器，Ｎ＝１５，幅频响应的抽样值为

Ｈｋ＝
１ ｋ＝０
０．５ ｋ＝１，１４

０ ｋ＝２，３，⋯，

烅
烄

烆 １３
（ａ）求相频响应的抽样值（ｋ）。

（ｂ）求ｈ（ｎ）及Ｈ（ｅｊω）的表达式。

解

（ａ）令ｈ（ｎ）的ＤＦＴ

Ｈ（ｋ）＝Ｈｋｅｊ
（ｋ） （ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１，Ｎ＝１５）

又有

Ｈ（ｋ）＝Ｈ（ｅｊω）ω＝２πＮｋ
＝Ｈ（ω）ｅｊθ（ω）

ω＝２πＮｋ
（ｋ＝０，１，⋯，Ｎ－１）

比较Ｈ（ｋ）的两个表达式，可以得到

Ｈｋ＝Ｈ（２π
Ｎｋ

）

（ｋ）＝θ（２πＮｋ
）

现在来考察这个滤波器的频率响应属于４种情况中的哪一种。首先，Ｎ 为奇数；另

外，如果ｈ（ｎ）奇对称，应该有

Ｈ（ω）＝∑
Ｎ－１
２

ｎ＝１
ｃ（ｎ）ｓｉｎ（ｎω）
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将ω＝２πＮｋ
代入，显然，当ｋ＝０时Ｈ（２π

Ｎｋ
）＝０，但是根据已知条件，当ｋ＝０时Ｈｋ＝１，这

就说明ｈ（ｎ）应该是偶对称的，于是应该属于情况１。

已经知道，对于情况１，应该满足

Ｈｋ＝ＨＮ－ｋ＝Ｈ１５－ｋ （ｋ＝０，１，⋯，１４）

显然，题中所给的Ｈｋ是满足这样的对称关系的。另外，对于相频响应有

θ（ω）＝－Ｎ－１２ ω＝－７ω

于是，相频响应的抽样值

（ｋ）＝θ（２πＮｋ
）＝－７×２π１５ｋ＝－

１４
１５πｋ

（ｂ） ｈ（ｎ）＝ＩＤＦＴ［Ｈ（ｋ）］＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
Ｈ（ｋ）Ｗ－ｋｎＮ （０≤ｎ≤Ｎ－１）

由于当ｋ＝２，３，⋯，１３时Ｈｋ＝０，故也有Ｈ（ｋ）＝０，因此

ｈ（ｎ）＝１１５
［Ｈ（０）＋Ｈ（１）Ｗ－ｎ

１５ ＋Ｈ（１４）Ｗ－１４ｎ
１５

］ （０≤ｎ≤１４）

Ｈ（０）＝Ｈ０ｅｊ０＝Ｈ０＝１

Ｈ（１）＝Ｈ１ｅ－ｊ１４π
／１５＝０．５ｅ－ｊπｅｊπ／１５＝－０．５ｅｊπ／１５

Ｈ（１４）＝Ｈ１４ｅ－ｊ１４π
（１４／１５）＝０．５ｅｊ１４π（１／１５－１）

＝０．５ｅｊ１４π／１５ｅ－ｊ１４π＝０．５ｅｊπ（１－１／１５）＝－０．５ｅ－ｊπ／１５

所以

ｈ（ｎ）＝１１５
（１－０．５ｅｊ

π
１５ｅｊ

２πｎ
１５－０．５ｅ－ｊ

π
１５ｅｊ

２π１４ｎ
１５ ）

＝
１
１５

［１－０．５ｅｊ
π
１５ｅｊ

２πｎ
１５－０．５ｅ－ｊ

π
１５ｅｊ２πｎ（１－１１５

）］

＝
１
１５

［１－０．５ｅｊ
π
１５

（２ｎ＋１）－０．５ｅ－ｊ
π
１５

（２ｎ＋１）］

＝１１５
［１－ｃｏｓ

（２ｎ＋１）π
１５

］ （０≤ｎ≤１４）

注：上面的推导用到了ｅｊ２πｎ＝１。

而

Ｈ（ｅｊω）＝ｅ－ｊ７ω∑
７

ｎ＝０
ａ（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）
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其中

ａ（ｎ）＝
ｈ（７） ｎ＝０
２ｈ（７－ｎ） ｎ＝１，２，⋯，｛ ７

７．１４ 在ｈ（ｎ）偶对称，长度Ｎ＝８的情况下，已知其频率响应的幅度可以表示为

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝∑
４

ｎ＝０
ｂ（ｎ）ｃｏｓ［（ｎ－１２

）ω］

证明该幅度还可以表示为

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝ｃｏｓω２∑
３

ｎ＝０
ｂ
∧

（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

并且写出ｂ
∧
（ｎ）（ｎ＝０，１，２，３）的表示式（注意：请详细写出推导过程）。

解

下面的推导要利用三角公式：

ｃｏｓα＋ｃｏｓβ＝２ｃｏｓ
α＋β
２ ｃｏｓ

α－β
２

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝∑
４

ｎ＝１
ｂ（ｎ）ｃｏｓ［（ｎ－１２

）ω］

＝ｂ（４）ｃｏｓ（３．５ω）＋ｂ（３）ｃｏｓ（２．５ω）＋ｂ（２）ｃｏｓ（１．５ω）＋ｂ（１）ｃｏｓ（０．５ω）

＋ｂ（４）ｃｏｓ（２．５ω）－ｂ（４）ｃｏｓ（２．５ω）

＝２ｂ（４）ｃｏｓ（３ω）ｃｏｓ（０．５ω）＋［ｂ（３）－ｂ（４）］ｃｏｓ（２．５ω）＋ｂ（２）ｃｏｓ（１．５ω）

＋ｂ（１）ｃｏｓ（０．５ω）＋［ｂ（３）－ｂ（４）］ｃｏｓ（１．５ω）－［ｂ（３）－ｂ（４）］ｃｏｓ（１．５ω）

＝２ｂ（４）ｃｏｓ（３ω）ｃｏｓ（０．５ω）＋［２ｂ（３）－２ｂ（４）］ｃｏｓ（２ω）ｃｏｓ（０．５ω）

＋｛ｂ（２）－［ｂ（３）－ｂ（４）］｝ｃｏｓ（１．５ω）＋ｂ（１）ｃｏｓ（０．５ω）

＋｛ｂ（２）－［ｂ（３）－ｂ（４）］｝ｃｏｓ（０．５ω）－｛ｂ（２）－［ｂ（３）－ｂ（４）］｝ｃｏｓ（０．５ω）

＝２ｂ（４）ｃｏｓ（３ω）ｃｏｓ（０．５ω）＋［２ｂ（３）－２ｂ（４）］ｃｏｓ（２ω）ｃｏｓ（０．５ω）

＋｛２ｂ（２）－［２ｂ（３）－２ｂ（４）］｝ｃｏｓ（ω）ｃｏｓ（０．５ω）

＋｛ｂ（１）－ｂ（２）＋［ｂ（３）－ｂ（４）］｝ｃｏｓ（０．５ω）

＝ｂ
∧
（３）ｃｏｓω２ｃｏｓ

（３ω）＋ｂ
∧
（２）ｃｏｓω２ｃｏｓ

（２ω）＋ｂ
∧
（１）ｃｏｓω２ｃｏｓ

（ω）＋ｂ
∧
（０）ｃｏｓω２

＝ｃｏｓω２∑
３

ｎ＝０
ｂ
∧

（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

·７８·
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其中

ｂ
∧
（３）＝２ｂ（４）

ｂ
∧
（ｋ－１）＝２ｂ（ｋ）－ｂ

∧
（ｋ）

ｂ
∧
（０）＝ｂ（１）－ｂ

∧
（１）／

烅

烄

烆 ２

（ｋ＝３，２）

７．１５ 在ｈ（ｎ）奇对称，长度Ｎ＝９的情况下，已知其频率响应的幅度可以表示为

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝∑
４

ｎ＝１
ｃ（ｎ）ｓｉｎ（ｎω）

证明该幅度还可以表示为

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝ｓｉｎω∑
３

ｎ＝０
ｃ
∧

（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

并且写出ｃ
∧
（ｎ）（ｎ＝０，１，２，３）的表示式（注意：请详细写出推导过程）。

解

下面的推导要利用三角公式：

ｓｉｎα－ｓｉｎβ＝２ｓｉｎ
α－β
２ ｃｏｓα＋β２

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝∑
４

ｎ＝１
ｃ（ｎ）ｓｉｎ（ｎω）

＝ｃ（４）ｓｉｎ（４ω）＋ｃ（３）ｓｉｎ（３ω）＋ｃ（２）ｓｉｎ（２ω）＋ｃ（１）ｓｉｎω－ｃ（４）ｓｉｎ（２ω）

＋ｃ（４）ｓｉｎ（２ω）

＝２ｃ（４）ｓｉｎωｃｏｓ（３ω）＋ｃ（３）ｓｉｎ（３ω）＋［ｃ（４）＋ｃ（２）］ｓｉｎ（２ω）＋ｃ（１）ｓｉｎω

－ｃ（３）ｓｉｎω＋ｃ（３）ｓｉｎω

＝２ｃ（４）ｓｉｎωｃｏｓ（３ω）＋２ｃ（３）ｓｉｎωｃｏｓ（２ω）＋［ｃ（４）＋ｃ（２）］ｓｉｎ（２ω）

＋［ｃ（３）＋ｃ（１）］ｓｉｎω

＝ｓｉｎω｛２ｃ（４）ｃｏｓ（３ω）＋２ｃ（３）ｃｏｓ（２ω）＋２［ｃ（４）＋ｃ（２）］ｃｏｓω

＋［ｃ（３）＋ｃ（１）］｝

＝ｓｉｎω∑
３

ｎ＝０
ｃ
∧

（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

注：上面的推导还用到了三角公式ｓｉｎ（２ω）＝２ｓｉｎωｃｏｓω。

·８８
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其中

ｃ
∧
（３）＝２ｃ（４）

ｃ
∧
（２）＝２ｃ（３）

ｃ
∧
（ｋ－１）＝２ｃ（ｋ）＋ｃ

∧
（ｋ＋１） （ｋ＝２）

ｃ
∧
（０）＝ｃ（１）＋ｃ

∧
（２）／

烅

烄

烆 ２

７．１６ 试证明在用等波纹逼近法设计线性相位ＦＩＲ滤波器时，如果冲激响应ｈ（ｎ）

奇对称，并且其长度Ｎ为偶数，那么幅度函数Ｈ
∧
（ｅｊω）的极值数Ｎｅ的约束条件为Ｎｅ≤

Ｎ
２

。

证

对于这种情况（情况４），有

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝∑
Ｎ／２

ｎ＝１
ｄ（ｎ）ｓｉｎ［（ｎ－１２

）ω］

＝ｓｉｎω２∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｄ
∧

（ｎ）ｃｏｓ（ｎω）

由三角公式

ｃｏｓ（ｎω）＝∑
ｎ

ｍ＝０
ｄｍｎｃｏｓｍω

得到

Ｈ
∧

（ｅｊω）＝ｓｉｎω２∑
Ｎ
２－１

ｎ＝０
ｄ
∧

（ｎ）（∑
ｎ

ｍ＝０
ｄｍｎｃｏｓｍω）

＝ｓｉｎω２∑
Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｄ（ｋ）ｃｏｓｋω

其中系数ｄ（ｋ）是通过合并ｃｏｓｋω的同幂次项而得到的。现在通过求导来考察极值点。

ｄ
ｄωＨ

∧
（ｅｊω）＝１２ｃｏｓ

ω
２∑
Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｄ（ｋ）ｃｏｓｋω＋ｓｉｎω２∑

Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｋｄ（ｋ）ｃｏｓｋ－１ω（－ｓｉｎω）

令ｄ
ｄωＨ

∧
（ｅｊω）＝０，则有

１
２ｃｏｓ

ω
２∑
Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｄ（ｋ）ｃｏｓｋω＝ｓｉｎω２

·ｓｉｎω
ｃｏｓω∑

Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｋｄ（ｋ）ｃｏｓｋω

·９８·
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两边同除以ｃｏｓω２
，并利用三角公式

ｔａｎω２＝
１－ｃｏｓω
ｓｉｎω

则上式变为

１
２∑
Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｄ（ｋ）ｃｏｓｋω＝１－ｃｏｓωｃｏｓω ∑

Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｋｄ（ｋ）ｃｏｓｋω

令ｘ＝ｃｏｓω，则上式变为

１
２∑
Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｄ（ｋ）ｘｋ＋１＝∑

Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｋｄ（ｋ）ｘｋ－∑

Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｋｄ（ｋ）ｘｋ＋１

将ｘ的同次幂的系数合并，则上式可以写为

∑
Ｎ
２－１

ｋ＝０
ｇ（ｋ）ｘｋ＋１＝０

显然，上式左边是一个ｘ的Ｎ／２次多项式，它有Ｎ／２个根，这也就是说，ｄ
ｄωＨ

∧
（ｅｊω）有

Ｎ／２个零点，或者说Ｈ
∧
（ｅｊω）至多有Ｎ／２个极值。设Ｎｅ为Ｈ

∧
（ｅｊω）的极值数，因此对于情

况４，Ｎｅ的约束条件为

Ｎｅ≤
Ｎ
２

·０９
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第８章

数字滤波器的结构

８．１ 分别用代数方程组求解法和Ｍａｓｏｎ公式来求图Ｐ８．１所示流图的系统函数，并

且写出差分方程。

图Ｐ８．１

解

① 代数方程组求解法

（ａ）节点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ如图Ｐ８．１（ａ）中所示，要求的系统函数Ｈ＝Ｙ／Ｘ，但是实际上

Ｙ＝Ｄ。下面列出４个节点变量之值：

Ａ＝２Ｘ＋ｚ－１Ｂ

Ｂ＝１４Ｘ＋
１
４Ｃ－

３
８ｚ

－１Ｃ＝１４Ｘ＋
（１
４－

３
８ｚ

－１）Ｃ

Ｃ＝Ｄ
Ｄ＝

烅

烄

烆 Ａ
实际上，这４个方程可以合并为两个：

Ａ＝２Ｘ＋ｚ－１Ｂ （８．１）

Ｂ＝１４Ｘ＋
（１
４－

３
８ｚ

－１）Ａ （８．２
烅
烄

烆
）

·１９·
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将（８．１）式代入（８．２）式：

Ｂ＝１４Ｘ＋
（１
４－

３
８ｚ

－１）（２Ｘ＋ｚ－１Ｂ）

由这个式子可以解出：

Ｂ＝
（３／４）（１－ｚ－１）Ｘ
１－ｚ－１／４＋（３／８）ｚ－２

将Ｂ代入（８．１）式，得到

Ａ＝２Ｘ＋ｚ
－１（３／４）（１－ｚ－１）Ｘ

１－ｚ－１／４＋（３／８）ｚ－２

＝ ２＋（１／４）ｚ－１
１－ｚ－１／４＋（３／８）ｚ－２Ｘ

因此，系统函数为

Ｈ＝ＹＸ＝
Ｄ
Ｘ＝

Ａ
Ｘ＝

２＋（１／４）ｚ－１
１－（１／４）ｚ－１＋（３／８）ｚ－２

（ｂ）节点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ如图Ｐ８．１（ｂ）中所示，要求的系统函数为Ｈ＝Ｙ／Ｘ，但是实际

上Ｙ＝Ｃ。下面写出节点变量之值：

Ａ＝Ｘ＋ｒｃｏｓθＢ －ｒｓｉｎθＤ
Ｂ ＝ｚ－１Ａ
Ｃ ＝ｒｓｉｎθＢ ＋ｒｃｏｓθＤ
Ｄ ＝ｚ－１

烅

烄

烆 Ｃ
将含有４个未知数的这４个方程组成的方程组用矩阵形式表示出：

１ －ｒｃｏｓθ ０ ｒｓｉｎθ
ｚ－１ －１ ０ ０
０ ｒｓｉｎθ －１ ｒｃｏｓθ
０ ０ ｚ－１

烄

烆

烌

烎－１

Ａ
Ｂ
Ｃ

烄

烆

烌

烎Ｄ

＝

Ｘ烄

烆

烌

烎

０
０
０

只需要求出未知数Ｃ：

Ｃ ＝Δ３／Δ

Δ＝

１ －ｒｃｏｓθ ０ ｒｓｉｎθ
ｚ－１ －１ ０ ０
０ ｒｓｉｎθ －１ ｒｃｏｓθ
０ ０ ｚ－１ －１

＝
－１ ０ ０
ｒｓｉｎθ －１ ｒｃｏｓθ
０ ｚ－１ －１

－ｚ－１
－ｒｃｏｓθ ０ ｒｓｉｎθ
ｒｓｉｎθ －１ ｒｃｏｓθ
０ ｚ－１ －１

＝（－１＋ｒｃｏｓθｚ－１）－ｚ－１（－ｒｃｏｓθ＋ｒ２ｓｉｎ２θｚ－１＋ｒ２ｃｏｓ２θｚ－１）

＝－１＋２ｒｃｏｓθｚ－１－ｒ２ｚ－２

·２９
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Δ３＝

１ －ｒｃｏｓθ Ｘ ｒｓｉｎθ
ｚ－１ －１ ０ ０
０ ｒｓｉｎθ ０ ｒｃｏｓθ
０ ０ ０ －１

＝Ｘ
ｚ－１ －１ ０
０ ｒｓｉｎθ ｒｃｏｓθ
０ ０ －１

＝Ｘｚ－１
ｒｓｉｎθ ｒｃｏｓθ
０ －１

＝－ｒｓｉｎθｚ－１Ｘ
因此，系统函数为

Ｈ＝ＹＸ＝
Ｃ
Ｘ＝

Δ３／Δ
Ｘ ＝ ｒｓｉｎθｚ－１

１－２ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｚ－２

② 用Ｍａｓｏｎ公式求解

系统函数

Ｈ ＝ＹＸ ＝
∑ｇｉΔｉ
Δ

（ａ）这个流图有两个环路，并且这两个环路相互接触，故

Δ＝１－ｚ－１／４＋（３／８）ｚ－２

从源点Ｘ到汇点Ｙ有两条通路，并且这两条通路都与每个环路接触，所以Ｍａｓｏｎ公式的

分子中Δｉ均为１，只需要将两个通路传输相加，即分子为

２＋ｚ－１／４
于是可以得到系统函数

Ｈ＝ＹＸ＝
２＋（１／４）ｚ－１

１－（１／４）ｚ－１＋（３／８）ｚ－２

由这个式子有

Ｙ（ｚ）［１－（１／４）ｚ－１＋（３／８）ｚ－２］＝Ｘ（ｚ）［２＋（１／４）ｚ－１］

于是可以得到差分方程

ｙ（ｎ）＝２ｘ（ｎ）＋（１／４）ｘ（ｎ－１）＋（１／４）ｙ（ｎ－１）－（３／８）ｙ（ｎ－２）

（ｂ）这个流图有３个环路，环路传输分别为：

（１）ｒｃｏｓθｚ－１

（２）ｒｃｏｓθｚ－１

（３）－ｒ２ｓｉｎ２θｚ－２

其中，环路（１）和环路（２）互不接触，因此，Ｍａｓｏｎ公式的分母为：

Δ＝１－ｒｃｏｓθｚ－１－ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｓｉｎ２θｚ－２＋ｒ２ｃｏｓ２θｚ－２

＝１－２ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｚ－２

·３９·
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从源点Ｘ到汇点Ｙ只有一条通路，并且这条通路与所有的环路都接触，于是Ｍａｓｏｎ公式

的分子为

ｒｓｉｎθｚ－１

于是得到系统函数

Ｈ＝ＹＸ＝
ｒｓｉｎθｚ－１

１－２ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｚ－２

由此式得到

Ｙ（ｚ）［１－２ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｚ－２］＝Ｘ（ｚ）ｒｓｉｎθｚ－１

故差分方程为

ｙ（ｎ）＝ｒｓｉｎθｘ（ｎ－１）＋２ｒｃｏｓθｙ（ｎ－１）－ｒ２ｙ（ｎ－２）

８．２ 一个系统的信号流图如图Ｐ８．２所示，Ｘ为源点，Ｙ 为汇点，设系统函数为Ｈ。

分别用代数方程组求解法和Ｍａｓｏｎ公式求其系统函数Ｈ＝Ｙ／Ｘ，并且写出差分方程。

图Ｐ８．２

解

① 代数方程组求解法

由流图得到各节点变量之值

Ｘ１＝Ｈ１Ｘ－Ｇ２Ｘ２－Ｇ１Ｘ５
Ｘ２＝Ｈ２Ｘ１
Ｘ３＝Ｘ２－Ｇ３Ｘ４
Ｘ４＝Ｈ３Ｘ３－Ｇ４Ｘ５
Ｘ５＝Ｈ４Ｘ４

这５个等式组成一个含有５个未知数的代数方程组，下面将这个方程组用矩阵表示出来：

１
Ｈ１

Ｇ２
Ｈ１

０ ０
Ｇ１
Ｈ１

Ｈ２ －１ ０ ０ ０

０ １ －１ －Ｇ３ ０

０ ０ Ｈ３ －１ －Ｇ４
０ ０ ０ Ｈ４

烄

烆

烌

烎－１

Ｘ１
Ｘ２
Ｘ３
Ｘ４
Ｘ

烄

烆

烌

烎５

＝

Ｘ烄

烆

烌

烎

０
０
０
０

·４９
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要求系统函数Ｈ＝Ｙ／Ｘ，由于Ｙ＝Ｘ５，所以只需从方程组中解出未知数Ｘ５。

由克莱姆法则

Ｘ５＝Δ５／Δ

Δ为线性方程组系数矩阵的行列式。

Δ＝

１
Ｈ１

Ｇ２
Ｈ１

０ ０
Ｇ１
Ｈ１

Ｈ２ －１ ０ ０ ０

０ １ －１ －Ｇ３ ０

０ ０ Ｈ３ －１ －Ｇ４

０ ０ ０ Ｈ４ －１

＝ １Ｈ１

－１ ０ ０ ０

１ －１ －Ｇ３ ０

０ Ｈ３ －１ －Ｇ４

０ ０ Ｈ４ －１

－Ｈ２

Ｇ２
Ｈ１

０ ０
Ｇ１
Ｈ１

１ －１ －Ｇ３ ０

０ Ｈ３ －１ －Ｇ４

０ ０ Ｈ４ －１

＝－１Ｈ１

－１ －Ｇ３ ０

Ｈ３ －１ －Ｇ４

０ Ｈ４ －１

－Ｈ２
Ｇ２
Ｈ１

－１ －Ｇ３ ０

Ｈ３ －１ －Ｇ４

０ Ｈ４ －１

－
Ｇ１
Ｈ１

１ －１ －Ｇ３

０ Ｈ３ －１

０ ０ Ｈ

烄

烆

烌

烎４

＝（－１－Ｇ３Ｈ３－Ｇ４Ｈ４）［－（１／Ｈ１）（１＋Ｇ２Ｈ２）］＋（Ｇ１Ｈ２／Ｈ１）（Ｈ３Ｈ４）

＝（１／Ｈ１）（１＋Ｇ２Ｈ２＋Ｇ３Ｈ３＋Ｇ３Ｈ３Ｇ２Ｈ２＋Ｇ４Ｈ４＋Ｇ４Ｈ４Ｇ２Ｈ２＋Ｇ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４）

而 Δ５＝

１
Ｈ１

Ｇ２
Ｈ１

０ ０ Ｘ

Ｈ２ －１ ０ ０ ０

０ １ －１ －Ｇ３ ０

０ ０ Ｈ３ －１ ０

０ ０ ０ Ｈ４ ０

＝Ｘ·Δ′５

Δ′５＝

Ｈ２ －１ ０ ０

０ １ －１ －Ｇ３

０ ０ Ｈ３ －１

０ ０ ０ Ｈ４

＝Ｈ２Ｈ３Ｈ４

·５９·
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因此，系统函数

Ｈ ＝ＹＸ＝
Ｘ５
Ｘ＝

Δ５
Δ·Ｘ＝

Δ′５
Δ

＝
Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４

１＋Ｇ２Ｈ２＋Ｇ３Ｈ３＋Ｇ４Ｈ４＋Ｇ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４＋Ｇ２Ｈ２Ｇ３Ｈ３＋Ｇ２Ｈ２Ｇ４Ｈ４
② 用Ｍａｓｏｎ公式求解

共有４个环路，环路传输分别为

（１）－Ｇ２Ｈ２
（２）－Ｇ３Ｈ３
（３）－Ｇ４Ｈ４
（４）－Ｇ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４
其中两两互不接触的环路是（１）和（２），（１）和（３）。因此Ｍａｓｏｎ公式的分母为：

Δ ＝１＋Ｇ２Ｈ２＋Ｇ３Ｈ３＋Ｇ４Ｈ４＋Ｇ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４＋Ｇ２Ｈ２Ｇ３Ｈ３＋Ｇ２Ｈ２Ｇ４Ｈ４
从输入Ｘ到输出Ｙ 只有一条通路，通路传输＝Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４，并且它与所有的环路都接

触。于是根据Ｍａｓｏｎ公式即可写出系统函数

Ｈ＝ＹＸ＝
Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４

１＋Ｇ２Ｈ２＋Ｇ３Ｈ３＋Ｇ４Ｈ４＋Ｇ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４＋Ｇ２Ｈ２Ｇ３Ｈ３＋Ｇ２Ｈ２Ｇ４Ｈ４
差分方程为

ｙ（ｎ）＝
Ｈ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４

１＋Ｇ２Ｈ２＋Ｇ３Ｈ３＋Ｇ４Ｈ４＋Ｇ１Ｈ２Ｈ３Ｈ４＋Ｇ２Ｈ２Ｇ３Ｈ３＋Ｇ２Ｈ２Ｇ４Ｈ４
ｘ（ｎ）

８．３ 图Ｐ８．３中有４个网络，分别画出它们的转置网络，并且用 Ｍａｓｏｎ公式说明为

什么转置网络与原网络有相同的系统函数。

图Ｐ８．３

·６９
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解

（ａ）转置网络如图Ｔ８．３（ａ）所示，它与原网络都只有一个环路，环路传输均为ｚ－１；由

Ｘ到Ｙ又都只有一条通路，通路传输均为１；并且都是通路与环路相接触。故根据Ｍａｓｏｎ
公式，这两个网络有相同的系统函数

Ｈ＝Ｙ／Ｘ＝１／（１－ｚ－１）
（ｂ）转置网络如图Ｔ８．３（ｂ）所示，它与原网络的环路情况以及由Ｘ到Ｙ 的通路情况

完全相同，即：一个环路传输为ｚ－１／２的环路，两条由Ｘ到Ｙ 的通路，通路传输分别为：

１、ｚ－１／２，这两条通路都与环路接触。所以这两个网络的系统函数都是

Ｈ＝Ｙ／Ｘ＝（１＋ｚ－１／２）／（１－ｚ－１／２）

（ｃ）转置网络如图Ｔ８．３（ｃ）所示，它与原网络都是前馈网络，即没有环路；由Ｘ到Ｙ
的通路情况也相同。所以这两个网络的系统函数都是

Ｈ＝Ｙ／Ｘ＝ａ＋ｂｚ－１＋ｃｚ－２
（ｄ）转置网络如图Ｔ８．３（ｄ）所示，它与原网络的环路情况以及由Ｘ到Ｙ 的通路情况

完全相同，即有３个环路，环路传输分别为：

（１）ｒｃｏｓθｚ－１
（２）ｒｃｏｓθｚ－１
（３）－ｒ２ｓｉｎ２θｚ－２
其中，环路（１）和环路（２）互不接触，因此，Ｍａｓｏｎ公式的分母为：

Δ＝１－ｒｃｏｓθｚ－１－ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｓｉｎ２θｚ－２＋ｒ２ｃｏｓ２θｚ－２

＝１－２ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｚ－２
从源点Ｘ到汇点Ｙ只有一条通路，并且这条通路与所有的环路都接触，于是Ｍａｓｏｎ公式

的分子为

ｒｓｉｎθｚ－１
所以转置网络与原网络的系统函数均为

Ｈ＝ＹＸ＝
ｒｓｉｎθｚ－１

１－２ｒｃｏｓθｚ－１＋ｒ２ｚ－２

图Ｔ８．３
·７９·
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８．４ 用最方便的方法求出图Ｐ８．４的系统函数Ｈ（ｚ）＝Ｙ（ｚ）／Ｘ（ｚ）。

图Ｐ８．４

解

整个网络由前后两个子网络级联而成，下面用Ｍａｓｏｎ公式分别求这两个子网络的系

统函数。

第一个子网络：输入为ｘ（ｎ），输出为ｙ１（ｎ），从输入到输出有３条通路，整个子网络

有相互接触的两个环路，并且每一条通路都与每一个环路相接触，因此可以写出其系统

函数

Ｈ１（ｚ）＝
Ｙ１（ｚ）

Ｘ（ｚ）＝
１＋０．５ｚ－１＋２ｚ－２
１－１．５ｚ－１－０．５ｚ－２

第二个子网络：输入为ｙ１（ｎ），输出为ｙ（ｎ）。这个子网络共有３个环路，环路传输分

别为：

（１）－０．２ｚ－１

（２）０．２ｚ－１

（３）－０．８ｚ－２

显然，（１）和（２）不接触，（１）和（３）也不接触，故有

Δ＝１＋０．２ｚ－１－０．２ｚ－１＋０．８ｚ－２－０．０４ｚ－２＋０．１６ｚ－３

＝１＋０．７６ｚ－２＋０．１６ｚ－３

由ｙ１（ｎ）到ｙ（ｎ）有４条通路：

１）通路传输ｇ１＝２，与环路（２）、（３）不接触，而环路（２）、（３）相互接触，故

Δ１＝１－０．２ｚ－１＋０．８ｚ－２

·８９
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２）通路传输ｇ２＝４，与所有的环路都接触，故

Δ２＝１
３）通路传输ｇ３＝ｚ－１，与所有的环路都接触，故

Δ３＝１
４）通路传输ｇ４＝２ｚ－２，与所有的环路都接触，故

Δ４＝１
于是可以得到系统函数

Ｈ２（ｚ）＝ Ｙ
（ｚ）

Ｙ１（ｚ）

＝２
（１－０．２ｚ－１＋０．８ｚ－２）＋４＋ｚ－１＋２ｚ－２

１＋０．７６ｚ－２＋０．１６ｚ－３

＝ ６＋０．６ｚ－１＋３．６ｚ－２
１＋０．７６ｚ－２＋０．１６ｚ－３

因此整个网络的系统函数

Ｈ（ｚ）＝Ｙ
（ｚ）

Ｘ（ｚ）＝Ｈ１（ｚ）Ｈ２（ｚ）

＝
（１＋０．５ｚ－１＋２ｚ－２）（６＋０．６ｚ－１＋３．６ｚ－２）

（１－１．５ｚ－１－０．５ｚ－２）（１＋０．７６ｚ－２＋０．１６ｚ－３）

８．５ 用直接型以及正准型结构实现以下系统函数：

（ａ）Ｈ（ｚ）＝０．８３ｚ
３＋２ｚ２＋２ｚ＋６
ｚ３＋４ｚ２＋３ｚ＋２

（ｂ）Ｈ（ｚ）＝ －５＋２ｚ
－１－０．５ｚ－２

１＋３ｚ－１＋３ｚ－２＋ｚ－３

（ｃ）Ｈ（ｚ）＝ －ｚ＋２
８ｚ２－２ｚ－３

解

（ａ）Ｈ（ｚ）＝０．８３＋２ｚ
－１＋２ｚ－２＋６ｚ－３

１＋４ｚ－１＋３ｚ－２＋２ｚ－３

图Ｔ８．５（ａ）之（１）图表示其直接型结构，（２）图是其正准型结构。

（ｂ）图Ｔ８．５（ｂ）之（１）图表示其直接型结构，（２）图是其正准型结构。

（ｃ）Ｈ（ｚ）＝ －ｚ－１／８＋ｚ－２／４
１－ｚ－１／４－３ｚ－２／８

·９９·
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图Ｔ８．５（ｃ）之（１）图表示其直接型结构，（２）图是其正准型结构。

图Ｔ８．５

８．６ 用级联型结构实现系统函数，画出所有的各种级联型结构。

Ｈ（ｚ）＝ ５
（１－ｚ－１）（１－２ｚ－１＋２ｚ－２）

（１－０．５ｚ－１）（１＋２ｚ－１＋５ｚ－２）

解

Ｈ（ｚ）零极点的搭配有两种方式，每种方式下都得到两个不同的子网络。

① 第一种方式

Ｈ１１（ｚ）＝ １－ｚ－１
１－０．５ｚ－１

Ｈ１２（ｚ）＝１－２ｚ
－１＋２ｚ－２

１＋２ｚ－１＋５ｚ－２

Ｈ１１（ｚ）和Ｈ１２（ｚ）的网络结构分别如图Ｔ８．６（ａ）、（ｂ）所示。这种情况下可以得到３！＝６
·００１
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种级联形式：

② 第二种方式 Ｈ２１（ｚ）＝ １－ｚ－１
１＋２ｚ－１＋５ｚ－２

Ｈ２２（ｚ）＝１－２ｚ
－１＋２ｚ－２

１－０．５ｚ－１
Ｈ２１（ｚ）和Ｈ２２（ｚ）的网络结构分别如图Ｔ８．６（ｃ）、（ｄ）所示。这种情况下也可以得到３！＝６
种级联形式：

图Ｔ８．６

·１０１·
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因此，Ｈ（ｚ）的级联型结构总共有１２种不同的形式。

８．７ 用级联型及并联型结构实现系统函数：

Ｈ（ｚ）＝ ２ｚ３＋３ｚ２－２ｚ
（ｚ２－ｚ＋１）（ｚ－１）

解

① 用级联型结构实现

Ｈ（ｚ）＝２ｚ
（ｚ＋２）（ｚ－１／２）

（ｚ２－ｚ＋１）（ｚ－１）＝２
· １＋２ｚ－１
１－ｚ－１＋ｚ－２

·１－ｚ
－１／２

１－ｚ－１

信号流图如图Ｔ８．７（ａ）所示。

② 用并联型结构实现

Ｈ（ｚ）＝２＋ ７ｚ２－６ｚ＋２
（ｚ２－ｚ＋１）（ｚ－１）＝２＋

４ｚ＋１
ｚ２－ｚ＋１＋

３
ｚ－１

＝２＋ ４ｚ
－１＋ｚ－２

１－ｚ－１＋ｚ－２＋
３ｚ－１
１－ｚ－１

信号流图如图Ｔ８．７（ｂ）所示。

图Ｔ８．７

８．８ 设滤波器的差分方程为

ｙ（ｎ）＝ｘ（ｎ）＋１３ｘ
（ｎ－１）＋３４ｙ

（ｎ－１）－１８ｙ
（ｎ－２）

试用正准型及一阶网络的级联型、一阶网络的并联型结构实现。

解

对差分方程两边进行ｚ变换：

Ｙ（ｚ）＝Ｘ（ｚ）＋１３ｚ
－１Ｘ（ｚ）＋３４ｚ

－１Ｙ（ｚ）－１８ｚ
－２Ｙ（ｚ）

于是得到系统函数

Ｈ（ｚ）＝Ｙ
（ｚ）

Ｘ（ｚ）＝
１＋ｚ－１／３

１－３ｚ－１／４＋ｚ－２／８
·２０１



·







 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



正准型结构如图Ｔ８．８（ａ）所示。

又，

Ｈ（ｚ）＝１＋ｚ
－１／３

１－ｚ－１／４
· １
１－ｚ－１／２

级联型结构如图Ｔ８．８（ｂ）所示。

又，

Ｈ（ｚ）＝ １０／３
１－ｚ－１／２

－ ７／３
１－ｚ－１／４

并联型结构如图Ｔ８．８（ｃ）所示。

图Ｔ８．８

８．９ 试问用什么结构可以实现以下单位抽样响应：

ｈ（ｎ）＝δ（ｎ）－３δ（ｎ－３）＋５δ（ｎ－７）

解

对上式两边进行ｚ变换：

Ｈ（ｚ）＝１－３ｚ－３＋５ｚ－７

可用横截型结构直接实现，如图Ｔ８．９所示。

图Ｔ８．９

·３０１·
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８．１０ 已知滤波器单位抽样响应为

ｈ（ｎ）＝
２ｎ ０≤ｎ≤５
０
烅
烄

烆 其他

画出横截型结构。

解

ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）ｘ（ｎ）＝∑
５

ｋ＝０
ｈ（ｋ）ｘ（ｎ－ｋ）＝∑

５

ｋ＝０
２ｋｘ（ｎ－ｋ）

横截型结构如图Ｔ８．１０所示。

图Ｔ８．１０

８．１１ 用卷积型和级联型网络实现系统函数：

Ｈ（ｚ）＝（１－１．４ｚ－１＋３ｚ－２）（１＋２ｚ－１）
解

Ｈ（ｚ）＝（１－１．４ｚ－１＋３ｚ－２）（１＋２ｚ－１） （８．３）

＝１＋０．６ｚ－１＋０．２ｚ－２＋６ｚ－３ （８．４）

由（８．３）式得到级联型结构如图Ｔ８．１１（ａ）所示，由（８．４）式得到卷积型结构如图Ｔ８．１１（ｂ）

所示。

图Ｔ８．１１

８．１２ 长度Ｎ＝６的ＦＩＲ数字滤波器的ｈ（ｎ）是偶对称的，已知ｈ（０）＝１．５，ｈ（１）＝

２，ｈ（２）＝３。试用尽量简单的结构来直接实现。

·４０１
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解

系统函数为

Ｈ（ｚ）＝∑
５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ

＝ｈ（０）＋ｈ（１）ｚ－１＋ｈ（２）ｚ－２＋ｈ（２）ｚ－３＋ｈ（１）ｚ－４＋ｈ（０）ｚ－５

＝ｈ（０）（１＋ｚ－５）＋ｈ（１）（ｚ－１＋ｚ－４）＋ｈ（２）（ｚ－２＋ｚ－３）
该结构的信号流图如图Ｔ８．１２所示。

图Ｔ８．１２

８．１３ 长度Ｎ＝７的ＦＩＲ数字滤波器的ｈ（ｎ）是奇对称的，已知ｈ（０）＝３，ｈ（１）＝
－２，ｈ（２）＝４。试用尽量简单的结构来直接实现。

解

系统函数为：

Ｈ（ｚ）＝∑
６

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ

＝ｈ（０）＋ｈ（１）ｚ－１＋ｈ（２）ｚ－２＋ｈ（３）ｚ－３－ｈ（２）ｚ－４－ｈ（１）ｚ－５－ｈ（０）ｚ－６

＝ｈ（０）（１－ｚ－６）＋ｈ（１）（ｚ－１－ｚ－５）＋ｈ（２）（ｚ－２－ｚ－４） （ｈ（３）＝０）

该结构的信号流图如图Ｔ８．１３所示。

图Ｔ８．１３

８．１４ 用频率抽样型结构实现系统函数：

Ｈ（ｚ）＝５－２ｚ
－３－３ｚ－６

１－ｚ－１

·５０１·
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抽样点数Ｎ＝６，修正半径ｒ＝０．９。

解

Ｈ（ｚ）＝５－２ｚ
－３－３ｚ－６

１－ｚ－１ ＝
（３ｚ－３＋５）（１－ｚ－３）

１－ｚ－１

＝（３ｚ－３＋５）（１＋ｚ－１＋ｚ－２）

＝５＋５ｚ－１＋５ｚ－２＋３ｚ－３＋３ｚ－４＋３ｚ－５

故有

ｈ（０）＝ｈ（１）＝ｈ（２）＝５
ｈ（３）＝ｈ（４）＝ｈ（５）＝３

频率抽样型结构

Ｈ（ｚ）＝１６
（１－ｒ６ｚ－６）［∑

２

ｋ＝１
２Ｈ（ｋ）·Ｈｋ（ｚ）＋Ｈ０（ｚ）＋ＨＮ／２（ｚ）］ （８．５）

其中

Ｈｋ（ｚ）＝
ｃｏｓθ（ｋ）－ｒｃｏｓ［θ（ｋ）－π３ｋ

］ｚ－１

１－２ｒｚ－１ｃｏｓ（π
３ｋ

）＋ｒ２ｚ－２
（ｋ＝１，２）

Ｈ０（ｚ）＝ Ｈ（０）

１－ｒｚ－１

ＨＮ／２（ｚ）＝Ｈ
（Ｎ／２）

１＋ｒｚ－１

可以求得

Ｈ（０）＝∑
５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）＝２４

Ｈ（Ｎ
２

）＝Ｈ（３）＝∑
５

ｎ＝０
（－１）ｎｈ（ｎ）＝

烅

烄

烆 ２

由于

Ｈ（ｋ）＝∑
５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）Ｗｎｋ６ ＝∑

５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｅ－ｊ

π
３ｎｋ （ｋ＝０，１，２，３，４，５）

故对于Ｈ（ｋ）的模和幅角θ（ｋ），有

Ｈ（ｋ）＝｛［∑
５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｃｏｓ（π

３ｎｋ
）］２＋［∑

５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｓｉｎ（π

３ｎｋ
）］２｝１／２

ｔａｎθ（ｋ）＝－
∑
５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｓｉｎ（π

３ｎｋ
）

∑
５

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｃｏｓ（π

３ｎｋ

烅

烄

烆 ）

·６０１
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于是可以算得

｜Ｈ（１）｜＝４
｜Ｈ（２）｜＝０

ｔａｎθ（１） 槡

烅
烄

烆 ＝－ ３
由ｔａｎθ（１）可以得到

ｃｏｓθ（１）＝±１２

ｓｉｎθ（１）＝槡３
烅

烄

烆 ２
于是可以得到

ｃｏｓ［θ（１）－π３
］＝ｃｏｓθ（１）ｃｏｓπ３＋ｓｉｎθ

（１）ｓｉｎπ３＝
１
２

将这些计算结果代入（８．５）式，得到

Ｈ（ｚ）＝１６
（１－０．９６ｚ－６）［８

１
２－０．９

（－１２
）ｚ－１

１－１．８（１２
）ｚ－１＋０．９２ｚ－２

＋ ２４
１－０．９ｚ－１＋

２
１＋０．９ｚ－１

］

＝（１－０．９６ｚ－６）（ ２／３＋０．６ｚ－１
１－０．９ｚ－１＋０．８１ｚ－２＋

４
１－０．９ｚ－１＋

１／３
１＋０．９ｚ－１

）

这个结构的信号流图如图Ｔ８．１４所示。

图Ｔ８．１４

８．１５ ＦＩＲ数字滤波Ｎ＝５，ｈ（ｎ）＝δ（ｎ）－δ（ｎ－１）＋δ（ｎ－４），用频率抽样型结构

实现，修正半径ｒ＝０．９。

解

显然有ｈ（０）＝１，ｈ（１）＝－１，ｈ（２）＝０，ｈ（３）＝０，ｈ（４）＝１。

·７０１·
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频率抽样型结构：

Ｈ（ｚ）＝１５
（１－ｒ５ｚ－５）［∑

２

ｋ＝１
２Ｈ（ｋ）·Ｈｋ（ｚ）＋Ｈ０（ｚ）］ （８．６）

其中

Ｈｋ（ｚ）＝
ｃｏｓθ（ｋ）－ｒｃｏｓ［θ（ｋ）－２π５ｋ

］ｚ－１

１－２ｒｚ－１ｃｏｓ（２π
５ｋ

）＋ｒ２ｚ－２
（ｋ＝１，２）

而

Ｈ０（ｚ）＝ Ｈ（０）

１－ｒｚ－１

可以求得

Ｈ（０）＝∑
４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）＝１

由于

Ｈ（ｋ）＝∑
４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）Ｗｎｋ５ ＝∑

４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｅ－ｊ

２π
５ｎｋ （ｋ＝０，１，２，３，４）

故对于Ｈ（ｋ）的模和幅角θ（ｋ），有

Ｈ（ｋ）＝｛［∑
４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｃｏｓ（２π

５ｎｋ
）］２＋［∑

４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｓｉｎ（２π

５ｎｋ
）］２｝１／２

ｔａｎθ（ｋ）＝－
∑
４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｓｉｎ（２π

５ｎｋ
）

∑
４

ｎ＝０
ｈ（ｎ）ｃｏｓ（２π

５ｎｋ

烅

烄

烆 ）

于是可以算得｜Ｈ（１）｜＝２．１４７，｜Ｈ（２）｜＝１．５４３，ｔａｎ［θ（１）］＝１．９，ｔａｎ［θ（２）］＝１．１７６。

由ｔａｎ［θ（１）］可以得到

ｃｏｓθ（１）＝±［１＋ｔａｎ２θ（１）］－１／２

＝±（１＋１．９２）－１／２

＝±０．４６６
如果取正号，那么由于ｃｏｓ［θ（１）］和ｔａｎ［θ（１）］都为正，故θ（１）在 第 一 象 限，于 是

ｓｉｎ［θ（１）］也为正，有

ｓｉｎθ（１）＝ １－ｃｏｓ２θ（１槡 ）＝ １－０．槡 ２１６９＝０．８８５
而

ｃｏｓ［θ（１）－２π５
］＝ｃｏｓθ（１）ｃｏｓ２π５＋ｓｉｎθ

（１）ｓｉｎ２π５
＝０．４６６×０．３０９＋０．８８５×０．９５１
＝０．９８６

·８０１
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由ｔａｎ［θ（２）］可以得到

ｃｏｓθ（２）＝±［１＋ｔａｎ２θ（２）］－１／２

＝±（１＋１．１７６２）－１／２

＝±０．６４８
如果取正号，那么由于ｃｏｓ［θ（２）］和ｔａｎ［θ（２）］都为正，故θ（２）在 第 一 象 限，于 是

ｓｉｎ［θ（２）］也为正，有

ｓｉｎθ（２）＝ １－ｃｏｓ２θ（２槡 ）＝ １－０．槡 ４１９６＝０．７６２
而

ｃｏｓθ（２）－４π［ ］５ ＝ｃｏｓθ（２）ｃｏｓ４π５＋ｓｉｎθ
（２）ｓｉｎ４π５

＝０．６４８×（－０．８０９）＋０．７６２×０．５８８
＝－０．０７６

将这些计算结果代入（８．６）式，得到

Ｈ（ｚ）＝１５
（１－０．９５ｚ－５）４．２９４ ０．４６６－０．９×０．９８６ｚ－１

１－１．８×０．３０９ｚ－１＋０．９２ｚ［ －２

＋３．０８６ ０．６４８＋０．９×０．０７６ｚ－１
１＋１．８×０．８０９ｚ－１＋０．９２ｚ－２＋

１
１－０．９ｚ ］－１

＝（１－０．９５ｚ－５） ０．４００２－０．７６２ｚ－１
１－０．５５６２ｚ－１＋０．８１ｚ－２＋

０．３９９９＋０．０４２２ｚ－１
１＋１．４５６２ｚ－１＋０．８１ｚ－２＋

０．２
１－０．９ｚ（ ）－１

这个结构的信号流图如图Ｔ８．１５所示。

图Ｔ８．１５

·９０１·
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第９章

数字信号处理中的有限字长效应

９．１ 将下列十进制数分别用８位（数据７位符号１位）的原码、补码、反码定点表示

出来，分别考虑截尾和舍入两种情况。

ｘ１＝０．４３７５， ｘ２＝ －０．４３７５， ｘ３＝０．９５１５６２５， ｘ４＝ －０．９５１５６２５
解

十进制数
原 码 反 码 补 码

截 尾 舍 入 截 尾 舍 入 截 尾 舍 入

ｘ１＝０．４３７５ ０Δ０１１１０００ ０Δ０１１１０００ ０Δ０１１１０００ ０Δ０１１１０００ ０Δ０１１１０００ ０Δ０１１１０００

ｘ２＝－０．４３７５ １Δ０１１１０００ １Δ０１１１０００ １Δ１０００１１１ １Δ１０００１１１ １Δ１００１０００ １Δ１００１０００

ｘ３＝０．９５１５６２５ ０Δ１１１１００１ ０Δ１１１１０１０ ０Δ１１１１００１ ０Δ１１１１０１０ ０Δ１１１１００１ ０Δ１１１１０１０

ｘ４＝－０．９５１５６２５ １Δ１１１１００１ １Δ１１１１０１０ １Δ００００１１０ １Δ００００１０１ １Δ００００１１１ １Δ００００１１０

９．２ 当以下二进制数分别是原码、补码、反码时，分别写出所代表的十进制数。

ｘ１＝０Δ１００１， ｘ２＝０Δ１１０１， ｘ３＝１Δ１０００， ｘ４＝１Δ１０１１
解

所代表的十进制数：

若是原码 若是反码 若是补码

ｘ１＝０Δ１００１ ０．５６２５ ０．５６２５ ０．５６２５

ｘ２＝０Δ１１０１ ０．８１２５ ０．８１２５ ０．８１２５

ｘ３＝１Δ１０００ －０．５ －０．４３７５ －０．５

ｘ４＝１Δ１０１１ －０．６８７５ －０．２５ －０．３１２５

·０１１·
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９．３ 将９．１题中的各个数用４位（包括符号位）定点补码表示出来，并且分别就截尾

和舍入两种情况计算它们与相应的８位表示时的误差。

解

十进制数
４位定点补码ｘ（４） ８位定点补码ｘ（８） Δｘ＝ｘ（４）－ｘ（８）

截 尾 舍 入 截 尾 舍 入 截 尾 舍 入

ｘ１＝０．４３７５ ０Δ０１１ ０Δ１００ ０Δ０１１１０００ ０Δ０１１１０００ －０．０６２５ ０．０６２５

ｘ２＝－０．４３７５ １Δ１００ １Δ１０１ １Δ１００１０００ １Δ１００１０００ －０．０６２５ ０．０６２５

ｘ３＝０．９５１５６２５ ０Δ１１１ １＋０Δ０００ ０Δ１１１１００１ ０Δ１１１１０１０ －０．０７０３１２５ ０．０４６８７５

ｘ４＝－０．９５１５６２５ １Δ０００ １Δ０００ １Δ００００１１１ １Δ００００１１０ －０．０５４６８７５－０．０４６８７５

９．４ 设输入序列ｘ（ｎ）通过一量化器Ｑ［ ］的输入输出关系如图Ｐ９．４所示，量化

器输出ｘ＝（ｎ）的形式为ｘ＝（ｎ）＝ｘ（ｎ）＋ｅ（ｎ）。误差序列ｅ（ｎ）是一个平稳随机过程，它

在误差范围内有均匀分布的概率密度，它的各抽样值之间互不相关，并且ｅ（ｎ）与ｘ（ｎ）也

不相关。假设ｘ（ｎ）是均值为０、方差为σ２ｘ的平稳白噪声。

图Ｐ９．４

（ａ）写出ｅ（ｎ）的误差范围，求ｅ（ｎ）的均值和方差。

（ｂ）求信噪比σ２ｘ／σ２ｅ。

解

（ａ）由量化器的输入输出关系（即图Ｐ９．４）可知，量化误差的范围为

－Δ／２＜ｅ（ｎ）≤Δ／２

·１１１·
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由所假设的ｅ（ｎ）的统计特性以及ｅ（ｎ）的误差范围，可知ｅ（ｎ）的均值为

ｍｅ＝０
方差为

σ２ｅ＝Δ２／１２
假设量化器的字长为Ｌ＋１位，则

Δ＝２－Ｌ

为量化间距。

（ｂ）信噪比

σ２ｘ
σ２ｅ
＝
σ２ｘ
Δ２／１２

＝
１２σ２ｘ
２－２Ｌ

＝１２×２２Ｌσ２ｘ

用对数表示：

ＳＮＲ＝１０ｌｇ（σ２ｘ／σ２ｅ）＝６．０２Ｌ＋１０．７９＋１０ｌｇσ２ｘ

９．５ 设一个数字系统的系统函数为：

Ｈ（ｚ）＝ ０．５－０．８２６５４３３２１ｚ－１
１－１．６５７８２３４４ｚ－１＋０．７５６６２２３ｚ－２

而存储器的字长为８ｂｉｔ，请写出实际的系统函数 Ｈ
＝

（ｚ）的表达式。

解

令

ａ＝０．８２６５４３３２１，ｂ１＝１．６５７８２３４４，ｂ２＝０．７５６６２２３
将这些系数用８位二进制数表示出来，不考虑符号位，并且进行舍入处理，得到：

ａ＝＝０Δ１１０１０１０， ｂ１＝＝１Δ１０１０１００， ｂ２＝＝０Δ１１００００１
再将每个８位二进制数转换为十进制数：

ａ＝＝０．８２８１２５， ｂ１＝＝１．６５６２５， ｂ２＝＝０．７５７８１２５
因此，系数量化后实际的系统函数为

Ｈ
＝

（ｚ）＝ ０．５－０．８２８１２５ｚ－１
１－１．６５６２５ｚ－１＋０．７５７８１２５ｚ－２

９．６ Ａ／Ｄ变换器的字长为Ｌ＋１位，它的输出信号通过一个单位抽样响应

ｈ（ｎ）＝１２ ａ
ｎ＋（－ａ）［ ］ｎｕ（ｎ）

的离散系统，其中｜ａ｜＜１。试确定系统输出端上量化噪声的方差，以及输出端的信噪比。

·２１１
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解

离散系统的系统函数：

Ｈ（ｚ）＝ ∑
∞

ｎ＝－∞
ｈ（ｎ）ｚ－ｎ＝１２ ∑

∞

ｎ＝０
ａｎｚ－ｎ＋∑

∞

ｎ＝０
（－ａ）ｎｚ－［ ］ｎ

＝１２
１

１－ａｚ－１＋
１

１－（－ａｚ－１［ ］）

上式中的两个幂级数收敛分别应该满足条件：｜ａｚ－１｜＜１和｜－ａｚ－１｜＜１，综合起来则应

该满足｜ｚ｜＞｜ａ｜。

系统Ｈ（ｚ）的输入量化噪声

σ２ｅ＝
２－２Ｌ
１２

而输出量化噪声

σ２ｆ＝σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）ｄｚ］＝σ２ｅＩ

下面用留数定理求积分Ｉ。令被积函数

ｚ－１Ｈ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）＝Ｈ１（ｚ）

由于Ｈ（ｚ）的收敛域为｜ｚ｜＞｜ａ｜，而｜ａ｜＜１，所以单位圆在Ｈ（ｚ）的收敛域内；而

Ｈ（ｚ－１）的收敛域应该为｜ｚ－１｜＞｜ａ｜，即｜ｚ｜＜（１／｜ａ｜），由于（１／｜ａ｜）＞１，所以单位圆也

在Ｈ（ｚ－１）的收敛域内。因此单位圆在被积函数Ｈ１（ｚ）的解析区域内，于是就选单位圆

作为积分围线ｃ。

Ｈ１（ｚ）＝ｚ－１Ｈ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）

＝ｚ－１ １２
ｚ

ｚ－ａ＋
ｚ

ｚ＋（ ）［ ］ａ
１
２

１
１－ａｚ＋

１
１＋（ ）［ ］ａｚ

＝１４
１

ｚ－ａ＋
１

ｚ＋（ ）ａ
１

１－ａｚ＋
１

１＋（ ）ａｚ
在围线ｃ内Ｈ１（ｚ）有两个极点ｚ＝±ａ，于是有

Ｉ＝Ｒｅｓ［Ｈ１（ｚ），ｚ＝ａ］＋Ｒｅｓ［Ｈ１（ｚ），ｚ＝－ａ］

＝１４ １＋
ｚ－ａ
ｚ＋（ ）ａ

１
１－ａｚ＋

１
１＋（ ）ａｚ ｚ＝ａ

＋１４
ｚ＋ａ
ｚ－ａ＋（ ）１ １

１－ａｚ＋
１

１＋（ ）ａｚ ｚ＝－ａ

＝１４
１

１－ａ２＋
１

１＋ａ（ ）２ ＋１４
１

１＋ａ２＋
１

１－ａ（ ）２
＝１２

１
１－ａ２＋

１
１＋ａ（ ）２

因此，输出噪声功率即输出端量化噪声的方差

σ２ｆ＝σ２ｅＩ＝
２－２Ｌ
２４

（ １
１－ａ２＋

１
１＋ａ２

）

·３１１·

 课
后
答
案
网
 

ww
w.
ha
ck
sh
p.
cn
 



令输入信号未经Ａ／Ｄ变换器量化时，系统输出信号的功率为σ２ｙ，则输出端的信噪

比为：

σ２ｙ
σ２ｆ
＝σ２ｙ／［２

－２Ｌ

２４
（ １
１－ａ２＋

１
１＋ａ２

）］＝１２×２２Ｌ（１－ａ２）（１＋ａ２）σ２ｙ

９．７ 研究下面的系统函数：

Ｈ（ｚ）＝ １－０．４ｚ－１
１－０．９ｚ－１＋０．１８ｚ－２

（ａ）计算Ｈ（ｚ）的零点和极点。

（ｂ）若系数舍入成４位（包括符号位）的定点补码表示，计算系统函数系数量化后的

零点和极点。

解

（ａ） Ｈ（ｚ）＝ １－０．４ｚ－１
１－０．９ｚ－１＋０．１８ｚ－２＝

１－０．４ｚ－１
（１－０．３ｚ－１）（１－０．６ｚ－１）

因此Ｈ（ｚ）的零极点为：

零点：ｚ＝０．４；

极点：ｚ＝０．３，ｚ＝０．６。

（ｂ） Ｈ（ｚ）＝
１＋１Δ１０１ｚ－１

１＋１Δ００１ｚ－１＋０Δ００１ｚ－２

＝ １－０．３７５ｚ－１
１－０．８７５ｚ－１＋０．１２５ｚ－２

＝ １－０．３７５ｚ－１
（１－０．１７９８ｚ－１）（１－０．６９５２ｚ－１）

零点：ｚ＝０．３７５；

极点：ｚ＝０．１７９８，ｚ＝０．６９５２。

９．８ 一个二阶ＩＩＲ网络的系统函数为

Ｈ（ｚ）＝ ０．４－０．３４ｚ－１
（１－０．９ｚ－１）（１－０．７ｚ－１）

用６位字长的定点算法来实现，尾数作舍入处理。

（ａ）在正准型结构下，画出信号流图，并且标明乘积项有限字长效应所产生的误差的

输入点。

（ｂ）计算由于乘积的有限字长效应所产生的输出噪声功率。

（ｃ）对于级联型结构，重复（ａ）、（ｂ）。

（ｄ）对于并联型结构，重复（ａ）、（ｂ）。

·４１１
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解

每次相乘所产生的噪声的功率

σ２ｅ＝
２－２Ｌ
１２ ＝

１
１２×２１０

＝ １
１２２８８

（ａ）

Ｈ（ｚ）＝ ０．４－０．３４ｚ－１
１－１．６ｚ－１＋０．６３ｚ－２

正准型结构以及相乘误差的输入点如图Ｔ９．８（ａ）所示。

（ｂ）图Ｔ９．８（ａ）中，ｅ１（ｎ）、ｅ２（ｎ）、ｅ３（ｎ）、ｅ４（ｎ）分别表示与系数０．４、－０．３４、１．６、

－０．６３相乘后因有限字长所产生的误差，其中ｅ１（ｎ）和ｅ２（ｎ）直接输出，而ｅ３（ｎ）和

ｅ４（ｎ）均通过网络Ｈ（ｚ），因此输出噪声的功率为

σ２ｆ＝２σ２ｅ＋２σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）ｄｚ］＝２σ２ｅ（１＋Ｉ）

积分Ｉ用留数定理计算，被积函数

Ａ（ｚ）＝ｚ－１Ｈ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）

Ａ（ｚ）＝１ｚ
· ０．４－０．３４ｚ－１
（１－０．９ｚ－１）（１－０．７ｚ－１）

· ０．４－０．３４ｚ
（１－０．９ｚ）（１－０．７ｚ）

＝ ０．４ｚ－０．３４
（ｚ－０．９）（ｚ－０．７）

· ０．４－０．３４ｚ
（１－０．９ｚ）（１－０．７ｚ）

选单位圆作为积分围线ｃ，则Ａ（ｚ）在ｃ内的极点为ｚ＝０．９，ｚ＝０．７。于是

Ｉ＝ １２πｊｃ
Ａ（ｚ）ｄｚ

＝Ｒｅｓ［Ａ（ｚ），ｚ＝０．９］＋ＲｅｓＡ（ｚ），ｚ＝０．［ ］７

＝０．４ｚ－０．３４ｚ－０．７
· ０．４－０．３４ｚ

（１－０．９ｚ）（１－０．７ｚ）ｚ＝０．９

＋０．４ｚ－０．３４ｚ－０．９
· ０．４－０．３４ｚ

（１－０．９ｚ）（１－０．７ｚ）ｚ＝０．７

＝
（０．３６－０．３４）（０．４－０．３０６）

０．２（１－０．８１）（１－０．６３） ＋
（０．２８－０．３４）（０．４－０．２３８）

－０．２（１－０．６３）（１－０．４９）

＝０．００１８８０．０１４０６＋
－０．００９７２
－０．０３７７４

＝０．１３３７＋０．２５７５５

＝０．３９１２５

·５１１·
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输出噪声的功率

σ２ｆ＝２σ２ｅ×１．３９１２５＝２．７８２５σ２ｅ

（ｃ） Ｈ（ｚ）＝ １
１－０．９ｚ－１

·０．４－０．３４ｚ
－１

１－０．７ｚ－１
级联型结构以及相乘误差的输入点如图Ｔ９．８（ｂ）所示。

图Ｔ９．８（ｂ）中，ｅ１（ｎ）、ｅ２（ｎ）、ｅ３（ｎ）、ｅ４（ｎ）分别表示与系数０．４、－０．３４、０．９、０．７相

乘后因有限字长所产生的误差，其中ｅ１（ｎ）和ｅ２（ｎ）直接输出，ｅ３（ｎ）通过网络Ｈ（ｚ），而

ｅ４（ｎ）通过网络

Ｈ１（ｚ）＝０．４－０．３４ｚ
－１

１－０．７ｚ－１

因此输出噪声的功率为

σ２ｆ＝２σ２ｅ＋σ２ｅ
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）ｄ［ ］ｚ ＋σ２ｅ １２πｊ∮ｃ
ｚ－１Ｈ１（ｚ）Ｈ１（ｚ－１）ｄ［ ］ｚ

＝σ２ｅ（２＋Ｉ＋Ｉ１）

积分Ｉ上面已经算出：

Ｉ＝０．３９１２５
积分Ｉ１也用留数定理计算，被积函数

Ｂ（ｚ）＝ｚ－１Ｈ１（ｚ）Ｈ１（ｚ－１）

Ｂ（ｚ）＝１ｚ
·０．４－０．３４ｚ

－１

１－０．７ｚ－１
·０．４－０．３４ｚ
１－０．７ｚ

＝０．４ｚ－０．３４ｚ（ｚ－０．７）
·０．４－０．３４ｚ
１－０．７ｚ

选单位圆作为积分围线ｃ，则Ｂ（ｚ）在ｃ内的极点为ｚ＝０，ｚ＝０．７。于是

Ｉ１＝
１
２πｊ∮ｃ

Ｂ（ｚ）ｄｚ

＝Ｒｅｓ［Ｂ（ｚ），ｚ＝０］＋Ｒｅｓ［Ｂ（ｚ），ｚ＝０．７］

＝０．４ｚ－０．３４ｚ－０．７
·０．４－０．３４ｚ
１－０．７ｚ ｚ＝０

＋０．４ｚ－０．３４ｚ
·０．４－０．３４ｚ
１－０．７ｚ ｚ＝０．７

＝－０．３４×０．４－０．７ ＋
（０．２８－０．３４）（０．４－０．２３８）

０．７（１－０．４９）

＝０．１３６０．７ ＋
－０．００９７２
０．３５７

＝０．１９４３－０．０２７２

＝０．１６７１
·６１１
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输出噪声的功率

σ２ｆ＝σ２ｅ×（２＋０．３９１２５＋０．１６７１）＝２．５５８３５σ２ｅ

（ｄ） Ｈ（ｚ）＝ ０．１
１－０．９ｚ－１＋

０．３
１－０．７ｚ－１

并联型结构以及相乘误差的输入点如图Ｔ９．８（ｃ）所示。

图Ｔ９．８

图Ｔ９．８（ｃ）中，ｅ１（ｎ）、ｅ２（ｎ）、ｅ３（ｎ）、ｅ４（ｎ）分别表示与系数０．１、０．９、０．７、０．３相乘

后因有限字长所产生的误差，其中ｅ２（ｎ）通过网络Ｈ２（ｚ），ｅ３（ｎ）通过网络Ｈ３（ｚ），而

ｅ１（ｎ）和ｅ４（ｎ）直接输出，这里

Ｈ２（ｚ）＝ ０．１
１－０．９ｚ－１

Ｈ３（ｚ）＝ ０．３
１－０．７ｚ－１

因此输出噪声的功率为

σ２ｆ＝２σ２ｅ＋σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ２（ｚ）Ｈ２（ｚ－１）ｄｚ］＋σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ３（ｚ）Ｈ３（ｚ－１）ｄｚ］

＝σ２ｅ（２＋Ｉ２＋Ｉ３）

·７１１·
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积分Ｉ２用留数定理计算，被积函数

Ｃ（ｚ）＝ｚ－１Ｈ２（ｚ）Ｈ２（ｚ－１）

＝１ｚ
· ０．１
１－０．９ｚ－１

· ０．１
１－０．９ｚ

＝ ０．１
ｚ－０．９

· ０．１
１－０．９ｚ

选单位圆作为积分围线ｃ，则Ｃ（ｚ）在ｃ内的极点为ｚ＝０．９，于是

Ｉ２＝
１
２πｊ∮ｃ

Ｃ（ｚ）ｄｚ＝ＲｅｓＣ（ｚ），ｚ＝０．［ ］９

＝ ０．０１
１－０．９ｚｚ＝０．９

＝０．０１０．１９＝０．０５２６

积分Ｉ３也用留数定理计算，被积函数

Ｄ（ｚ）＝ｚ－１Ｈ３（ｚ）Ｈ３（ｚ－１）

＝１ｚ
· ０．３
１－０．７ｚ－１

· ０．３
１－０．７ｚ

＝ ０．３
ｚ－０．７

· ０．３
１－０．７ｚ

选单位圆作为积分围线ｃ，则Ｄ（ｚ）在ｃ内的极点为ｚ＝０．７，于是

Ｉ３＝
１
２πｊ∮ｃ

Ｄ（ｚ）ｄｚ＝ＲｅｓＤ（ｚ），ｚ＝０．［ ］７

＝ ０．０９
１－０．７ｚｚ＝０．７

＝０．０９０．５１＝０．１７６５

输出噪声的功率

σ２ｆ＝σ２ｅ×（２＋０．０５２６＋０．１７６５）＝２．２２９１σ２ｅ

９．９ 设有一数字均衡器的系统函数为

Ｈ（ｚ）＝∏
２

ｋ＝１

ａ０ｋｚ２＋ａ１ｋｚ＋１
（ｚ－ａ０ｋ）（ｚ＋ａ１ｋ）＝∏

２

ｋ＝１
Ｈｋ（ｚ）

其中ａ０ｋ和ａ１ｋ如下表所示：

ｋ ａ０ｋ ａ１ｋ

１ ０．９ ０．３

２ ０．７ ０．１

·８１１
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（ａ）画出二阶子网络Ｈｋ（ｚ）的正准型信号流图，并且标出乘积的舍入误差的馈入

点。

（ｂ）令Ｈａ（ｚ）＝Ｈ１（ｚ）Ｈ２（ｚ），再令Ｈｂ（ｚ）＝Ｈ２（ｚ）Ｈ１（ｚ），比较在两种不同的级联

次序下乘积的舍入误差所产生的输出噪声功率的大小。

注：写出每种情况下输出噪声功率的表达式，只需要用留数定理计算这两个表达式中

不同的积分以进行比较，并不需要计算表达式中的每一个积分。

解

（ａ） Ｈｋ（ｚ）＝
ａ０ｋ＋ａ１ｋｚ－１＋ｚ－２

１－ａ３ｋｚ－１－ａ２ｋｚ－２

其中

ａ３ｋ＝ａ０ｋ－ａ１ｋ
ａ２ｋ＝ａ０ｋａ１ｋ

正准型信号流图以及乘积的舍入误差的馈入点如图Ｔ９．９所示。

图Ｔ９．９

（ｂ）对于Ｈａ（ｚ）＝Ｈ１（ｚ）Ｈ２（ｚ）的级联结构，误差ｅ３１（ｎ）、ｅ２１（ｎ）通过网络Ｈ１（ｚ）Ｈ２（ｚ），

误差ｅ０１（ｎ）、ｅ１１（ｎ）和ｅ３２（ｎ）、ｅ２２（ｎ）通过网络Ｈ２（ｚ），而误差ｅ０２（ｎ）、ｅ１２（ｎ）直接输出。

因此，输出噪声的功率为

σ２ｆａ＝２σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ１（ｚ）Ｈ２（ｚ）Ｈ１（ｚ－１）Ｈ２（ｚ－１）ｄｚ］

＋４σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ２（ｚ）Ｈ２（ｚ－１）ｄｚ］＋２σ２ｅ

＝２σ２ｅ（Ｉ＋２Ｉ２＋１）

对于Ｈｂ（ｚ）＝Ｈ２（ｚ）Ｈ１（ｚ）的级联结构，误差ｅ３２（ｎ）、ｅ２２（ｎ）通过网络Ｈ２（ｚ）Ｈ１（ｚ），误差

ｅ０２（ｎ）、ｅ１２（ｎ）和ｅ３１（ｎ）、ｅ２１（ｎ）通过网络Ｈ１（ｚ），而误差ｅ０１（ｎ）、ｅ１１（ｎ）直接输出。因

此，输出噪声的功率为

·９１１·
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σ２ｆｂ＝２σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ２（ｚ）Ｈ１（ｚ）Ｈ２（ｚ－１）Ｈ１（ｚ－１）ｄｚ］

＋４σ２ｅ［
１
２πｊ∮ｃ

ｚ－１Ｈ１（ｚ）Ｈ１（ｚ－１）ｄｚ］＋２σ２ｅ

＝２σ２ｅ（Ｉ＋２Ｉ１＋１）

因此，只需要计算出积分Ｉ１和Ｉ２，就可以比较在不同的级联次序下的输出噪声的大小。

积分Ｉ１的被积函数

Ａ（ｚ）＝ｚ－１Ｈ１（ｚ）Ｈ１（ｚ－１）

＝１ｚ
·ａ０１＋ａ１１ｚ

－１＋ｚ－２

１－ａ３１ｚ－１－ａ２１ｚ－２
·ａ０１＋ａ１１ｚ＋ｚ

２

１－ａ３１ｚ－ａ２１ｚ２

＝
ａ０１ｚ２＋ａ１１ｚ＋１
ｚ（ｚ－ａ０１）（ｚ＋ａ１１）

· ａ０１＋ａ１１ｚ＋ｚ２
（１－ａ０１ｚ）（１＋ａ１１ｚ）

＝ ０．９ｚ２＋０．３ｚ＋１
ｚ（ｚ－０．９）（ｚ＋０．３）

· ０．９＋０．３ｚ＋ｚ２
（１－０．９ｚ）（１＋０．３ｚ）

选单位圆作为积分围线ｃ，Ａ（ｚ）在ｃ内有３个极点：ｚ＝０，ｚ＝０．９，ｚ＝－０．３。于是有

Ｉ１＝ＲｅｓＡ（ｚ），ｚ［ ］＝０ ＋ＲｅｓＡ（ｚ），ｚ＝０．［ ］９ ＋ＲｅｓＡ（ｚ），ｚ＝－０．［ ］３

＝ ０．９ｚ
２＋０．３ｚ＋１

（ｚ－０．９）（ｚ＋０．３）
· ０．９＋０．３ｚ＋ｚ２
（１－０．９ｚ）（１＋０．３ｚ）ｚ＝０

＋０．９ｚ
２＋０．３ｚ＋１

ｚ（ｚ＋０．３）
· ０．９＋０．３ｚ＋ｚ２
（１－０．９ｚ）（１＋０．３ｚ）ｚ＝０．９

＋０．９ｚ
２＋０．３ｚ＋１

ｚ（ｚ－０．９）
· ０．９＋０．３ｚ＋ｚ２
（１－０．９ｚ）（１＋０．３ｚ）ｚ＝－０．３

＝ １
－０．２７×

０．９
１ ＋

１．９９９
１．０８×

１．９８
０．２４１３＋

０．９９１
０．３６×

０．９
１．１５５７

＝－３．３３３＋１５．１８８＋２．１４４

＝１３．９９９
积分Ｉ２的被积函数

Ｂ（ｚ）＝ｚ－１Ｈ２（ｚ）Ｈ２（ｚ－１）

＝１ｚ
·ａ０２＋ａ１２ｚ

－１＋ｚ－２

１－ａ３２ｚ－１－ａ２２ｚ－２
·ａ０２＋ａ１２ｚ＋ｚ

２

１－ａ３２ｚ－ａ２２ｚ２

＝
ａ０２ｚ２＋ａ１２ｚ＋１
ｚ（ｚ－ａ０２）（ｚ＋ａ１２）

· ａ０２＋ａ１２ｚ＋ｚ２
（１－ａ０２ｚ）（１＋ａ１２ｚ）

＝ ０．７ｚ２＋０．１ｚ＋１
ｚ（ｚ－０．７）（ｚ＋０．１）

· ０．７＋０．１ｚ＋ｚ２
（１－０．７ｚ）（１＋０．１ｚ）

·０２１
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选单位圆作为积分围线ｃ，Ｂ（ｚ）在ｃ内有３个极点：ｚ＝０，ｚ＝０．７，ｚ＝－０．１。于是有

Ｉ２＝ＲｅｓＢ（ｚ），ｚ［ ］＝０ ＋ＲｅｓＢ（ｚ），ｚ＝０．［ ］７ ＋ＲｅｓＢ（ｚ），ｚ＝－０．［ ］１

＝ ０．７ｚ
２＋０．１ｚ＋１

（ｚ－０．７）（ｚ＋０．１）
· ０．７＋０．１ｚ＋ｚ２
（１－０．７ｚ）（１＋０．１ｚ）ｚ＝０

＋０．７ｚ
２＋０．１ｚ＋１

ｚ（ｚ＋０．１）
· ０．７＋０．１ｚ＋ｚ２
（１－０．７ｚ）（１＋０．１ｚ）ｚ＝０．７

＋０．７ｚ
２＋０．１ｚ＋１

ｚ（ｚ－０．７）
· ０．７＋０．１ｚ＋ｚ２
（１－０．７ｚ）（１＋０．１ｚ）ｚ＝－０．１

＝ １
－０．０７×

０．７
１ ＋

１．４１３
０．５６×

１．２６
０．５４５７＋

０．９９７
０．０８×

０．７
０．９９７

＝－１０＋５．８２６＋８．７５

＝４．５７６

由于Ｉ１＞Ｉ２，所以σ２ｆｂ＞σ２ｆａ。

９．１０ 一个ＦＩＲ滤波器为Ｈ（ｚ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ａｎｚ－ｎ ，用直接型结构实现，以６位（包括符号

位）字长舍入方式进行量化处理。

（ａ）计算由于乘积项的有限字长效应所产生的输出噪声功率σ２ｆ。

（ｂ）当Ｎ＝５１２时，若要求σ２ｆ≤１０
－８，则字长至少应该选取多少位？

解

（ａ） σ２ｆ＝Ｎσ２ｅ＝
２－２Ｌ
１２Ｎ＝

２－１０
１２Ｎ

（ｂ）要求

２－２Ｌ
１２ ×５１２≤１０

－８

故有

４Ｌ≥（１０－８×１２／５１２）－１＝１０
８×１２８
３

于是有

Ｌ≥
８＋ｌｇ１２８－ｌｇ３

ｌｇ４
＝８＋２．１０７－０．４７７０．６０２ ＝１５．９９７

因此Ｌ≥１６，而字长（Ｌ＋１）≥１７。

·１２１·
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９．１１ 一阶ＩＩＲ系统的差分方程为ｙ（ｎ）＝ａｙ（ｎ－１）＋ｘ（ｎ），已知在无限精度情况

下，这个系统是稳定的。当在有限精度情况下实现时，对相乘的结果作截尾处理，因此实

际的差分方程是

ｙ
＝

（ｎ）＝Ｑ［ａｙ
＝

（ｎ－１）］＋ｘ（ｎ）

式中Ｑ［ ］表示截尾量化后的结果。

（ａ）如果信号和乘法器系数都是原码表示的，试问当有限精度实现时，是否存在形式

为 ｙ
＝

（ｎ）＝ ｙ
＝

（ｎ－１） 的零输入极限环？请说明理由。

（ｂ）上述结果对于补码截尾仍然成立吗？为什么？

解

由差分方程可以得到这个系统的系统函数

Ｈ（ｚ）＝ １
１－ａｚ－１＝

ｚ
ｚ－ａ

因此可知ｚ＝ａ为其极点。由于在无限精度下系统是稳定的，故极点应该在单位圆内，所

以有｜ａ｜＜１。

（ａ）根据原码截尾的量化特性，即图９．１（ｂ），可知，不论ｘ为正或负，都有

｜Ｑ［ｘ］｜≤｜ｘ｜
因此有

｜Ｑ［ａｙ
＝

（ｎ－１）］｜≤｜ａｙ
＝

（ｎ－１）｜ （９．１）

而实际输出满足差分方程

ｙ
＝

（ｎ）＝Ｑ［ａｙ
＝

（ｎ－１）］＋ｘ（ｎ）

零输入时，ｘ（ｎ）＝０，故有

｜ｙ
＝

（ｎ）｜＝｜Ｑ［ａｙ
＝

（ｎ－１）］｜
所以（９．１）式可以写为

ｙ
＝

（ｎ）≤｜ａｙ
＝

（ｎ－１）｜＝｜ａ｜｜ｙ
＝

（ｎ－１）｜＜｜ｙ
＝

（ｎ－１）｜
这就是说，当ｘ（ｎ）＝０时

｜ｙ
＝

（ｎ）｜＜｜ｙ
＝

（ｎ－１）｜
因此不存在｜ｙ

＝
（ｎ）｜＝｜ｙ

＝
（ｎ－１）｜的零输入极限环。

（ｂ）对于补码截尾的情形，由图９．１（ａ）可知，当ｘ＞０时

｜Ｑ［ｘ］｜≤｜ｘ｜
而当ｘ＜０时

｜Ｑ［ｘ］｜≥｜ｘ｜
因此上述结果不成立。

·２２１
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