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w一无穷型李代数的表示和Hamilton型李双代数

摘 要

我们知道W．无穷李代数w1+。，Ⅵk由于在共形场论、量子场论等物

理方面的广泛应用变得非常重要．广义w-无穷型(广义Weyl-型)李代

数，由于它是无限维李代数，所以研究它的表示变得困难了许多．我们

知道近年来出现了不少对Caxtan型单№代数进行推广的文章，而其中

非常重要的Witt代数可以看成是w．无穷型李代数的子代数．所以w-

无穷型李代数的重要性不言而喻．

与顶点代数相连的李代数或由共形代数生成的李代数一般是(非有

限的)r-阶化(即阶化空间是无限维的)非线性的李代数，这里r是一个

加法群．我们知道，顶点算子代数是数学物理中共形场论和统计力学中

至关重要的代数结构，决定这些代数的李代数结构一般是r．阶化的．

由共形代数生成的李代数一般也是r-阶化的．从代数的角度看，量子场

论就是由共形代数生成的李代数的表示．无限维非阶化李代数也很自然

的出现在Hamilton算子理论中，并且在数学物理中起着重要的作用．因

此，研究它们的拟有限表示自然是一件重要的工作． ．

在非有限阶化Lie代数的研究方面，N，Kawamoto，JJM，Osborn，D．z

Dokovic。Passman，D．A．Jordan，苏育才、赵开明、徐晓平等做了大量的工作．

特别值得一提的是，徐晓平利用导子单结合代数及局部有限导子构造了

广义Caftan型的四族代数(参见【9】)．关于这方面的研究，正受到越来越

多的人的关注．

李超代数是上个世纪由物理学家首先提出来的概念． V．G．Kac在上

个世纪70年代中发表的一系列文章中，给出了典型李超代数的分类的同

时，提出了一系列重要问题，它们是李超代数基本而又最重要的问题．如

典型李超代数的有限维不可约模的分类，有限维模的完全可约性，不可

约模的特征标公式，不可约模的分类等问题，但这些问题至今尚未得到

完全彻底解决(除某些特殊的李超代数外)．而无限维李超代数的表示是

一个更困难的问题．苏育才教授在这方面做了一些有益的尝试，如文献

【1】典型李超代数的上同调是Bott-Borel-Weil理论及李超代数的Kazhdan-



中文摘要

Lusztig理论的重要内容．

本论文共分四部分，第一部分讨论了广义w-无穷代数的Verma模．

第二部分，研究了拟有限v‰．模的分类．第三部分，我们计算了矩阵

李超代数的2．上同调群．第四部分确定了广义Hamilton型李双代数的结

构．

关键词．广义w-无穷型Lie代数，广义Weyl型Lie代数，广义Witt

型Lie代数，导子代数，2-上同调群，Lie双代数，Yang-Baxter方程
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REPRESENTATIoNS oF LIE ALGEBRAS OFⅥ，-INFINITY TYPE

AND LIE BIALGEBRAS oF HAMIUr0N TYPE

ABSTRACT

It is wen-known that the Lie algebras of W-infinity type(or Weyl type)such

as W1+∞．Ⅵk，become more and more important because of their applications to

various physical theories such as conformal field theory,the theory of the quantum

Hall effect，etc．The study of the representation theory of Lie algebras of this

kind is important and difficult since its dimension is infinite．In recent years，there

appeared many papers on the simple Lie algebras of generalized Cartan type．As

we can see，the Lie algebra of Witt type can be considered a subalgebra of the Lie

algebra of W-infinity type，80 the Lie algebra of W-infinity type is very important．

The algebras which associated with vertex algebras and comformal algebras

are in general(not finitely)I’-graded(i．e．，the grading subspaces are infinite dimen-

sional)and nonlinear，The vertex algebras are important Lie algebraic structures

in comformal field theory and statistic mechanics in mathematics and physics．

These algebraic structures are usually determined by F—graded Lie algebras．The

Lie algebras generated by comformal algebras are also in general r-graded．The

quantum field theories are representations of Lie algebras generated by comformal

algebras from the algebraic point of view．The infinite dimentional r-graded Lie

algebras also play important roles in Hamiltonian operator theory．Therefore it is

an important task to study the classification of quasifinite modules．

Many progresses have been obtained by D．Z．Dokovic，N．Kawamoto，D．A．

Jordan，J．M，Osborn，Passman，Yucai Su，Kalming Zhao and Xiaoping Xu and

others in the field of r·graded Lie algebras．It is worth mentioning that using

derivation-simple algebras and locally finite derivations，Xu was able to construct

four families of Lie algebras of generalized Cartan type【9】‘

It is well known that the notion of Lie superalgebra Was first defined by physi-

cist in the last century．The classical Lie superalgebras Was classified by V．G．Kac
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ABSTRACT

in 70’s of the last century．He also raised many open problems in his papers．And

these problems are very fundamental and important for Lie superalgebras，such as

the character formulas for irreducible modules，the classification of irredcible mod-

ules，the completely reducibility offnite dimentional modules，etc．These problems

are not completely solved yet(except some special Lie superalgebras)．The rep-

resentations of infinite dimentional Lie superalgebras are more difficult problems．

Yucai Su gave some contribution in this field，for example the paper”The

cohomology of classical Lie superalgebras is the central problem in the theory of

Bott—Borel—Weil and Kazhdan-Lusztig．

The present paper inc／udes four parts．In the first part we discuss the Verma

modules over generalized W-infinity algebras．In the second part we study the

classification of quasifinite Wo。一modules．In the third part we calculate 2-Coeycles

on Lie superalgebras of matrices．In the fourth part，the Lie bialgebra structures

on the Lie algebras of generahzed Hamiltonian type Was determined．

KEY WoRDS Lie algebra of generalized W-infinity type．Lie algebra of

generalized Weyl type，Lie algebra of generalized Witt type，Derivation algebra，

2一cocycle group，Lie bialgebra，Yang-Baxter·Equation
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第零章绪论

§0．1 背景及相关结果介绍

近些年来由于无限维非阶化李代数的广泛应用，越来越多的受到李代数界的

关注．设F是一个代数闭域，砖=V[tfl，⋯，￡孝1】是n个变元的Laurent多

项式环．设a=未，1≤i≤扎，则秩n的Weyl-型代数是结合代数厶=

c【f士1，⋯，￡：1，a1，⋯，剐，有时也称为复数域上的微分算子代数．广义Weyl-型

代数是Weyl-型代数的推广．令r为F”的加法子群，设州F1=span{toIQ∈r’

是一个群代数，有关系式to．护=￡8"．定义齐次导子Di：垆一口it。，广义Weyl一

型代数是张量空间

具有运算；

A(F，n)=rtrloF【D1，⋯，D0=span{t。D“la∈r，肛∈z；)

(尸伊)·(护D”)=∑
xez：, (：：)础州一

考虑它的换位运算t

l尸D”，t'D”1=(taD“)．(护D”)一(taD”)．(t。Du)，

则有广义Wely-型李代数W(F，n)．在文献【19】中苏育才证明了w(r，礼)有非平

凡的中心扩张当且仅当n=1．

显然w(r，n)是—个r-阶化李代数，可写成

w(r，n)。=span{toD“Jp∈z；＼t0))for Ot∈F．

w(r，n)的阶化表示是指表示空间y具有和w(r，n)相同的阶化，且满足关系式

w(r，nk·嵋∈K+口．

我们知道，w(r，n)有非平凡的泛中心扩张的充要条件是n=1．而w(r，1)

的泛中心扩张w(r，1)就是著名的W-无穷代数(特别地，Ⅵ～+。=W(Z，1))．正

象V．G．Kac指出的那样，考虑w(r，n)，w(r，1)的拟有限表示不是一个平凡问

题．
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令^：=Al是n个变元的Laurent多项式代数，D1=(a。li=1，⋯，n)为n

个偏导子张成的有限维的导子空间．则二元组(At，D1)是构成四类Cartan型李代

数的基本组成部分，称a。为降阶化导子．上个世纪80年代Kawamoto在文献[2】

中，从二元组∞2，见)出发，构造了广义Witt-型的李代数，其中，A2=F[rj=

《护In∈r)为r的群代数，r为F”的加法子群，D2=(曰拉=1，⋯，n)，曰为

A2的导子，满足露(矿)=OtlX,o，Ot=(al，⋯，‰)∈r，称劈为阶化导子．

Osborn在1996年发表的文章【5】中，利用二元对(Al oA2，Dl o D2)构造了

新的广义Cartan型单李代数．Dokovick和赵开明通过确定特定的子代数，在文

献【41中推广了上述结果． Jordan(1996，2000年【11，12】)以及Passman(1998年

f32】)证明了，若^是—个具有单位元的交换结合代数，D为月的交换导子组成

的空间，则广义Witt一型李代数AD=A@D是单的充分必要条件是：A是D

单的，并且AD在A上的作用是忠实的．

徐晓平在f9](2000年)中，构造了新的广义Cartan型单李代数，构成它的二

元组(A，D)中，A=Al o A2是一个半群代数，而它的导子空间扩充为由三种类

型的导子组成，分别是阶化导子．降阶化导子和混合导子．

苏育才和赵开明构造了广义Weyl-型单李代数，苏育才和周建华在[42}中，

苏育才在【72】中，分别构造了不同的新的广义Caftan-型单李代数．苏育才、徐

晓平、张贺春对(A D)进行了分类，给出了广义Witt-型Lie代数的同构空间，

这样广义WittL型单Lie代数的种类就完全清楚了．苏育才和赵开明还给出了广

义Weyl一型李代数的同构空间．苏育才对广义Witt-型季代数和广义WeyF型李

代数进行了进一步研究，给出了它们的导子代数，2一上同调群等，并推广了他们

的一些结果．另外，苏育才还在无限维Lie代数表示方面做了一些有益的尝试，如

关于sl(2／1)的无限维不可分解模的一些结果(参看文献【l】)．
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第零章：绪论

§0．2本文的主要工作

李代数的表示是李代数理论中的最重要问题之一．对于无穷维李代数的来说，

研究它的表示则是非常困难但却又非常有趣的一件事情．众所周知无穷维广义、Ⅳ-

无穷型李代数在物理中有重要应用，因此，研究它的表示是有意义的．对于无穷维

李代数的表示来说，它的Verma-模和拟有限表示是近几年大家都很关心的事情．

研究系数在超结合代数中的矩阵李代数结构，也是最近大家都很关注的问题，我

们知道研究李代数的2一上循环群是研究李代数结构的重要内容，对于系数在李代

数中的矩阵李代数也是一样．本文作者在对无穷维广义、Ⅳ．无穷型李代数深入研

究后得到下面结果：

定理1．1．1令A∈w(z)5．对于W·无穷代数Wl+。来说，下面的陈述是等

价的；

(1)Verma wl+oo一模M(A)是可约的(参见(1．2．5))．

(2)由(1．3．2)定义的抛物亍代数尹的一1次阶化子空间是非零的，即乒，_l≠0

(参见(1．3．4)7．

(3)由(1．3．6)定义的生成序列F(z)是拟多项式．

(4)不可约最高权w1+。·模L(A)是拟有限的．

定理1．1．2

(1)今A∈力(r)；．假设r的序(order)<是稠密的(dense)(参见(1．2．9))．那

么Verma模访(r)．模M(A，<)是不可约的当且仅当A≠0，进一步，如果

A=0，则子空间

M’(o，<)：= E L—al，i1L-,n南⋯L-oh,“uo，
口l，⋯ta^Er+．k>0

是M(O，<)的一个不可约子模当且仅当对所有的Ot，卢∈r+一定存在一个正

整数n使得吐<n卢．

(2)如果r的序<是离散的(discrete)(见(1．2．1077，则Verma w(r)一模M(A，<)

是不可约的当且仅当力(nz)一模^厶(A，<)(参见．(1．2．11)，(1_2．12))是不可

约的．

定理2．1．1．(i)w(z，1)(1)或者Ⅵk=茆(z，1)‘1)的不可约拟有限模是最高

(低)权模或者是中问序列模．
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(ii)如果r与z不同构，则一个不可约拟有限w(r，")‘1)．或者职r，1)‘lJ．
模是中间序列模．

因为在文献[128】中已经有了拟有限最高权模的完整详尽的描述，而最低权模

是最高权模的对偶情形，所以定理2．1．1加上上述结果实际上给出了拟有限模的完

全分类，而且定理2．1．1还给出了结合代数A(r，n)(1)的拟有限模的分类．

定理2．1．2．(i)一致有界不可分解权w(z，1)(1)-模或者Ⅵk一模是中间序列

模．

(ii)如果r和z不同构，则一致有界不可分解的拟有限权w(r，n)(1)一模，或

者筇(r，礼)(-)．模是中间序列模．

定理3．1．2．令一4是有单位元的结合超代数使得【一4，A】-A或者A=F，gl。I。

是rain型线性超代数，其中m，n≥0且m+n>1．记gkI。(一4)=A圆9fmI。．考

虑9kI。(一4)在超换位运算(super-commutator)的意义下作为超代数，我们有

日2(gfmI。(一4)，F)鲁HCl(4，F)．

更确切的说，线性映射一：CCl(4，F)一C2(9kI。(■)，F)映妒一妒诱导了一个向

量空间同构

“：HCl(一4，F)一日2(9fmI。(4)，F)映【纠一M】，

这里对币∈CCl(AF，，妒由下式定义

万(noA，boB)=(一1)4 6str(AB)’b(a，b)for n，b∈A，A，B∈gl。I，．

文中我们总用。一”代表元素的阶，8tr(·)是9fmI。上的由(3．2．3)定义的超迹．

我们知道李双代数都可以量子化，所有研究李双代数的分类可以间接研究量

子群的分类．对于广义Hamilton型李双代数我们有：

定理4．4．1．

(1)P的每一个李双代数结构都是三角的上边缘李双代数．

(2)一个元素r∈P满足CYBE(4．2．2)当且仅当满足下列Modified Yang-Baxter

方程(MyB曰：

z·c(r)=0 for all z∈P．

(3)考虑向量空间V=PoP，在对角作用下把"看作P-模(4．2．1)，我们有

日1(P，V)=Der(P，V)／Inn(7)，V)=0．

4



第一章广义w一无穷代数的Verma模

§L1引言

令F是一个特征零的域，F是F的加法子群．用F【r】来表示与r有关的

群代数，它有一组基{护IQ∈r)，乘法定义为t。·护=tQ+fl，其中a，卢∈F．定义

F【r]的齐次算子D，对于口∈F，有D：垆一口一则秩1的广义Weyl型李代数

是由{垆D“I a∈F，p∈z+’张成的向量空间w(r)=Fir】@F【D】，此处F[D】是

多项式代数，具有括积运算t

p。Dp，护D”】=(矿D一)·(护D”)一(护D”)．(taDp)， (1．1．1)

其中

(俨D“)．(护DV)：∑(肛)∥￡¨4D时一^， (1．1．2)

这里对于肛∈z，^∈z+符号(：)是二项式系数p似一1)⋯∽一A+1)／At

为了方便起见，对任意文字z和任意p∈Z+，我们采用下列符号

【z】“=z(z一1)‘。’(z一卢+1)· (1．1．3)

w(r)的非平凡的中心扩张职r)可以被定义如下(参见．(18D：李积运算(1．1．1)
变为

【严[01。，护【D】，】=(矿Iv]，)一(护Iv]。)一(护【D】，)·(户【D】，)

+瓦。一p(一1)％呲n+p)c，0．I．4)

其中Q，卢∈FCF，p，I，∈z+，式子中c是职r)的中心元素．显然职r)是一个
F-阶化李代数，W一(r)=田。∈r力(r)。其阶化空间定义为

茆(r)。=span{t。DpI卢∈z+}o如，oFc for a∈F． (1．1 5)

特别的当r；z时，李代数n～+。=访(z)是著名的W一无穷代数．这样我们就

称茆(r)是广义的W一无穷代数．

5
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一个力(r)一模V被称作是拟有限的(quasifinite)如果V是有限F-阶化，也

就是说，

V=o K，wCr)o％CK+口，dimK<o。for口，∥∈F． (1．1．6)
aEr

许多著名数学家对拟有限模非常感兴趣，他们进行过深入研究，并得到许多深刻

结果．可参看文献[20，128，125，150]．因为在(1．1．5)式中，每一个阶化空间w(r)。

都是无限维的，所以就象文献【128，1501中指出的那样对于拟有限模的分类不是一

个平凡的问题．由于许多物理理论，例如共型场理论，量子Hall effect理论的需

要，对w．无穷代数的拟有限表示的研究自然的受到了强烈关注(参见【128，150，

125，20，20】)．

本节的主要结果是下面的两个定理．

定理1．1．1令A∈筇(z)；．对于w一无穷代数W1+。来说，下面的陈述是等

价的t

(1)Verma¨、十。一模M(A)是可约的(参见(1．2．5))．

(2)由(1．3，2)所定义的抛物子代数P的一1次阶化子空间是非零的，即≯，_1≠0(

参见(1．3．4))．

(3)由(1．3．6)所定义的生成序列尸(z)是一个拟多项式．

(4)不可约最高权n～+。一模L(A)是拟有限的．

定理中(3)和(4)的等价性在文献【1241中用详细的证明．在此我们将进一步

建立L(A)的拟有限性和M(A)的可约性之间的联系，这正是我们非常感兴趣的

地方．

定理1．1．2令A∈w(r)；．

(1)假设r的序(order)<是稠密的(dense)(参见(1．2．9))．那么Verma模w(r)·

模M(A，．<)是不可约的当且仅当A≠0．进一步，如果h=0，则子空间

^∥(o，<)：= ∑ n-al,ilL一岫。如⋯L-a^,“如，
口l，⋯，D^∈r+tk>O

是M(0，<)的一个不可约子模当且仅当对所有的口，卢∈F+一定存在一个正

整数n使得口<n口．

(2)如果r的序<是离散的(disciete)(见(1．2．10))，则Verma w(r)一模M(A，<)

是不可约的当且仅当访(钇)．模耽(A，<)(参见(1r2．11)，(1．2．12))是不可约
的．

对于广义Virasoro代数，类似与定理1．1．2的结果在文献【123】中已得到．
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第一章：广义w一无穷代数的Verma模

§1．2代数访(r)上的Verma模

为方便记，我们令

w=访(r)并且令L。J=￡afD】i对于a∈r，t∈z+． (1．2．1)

则(1．1．4)式等价于

【L。J，Lp，≈】：∑((J)旧+叫。一(七)[。+卅。)厶。p，J+^一。

+以，一口(一1)勺!％!(J+a≈++j 1)c．
(1·2·2)

定义W的一个自然滤过

则我们有

{0)=w(一3’cw(一2)c⋯cw

w(”)=span{瓦l，cI口∈r，i≤n+1)，‰2-2，

【L。J，％。々】i 0卢一ka)La+口，j+k—l(mod wa+‘一2’)． (1．2．3)

我们固定一个与群r的结构相容的全序<．令

r+：={z∈rl o<。)， F一：={z∈rIX<o)

则F=F+tJ{o，UF一令n，士=oo。士。计0，我们有三角分解

W=_n，_oWooⅥ0．

显然，Ⅵb=span(LojIJ∈z+}oFc是w的—个交换子代数．

令G=F×z+．则G中的任意元素可以被写成(n，J)，这里口∈F，J∈Z+．

定义G的—个全序

(反i)<(or,J){=争p<n或者p=Q，i<J对于(a，t)，(卢，J)∈D(1．2．4)

方便记，我们令G4=r士×z+=G±＼(r0×N)，此处G±={(口，i)∈GI(士口，i)>-

0)
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令u(w)是w的泛包络代数．对任意的A∈¨苫(nb的对偶空间)，令I(A，<)

是U的左理想，是由以下元素生成

{L。，‘1 0<ot，{∈z+}u{_Il—A(^)·1Ih∈Wo}．

则与序<有关的VermaW一模定义为

M(A，<)：=U(W)／I(A，<)． (1．2．5)

根据PBW定理M(A，<)有一组具有下列形式的向量构成的基

L-ax,，。L-a2,幻-一L～。¨t"^，季乓中0<(al，{1)!(o喳，i2)5⋯!(Qk，tk)，(1．2．6)

这里姒是1在M(A，<)中的余集(coset)，(q，略)∈G，k∈z+．

由于f岛．IIk一=QkJ，定义

^缸：={"∈M(A，<)ILo．iv=(n+A(‰．1))"’其中n<o，且Mo=Yv^．

(1．2 7)

则^厶由具有形式(1．2．6)的向量张成，并且Dl+02+⋯+ak=一口．所以M(A，一<)

在M(A，<)=o。so^缸和m^厶C Ma+口的意义下，是一个最高权w-模．非常
明显的，M(A，<)是一个r-阶化w·模，并且有dim^L。=oo其中口∈F+．我

们称一个非零向量u∈Ak是具有level o的权向量．

记
’

B(a)={p∈F1 0<p<o)for口∈r+． (1．2．8)

我们称序<是稠密的(dense)，如果

挣B(o)=oo对所有的n∈F+； (1．2．9)

称它为离散的(discrete)，如果

存在某个a∈r+使得B(n)=O． (1．2．10)

在(1．2．10)式中，唯一的元素a被称为r+的最小元素．记

蹶aZ)=印an{km cIn∈z，k∈z+’， (1．2．11)

是W的子代数，它与w一无穷代数w-+。同构．另外我们还记

^厶(A，<)=由％生成的M(A，<)的W(aZ)一子模． (1．2．12)
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第一章：广义w一无穷代数的Verma模

定理1．1．2的证明． (1)假设序<是稠密的．对于m，％∈Z+，记

％= ∑ FLⅧ'il⋯L—n，，～‰
OSpSm

{ol·il)5 1(。P．峰)

V(‘一1)= ∑ FL一。。，i。⋯L-aq,q％
●Ez+tiI+·+qS^

(al，’1)，，，(。口，‘口jE吐

(1．2．13)

(1．2．14)

显然我们有L甜‰￡％其中(口，七)∈G0，并且(1．2．14)式定义了一个y的滤
过：

{0}=V(-2)Cy(一1’C⋯Cy(耐C⋯． (1．2．15)

非常容易的可以看出La,iy(‘’c矿(‘+“)，这里(Of,i)∈G'．

令伽≠0是M(A，‘)中任意给出的—个向量．

断言1．一定存在某个权向量u∈U(w)‰使得对某个r∈Z+

Ⅱi ∑bk_L--er,kr⋯L-cI,々1％(rood K—1)其中6量∈F，
Elt⋯．Jo

这里(勺，如)∈G4，矗<⋯<￡1，其中‘，：={量=(辟，⋯，≈1)16皇≠0)≠0．

对某个r∈Z+，我们有蜘∈K＼K_I．如果rSl，我们的断言是显然成立的

假设r>1．我们看

uo三 ∑ o缸，堇)L一。。，II···L一％Ir％(modK—1)其中o(垡，D∈F
《n1．11)t·(口r御)E口-
(01．’1)5⋯j【nr，·r)

此处(垒，至)：=(ol，⋯，哪；i1，⋯，0)．令，#{(亟主)14(璺∞≠o)．根据我们的假

设，，≠庐是—个有限集合．对于任意恒，至)，(∥，重，)∈，，我们定义

(∥，f)<恒，i)错弓Is s≤r使得(《，《)<(％，“)，(《，《)=(a。，tt)，V￡>8．
(1．2．16)

令

(星以)=(p-，·一，屏；jt，⋯，矗)，此处(岛，J，)5⋯5(屏，矗)，

是，中的唯一最大元素，并且令

，yl=min({啦，啦一％I(盔盟)∈I，l≤t≠J S r)nr+)．
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则对所有￡l∈Bm)和所有(当至)∈』，

口。．<屏一E1，根据(1．2．2)式的交换关系，

得到；对于6(‰^1)∈F

如果n。≠屏，1≤m≤r我们有

选择一个恰当的EI∈Bh)，我们可以

Ul：=厶屏一E1．1t‘O

三 小莓。2。6(‰¨。∞(1)”L一一-L一口1．i-’_·L—ar-l,／r-1％(m。d K—1)

这里

，(1)：={(垡，D=忙l，a1，⋯，辞一t；kl,il，⋯，i．-016(“I。)。出D≠o)．

我们要证明弘)≠口．事实上，记

(卢，J)=(风，⋯，凤一l，屏，·一，屏；J-，·一，矗一-，丘，·一，jr)，

此处风一1<屏且s≤r，令

(垡”，』1’)=(el，岛，⋯，凤一l，风+1，·．．，屏；丘，jl，⋯，A-l，j¨l，‘～，矗)，

(当然不一定是一)中的最大元)，与(∥(”，j(1))相对应的那一项出现在t‘l的表达

式中，根据(1．2．2)式，它的相应的系数是仇(屏一丘(屏一E1))≠0，其中m是某

个正整数，El是我们选择的某个恰当的元素．这样弘’≠0且t‘l≠0(rood K_1)．

所有我们可以重新选择∞(”，J(1))是，(1)中的最大元．接着采取相同的步骤并且

对s=2，⋯，r重复这一过程，我们可以递规的定义并且利用归纳法证明：

(i)令

％=min({zq，聋一句l(玉盟)∈I(5一”，1 Si≠j≤r)nr+)．

选择岛∈B∽)使得zi-K屏一卧l一如如果毛≠屏-J-F!对于任意的

(主，蓟∈弘一”，令‰．-L戽一．+l自，lt‘，1．则

‰兰．．．姜 6b．b)⋯6(‰^1)o函L自∥’·L1^
^口Ez．h≥o．口2l，·，
(at，11)S‘。5(o⋯tt～)

×L-DI,il⋯工一*一．^一．姒(rood K—1)，

(ii)令弘)：=

{(％⋯，钆ol，⋯珥一。；ks,-．-,kl，il．一，ir一。)I昧小)⋯6(“¨n2i)≠o}．则
IO)≠0对某恰当的岛成立．
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第一章：广义w一无穷代数的Verma模

现在我们只要令s=r，u=t‘r马上就得到了断言

断言2．一定存在某个权向量0∈U(w)咖

II,I誊L一僵，o⋯L-ra,OuA(mod诈一1)，这里(7卜，0)<⋯‘(叼1，0)∈GI

根据断言1，存在某个权向量缸∈U(W)uo，使得对任意r E z+

t‘三∑6盘L一钾k⋯L一钆^。VA(rood K一1)其中6主∈F
Il，⋯，k

这里(勺，b)∈G4，J=1，·一，r,E，<···<￡l，J：=伍=(k，⋯，％-)l 6主≠o)≠O

令K=max{k,+⋯+klI盘∈J}，我们知道t‘∈y(K-l}．记

6=min({ej一岛，E々Ii>J，k=1，⋯，r)nr+)．

选择g∈F+使得Ke’<6．则根据(1．2．15)和(1．2．2)式，我们有

∥=L靠1t正三 ∑bjL一#，+b一，o···L一即一l+b—l一．o
lg<f’

×L一勺+(b—1)一，l￡一勺+l+畸+I一，0···L—sl+klc，，0UA(roodVr—1)， (1．2．17)

这里B：=协≠011S J≤r}≠0．记a=Inax{gj一(如一1)一I幻≠o)．现在选择

，使得白<∥<n，此处旬∈伯一(岛～I)一f bj≠o}＼恤)并且令∥=厶”，0111，

则我们有∥≠0对某个恰当的，成立，并且有

tI”兰 ∑ b',AL一。二0⋯L一‘，01／A(rood K—1)其中眨∈F．
o‘僻<⋯1口i

仿照断言1中的讨论，我们可以得之这个断言也成立．

断言3．令％1，⋯，辟∈Z+，记七=％l+⋯+肆．一定存在某个权向量u∈c，(w)‰

使得

t‘三L一“b⋯L一钆≈1可^(rood K一1+y忙一2))，

这里矗<···<￡1，且矗∈r+，i=1，⋯，r．

根据断言2，存在权向量∥∈V(W)uo具有下列形式

“7三￡一*．0⋯L-m,0t／A(rood K—1)

11
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其中‰，0)<⋯<(rh，0)∈G4．

令￡l∈B(啦)使得，72<t7l—E1<q1，则令ul=Lm-tl,^l+l∥我们可以得到

t‘l三(h+1)rhLel．k1L一’7r。o⋯L-,n,oVA(mod诈一l+V忙1—1’)

递规的利用上述讨论我们可以证明此断言

断言4．一定存在某个{∈F+，使得对i∈Z+，有L一‘．t"A∈u(wbo．

根据断言3，一定存在—个权向量Ⅱ∈U(w)呦具有下列形式

t‘兰L一“．k⋯L--el,klt『^+ ∑6鱼lL—nlJl···L一啦，qVA(modV‘‘一2’)
OSl(r．Il+4"tl≥^
O_t。1．‘lH一--．(at·tI)

其中69．i∈F，(￡r，辟)-K···-K(E1，k1)∈G0，k=kl+⋯+b．

取‰>0，i=1，⋯，r并且令

／o：={(Ql，⋯，口f)I匕娃≠o}，J(0)：=min{e，，口1l垒：=(a1，⋯。啦)∈而，

假设"∈^厶(回忆(1．2．7))．令￡∈F+使得E<J(o)．我们有

L-x-e：u i(，(一A一￡)+∑6igi(一A—E))L—t^"^
‘1#‘蜀：^

+∑6越(一A-e)L一。J。+¨．椭+lⅥ(modV‘扣2’)
tl+l<l+<Ilr>-

对于如∈F，此处i；(il，·一，由)，一般来说，

m卜r：1 1件：。1斟··I
k

Ehl|’
幽，=∞Ofr--I∽。1斗k斟

是关于z∈F的多项式．因为degf(x)=r>deggi(z)=r一1，我们可以选择

￡∈r+且E<j(o)使得

f(--A一￡)+∑魄9i(一A—E)≠0
l掣<’
．I+·．Hick
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这样，我们可以得到某个向量0≠u=(atL一响+⋯+‰L％“)％∈u(w)t‘o。其中

ai≠0，i=1，⋯，n．因为群的序是稠密的(参见(1,2．9))，设P=max{Q，⋯，{。}，

取恰当的E’∈r0使得p一-K￡，我们有∥=Lp一--01u=aL-e+(p—1)。，．oⅦ，此处

0≠a∈F．接着选择f使得0-K{-K e-扫-1)g并且令t‘(‘)一k，∥，k=1，2，⋯，

我们有

t‘(女)=d七一l钍(k-1)+ak一2t正(k-2)+．．．十alt‘(¨，

这里讯一1=口％(一￡+(P一1)E‘)≠0而且aj∈F，J=1，⋯，％一1．这样断言可由

"(‘)∈g(W)uo其中七=1，2，·一．这个事实得到．

断言5．如果存在某个e∈r0使得L％i'OA∈U(W)uo对所有i∈z+成立，则

L_I％∈￡，(w)t10对所有z∈B弘)：=spanz+{Ⅳ∈r0IY 5￡)其中七∈z+成

立．

令，∈B(￡)．根据(1．2，2)式，我们有

一∑(％)忙一卅。L√，I一．讯：厶叫。。L一。^讯∈u(w)伽。
●∈Z+5

这样L—c，．I坝∈V(W)uo对七∈z+成立．根据

一∑(k)卜仳，】lL一∽，+毛)，k一。"A：【L一。，，。，工一。，k】讯∈￡，(w)u。，这里m，n∈z+
j∈Z+5

我们有L。％％∈u(w)t‘o对所有k∈z+和z∈z+￡+z+cf成立．我们的断言

成立．

根据断言4，我们知道存在∈∈n使得L—f，，VA∈U(W)uo对于所有i∈z+

成立．这样我们有

丘．1 L一60 VA=一fLo，OIJA=～fA(Lo，o)'／／A，

L。e L—t。。”n=，；(c：，t—e，。L。．t一。+c一-，‘etc：二=：，c)”n
=E。(。k)I—fkA(L。，t一，)坝+(一1)‘削(：：：)A(c)Ⅶ，‘ 0 石十1
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此处k∈z+．很容易的看出如果A≠0，则坝6 c，(w)t‘o．所有在这种情况下

M(A，_)是不可约的．换一个角度来讲，如果A=O，则明显的有

^，’(o，-4)= ∑ F L一口，，tl⋯L一。^，“tb
0<k，01，⋯，o^∈r+

是一个真w一子模．假设对所有z，Y 6r+存在一个正整数n使得Y!竹z，根据断言

5，存在￡’6 F+满足L一。，，o?dO∈M，(0，<)对所有n∈Z+成立．这样对任意Z∈r+，

我么有z 5眦’对于某个整数n成立．根据断言5我们有L。^咖∈M’(0，<)其

中七∈Z+．我们知道实际上^∥(0，<)是一个不可约w一模．

如果存在z，Y∈r+使得Nz<Ⅳ，则B(x)<Y(参见(1．2．8))．因为对任意

k∈Z+，有L％^珈隹W7，所有很容易的可以验证

u，，= ∑ U(W)L_★Ⅶ，
l∈B(￡)，kEZ+

是M7(o，<)的一个真子模．这就证明了(1)．

(2)假设序<是离散的．注意到ⅡZ∈r．对于任意z∈F，如果no<$对任

意n 6 Z成立，我们记口Z<$．令H}：={z∈FIⅡz<z}，H一=一H}．我们可

以不困难的看出F=aZUH}un．记w(王0)为由{L础10／∈f0，k∈z+}生

成的w的子代数．显然的，w(￡r+)^厶(A，<)=0．既然

M(A，<)型u(w)oufw(。z)+w(日．))Mo(A，_<)，

则w一模M(A，<)的不可约性蕴含了W(aZ)一模Mo(A，<)的不可约性．

相反的，假设Mo(A，_)是—个不可约W(aZ)一模．令Uo≠F毗是M(A，<)

中任意给定的权向量，则对某个r 6 N有uo∈vAW-1．我们将证明ucw)uo n

^厶(A，<)≠0，据此，马上就可以得到w·模M(A，<)的不可约性．

设

t10兰 E 岵，!L一*_．，tr一．⋯_L一％ilL—o‘，砖⋯L一嘶，《7)A(rood K—1)，
畸· ，。：E8+

al··o一￡“+

其中‰6 F并且(西一0一．)!⋯5(al，ix)<(《，《)5⋯5(Qi，i：)(参见
(1．2．4))．定义

(垡，蓟=(o：r一。，⋯，OtI，《，⋯，乜：；靠一。，⋯，it，《，·一，{j)．
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第一章：广义w．无穷代数的Verma模

令‘，=“堡，i)}吒i≠o)．根据假设，‘，≠O是—个有限集合．根据(1．2．16)定义

(!，』)<(垡，D其中(垡，至)，(!，D∈．，．

令坦，0=(屏～”一，历，层，⋯，群，所，⋯，厮；矗一”一，J1，《，⋯，Z)，此处1<f≤t

是集合l，中的唯一最大元．注意到如果群≠n≈，则0<层一《一a．那么有

“(1)：=Lal一吼1 uo暑 ∑ ∑6垒。i扫(h)三一。，I。L一口，⋯‘一，⋯三一口。，il

。1⋯1’一‘5“+
×L一嵋，吐·-．L-．4，t§VA(roodⅥ一1)，

其中b(k1)∈F．我们定义

‘，(1)：=((口，口，一，，⋯，Ql，Q：，·一。Q；；kl,靠一。，·．．．il，《，⋯，l；)fb(k1)≠o}

(垡”，f1’)=(n，羼一tf．．．，区，觑，·一，厦；J：一。，Jr一∥一，Jt，蠢，·．．，彳，豇2，·一，元)

则‘，(1)≠O．事实上，与(卢(”，J(1))相对应的项出现在“(1)的表达式中．就像证明

断言1那样，现在对于m=2，3，⋯，我们可以递规的定义并且归纳的证明

(i)令¨(m)=I％一¨钍似-1)．则

u(m)三 ∑ E bc,,ib(k1)⋯bCk．,)L％k。⋯L～kL一*⋯o一．⋯L一。。．1。

％⋯一年吐+
×L_6．《⋯L—o：，I+l，矗+l“(rood K—1)，

(ii)令

∥=

{(d，⋯，a，∞⋯⋯，(xI，口■．，aol；k，⋯，h，{一，⋯，ix，“，，t鼻1)|6(≈1)，6(k)≠o}

则有J”≠D．这个过程可以不断重复直到集合J(呻中的最大元可以被写成以下

形式：

(型”)，』(”’)=(0，⋯，吼屏一。，⋯，岛；Z，⋯，矗，o一。，⋯，il)，

此处屏⋯⋯，岛∈aX+．注意到Ⅱ(”)是—个权向量，我们有0≠u忡)∈u(w)t‘0n

^矗(A，<)这正是我们想要的． 口

§1．3代数W1+。上的最高权模

我们考虑李代数wl+。=吼z)在空间Fkz～，日oFc上的实现，这时括积

15
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运算为

[矿，(￡)，z490)】=严+4(，O+卢)9(￡)一，(￡)．9(￡+口))+妒(2。，(￡)，护9(￡))c(1．3．1)

∑f(J)g(J+a)ifo=一卢>0，
-a<i蔓-1

0 if△+p≠0 or ot=8=0

这里a，卢∈Z，，(t)，g(t)∈F【f】显然的，对于i∈z+，‰构成Fit】的一组基(参见

(1．1．3))．我们记

L口，i=矿嘲i for a∈z，i∈z+．

则(1．3．1)式与(1．1．4)式等价．

为了简便，我们令

W=n、+。．

在此我们只要考虑z上的一般序，则我们知道z上的序是离散的．用M(A)表示

具有最高权向量VA的Verma w一模，用v(w)表示w的泛包络代数．

假设M(A)是可约的．用M’表示M(A)的最大真子模，并且令L(A)=

M(A)／M'是权A的不可约最高权模．令

A={n∈wfaVA∈∥)and P=A+Wo． (1．3．2)

显然，皿c一4，而且P是筇的子代数，进一步我们有P=岛。z巧，此处
乃=Pn厩．

引理1．3．1如果M(A)是可约的，则P是筇的一个抛物子代数，即P 3

溉+藏≠P．

证明．引理的证明等价于去证Pn哥酩≠0对于m<0．注意到M／=oseZ+M!。．

令n是最小正整数使得c，(瘌一。nM7≠0．如果n=1，2，则我们可以很容易的验
证引理3．1．假设tl>2．对于任意0≠t‘∈u(霸一。nM7，设(回忆(1．2．13))

t‘三 ∑ 龟p”1【％··
O<41蔓 S“’

01+一+"”

16
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第一章：广义w一无穷代数的Verma模

这里垒=(Ql，⋯，珥)，i=(il，⋯，i，)，并且』：={(虫圳c仉i≠o}≠0．我们记

(垡，0=(口1，⋯，n，；t1，·一，4)，and三=(1，⋯，1)(r copies of rs)

对于(g，f)，(g，至)∈／，定义(型，至，)_(鸟堇)(见(1．2．16))．记

(旦，D=(岛，⋯，屏；J-，⋯，矗)

是集合』中的唯一最大元．

情形1．假设星≠1．设(生，D=(81，⋯，岛，屏⋯，屏；Jt，⋯，五，jf+1，⋯，矗)

l≤z<n屈<屏．则屏≠1并且我们有对詹》0

z忙h让i ∑ 皤，i,z～嵋【％⋯z一衅嘲4姒(rood W一1)
0<以s⋯S畔

记(g，jJ)：=(81，⋯，屈，屏一1，⋯，羼；Jl，⋯，Jl,Jz+x+七一1，⋯，矗)，且有

s-={(奠，f)I皤'i，≠o’．

根据(1．2．2)式，单项

Z-ill【胡j。⋯2一鱼【q，lz一冉+1[tlj,+。+I—l⋯Z-firlt]j，'OA

出现在z[tlku的表达式中，因为相应此项的系数为m(kSo—nt)咯￡≠0其中f'rt,

是某个固定的正整数而k》0．这样r≠o，并且zf吼tl∈U(霸一。+ln∥，与我们
的假设相矛盾，所有这种情形不会出现．

情形2．假设壁=L这时r=n．所以我们可以设

“i∑够-1‰·
l

··z-1比。"^-I-∑qz-1【乱⋯z-1‰。一2z～Iris,一1％
i

(rood％一2)，

这里il≤⋯≤如，zl≤⋯≤k一2，并且7：=乜；(il，⋯，i。)I咤≠o}≠0．对于任

意的i，至，∈了，定义

至>f错31≤s曼n使得i，>《，乱=《，Vt>占． (1．3．3)

令!=(J-，⋯，矗)是集合7中的唯一最大元．对于k》0，我们可以得到一个非

零的权向量

z队t‘三 ∑dez“‰⋯z。№．1VA(rood K一2)
《t5⋯s{：一l

17
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因为相应与

(1，⋯，1；J1，·．-，矗一2，≈+矗一1+矗一2)

的项的系数为re(k+矗一，)∞+矗一--1)ct+(2k+j．一l+J．-1)矗≠0其中m为某个

固定的正整数，直=(jl，⋯，矗一2，^一1+矗一1)．这样0≠2嘲IⅡ∈u(w)一。+1f3M’，

显然是个矛盾．

定理4．4．1的证明．“(1)兮(2)”：根据(1．2．2)式，我们有【w，。P卅c R+。

对于n∈z+成立(回忆(1．3．2))．对ImI进行归纳可以很容易的得出，

Pn观≠0对于某个m<0 哥 Pn缸1≠0．

这样由1．3．1可得出

P-I=Pn w_l≠0． (1．3．4)

“(2)辛(3)”：假设凡l≠0．根据文献【124]，我们用，(t)来表示使得Z-If(t)∈

尹Ll且有最小次数Ⅳ的单项式，并且令，(t)=t。Ⅳ+，Ⅳ一it。1+⋯+，0．我们称这

样的多项式为特征多项式(参见【19，150])．令a=z-I，(t)，因为M’是—个真子

模，我们有b·n”A=0其中6∈w+．根据(1．3．1)式，对于s=0，1，⋯，我们得到

k0+1)5，Z-1，(￡)】'0A=A(t5f(t)一(t+1)5，O+1)4-，(o)以．o c))=0． (1．3．5)

显然这就等价于说【zg(t)，Z-1，(￡)】=0 for g(t)∈F[t1．

一个权A∈豌被它的central charge c=A(c)描述，对于i≥0它的label
几=一a(t‘)．我们引入生成序列，

AA(z)2三备“，和F(茁)2互备R， (1矗6)

此处R=矗．oC+∑蒿(，)^J．则(1．3．5)式等价于
N

∑厶R+．=0／or 8=0，1，⋯．
n=0

我们有c—F(z)=(e2—1)AA(X)．根据文献【124】和上述讨论，我们得到了(印．

弋3)辛(4)”根据文献【124]

‘t4)=}(1)”显然． 口



第二章拟有限W。．模的分类

§2．1简介

首先让我们给出一些一般性的定义．令F是—个特征为零的代数闭域，r是Fn

的一个非退化的加法子群，即它包含了Fn的一组F一基．用F【rl=span{tolot∈

r)表示r的群代数．对任意的口，p∈r，有运算垆·护=t“口．我们定义齐次算

子觑是由Di：to一啦垆决定的F【rl的导子，这里口∈r，i=1，⋯，n．约定本文

中一个元素a∈F”总是被写成口=(0／1，．．．，％)．Weyl型李代数wcr，n)(见文献

【20】)是群代数F【r】和多项式代数的F【D1，⋯，D。】的张量积，

wcr，n)=F【r】圆F[DI，⋯，D_=span{t。D“lOt∈F，p∈z：}， (1．1)

这里D”=n墨。D≯，具有括积运算；

It'D”，护D”】=(t"D一)·(护D”)一(护D”)．0。D一)，

其中

∽∥¨细卜A乏EZ(：：／沁一“， ∽。，
；、^

其中矽=兀：，钟‘(这里我们用符号矿表示的意思与(I．i)式中符号D一意

思相近，并不会引起混淆)，并且(￡)=兀：，(宅)．进一步，对于t，J∈F，G)=

i(i一1)⋯(i—j+1)／J!如果J∈z十，其它情况(；)=0．

在文献f19J中已经证明了w(r。n)有非平凡的泛中心扩张当且仅当n=1．在

w(r，1)的泛中心扩张记为w(r，1)，w(r，1)的李运算定义为：对于Ot，卢∈r c

F，p，∥∈Z+，

肛。[DI。，raiDl。J=(垆fDJp)·(tafD]，)一(护[DJ，)-O。[Dk)

～㈠～M(弘∞)e，
。。3’

这里【Dk=D(D一1)⋯(D—p+1)，C是筇(r，1)的中心元素．相应(1．3)式

w(z，1)的2-上循环最早出现在文献【13】中．

用w(r，n)(1)代表由{垆D—I口∈r，川≥1}张成的w(r，n)的李子代数，

这里㈨=∑：l胁．相类似的我们可以定义诹r，1)‘”，则n～+。=职z，1)和
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nk=筇(z，1)(1)是众所周知的W一无穷代数，w一无穷代数在许多物理理论中有

重要的应用，例如在共型场理论，量子Hall effect理论等等(参见f126，127，128，20】)．

注意到w(r，n)(1)在运算(1．2)下也是一个结合代数．可以证明作为李代数

或者是结合代数w(r，n)(1)是单代数(参见【26])．如果把它视为结合代数我们用

■(r，n)(1)来表示它．显然一个结合代数一4(11，n)(1)一模也是—个李代数w(r，n)(1)一

模，但是反之不一定正确．这样只要考虑作为李代数w(r，n)(1)一模．

李代数w(r，n)(1)=o。∈rW(r，n)2’是r-阶化的，具有阶化空间

w(r，n)￡)=span{t。D”l p∈z；＼{o}}其中o∈r． (1．4)

在文献【201中，已经分类了w(r，n)的拟有限模．在本文中，我们考虑更难一些

的w(r．n)(1)的拟有限模的分类问题．

—个w(r，n)(1)-模y被称为拟有限(quasifinite)模如果V=o。∈rK是一

个r-阶化F一向量空间，使得对于a，p∈r，w(r，n)譬’％C％+口，dimK<CO．当

我们研究这类李代数的表示时注意到(1．4)中每—个阶化空间仍然是无限维的，这

样对于拟有限模的分类问题正像文献【128】中指出的那样是比较难的一个问题．

对于口∈Fn，可以定义拟有限w(r，n)(1)一模或者w(r，1)(1)一模九，B。如

下，它们有一组基{驰I卢∈r)使得中心元素G的作用是平凡的，

A。：(护D“)蜥=(o+7)p蜘”，．

I毛：(护D”)9j=(一1)lpl+1(口+p+，y)“pp竹，

对于卢，7∈r，p∈z：＼{o}(这里符号(口+，y严的意义和(1．2)式中∥的一样)．这

些模在文献【20，131】中被定义．显然的，厶或者既是不可约的当且仅当n簪r．

容易看出A。也是—个A(r，n)(1)一模，但既则不是．

我们称A。或者B。的任意商子模为中间序列模(参见[20】)．这样本文的主要

结果如下：

定理2．1．1．(i)w(z，1)‘1)或者Ⅵk=职z，1)‘1)的不可约拟有限模是最高
(低)权模或者是中问序列模．

(m如果r与z不同构，则一个不可约拟有限w(r，n)‘1)．或者茹(r，1)‘1)一

模是中问序列模．

因为在文献【128】中已经有了拟有限最高权模的完整详尽的描述，而最低权模

是最高权模的对偶情形，所以定理1．1加上上述结果实际上给出了拟有限模的完

20
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全分类，而且定理1．1还给出了结合代数4(r，n)(1)的拟有限模的分类．

对于仿射李代数，Virasoro代数，高秩Virasoro代数，Weyl型李代数，Block

型李代数相似与定理1．1的结果在文献【20，40，66】(也可以参看【130])已经得到．

我们把—个拟有限模y称为一致有界的，如果存在N≥0使得dim％≤N

对所有的p∈r成立；如果Dl，⋯，D，。作用在V上是半单的，则称矿为权模．

定理2．1．2．(i)一致有界$-,-f分解权W(Z，1)(1)．模或者woo一模是中间序列

模．

(ii)如果r和z不同构，Jiq--致有界不可分解的拟有限权w(r，n)(1)一模，或

者w(r．,0c1)一模是中间序列模．

最后我们需要指出的是尽管本文的结果和文献【20】中的结果相类似，但是由

于代数的不同(主要是代数w(r，竹)(1)并不包含元素护=taDo，∥∈r，)所以结

果的证明比文献120】中的证明要更复杂更有技巧一些．

§2．2拟有限woo-模

首先我们证明定理1．1(i)和定理1．2(i)．因为有中，L-扩张的情形定理的证明和

没有中心扩张的情形类似，所以为方便起见，只考虑没有中心扩张的情形．

现在考虑李代数W：=w(z，1)(1)=‘span{t‘∥Ii∈z，j∈z+＼{o)}．在这种

情况下D=￡岳，由(1．4)式，可知W=o。∈zM是z一阶化的，这里

-K=span{t‘I夕I J∈z+＼{o))={tiDfCD)l S(o)∈F[D])

其中i∈z．由(1．2)式，我们有

It'DfCD)，tJDg(D)】

=￡。卅D((D+j)f(D+j)g(D)一(D+i)g(D+{)，(D))， (2．2．1)

其中l，J∈z，，(D)，g(D)∈F【D】．进一步，w有三角分解；W=w+ewoew_．

一般来说，对于任意z一阶化空间M，我们总是使用符号M+，札，^如和^％．q)
来代表由k齐次元素张成的空间，其中七分别满足条件k>0，k<0，％=0和

p≤k<q．用Vir=o《zF∥D，表示(无中心的)Virasoro代数．

引理2．1．令S是wo的一个具有有限余维数的子空间．取io>0，用^毛。，s

21
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代表由￡‘oD，￡-o“D，咖D2和S生成的W的子代数．则一定存在整数K>0使

得嘶Ⅳ．oo)C舰o，S，

证明．根据对S的假设，存在整数m02 0，使得对所有的整数m≥mo，一定

存在多项式DI(D)∈S，具有性质deg，=仇．在下面的断言中我们将对m进行

归纳证明．

断言．对任意的1≤m≤mo，m∈Z，一定存在整数丘。>mK。一1(这里我们

取Ko=io)，使得对所有的整数k≥jo有萨D“∈舰。．s，

假设m=1．对于任意充分大的整数k，我们可以把k分解成表达式k=

k1／o+k2(io+1)，其中h，k2∈z+＼{0，．所以矿D可以由咖D，rio+!D生成，

也就是矿D∈M,o廖这样我们可以取K1>{o是足够大的整数，能够保证我

们的断言在m=1对成立．假设l<m≤mo，由归纳法我们可以假设对于

m一1断言成立．取尬。=mK。一l+{o．则对任意k 2 jfm，由(2．1)式我们有

n驴D”三【tk-loD”一1，￡如D2】j 0(mod坛o，s)，这里a=((rn一1)io一2(k—io))<0，

即tkD”∈Mio S．这样断言对m也成立．

下一步取K=K。．对于任意的整数k≥K，现在我们可以对m21用归纳

法如下证明矿D4∈胍。。s；如果m≤mo，则由断言1．我们马上就得到了结果．

假设m>mo．令／(D)是次数为m一1≥mo的多项式，满足D／(D)∈s，则由

(2．1)式，kmt。D”兰妒D，Dr(D)】E 0(mod^乱，s)．这就证明了wiK，。)C^毛。．S．

口

引理2．2．假设y是一个不可约拟有限W一模，没有最高或最低权．对于任

意{，J∈Z，i≠0，-1，线性映射

∥DJ码ot件1DI巧。矿D2l码：巧—+K幻oV钉十10K+J

是单射．特别的，对于J∈z，dimK≤2(dim％)+dimK．

证明(参见[20】)．由于不可约性，y一定是一个权模，也就是一定存在o∈F，

满足

K=扣∈VlDv=(Ot+{)口)． (2．2)

令i>0，并且对于0≠蛳∈K，有(t‘D)vo=(扩1D)咖=(riD2)Ⅶ=0．如果需要

我们可以平移K的阶化下标，这样我们可以假设J=0．对于m≥1，令S是线
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性映射wo—End(Vo)：19”H D”1％的核．因为dim％<oo，所以s是Wo的

余维数有限的予空间．这样脱．8UO=0并且由引理2．1，我们有晰K,oo)VO=0，这

里K>0．

对于w的任意子空间M，我们用U(M)来代表由M的标准单项式基张成的

泛包络代数．既然W=wt,，耳)+Wo+●亿+wtK，。)，利用PBW定理和矿的不可

约性，我们有

V=U(W)vo=u(wtl。耳))u(w，o+w二)【，(晰xp))咖

=u(w(1．耳))u(％+W-)vo． (2．2．3)

注意到K是—个吼·模．令哞是“的由Vto，耳)生成的咀-子模．我们将要
证明Ⅱ=W．

‘

令k 2 0，并且令z∈H具有次数deg￡=≈．如果0≤k<K，则由

定义，z∈K．假设k≥K．利用(2．3)式，z是Ulzl的线性组合形式，其

中t‘l∈Wix,x1，￡1∈V．这样Ul的次数degul满足1≤degul<K，所以有

0<degxl=k—degul<k．根据归纳假设，zl∈K，这样z∈峰．这就证明了

K=H．

事实耳=睇意味着队一模耳是由有限维空间rio，Ⅳ)生成的．选择V[o，K)
的一组基B，则对任意的o∈B，我们有z=t‘。如，其中‰∈【，(Ⅳ)．把缸。看作

是w中的基构成的多项式，通过对多项式的次数进行归纳利用公式【Ⅲ，Ⅲ·她}=

【W，t￡J1】切2+"1 w，蚴】这里伽∈W，i01，"W2∈c，(Ⅳ)，我们可以得到一定存在一个充

分大的正整数‰>K使得【w豳。．。)，‰】c c，(Ⅳ)啊K，。)．这样由嘶K，。)Vo=0，我

们有H儡：．。)z=【●咏；，。)，Ux]"0-I-‰W[kz，。)Vo=0．取K7=ma)【{‰I z∈B}，则有

晰¨。)Mo，耳)=0并且

WⅣ，．神n=WK，，。)u(W，+)％，K)=u(Ⅵ，+)嘶耳一，*)vi0．K)=0

既然存在某个充分大的整数KI>K’，能够保证眠c WⅣ，，。)+【嘶一甄．o)，W[K，，o。)】，
这就意味着我们有W+T听K，．00)=0．现在假设z∈Ⅵ耳。+K,oo)．则由(2．3)式，它是

具有mzl这种形式元素的和，其中“l满足条件蛳∈晰I．F}．但是此时X,t的次

数degXl>degx—K≥K1，所以Xl∈M凰，。)．这样由肌Ⅵ凰。m)=0，我们有
ulzl=0，也就是茁=0．这就证明了y的次数degree2Kl+K．

现在令Ⅳ”是满足坛，，≠0的最大的整数．既然w白是交换的，则一定存在
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一个Wo的公共特征向量％∈坛n这样嵋是w的最高权向量，这就与我们引

理的假设相矛盾． 口

定理1．1(i)可以由定理1．2(i)和引理2．2得到，所以只要证明了定理1．2(i)就

足够了．这样从现在起，我们假设y是一致有界不可分解权w．模使得(2．2)成

立．

考虑y作为Virasoro代数VIr的权模，由文献[130]，一定存在某个N2 0满

足dim圪=N对所有的七∈Z成立，其中要求七+口≠0，并且口∈F是固定的

且使得(2．2)成立的数．而且y作为V：f卜模只有有限个分解因子，当k>>0时

￡一1DlK：％一K—l是双射．所以，我们可以找到皈的一组基K=(鳄’，⋯，∥’)
使得

(￡“D)Yk=Yk—l对于七>>0． (2．4)

由于N=0时证明是平凡的，所以我们假设N≥1．在以下证明中我们总是假设

七是整数而且后>>0．设

(∥D)K=K“只，々其中只．^是N×N矩阵，且f∈z．

利用(2．2)，(2．4)式，对于t=1，2用K作用在It-'D，∥D】=(／+1)t“1D的两

边，我们得到

尸二l，K=l，P0，t=i，片，^=【_】2+JFl，P2．k=闻3+3幕Pl+P2， (2．5)

其中尸1，B是N×N矩阵．为了方便起见，在文章内容清楚的时候，我们用纯

量n∈F等同于相应的N x N阶纯量矩阵n·1Ⅳ，这里1Ⅳ是N×N单位矩

阵．对于七∈Z我们也采用记号i=七十a．一般来讲，不加说明我们使用记号

【o】J=a(a+1)⋯0+，一1)，其中D∈F，J∈z+(参见(1．3)中符号【D】』)．把y

看作Vir-模，通过选择y的分解序列我们可以假设只，岛是上三角矩阵．用K

作用在【tD，t2D】=￡3D的两边，根据(2．5)式，我们有

B．≈=同4+6【_】2R+4-恳+B， (2．6)

其中B=一3(2P。+砰一2P2)+【Pl，B】，这里【Pl，恳】=PlP2一尸2 Pl是一般的李

积运算．回忆D=￡蛊，据此对于{∈z，J∈z+＼{o)我们有t“J(盖)7=∥【DJ，．以
下方便时，我们将经常使用符号击来替代D．要记住差是一个次数为-1的算
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子．假设

(岳)4K=K一，Q{，k其中Q讪是Ⅳ×N矩阵，并且i≥I．

利用【五d，(击)1=0，我们有Q，^=Q即不依赖于七的选择．注意既然鑫=￡。D，
由(2．4)式我们有Ql=1N．

引理2．3．对所有i∈2Z++1，只，B和G一1Ⅳ都是严格上三角矩阵．

证明．设N>1．根据(2．1)或(1．2)式，对于i21我们可以得到

-[i+1】a(岳)‘一2=3It2熹，【￡2爱，(盖)‘】】+2(2i一1)(t3盖，(叠)‘】，

0=【t2差，降2磊d，【t2丢，(丢)‘1】】

+0一1)(1—2)It4差，(羞)‘】+20—1)【t2石d，【t3丢，(丢)‘m

p+116(鑫)‘一4=10[t3岳，B3岳，(岳)‘】一60—4)It5岳，(岳)‘J

—is[t2五d，【￡4岳，(差)‘】】，

这里符号i口】j和(1．3)式中的符号【D】j相似(参见(2．5)式中【0】j的符号)．以下

为了方便，我们约定表达式中没有定义，但是在形式上又出现的记号当作零来处

理；举例来说，如果i≤2则(爱)“2=0．这三个公式用K来作用，我们得到

一p十1】4Qi一2=3(Pl，^一件l尸1，^一iQi一2R，k一件lQ，P1，k+Q{Pl，k+l Pl，k)

+2(2i—1)(恳．女一{Q—QfB．女)， (2．7)

0=Pl，I—i+2R，^一件lPl．I—lQ‘一3／'i，^一件2P1．k一‘+iQiPI，k

十3R。^一i％2QiP1，k+lPl。々一QtPl．k+2P1．k+l P1，^

+a一1)0—2)(Ps。^一‘Qi—QiP3．k)

+20—1)(Pl。k一件2(马，I—tQ{一Q，P2，I)

一(岛。≈一件1Q{一QiP2．k+1)P1．k)， (2．8)

F+l】6包一4=10(恳。“+2B．“Q一2恳．“+2QB，k-F酝B，^+2B．k)

一60—4)(只。“Q—QI"4．^)

一is(PI。^一件3(P3，k一{Q‘一QiB，^)

一(P3，k-iq-1Qi—QiP3，I+1)Pl，k)， (2．9)
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其中l≥1．我们用符号pl碧’表示矩阵B，^的第。行b列上的元素，对于一个正
整数对(o，6)，其中I≤b≤口≤N，假设已归纳的证明了

蠢“h)=0 (2．10)

对于所有的l∈2Z+十l和对于ol>8，bl≤b或者01≥o，bl<b．情形成立．现

在为了方便，我们采用下列符号；

n，*=Pjh,k4’，码，。=砖≯，pj=孝一，巧=谬～，毋=彰“砷

其中J∈z．设f∈2Z++1．利用(2．10)式，通过比较(2．7)一(2．9)式子中第n行第

b列上的元素，我们得到了

一p+1]4qi一2=(3白1，k4+xPa，I一‘一2pi．々一件l硝，I+硝．^+l科，^)

+2(2i一1)(仇．k一{一砖．女))吼， (2．11)

0=p1．≈一件2Pl，k一仆lpl，女一t一勋1，k一件咖．t一件1硝，々+：珈1，女一件捌，々+l纠，^

一硝．k+2pi，^+l西，t+“一1)0—2)(p3，I—i一砖，^)

+20—1)01，≈一i+2慨，k—i一呓．k)

一(p2．k一件1一砖。k+1)硝。々))吼， (2．12)

H+1】69t一4=(1002．七一件2仇．k一{一2p2，I一件2如．★+屯，k+2建．^)

一60—4)慨，^一i一硝。t)一15(p1，女一件3(p3．％一i一砖。^)

一(舶，k一件I一西．^+1)pi．I))啦． (2．13)

对于J=4，5，利用【t2刍扩1期=U—1)亡t+2差作用在∥上，因为只，B是上三
角矩阵，利用(2．5)和(2．6)式，我们得到了

∥2同5+10吼+10同2p2+‰+弛 (2“)
。P5。々=闻6+15【_】4P1+20N3如+15[_】2P3+6而，4+Ps，

其中

P4=一2(24m+12砰一18m+plp2)，

p5=5(一72pl一34砰+砖+48p2—6plp2)．
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对于蟛芦J=4，5我们有相类似的公式．利用【t3岳，t4期=t6差作用在谨’上，
我们得到了关于p1和p2之间的关系，这正是大家都熟知的Virasoro代数的关系

(参见[44t)．

8p：+4醒一6plp2+p；=0． (2．15)

首先我们做以下假设

蟊≠0对于i∈2Z++1 (2．16)

在(2．11)式中，通过用i+2来代替i，对于i∈2Z++1因为体+3】4≠0，我

们观察到有无限多个i∈2Z++1使得(2．16)式成立．对于一个固定的k，我们用

^(i)，，2({)，矗({)来分别表示蟊在(2．11)一(2，13)式中的系数．它们是关于i的多项

式．这样(2．12)式和(2．16)式说明了对于无限多个t有A(i)=0．所以对所有的

t有，2(t)=0成立．在(2．12)式中利用(2．5)和(2．6)式，直接计算，2({)中铲的

系数可得到系数是Pl一盔．因此有斫=P1．相似的，式子(2．11)和(2．13)说明了

对于所有的i

gCi)：=H+l】4-～1】4^(t)一F+116A(i一2)A(i)

是零．稍微麻烦一点的直接计算可以得到妒({)中i12的系数是印l(利用西=p1)．

这样就得到了Pl=0．通过(2．15)式知沈=0．这样又得到了科=珐=0．有了

这些结论(2，11)式可简化为p 4-吼缸一蟊一2)=0．根据这些我们可以得到对于所

有i∈2Z++1有吼=ql成立．

接下来考虑两种情况：首先假设b<a．那么有吼：=d“”=0(回忆Qt=1N)．

如果(2，16)式成立，那么以上就证明了对所有的t∈2Z++1有m=ql=0．这与

(2．16)式矛盾．这样对任意的i，(2．16)式都不能成立．即，在此情况下我们得到了

对所有i∈2Z++1有舔=0．

其次假设口=b．这时q1：=帮4J=1，这样至少对于{=1的情形(2．16)成

立．那么上面的证明说明了n=P2=0，吼=ql，即，在此情况下我们有pP4)=

孝’d’=0，对于所有的i∈2Z++1有g：“呻=gi“呻=1成立．
这样就完成了引理的证明． 口

引理2．3说明了矩阵弓，k的对角元素是【"“，这里j=1，2．由于Ⅵr+是由
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￡D．t2D生成的，所以此结论对所有J≥1也成立．

引理2．4．对于i∈2Z++1有Pl=恳=0，Qi=In．

证明．利用归纳法．对于给定的正整数对(D，6)，其中1≤d<b 5 N，假设我

们已证明

p(口1^’=毋1^)=0， 矗“h’=以m，， (2．17)

这里l∈2Z++1并且ol>口，bl≤b或者al≥a，bl<b．采用记号

Pj，t=彰≯，功=孝4’，砖，。=砖≯，西=谬”，吼=《“砷，

其中J∈z，l∈2Z++1，并且用记号

弓，t=(％‘2：)，秀=(：髻)，磊=1吼1)
这样，这些2×2矩阵彼此之间是可交换的．根据(2．17)式的假设，我们可以看到

当我们用上面的矩阵。～。来替换(2．7)一(2．9)式中的相对应的矩阵时，结论仍然成

立．并且对于弓舟j=3，4，5我们有和(2．6)以及(2，14)式相似的公式(这里注意

到，【只，恳】=o)．既然酝是可逆的，由(2．8)式，我们得到了一个关于最．k的等

式．在这个等式中利用(2．5)式和(2．6)式，我们得到4[i]a(3Pl—B)=0．这说明

了尸2=3只．接着由(2．7)式和(2．9)式我们有

日+l】4Qi一2=吲2(t2一f+12Pl一2)Qt，

【i+1】6Q‘一4=【i]4(i2—3i+30P,一4)Q‘．

既然磊是可逆的，上面的结论说明曩=0并且晟=0．而且还可以得到对于

i∈2Z++1有Q=Q1=12成立．这就证明了对于数对(口，6)(2．17)成立．这样

我们就完成了引理的证明． 口

由引理2．4和等式(2．5)，我们知道对于％>>0时P1，々=固2，P2．^=闻3，

Q=1，i∈2Z++1，都是纯量矩阵．在需要的情况下通过平移皈的阶化下标，我们

可以假设阅2，同3≠0而且对于k≥0时(2．4)式成立．利用f(岳)2，I(蔷)2，f2期】=

8(鑫)3作用在Yo上，我们得到明=1．由线性代数的知识可以知道，Q2是一个
可以对角化的矩阵．注意到

矿=(岳)2·(￡3五d)f％ (2．is)
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是％上的线性变换(回忆(1．2)式，注意运算“·”)，使得口％=圆3YoQ2．这样通

过重新选择基底K并且重新定义K，使得对k≥0有(2．4)式成立(此时对基底

K的改变不会影响只．k，B。t，Q，i∈2Z++1，原因是它们都是纯量矩阵)，我们可

以假设Q2是对角矩阵，并且Q2的对角元素是士1)．

引理2．5．对所有的{，k∈Z其中k，k+i≥0，只．I是纯量矩阵．

证明．利用【tD，矿-1D】=0—2)t’D和(2．5)式，通过对l进行归纳，我们得

到只．k=闻件1其中i≥--1，克≥0．这样假设i=-il≤-2，％+{≥0．令J是任

意整数，使得j>t1．利用0+t1)∥“-D=I￡。-D，∥D】作用在K上，我们得到

O+f1)闻’一1+1=【习’+1P一札k+j一瞬一flJ’+1尸．饥^

利用k+J来替换k，2j来替换j，我们分别得到两个等式．由这三个等式，我们可

以很容易的得到只自，t是纯量矩阵． 口

既然w是由Ⅵru{(袅)2)生成的，通过对J进行归纳，我们可以证明

(∥"(丢)’)K=圪+1只^^对于某个对角矩阵P{a,k， (2．19)

对所有的i，J，k∈Z成立，其中j≥1，≈，i+k≥0．

引理2．6．用y(Ⅱ)表示由舻’，o=I，⋯，N生成的V的w一子模．则y(a)

是中间序列模，使得V’=v(1)+⋯+V(N)是w一子模的直和．

证明．因为U(W)=UCW_)V(Wo+肌)而且V(a)=u(Ⅳ)Ⅳ∥，把“∈U(W)
写成t‘l⋯撕"1⋯奶的线性组合的形式，其中t‘i∈肌，挑∈wo+形}，利用
(219)式，对r+3进行归纳我们得到通过dimy(口)k=1这里k≥0．既然y(口)

是—个Vh'-模，根据文献【130】，对所有的k且k+口≠0，有dimY(ah=L这样

根据(2．5)式和上面的引理。我们可以证明V(a)是一个A。或者既的子商模，

即，y(o)是一个中间序列w一模(参见【131】)．

对于n=1，⋯，N，令矿(n)=V(a)n E。≠。矿(1)．则显而易见，对于k≥0有

V协)I={o)．这样我们一定有y’(n)={o’．这就证明了引理． 口

现在令V”=WV’．则y”是一个有限维的平凡模．通过对Ⅳ+dimV”进行

归纳，我们可以得到如果N≥2则y是可分解的．这样N=1并且我们可以进

一步得出y是中间序列模．这就证明了定理1．2(i)．

推论2．7．假设y是一致有界拟有限W一模，满足(2．2)式，并且存在N 2 1
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使得当a+i≠0时dimK=N对所有的i∈Z成立．固定io∈Z使得cZ+io≠0，

固定％的一组基K。．则对所有的≈∈z如果口+后≠0那么存在K的一组基

圪，使得当Ot+主0+J≠0时妒D)‰=(口+io)％"对所有J∈z成立． 口

§2．3拟有限w(r，疗)(1)一模

因为定理1．1(ii)是定理1．2(ii)的特殊情况，我们证明定理1．2(ii)(参见f20】)．

这样我们可以假设r是一个与Z不同构的群，并且y是—个不可分解的拟有限

权w(r，n)(1)一模，使得存在口=(ctl，⋯，％)∈F”满足(参见(2．2))

％=v∈VI Di∞=(啦+屈)口，i=1，⋯，n)其中p∈r

正像文献【201中证明的那样，y是一致有界的，并且存在N≥0使得a+卢≠0

时对所有的口∈r有dim％=N成立．为了方便起见，对所有p∈F“我们记

面=p+a．

根据文献【241，我们可以假设对{=1，⋯，n，所有的元素7(t)=(6-。⋯，矗，t)都

在r中．我们记D=0墨lF取并且定义r x口上的内积

n n

(p，d)=∑屈函其中卢=(屈，⋯，尻)∈r，d一∑哦D；∈口， (3．1)
i=l {=l

则(·，·)在下述意义下是非退化的：如果(卢，研=0对于p∈r则卢=0或者如果

(r，d)=0对于d∈口则d=0．

根据(1．2)式和(3．1)式，我们有

妒d，pd，】=tp押((7，d)d，一够，d，)d)这里p，，y∈r'd，∥∈D． (3．2)

固定—个元素叮∈F使得_I彳士1({)，彳4-27(i)≠0对i=1，⋯，竹成立．就像在

(2．18)式中那样，

以=(t-=zO)Dt(Di一1))·(￡2’(‘)Dt)I峙对于i=l，⋯，竹，

是可对角化的算子(注意在(2，zs)式中， (岳)2=t-2D(D一1)而且￡3盖=￡2D)．
既然吼，{=1，¨．，n，彼此之间互相交换，我们可以选择嵋的一组基K，使得以在

这组基下是对角矩阵．令卢∈r＼{o)是满足条件彳+卢≠0任意元春我们将定义

K+口的一组基K+p如下：我们可以选择d∈口使得(-，d)，(p，d)，(_+口，d)≠0．
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令w(f1)=span{tifld’li E z，J∈z+＼{0})是w(r，n)(1)的—个李子代数，根

据(3．2)它同构与W(Z，1)(1)(参见【20】)．记V(f1)=o船K+移则y(卢)是一致

有界拟有限w(f1)一模．根据推论2．7，tfdlv，：K一％+口是一个双射．我们定义

■+口=何+nd)-1(tfld)■．

就像在(2．Ig)式中的那样，我们可以通过对㈨=pl+⋯+脚归纳证明

(护D一)％=％+p昂“m这里昂“_是对角矩阵，并且对所有p，叩∈F，我们有

p=(pl，⋯，‰)∈z；＼{O}，满足-’开+卢≠0．这样和引理2．6的证明类似，我们可

以知道y必须是中间序列模．这就证明了定理1．2(ii)．

31



第三章矩阵李超代数的2．上循环

§3．1引言

由众所周知的事实，我们知道对于单李超代数来说完全可约性并不成立(见

f3】)，因此，李超代数的上同调理论比李代数的上同调理论更难更复杂，也就更让

人们感兴趣(见【139-141，19】)．正象李代数的上同调理论在李代数的结构和表示理

论中扮演了重要角色那样(见【143，144，133-138，140，55，18，19，25】)，李超代数的

上同调理论也是非常重要的．特别值得注意的是李超代数的2-上循环在李超代数

L的中心扩张方面起着关键作用一李超代数L的所有1一维中心扩张都是由L的

2-上循环群决定的．中心扩张在李超代数的结构理论和表示理论中经常被用到，

由于中心扩张，李超代数的表示变得更丰富更令人感兴趣(超一Virasoro代数是一

个众所周知的例子)．这也是本文写作的主要动机之一．

首先，让我们回忆几个定义．对于特征零域F上的李超代数，L=Lr)o Li

(相应的—个结合超代数A=A oAr)一个五上的2一上循环(相应的一个4上

cyclic 1一上循环见文献【138，142])是一个F一双线形函数妒：L×L—F(相应

的妒：A X A—F)满足条件(3．1．1)和(3．1．2)(相应的(3．1．3))：

妒(口1，地)=一(一1)讥而妒(t，2，V1)(斜超xt称ft)， (3．1．1)

妒(口-，【地，v3])=妒(pl，"2】，IV3)+(-i)．1锄妒(地，h，地】)(Jacobi等式)，‘(3．1．2)

妒(vovl，V2)一妒(Ⅶ，U1啦)+(一1)砚(-o+-1’妒(也％，"1)=0(cyclic条件)，(3．1．3)

对于齐次元素仉∈岛。或者饥∈—电．在这里我们总是假设u是忍齐次元素，并

且可∈z2={6，I，．用C2(厶F)(相应CCl∽，F))代表L上的2-上循环构成的

向量空间(相应cyclic棚上的1一上循环．显然有t

CCl(A，F)C C2(AL，F)， (3．1．4)

这里—铲是以一4为基向量空间的李超代数，它的括积运算由super-commutator定

义．对于任意F一线形函数f：L—F(相应的f：4一F)，可以定义一个2．上循

环晰(相应的cyclic 1-上循环)，通常称为平凡的2一上循环或者2．上边缘(相应的

平凡cyclic 1一上循环或cyclic 1·上边缘)如下，

妒，(口l，地)=，([ul，地】) for"l，"2∈L(相应的口l，"2∈A)， (3．1．5)
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此处，在结合超代数的情况下。括积运算【·，-1是super-commutator．用B2(L'F)

(相应的BCl(4，F))代表由平凡2-cocycles(相应的平凡的cyclic 1·上循环)构成

的向量空间．两个2-上循环(相应的两个cyclic 1一上循环)蛾妒被称为等价的，如

果西一曲是平凡的．商空间

日2(厶F)=C2(厶F)／B2(厶F)={2一上循环的等价类)， (3．1．6)

HCl∽，F)=CCl(且，F)IBCl(一4，F)={1一上循环的等价类}， (3．1．7)

被分别称为L的2一上同调群和■的cyclicl．上同调群．约定用【叫代表2-上循

环1；f，的等价类．由(3．1．4)，我们知道有事实

HCl(4，F)c日2(4工，F)． (3．1．8)

本章节的主要结果是以下定理t

’定理3．1．1令一4是有单位元的结合超代数使得M，州=A或者A=F，gl。I。

是m陋型线性超代数，其中m，n≥0且m+n>1．记9kI。(4)=Aoglml。．考

虑9f。I。(一4)在super-commutator的意义下作为超代数，我们有H2(9fmh(4)，F)望

HCl(一4，F)．更确切的说，线性映射一：CCl∽，F)一C2(gt。I。(一4)，F)映妒一妒

诱导了一个向量空问同构

“：Ⅳc1(一4，酌—·日2(gl。k(一4)，F)映[妒1-·【妒】， (3．1．9)

这里对妒∈CCl(一4，F，，妒由下式定义

识o o月，b圆B)=(一1)一A—bstr(AB)妒(a，6)／or n，b∈4，A，B∈glml。． (3．1．10)

文中我们总用⋯代表元素的阶， str(·)是9kI。由(3．2．3)定义的超迹．
特别的此定理证明了一个众所周知的结果(参见【19】)t 日2(9kI。，F)=0．

在这里，我们还定义了一大类李超代数W(gZ。胁)(见(3．3．1)，和(3．3．2))广义

的矩阵微分算子代数．广义的矩阵微分算子代数可以看作w-无穷代数Ⅵk(gin)

(见【3】)．作为定理的应用3．1．1，作为定理的应用，我们可以决定这些李超代数的

2．上循环(定理3．3．1)．我们之所以研究这些李超代数，不仅仅是因为它们与w一

无穷超代数有密切关系，而且还因为它们与一般共型超代数gCml。有密切关系．对

于H2(w(gkI。)，F)的计算可以帮助我们决定gc，，Il。的二上循环群(见[16】)．
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赵开明【132】研究了基于量子环面的Weyl型代数并且给出了它们的二上循环

群．这里利用定理3．1．1能够得到量子矩阵微分算子李超代数的二上循环群(定理

3．3．21．

§3．2主要结果的证明

令m，n≥0满足r／l+n>1．用E0代表(rrt+哟x(m+n)矩阵单位也就是

当p，q)=(i，J)时第p，q)个位置是l其它位置是0的矩阵．则{岛11≤{，J≤

m+n}是广义李超代数9fmh的一组基．并且我们知道这样的一组基具有性质：

当1 S l，J≤m或者m<i，J≤m+n时蜀j是偶的，其它情况为奇的．我们如

下定义parity映射【．J

问={；篓麓；翌机 c。。Ⅲ

则％具有阶问+阴，并且9kh的换位关系如下t

【％，匦￡1=如k魄一(一1)1f'1+口1)(【卅+阍’&‘z％ (3．2 2)

对于A=(％)(。+。)×(m+n)=∑，mJ+：nl％岛∈gImln，我们定义超迹

str(A)=∑(一1)闰％． (3．2．3)

令A=AOAi是有1的结合超代数．记9fmf。(4)=Aoglml。．为方便见，

我们采用记号aA=aoA，对于D∈A，A∈glml。．那么9fmI。(一4)的换位关系由下

面式子给出：

陋E巧，右j‰】=(一1)5(B1+b1’岛≈abEg一(一1)伍+pI+1il)酗-(研+脚)(睡l+睥l’&。沈Eb，(3，2．4)

其中齐次元索口，b∈A．

令妒是gfmI。(4)的一个2．上循环．我们将采用减去平凡的2一上循环的办法

把西约简为最简单的形式．固定一个线性函数fo：A—F．我们定义线性函数

f：glml。(一4)一F如下t

I(一1)Ⅲ，o(n) 如果i=J=1，

f(ae,j)={(一1)5(【lJ+嗍’≯(蜀l，aEli)一(一1)旧，o(口)如果i=J>1， (3．2．5)

l≯(最。，aE,j) 如果l≠J．
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(当m>0，注意到f1】1=o)．令妒=≯一咖．

引理3．2．1妒(％，aEu)=0其中1Sf，J，k，P≤m+挖，d∈A．

证明．证明将分成两种情形．

情形1．i=J．我们考虑下列子情况．

(i)：k=￡=t．如果a∈F，则由斜对称性(3．1．1)我们可以得到想要的结果．

如果a譬F则我们可以写aE．=E，【。，l‰，6P最i】(有限和)，其中由于A=【A，州

则唧，6p∈A，接着使用Jacobi等式(3．1．2)和(3．2．4)，我们得到

妒(B，aE．)=∑(妒(I既，％魄】，6-‰)+妒(唧魄，【Eti，6p层t】))=0． (3．2．6)
P

(站七=f≠g．由(3．1．5)和最后一种情形(3．2．5)，

lp(瓯，aEu)=≯(魄，aE,t)一，(n觇)=0． (3．2．7)

(iii)：k≠t=￡．由aEu=【玩★，8Bl】'Jacobi等式和(3．2．7)，我们有

妒(昆，o甄)=妒(【既，B々】，aEu)+妒(如，f魄，aE．i])=妒(E始，nBl)=0．

(iv)：k，f≠i且k≠E利用aEu=[最‘，n点训和Jacobi等式，可以得到结

果。

(v)：k=￡≠i．通过利用n取t=(一1)5(mN)[Ekl，o最小}(一1)卅旧口‰，

Jacobi等式和(3．2．6)，我们有

妒(既，o鼬)=(一1)4(嗍+毗妒(峨，既】，o风)+妒(‰，慨，o日I】))=0，

这里要注意Eu，Ⅱ最k分别是ad玩的特征值为一1和1的特征向量．

情形2．i≠J，利用情形1，Jacobi等式(3．1．2)和(3．2．4)，我们有

o=妒(厩t，[z≈，aBed)=(1+盈。☆一反，f)妒(z岛，nJ酶口)，

0=妒(马j，【￡％，．Ed)=(-1+如，k一以，f)IP(‰，nEk)

剩下的工作是考虑k=J，Z=i的情形．
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如果f<J，利用aEjt=(一1)5(【{】+刎’【易{，Ⅱ蜀{】，Jacobi等式和情形1，我们得

到了

妒(岛，nEjl)=(一1)酬栩+07’(妒(【％，Ej{】，d2k)+(一1)C'7+Olv(E,i，[E／j，nf‰1))

=(一1)闻+DJvCEj{，n％)

这样的话只需考虑i>J的情况就够了．

如果J=1，利用

【最l，aEli】=(一1)苞(【1l+{i])aEii一(一1)‘【11+㈣(i+【ll+嘲)oEll

(3．1．5)和一开始的两种情况(3,2．5)，我们有

(3．2．8)

妒(岛l，n日；)=咖(岛1，aEll)一(～1)4(【1】+{'q)f(aEu)+(一1)‘【1l+旧)(-+【11+【i1’，(n晶1)=0．

(3．2．9)

如果J>1，利用Eb=(--1)(11J+硝)(f1】+Hi’【毋I，ElJl和Jacobi等式，我(t]．--J'Pl

得到

妒(‰，o易i)=(-1)(11]+嘲)(Il】帅j’(IP(墨l，[Eli,aEj{】)

+(一1)‘【1】+口】)斜问+口l’妒([毋l，口局{】，EJ))

=0，

最后一个等号由(3．2．8)和(3．2．9)得来．

对于任意的2-上循环≯∈ca(gl。I。(砷，F)，我们定义如：4×A—F by

口

Cda，6)=(-1)[1l≯(aEn，6研1)其中8，b∈A． (3．2．10)

直接验证可得到九是一个4‘上的2-cocycle．这样，我们得到了一个线形映射

C2(glml。(A)，F)一俨(—铲，F)：≯一加． (3．2．1i)

引理3．2．2．存在关系式妒(口￡0，6l沁)=(一1)f11+取阿+Dj’岛k以tloo(o，6)，其中

1≤i，五七，￡≤m+n且a，6∈A．

证明．如果A=F，可由引理3．2，l得到结论．这样我们可以假设A=∽，Y4]，

考虑妒(Blj!ii，6最t)其中k≠i．利用情形1(i)中相似的讨论和引理3．2．1中的

证明，我们有

IP(n忍i，6展k)=0如果k≠i， (3．2．12)
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这样可得到在此种情况下引理成立．

考虑妒(口取，6既)．如果i=1，则引理可以由定义(3．2．10)得到．如果i>1，

利用6既=(-1)取11】+【l|’暇l，bE2‘】+(一1)11】十嗣b局1，Jacobi等式和(3．2．12)，我们有

妒(Ⅱ魄，bEi,)=(一1)刚+【司’妒(1n风，匠l】，6毋i)=(一1)㈨十哪’妒∞毋l，6日i)

=-I，o(aEix，旧t，6置I】)=-V([aE．，E11]，bEu)

=(一1)【IJ+57cp(aEll，bEll)=(一1)MlPo(n，6)， (3．2．13)

这里第二和第三个等号可由(3．2．4)得到，第四个等号则是根据Jacobi等式和引理

3．2．1得到，第五个等号是根据(3．2．4)和(3．2．12)．这样在此情形下引理成立．

考虑lP(n既，6风c)其中七≠￡：利用引理3．2．1和Jacobi等式，我们有

0=．p(Ekk，【nl‰，6最一)=妒(口最f，bEkt)如果≈≠￡， (3．2．14)

这样引理在i=J时成立．

最后考虑v(aE,j，bEkt)其中i≠j．利用nE舀=【口玩，Eb】，Jacobi等式和引

理3．2．1，我们有

妒0％，6％)=妒(o玩，盼，6剐)

=(一1)b([(1+0D6jk妒(n正‰，6上‰)一(一1)(旧+啪)(弭嗍+陋】’以印(d上k，bEkl)

=(一1)取【i1+嘲)十嘲如^如tqoo(a'6)，

这样就得到了引理，其中第二个等号根据(3．2．4)得到． 口

根据(3．2．3)，引理3．2．2蕴含了

妒(口A，bB)=(一1)4 6str(AB)妒o(a，6)其中n，b∈A，A，B∈9f叫。． (3．2．15)

引理3．2．3．(3．2．11)中的线性映射诱导了一个双射7-：H2(9kI。(一4)，F)一

HCl(-4，F)(参见(3．1．4)和(3．1．8))．

证明．首先可以直接验证下面的断言．

断言1．假设妒：gl。l。(-4)X gkl。(一4)一F和伽：A×A—F是两个双线性

映射满足(3．2．15)．则IP是一个gkI。(4)上的2·上循环当且仅当妒。是一个4上

的(cyclic)1-上循环．

对于任意‰∈CCl(4，F)c C2(一4。，F)，我们象(3．2．15)那样定义妒．则断

言1说明妒∈c。(9f。I。(一4)，F)，(3．2．11)式中的映射映庐到咖o．相反的，对于任
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意妒∈C2(or。I。CA)，F)，我们取妒=≯一咖，其中，在(3．2．5)式中被定义并且有

，o=0．这样㈨=㈨而且【毋ol=‰】，我们已经证明(3．2．15)成立，这样根据断

言1，Ipo∈CCl(4，F)．所以，只剩下要证明对妒∈C2(gl。I。(一4)，F)，

㈣=0铮leoj=0． (3．2．16)

如果㈨=0，也就是说对于某个线性函数，：gl。I。(A)一F有≯=咖．我们定义

线性函数，0：4一F使得，o(。)=(一1)【11／(aEll)对于口∈A．则根据(3．2．10)，

九(o，b)=(一1)【11≯(oEll，bEll)=(一1)【11，(【0Ell，bE：l】)

=(一1)【1】，(【o，hie-1)=，o(k，纠)=妒lo(a，6)，

即，如=咖。是平凡的．相反的，假设【州=0，即对某个线性函数，o：A—F有

如=咖。．我们根据(3．2．5)定义线性函数f：gl。I。(A)一F，并且令妒=驴一咖．

则根据(3．2．10)和(3．2．5)的第一种情况，我们有

妒(agll，bEll)=庐(aEll，bEll)一f([aEll，bElll)=(一1)【ll咖o(a，6)一(一1)【11，0(【o，6】)=0

这样根据(3．2．10)有伽=0，根据(3．2．15)有妒=0．所有例=纠；0． 口

显然的，引理3．2．3中的映射r是(3．1．9)中的映射“的逆映射．这样就完成

了定理3．1．1的证明．

§3．3定理3．1．1的应用

对与定理3．1．1，我们这里给出两个应用．首先我们介绍一类令人感兴趣的李

超代数w(gz=i。)，即广义矩阵微分算子代数．广义矩阵微分算子代数可以被看成

众所周知的W。o(glN)代数，即w-无穷代数的推广．这样它与W一无穷超代数和

一般共型超代数有着紧密的联系．

令￡l，如，⋯，如是五个非负整数，满足￡一∑：：l勺>0．一个元素口∈F‘可

以写成a=(口l，劬，⋯，铆)．令V={o}^×Ft2+ts+t4×(o卜c F。．取一个y非退

化的加法子群r(Rp r包含了一组y的F一基)．这样—个元素o∈r满足

口l_．．·=啦l=m：+1一·=m=0 forn=(al，嘞，⋯，啦)∈r，

这里一般的说％=∑；：l勺．令了=z晕×z6×{o卜×{o，1)如．则—个元素；∈，
满足

如§+l=⋯=“：=0对于i=(il，i2，⋯，tf)∈了．

38
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令4l=F【F1=span{x。I口∈r，是r的群代数，。42=F汐1=F【￡l，￡2，⋯，“：，5l，

5”．．，5如】是(超)多项式代数具有ordinary(偶的)变元知，1≤p S％和Grass—

mannian(奇的)变元sg，1 s g≤如(故5：=o)．取一4=4l圆42=r{r x 7】是

一个半群超代数具有基{za·7I(o，西∈F×了}，这里

一7=州}⋯尝s珏1 4‘⋯s笔，

其中a∈r，；=(il,i2⋯，if)∈歹．在A上定义线性变换磊，1≤P≤￡

岛(zn，_)=吩z。孑+(一1)￡怛p--t1：+·岛知矿·_-h，

其中￡P=(如山0’2，⋯，矗．f)而且当P≤％+1时，和式∑霉：+liq是零．这样如果
p≤岛，则ap是一个偶导子，如果p>岛，且满足瑶=0则讳是—个奇导子．

记口=∑：lF讳．令F【纠是D的(超)多项式代数具有基

{扩=血矽lp=(m，⋯，m)∈咒)，这里丘=z晕x{o，1}t6．

则向量空间

W=w(6，·一，如，r)=一40咿p】=span{za,k扩I(口，i，p)∈r×了×K)‘3．3．1)

变成了—个有单位元(unital)的结合超代数(把它看成一4的微分算子)，有时也称为

广义Weyl型超代数，它的乘法运算在文献【140，141】中给出(也可以看文献【20—22】)

∥∞矿～最(：)(。)-(小㈨+‰。q(f”埘峰扩(6)扩”^，
其中5是b的阶，并且M=∑二=％+。脚，(￡)=Ⅱ：。(髻)(这里(；)是二项式系
数)，砂(6)=钟1(醴。(⋯(国t(6))))．W的这个构造一开始是受到了文献【24】cPf-2．
Caftan型李代数的启发．

现在我们定义广义矩阵微分算子李超代数

w(glral。)=9lm[。(w)=w o glml。， (3．3．2)

它是著名的W一无限代数Ⅵk(gfⅣ)．这样我们可以应用定理3．1．1到【141，定理

3．5】来得到H2(w(9z。I。)，F)．为了说清楚结果，我们需要一些记号(参见f13】)．我

们记w0是W的子代数，由下面的集合张成；

{z“‘扩I(a，i，肛)∈r×J×足其中，当t<P≤￡时，ip=脚一0)．
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则VVo是文献【19】中考虑的Weyl型李代数(参见【7，8，14】)．另外我们还记Wl是

W的李子超代数，由下列集合张成

{$o’‘扩I(tp)∈歹×咒当1≤P≤《时，知=脚=0)．

则w=Woowl．我们定义线性函数P：Ⅵb—F，令

即。铆：』¨“叫-(0I⋯’o，1’⋯'1)(钿pieson’8)’
l 0其它情况．

注意到w。上循环出现在文献【13，定理3．5】中，是(cyclic)W的1一上循环(参见

119】)，我们得到下列定理．

定理3．3．1(1)假设呓=厶=1．则H2(wokI。)，F)=F陋oJ，这里伽由下

妒o(auA，bvB)=(-1)4。str(AB)≯o(a，b)P(uv)其中。，b∈Wo，“，”∈M^，A，B∈gjmk

如∈G2(Wo，F)dTT式定义；

妒。cz8ca，，，z4吼，V，=瓦+一，。c一-，”pz”z(p：：：，)其中n，卢∈r∈F，p，V∈z+，
(3．3．3)

这里鼢k=巩(a一1)，·-(a一卢+1)．

(2)假设％=如=1．则对任意7∈F，相应的上同调类【妒7】∈H2(w(gfmI。)，矿)

由下式定义

妒7(auA，bvB)=(-1)4。str(AB)九(o，b)P(uv)其中o，b∈Ⅵ，o，u，"∈Ⅵ‘，A，B∈9kI。

并且机由下式定义

缈附"‰㈠脚川墨1(：)斋为
～·一‘’0—1

0一i—j一1)

对所有(o，i，弘)，(卢，J，∥)∈r×z X z+，这里正象Il 7j式中， 矗被认为是零当
k<0，当口取值为0时，它被理解为Ihn。_．oOt(这样，特别的，np+”1—7=1如

果肛+∥+1一r=0且o=0)．进一步，H2(wofmI。)，F)是直和t

H2(1Ⅳ(92。I。)，F)=兀F[’q】．
1∈r

(3)如果呓≥1 or％≥2，则H2(w(9kI。)，F)=0
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定理的各种情况出现在文献【133，135—137，140，141，181中．特别的，当r=z

时2．上循环(3．3．3)首先出现在文献【7】中．

赵开明【132】研究了量子情况下的Laurent多项式上的微分算子代数．g-量子

环面F；r)是—个有1的结合代数，它是由￡}1，．．，￡÷1生成，具有关系￡‘岛=qotjt{，

这里量子矩阵q=(幻)，x，满足％=1，％=蛎1．令D是。譬1Fa的子空间，其

中反是F∥上的导子定义为a：t：1⋯t，一‰￡：1⋯母．则量子微分算子代数是

结合代数F∥俐(参见[132J)．

我们定义矩阵量子微分算子李超代数；

gl。I。(F，’p】)=F，’Iv]固9f。I。

应用定理3．1．1到【132，定理1．1】，其中所有的2-上循环F，’[vl‘被证明是

cyclic，F乒’[D】上的1．上循环(对于HCl(F驴’)参看f1】)，我们得到

定理3．3．2假设F乒’p】是单的结合

dimH2(gkl。(F乒’例)，F)
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§4．1背景介绍

近来出现了很多有关李双代数结构理论的文章．一般说来，所谓Lie双代数实

际上是一个同时赋予了李代数结构李余代数结构的向量空间，在李代数结构和李

余代数结构之间满足一个相容条件，这个相容条件的提出是基于研究Hamiltonian

动力学和Poisson Lie群的需要提出来的．由于Lie双代数具有双代数结构，这对于

研究满足特定条件的Lie代数具有特别的意义．Lie余代数的概念是由Michaelis

在文献f371中提出的，同时作者还讨论了相对于Lie代数来说，Lie余代数的一

些性质．在文献【36】中，Michaelis给出了一类wit扣型Lie双代数，与此同时，

作者还给出了一个如何在一个满足条件：存在线性无关的两个元素B和b，使得

【口，6】=尼6(对某个非零数后∈F，这里F是一特征为零的固定域)的Lie代数上构

造—个三角的，上边缘李双代数的方法．而Siu-Hung Ng，Earl J．Taft对Michaelis

定义的Witt-型的Lie双代数进行了分类．在本章中我们的主要结果是确定由徐

晓平定义的一类广义Hamilton-型Lie代数(参看【9】)的Lie双代数结构．

§4．2基础知识

在本章中我们用F记一特征为零的域，用r记L圆L的扭映射(means T(xp

口)=Yo z)．∈：Lo LooL—LpoLo L为一线性的循环置换映射，即

f(z1 o z2 o z3)=却。勋p z1．首先让我们回忆一下有关李双代数的基本概念．

定义4．2．1令L为一F上的向量空间，妒：LoL一己是一双线性映射，我

们称二元对(L，妒)是一Lie代数，如果满足下列条件

(1)Ker(1一r)c Ker々o(1是LoL的恒等映射)，

(2)垆·(10妒)·(1+f+f2)=0：LoL固L—，L．

注意到Ker(1一r)=span{=o叫z∈L)，并且Ira(1+r)c Ker(1一r)，并且，

如果charcF≠2时等号成立，定义(4．2．1)中的条件(1)就可以用下面的条件来

代替

(1，)妒=--gon
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定义4．2．2令M是F上的一个向量空间。△?M—M o M是一线性映

射，二元对(M，△)称为F上的Lie余代数，如果它满足下列条件

(1)打旭C Ira(1一r)，

(2)(1+∈+P)·(10△)·△=0：M—M圆MpM．

这里△称为M的余乘法运算或者称为余方括号运算或者称为M的对角运

算．条件(1)称为强反交换性，条件(2)称为Jacobi-等式．与定义4．2．1类

似，因为Im(1一r)CKer(1+r)，如果charcF≠2时，等号成立，定义(4．2，2)

中的条件(1)可以用下面的条件来代替

(1’)△=一7-△．

定义4．2．3如果(^矗，△1)与(^如，△2)是两个Lie余代数，从(M，△1)到

(^如，A2)的态射是一个线性映射

f：％_M2

使得

△2·f=(f0，)·A1．

定义4．2．4 Lie余代数(N，△Ⅳ)称为是Lie余代数(M，AM)的子代数，如果

Ⅳ是向量空间肘的子空间并且使得包含映射

雨：N—M

是Lie余代数的态射．

定义4．2．5令三是域F上的向量空间，Lie双代数是一满足下列条件的三

元对(L，妒，△)，

(1)(L，妒)是一Lie代数，

(2)(L，△)是一Lie余代数，

(3)△·妒(￡，Y)=$·Ay—Y·△z，对所有的$，Y∈L．

其中对所有的z，al，砘∈L

z·(∑啦。玩)=∑(扛，ai】固6i+mo【z，6t1)． (4．2．1)
t ‘

这里【·，-】_p，在不引起混淆的情况下，我们习惯上用卜】来代替妒．
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注解4．2．6 Lie双代数定义中的相容条1杈3屿双代数定义中的相容条件并非

平行的，双代数中的相容条件是△是一代数态射，即△·妒=(妒。妒)·(1因f01)·A圆A．

但是在Lie双代数中△是L_LoL的导子．因此三le双代数的性质和双代数

的性质并非完全类似的．

定义4．2．7从Lie双代数(Ll，妒l，A1)到Lie双代数(L2，忱，△2)的线性映射

，称为这两个Lie双代数之间的一个态射，如果，是Lie代数(L1，妒l，)到Lie代

数(L2，妒2，)的态射，同时，又是Lie余代数(Ll，△1)到Lie余代数(L2，△2)的

态射．

定义4．2．8令L是域F上的向量空间，四元对(L，仍A，r)称为上边缘Lie

双代数，如果(L，帆A)是一个Lie双代敷，并且r∈Ira(1—7．)c Lo L使得△

是r的一个上边缘，即对任意的z∈L

△(z)=z·r．

定义4．2．9上边缘Lie双代数(L，．P，A，r)称为三角的，如果它满足经典的

Yah9一Baxter Equatio呱CYBE)

c(r)：=【r”，r13】+【r”，r23】+ITl3 r23]=0． (4．2．2)

这里，如果r=∑啦。饥∈L圆L，U(t)记L的普遍包络代数，则
i

r坡=∑alo biol∈u(t)固U(1)@u(O，
{

r”=∑0t@lok∈u(1)圆U(t)o“(f)，
i

r23=∑lo啦o 6{∈“(c)o“(c)ou(O．
‘

这里l是“(z)的恒等元，并且

frl2，r13】=∑【啦，％】固以固6J∈L固LoL，

【r”，r23】=∑啦，o峨，口k】@“∈L@LoL，

【r”，p】=∑0J onIo h，h】∈L圆Lo L．

令L是一Lie代数，则LoL在L的伴随对角作用下。是一个I广模．并且

如果r∈Im(1一T)c L@L，定义线性映射

A=厶：L_LoL
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使得

△(z)=z．r．

显然ImAdin(1—7-)，而且

△k，扪=$·Ay—v-△茁．

因此如果△满足Jacobi—identity，则(厶㈨△)是上边缘Lie余代数

下面的例子来自【361，它给出了一个是边缘Lie双代数但不是三角的例子．

例题4．2．10令L是舅维欧式空间，el'e2，e3是它的一组基，它的方括号运

算由下是给出；

【el，e21-e3，【e2，e3】_el，Ie3，el】_e2．

则(L，【·，·】是一Lie代数．令

r=el@e2一e20 e1∈sin(1一r)cLoL．

对于所有的o∈L，定义△：L—L圆L如下：

△(z)：=善·r=陋，elJo e2一e20陋，elj+elo扛，e2J一陋，e2Jo e1．

特别的。我们有

△(e1)=e1 o臼一句o el，

△(e2)=820 e3一e30 e2，

A(esl=0．

下面我们验证(L，【．f】，△)是一Lie双代数．

首先我们验证(厶△)是一个Lie余代数．

显然有Im(A)C Ira(1一r)．因此我们只需验证对所有的正∈L有

(1+f+f2)·(10△)·△(z)一0．

由其线性性，我们只需对$∈{el，e2，e3)验证上式成立即可．首先

A(ez)=elo e3一e3圆el

因此

(1圆△)·a(e1)=-e3(elo e3一e30 e1)

之e30e30 el—e3圆el固e3．

为方便期间我们用(a，b，c)代替(e。，eb，ec)．则

(1+f+f2)((3，3，1)一(3，1，3))=(3，3，1)+(3，1，3)+(1，3，3)

-(3，1，3)一(1，3，3)一(3，3，1)=0

类似的，我们有

(1+f+f2)·(10△)-△(e2)=0．
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因为A(e3)=0，故(1+∈+∈2)·(1p△)·A(e3)=0是显而易见的．所以(L，A)

是一Lie余代数．由△的定义很容易验证△是LoL—L的导子，由Lie双代

数的定义知(L，【，3，△，r)是上边缘Lie双代数．

下面我们要说明这个上边缘Lie双代数(L，¨△，r)不是三角的，即G(r)≠0．

对于r=el固e2—82固8l'我们有

r12=8lo e201一e2固e101，

r13=e101圆e2一e201圆el，

r23=10elo e2—1p e20 eh

【r“，r”】_-[ex，e2lo e2圆el一【e2，el】圆elo e2，

【r12，r23】=el@【e2，el】o e2+e20【e1，e2】圆el，

以及

【r”，r23】=一elo e20【e2，eIJ—e2圆e1@【e1，e2】，

因此

【r”，r131=一e30e2圆e1+e30 eIo眈，

【r12，r船】=一eloe30 e2+旬o e30 el，

以及

【r”，r23】=e1固e2固e3一e2固e1圆e3，

故

e(r)=[r12，r”】+Irl2，r23】+【r13，r23】

=一(3，2，1)十(3，1，2)一(1，3，2)+(2，3，1)+(1，2，3)一(2，1，3)这就

≠0．

证明了(厶【I】'△，r)是一个上边缘的Lie双代数，但不是三角的．

下面的定理是文献【37】中的主要定理．

定理4．2．11[37】令￡是一域F上的Lie代数，若存在两个线性无关的元素

口，b∈L使得k，61=肋，这里0≠k∈F．令

r=o圆b—b固口

定义线性映射

△，(z)=z-r=陋，o】o b—bo陋，司+o圆陋，6】一睁，6】on／or z∈L．

则(L，¨△，，r)是一个三角的，上边缘的Lie双代数．

在满足以上定理的条件下，f37】的作者还证明了以下结论：在定理4．1．11条
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件下，余乘法A=△，满足

(1+f+∈2)·(1圆A)·△(z)=z·c(r)for z∈L． (4．2．3)

因此

(1+‘+f2)·(10△)·△(功=0

当且仅当

o·c(r)=O for all z∈L， (4．2，4)

即r满足modified}rang-Baxter Equation(4．1．2)．

下藏的命题是属于V．G．Drinfel’d的，Michaelis给出了部分证明，Earl J．Taft

给出了在c(r)=0的条件下的一个证明，对Earl J．Taft的证明稍加改进就是下

面的命题的证明．

命题4．2．12令L是一Lie代数．对任意的al，以∈L令r=E：1他p饥一

屯oal)∈L圆L，令A=△，．则对于任意的善∈L，

(1+f+f2)·(10△)·△(z)=z·c(r)， (4．2．5)

这里c(r)：=fr”，rTM]+fr”，r1+【r”，r”j．因此，对于任意的z∈L有

(1+∈+P)·(10△)·△(z)=0当且仅当

z-c(r)=0．

特别的。如果c(r)=0则△满足Jacobi一等式．

证明．对于r=∑：l(mo bl一6‘o n‘)，我们有
n

r12=∑(啦。风圆1一以00401)，
i=l
n

r”=∑(啦@10岛一以圆1p啦)，
{=1
n

r23=∑(10啦。如一1固玩。啦，)

47
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以及

【r12，r”】

【r12，r23】=

fr”，r23】=

∑((啦，吩】o玩o 6j一【啦，b】固玩oq
'J

一【6{，％】固啦固6J十慨，b】固％圆0J)，

∑(啦ofbi，％】o 6J—mo慨。嘲o BJ
lJ

一饥ob，町Jo吗+巩of以，b】o％)，

∑(啦圆吩固【巩，6J】一吼圆bjo【bs，q】
■J

一6i固ajo[啦，6JJ+阮。岛ob，qj)．

z·C(T)=∑(陋，b，njllo玩o％+h，q】o扛，bl】p％

+【啦，q]o玩。胁，6J1一陋，【m，b】】o以圆吩

一【啦，％】o陋，6{】oq一【阮，吩】@％o陆，叼l

一扛，【6t，njllo啦圆bj一慨，ql固陆，如1@6j

一慨，吩】o吼op，吩】+b，限，b】10 04固吩

+慨，吩】op，m】o哟+[bi，如】o 0lo忙，吩J

+陆，啦】o【6i，％10 6j+啦。陋，‰，口j11@6j

+啦圆陬，岛】p扛，6』】一陋，吼】o慨，6j】o嘶

一啦。陋，溉，吩Jlo口J一％o陬，6J】@陋，q】

叫z，b{】ol啦，吩】ob—b‘o陋，l啦，吩】】圆b

一玩oh，勺】o扛，6j】+b，划o【啦，％jo吩

+魄@陋，【嘶，毛】】o口Jo 6|o【啦，b】ok，吩】

+k，啦】o吩。眈，b】+％o陆，吩】圆眈，b】

+啦。呵@陋，慨，幻l】一陋，啦】圆屯圆慨，吩】

-040陋，吩】圆[bl，q】一％圆bo【z，限，qJJ

—k，Mo％oh，吩】一玩。扛，吩】圆fo,i，吩】 (4．2．6)

一瓯o％ok，I啦，6J】】+b，玩】o 6Jpk，q】

+blop，b】o【nI，吩】+风o 6jop，k，吩】J)，
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n

△(z)=z·∑(m@玩一饥。啦)
i=l

n

=∑(k，仉】o玩+啦o【z，6I】
i=1

一悻，bi】o皿一玩。扛，m】)，

(10△)。△(z)
n

=∑(陋，啦】固△(玩)+啦o△(【z，b,J)一【z，6{】o△(吼)一6t固△(陋，皿】))

=∑(陋，ddo(【6l，吩】固吩+％圆【bi，b1一【bi，b】o％一如固【bi，吩】)

+皿o(f陋，列，q】p吩4-吩o[k，也】，吩j—f陋，b,l，吩】o叼一bjof陋，堍】，％】)

一陋，‰】o(【啦，nj】ob+％o【ai，6j】一【啦，bj】@％一bjoh，吩】)

一玩o(【陋，q】，aj】ob+吩of【z，Ⅱi】，b】一fIx，啦】，bj】oaj—bjo【k，啦】，q】))，(4．2．7)

f(1 06)6(z)

=∑((陬，％】圆b+q固陬，％】一慨，b】o吗一bo【6i，吩】)o陋，啦】
甜

+([陋，b,J，口J】o吩+口Jo【陋，b,J，6J】一【陋，岛】，b】oaj一6j圆f陋，机】，aj])o啦

一(【皿，吩】o 6j+吁ok，b】一【啦，b】o吩一6J固【啦，q】)o陋，嘲

一(【陋，啦】，％】o如+吩．o【b，啦】，bj】一【k，国】，bj固aj一吩o[陋，m】，q】)圆阮)，(4．2．8)

P(10△)△(功

=∑(％固扛，啦】固限，吩】+陬，b】oIx，0iloq—ojo协，啦】@慨，幻】

一慨，aj】o【z，吼】o如+bo啦o【【z，6I】，吗】+fk，吲，％】o哦。吩

一吩。啦o[陋，6{】，6J】一[陆，刚，0J】圆q固6j—b圆忙，嘲o【啦，aj】

一【啦，6J】圆陋，阮】圆aj+qob，风】o【0i，6j】+【啦，aj】o陋，瓯】ob

一幻。玩圆【扛，啦】，aj】一【【z，啦】，6j】o阮。吩+ajo峨o【陋，峨】，b】

+【陋，吼】，q]o兢固峙)． (4．2．9)

由Jacobi-identity以及(4．2．6)，我们有

(4．2．7)+(4．2．8)+(4．2．9)=(1+f+f2)(10△)△(r)=z·c(r)． 口
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推论4．2．13令L是一Lie代数，则A=A，阿某个r∈L o U使得

(L，【·，·】，△)具有Lie双代数的结构的充分必要条件是r满足Modified Yang’Baxter

Equation(4．1．2)．
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§4．3广义Hamilton-型李双代数

为了研究Hamiltonian系统和Poisson李群，最近很自然的出现了很多关于

李双代数的文章(参见，【39，36-38，34，149，145，146，33】)．在本节中，我们考虑在

文献【147](也可见【148])中定义的广义Hamiltonian型李双代数(或者称为日型

李双代数)．令r是F2“的任意非退化的加法子群，(即，r中包含了一组F“的

F一基)．选择F“的一组F一基{勺11≤P s 2n)c r．对任意元素D=∑凳l唧Ep
可以写成如下形式；

Q=(aI，叼，⋯，a。，％)∈F其中al，町，⋯，Q。，％∈F and F=n+p(4．3．1)

写

唧=印=勺+印for 1SP≤n．

令声=歹(2n，F)：=span{t8l口∈r)是一个群代数，具有乘法运算垆·护=ta+a．

定义【I-】如下，

Ita,ta】=∑(吼詹一屈嘲t”4一“这里Or,p∈F． (4．3．2)
扛：l

则(歹，·，【．I．】)是一个Poisson代数满足下列相容条件；

阻，"·it)1气阻，钉】·t‘，+"·阻，t￡，】这里t‘，口，叫∈歹．

记_P=-／F．1(这里1=to)，已知它是单李代数，通常人们把它称为Cartan型

Hamilton李代数，参见[147，148】也可以见【71，73】．

令y是P的模．采用记号Der(P，V)表示导子集合，导子d：P—y满足

d(扛，Ⅳ】)=z·d(y)一Y·d(z)对于$，Ⅳ∈P， (4．3．3)

使用记号Inn(P，V)表示由所有内导子am，a∈V构成的集合，内导子的定义

为：

ai衄：z一嚣·a对于z∈P． (4．3．4)

—个众所周知的事实是P的系数在y中的一阶上同调群H1伊，y)同构于日1沪，V)岂

Der(T’，V)／Inn('P，y)．

本节的主要结果如下．

定理4．3．1(1)P的每一个李双代数结构都是三角的上边缘李双代数．
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(2)一个元素r∈P满足CYBE(4．2．2)当且仅当满足下列Modified Yang—Baxter

方程(MYBE)：

z·c(r)=0对所有的z∈P． (4．3．5)

(3)考虑向量空间V=PoP，在对角作用下把"看作P一模(4．2．1)，我们有

日1(P，V)=Der(P，V)／Inn(P，V)；0．

定理4．3．1(2)我们可以在很多地方看到类似的结果，比如文献[39，34，33】中

而在此我们由引理4．4．4得到．
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§4．4广义Hamilton-型李双代数的构造

首先我们在文献Drinfeld【39]，Michaelis【34]，Ng-Taft【34】中抽出一些有用的

结果，并把它们合成下面的定理．

定理4．4．1(1)对于一个李代数L和r∈Im(10l-z)cL，三元对(L，f．’·l，△，)

是一个李双代数当且仅当r满足MYBE．

(2)设L是一个李代数，B，b是L中的两个元素，满足陋，6】=b，令r=aob—boa．

则△，赋予L上三角的上边缘李双代数结构．

(3)对于一个李代数L，r∈Ira(101一f)C L，我们有

(1+f+f2)·(10A)·△(z)=。·c(r)对所有的z∈L． (4．4．1)

为了证明定理4．3．I’我们要证嘎几个几个引理．首先我们需要一些准备工作．

定义线性映射，r：r—F“如下t

丌(D)=(al—q，＆2一叼⋯．，％一Q曲∈F”这里a∈F． (4．4．2)

令

G：=丌(r)={丌(口)Ia∈F)CF“．

对于F”中元素p我们总是采用记号；

p=(pl，⋯，‰)．

这样P是—个G-阶化李代数(但不是有限阶化的)：

P=o吼，这里R=span{e4I 7r(p)=p)． (4．4．3)
“∈G

另外

V．_PoP=o K是G一阶化的，这里％=∑或固死．
“Eo 蚪^=p

由(4．3．2)式很容易看出

t即I％=脚·1％其中肛∈G，P=l，2，．．，n． (4．4．4)

对于1SP≤疗，我们采用下列符号

矿=span{t。l o／p=唧=o)，P如=span{t。J％=咐=0，q≤p) (4．4．5)
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明显的，P如=0．令

Vp=矿固P+Po矿，y匀=P90P+PoP9．

引理4．4．2 令"∈K 1 Sp≤扎．假设tk，．"=￡坼．口=0对七∈z成立．

则口∈Vp．

证明．写"=E。。雎r％，口俨ot4其中c口，p∈F，而且{(o，p)I％，口≠0}是一个有限

集合。选择k》0使得对所有的n，卢有Ca+l*p一即，口一ke，+咋=0．则

0=t‘印·"=后∑％，卢(o社。十k，一即ot口+印“ot口+协一即)
口．口∈r

=k∑(o事c口，卢+(岛+1)￡口+kp一即，芦一船，+即)t。+‘b一即o t卢
a。口∈I’

=后∑0事ca，pt时缸，一即圆扩．
o。口∈r

这样％，口≠0：}郇=0．相似的％，口≠0辛伟=0．利用多代替P，我们有

％，口≠0=}唧=席=0． 口

引理4．4．3 设r∈V使得对所有的a∈P有a·r∈Im(1 o 1一f)．则

r∈Ira(1固1一r)．

证明．(参见【146】)设r=∑。∈r％其中％∈％．显然r∈Ira(101一r)当且仅当

ra∈Ira(101一r)对所有的a∈r成立．这样不失一般性，我们可以假设r=％

是齐次元素．注意到P·Ira(1固1一r)c Im(1圆1一r)．我们将用r。一t‘来代替

％直到把它约化为零，其中牡∈Ira(101一订．

首先假设a≠0．根据(4．4．4)式，我们可以选择￡即使得t即}嵋=郇·1％≠0．

这样，％=口i1￡咋·ra∈Im(101一r)．

现在假设Q=0．设ro=邑，胚rq，口￡一40扩4，这里"(，y)=0．对于群r选择

—个全序，与它的群结构相容．因为q，口：=t一4圆∥+4一t什40t一4∈Im(101-r)，

利用r一Ⅱ来代替r，其中"是“"的线性组合，我们可以假设

唧，口≠0考一∥5，y+∥． (4，4．6)

对于一口5，y+p现在假设白．口≠0．对于某个{如果詹≠0．取m》0，我们可得

到；

f嗍⋯ro m∑cT．卢(印一卢+帅一以p￡1+卢一(竹+国z一卢o￡什肘眦一1)，
1．口∈r

54



第四章：广义Hamilton一型李双代数

由此式，我们知道￡”“·r0簪Im(1 o 1一f)．Thus陆=0 for 1≤i≤n．由对称

性，展=0对于1≤i≤n都成立．相似的，乍=0对于1≤t≤2n成立．也就

是说，q，口≠0意味着7=卢=0．这就证明了ro=0． 口

定理4．3．I(2)可以由下面的一般性结果得到．

引理4．4．4 考虑P[m】=Po⋯oP(一共m个)在对角作用下作为P·

模，假设c∈P【叫满足8·c=0对所有d∈P，则c=0．

证明．和引理4．4．2的证明相类似，我们可以证明c∈pill-<4={o)(参见．(4．4．5))．

口

定理4．3．1(1)的证明．令伊，【．f．1，△)是P的一个李双代数结构．根据定义

4．2．5(3)，式子(4．3．3)和引理4．5．1，A=△f(见定理4．2．11)，其中r∈P圆P．

根据定义4．2．20)，ImA亡Im(1@1一r)．这样由引理4．4．3，r∈Im(1 o 1一r)．

则Jacobi-等式， (4．4．1)和定理4．3．1(2)说明了c(r)=0．这样根据定义4．2．9

(只I．I．】，△)是一个三角的上边缘的李双代数． 口
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§4．5技术性引理

定理4,3．1(3)的证明可以从下面的技术性引理得到．

引理4．5．1 Der(P，V)=Inn(P，y)，这里V；P圆P．

证明．我们将通过几个断言来证明此引理．称一个导子d∈Der(P，V)是次数为

p∈G的齐次导予，如果d(见)CK。对于∥∈G成立．采用下列记号来表示

Der(P，y)“={d∈Der(5D，V)Idegd；p}．

断言1．令d∈Der(P，y)．则

d=∑出，此处叱∈Der(P，矿)p， (4．5．1)
ⅡEG

在以下意义下成立；gpx,于每一个缸∈P，只有有限多个叱(“)≠o，并且有表达式

d(u)=∑‘‘∈G叱(u)(我们称这样的和式(4．5．1)为可和的)．

对于肛∈G，我们定义矗如下；对于“∈见和∥∈G，写d(u)=∑*G蜘∈V

其中嘶∈K，则我们令如(n)=。¨，．显然的叱∈Der(P，y)p并且我们有(4．5．1)．

断言2．如果0≠p∈G，那么叱∈Inn(p，y)．

因为p≠0，我们可以选择P使得_“p≠0．’对于$∈P叶，，7∈G，用叱作用在

[扣，司=佛z的两边，根据(4．3．3)，我们有

一￡·丸(p)+一·丸(∞=啦缸(卫)．

既然吐(z)∈K+。，我们有p·叱(茁)=(脚+嘞)缸(。)．这样叱(z)=啄1z‘叱(≠。)

也就是说，缸=啦。这里口=啄1缸(加)．

断言3 do(即)=0其中1Sp≤n．

用d0作用在p，t。】=w(口)，垆的两边，其中a∈r，我们有

一￡。·也(￡咋)+7r(Q)p严=一俨·do(t即)+t即·赢(垆)=丌(a)p￡。． (4．5．2)

也就是，严-南(扣)=0．根据引理4．4．4，d0(加)=0．

断言4．d0∈Inn(p，y)．
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我们将对p=0，1，⋯，住，用归纳法．对于砧∈Vo通过用do—ui。来代替而将

要证明，

dD(z)三0(roodysp)其中￡∈P． (4．5．3)

如果P=0，那么我们并不需要做什么，结论是显然的．假设i>0而且对于P=i--1，

式子(4．5．3)已经成立．下设P=t．我们将通过几个子断言来证明(4．5．3)式成立．

子断言1我们可以假设do(乒)三do(t乌)三0(rood yg)．

对于任意元素，y∈r，我们可以唯一的写(回忆P是G-阶化的而不是r-阶

化)

do(t1)= ∑ 0．。t一4 o￡4佃竹(有限和)， (4．5．4)
卢，口Er：Ⅱ(口)z0

其中弓．。∈F‘=F＼{o)．对于a∈Ir-I(o)，定义线性映射Do

D。(∥)=∑昂．。t一4 p t斛”1．
口∈I’

非常容易验证D8∈Der(T’，V)并且南=∑蚝。一t(o)D。．

我们将分两步来证明子断言1)．

Step』．我们将证明do侈·)兰0(rood矿5‘)．

‘对于m，m，∈z，我们可以写

D。(￡’艟t+m’q)=j二c口rn讲,7nkIt一∞+’旬+h神p t卢十’如+虹寸4+”辑+’∥q
p∈l，J，‘Ez

此处r=r／(z缸+z8i)，并且我们可以要求

纬∈z考岛=0 for P=i，i．

首先我们考虑Do(￡“)．注意到

眠t-Ca+J酣螂固护怕+时。+qI

=一(詹+七)￡一(争巧‘‘+(‘+1)嘲圆￡刚。‘+(‘+1)智+。+“

+(陆十k+叼+1)t一(卢卅‘‘+k-)o t芦+j‘‘+b，。+n．
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根据(4．5．7)，通过用Do一‰。，来替换Do，这里u是一些具有r(口+∞+‘吲@

￡4+扭+‘q+a+“这种形式的元素的线性组合．重新约定妇m^=啦．々(为了避免混
淆)，我们可以假设

，

I 1)岛≠0，詹+oq隹z，and七=0，01"
l
I 2)岛=0，田簪z， and k=1，Or

如肿≠0==争{
J 3)岛≠0，詹+q∈z，and k=一(詹+0彳+1)，or
l
I 4)詹=0，q∈z， and七=1 Or≈=一(啦+1)．

(4．5，8)

用D“作用在睁，侈】一0两边，根据定义(4．5．5)，我们得到

∑(一(反+j～1)baj—l，女+(屈+啦+j+1)ba，^k)t-(a+J^+ho固ta+j“+k寸。
卢，J，k

=三((岛+k一1)《0，★一1一(房+o{+七+1)审j，e)t一够"。·+ko圆t4+’“+“寸4，
pJ，k

(4．5．9)

对于固定的J，我们得到

(屈+啦+J+1)如J。膏一(屈+J一1)bJ—l，^=一(詹+o譬+七+1)鼍O％,1后+(鹰+七一1)谚j七一】．
(4．5．10)

定义七l 2 k2是最大和最小的两个整数(依赖于力使得勺0,础1≠0，也就是，

n如且{％’0如果b‰或者妖k (4511)

【c黠，k≠0如果k=h或者≈=如．

现在假设如^I≠0．我们将逐条讨论(4．5．8)的各种情形．

情形j)厮≠0，詹+啦譬z且k=0．首先假设岛≠一1．在(4．5．10)式中，

用h+1来代替七，式子的左端变成了零，这样我们就得到了琏+kl=0，这意味

着詹∈z．根据(4．5．6)的要求这与我们的假设房≠0相矛盾．这样彪l=-1．

其次如果如≠0，在(4．5．10)式中，用如来代替k，我们可以得到陆+‰+

q+1=0，这与我们的假设詹+智窖z相矛盾．这样惋=0，但是此时岛<饬，

显然是一个矛盾．这也就是说这种情形不会出现．

情形功詹=0，詹+oq车z且％=1．和情形1)相类似，在(4．5．10)式中，
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分别用％I+1和‰来替换k，我们得到了矛盾七l=～危<乜=1一陆．这样这种

情形也不会出现．

情形∞岛≠0，嵋∈z且七=一(岛+q+1)．利用相同的方法，我们可以得

到矛盾h=一(詹+q+2)<乜=一(岛+q+1)．

以上三种情形说明了对于任意的j，

bad．k≠0 j詹=0，Or,i∈z且k=l，或者女=一(叼+1)． (4．5．12)

这样我们只需要考虑剩下的情形．

情形4)废；0，q∈z且％=1，或％=一(0彳+1)．在次情形下问题变的非

常复杂，所以我们要分成四种情况来讨论．

情况4．』)晖=-2．在此情况下，如J，^≠0蕴含着后=1．而在(4．5．10)式

中％的值取l时，式子的右端变成了零．我们得到(注意到oti=啦=-2)

一(屈+』一1)如囊l=(屈+j一1)6pJ一1’1． (4．5．13)

如果对反gz有知’J．1≠o'则(4．5．13)式蕴含了如，j，．1=如^1≠0其中，∈z．这

就和D。(一)是—个有限和的事实相矛盾．所以展∈z，也就是说，根据(4．5．6)式

屈=0．

如果对于J>1有岵'J．1≠0，则(4．5．13)说明了bBd+。，1=b#j，1≠0对所有的

tl∈Z+成立，这显然又是一个矛盾．相似的，如果对J<1有的，j'1≠0，我们还

是得到了矛盾．这样J=1．

所以假设如J’1≠0这蕴含了展=0，J=1．采用记号∥=口+2矾．则有

《=D搴=0，当(m，m，)=(1，o)，这样(4．5．5)式变为

D。(p)=∑如,1,1t一垆+引o￡9+一一q，这里如．1，l≠0蕴含了屈=岛=0．(4．5．14)
口

注意到(m，m，)=(0，1)时(4．5．5)式变为

D俐2口赢，呓，，∥一7“¨々。。缈一∥巾。2“”·
用D。作用在妒，，￡吲=0的两边，我们得到t钆D4(t钉)=蛉·Do(一)．所以

口矗嘶0,1．∥(耽叫刖。汁佧～”功。护卅“¨印小2叶q
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+(七’一1)t一∞．kjlei-kkI审。￡肚JJelq-kI时一一2以1

=∑幻．1，1t一(斛以+o o护+一一勺． (4．5．15)
卢

这就迫使岵，1．1=印0,∥1，∥=0．

情况#．功锋>-1．用D。作用在【一，￡”“】=0，m∈z两边，我们得到

一·Do(t”‘)=矿”·D。(t“)．

为了简便，我们约定采用记号

礴‘=t一‘4协‘+‘q’圆tB+jed+kq-I-晰． (4．5．16)

利用(4．5．5)式，我们得到

∑(-m(k—1)如J+。一l，k—l+m(k+嘲如J．女)￡!箍，一目
口，J，k

=∑(一∞一1)印rr”肚i,0一。+@+嘲噶≯)理髓。唧． (4．5．17)
卢，，，#

因为D。(t。t)是—个有限和，我们可以选择m》0使得

如J，k≠0==争 妇J+m一1。I一1=如J—m+1．k+l=0

这样由(4,5．17)式我们有

m∞+aT)baJt々=一(七一1)瑶暑1+(后+嘲筋譬， (4．5．18)

一mkba,j，‘=一七c茹岛+1．k+@+1+鳓《薯嚷+l^+1． (4．5．19)

注意到由如J，^≠0，可得到后=1，一(啦4-1)．首先假设岫矗1≠0．则由(4．5．18)式

我们得到

m(1+0彳)妇J，l=(1+嘲噶r，这意味着C。rne．,。,0≠0．

取k=2，3，4，⋯，我们有

0=一噶穿+(2+嘲嚆岁—一2噶岁+(3+嘲谎岔=一3荡岁+(4+嘲篇譬一’．
(4．5．20)

由以上讨论，我们可以得出对1 s七∈z有镒?≠0，这与D8(t”‘)是一个有限
和的事实相矛盾．这样％^1=0．
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接着，令q=一(q+1)，并且假设％J．口≠0．根据(4．5．19)式，我们有

mg岵^。=口嚆螺+l'口，这意味着噶岛+1．口≠0．

取％=q一1，口一2，⋯，我们有

0=(g—1)c；孑曼+。，。一。+(g+o{)蠕j曼+。，。

=(q一2)％曼+l，删+(g一1+嘲需曼+1．州～·．

和上面的原因相同，我们还是得到了矛盾．这样如，^叮=0．

情况4．∞a；<一2．在此情况下，因为一(0彳+1)>1，我们可以进一步用

Do—t‘i。来替换D。，这里的“具有形式

一‘啦+1)

t正=∑ ∑q．庙一(卢+’。t+艇-)o护+旭+虹寸。+^，对某些aj．k∈F，
J ≈宅2

使得只有当k=1时b口j,k≠0，(注意，为了保证替换以后当≈≠1时bfl,j,k=0，这

样的钍是存在且唯一的，并且系数吩，k被唯一决定了)．和情况4，2)相同的原因，

由(4．5．18)式，如果m6口∞=兹i0≠0，我们有

0=一蠕善：io+(2+嘲镒岔=--2嗡穿+(3+叼)勺c7。，,3,o=⋯， (4．5．21)

这样我们就又得到了矛盾．

情况4．4)田=-1．只有≈=0或者≈=1时，有的^k≠0．根据(4．5．10)

式。我们有

(风+J)％J，o一(展+J一1)b#j一1，o=一线，一。

(展+J)如_1一(屈+J—Z)bpj一1，，=一审二l，

(4．5．22)

(4．5．23)

如果啄0,J1．一l≠0或者嘞0,甜1≠0，则由于和4．2)相似的原因，我们可以得知D。(￡“t)

是一个无限和．这样印0,，1^_1=线，1=0，并且(4．5．22)式和(4．5．23)式变为

(压+J)6口J。0一(反+J—1)bzj一1，0=(屈+J)妇J’1一(屈+J—1)幻J一1．1=0．(4．5．24)

类似于情况4．1)得讨论，我们可以得到：如果％^o≠0或者妇矗1≠0，则屈=0

并且J=0．这样的话我们就可以假设

do(t"t)=∑(妇，o，ot一卢o t口一q+bE，o，lt一卢一勺。护)． (4．5．25)
口
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因为屈=岛=0，如果卢出现在(4．5．25)式中，我们就有

do(t5·)§0(rood yg)． (4．5．26)

Step 2我们将要证明do(￡5；)兰0(rood V-<‘)．

首先，根据(4．5．5)式，我们可以重写(回忆符号(4．5．16))

D“(tq)= 一∑ C％0,1^qt4jq,k，这里，c z是个有限集． (4．5．27)

注意此时(4．5．10)变成了

0=一(詹+％+≈十1)线．≈+(詹+七一1)线，々一1． (4．5．28)

利用这个式子，仿照Step 1中情形1q)的讨论，我们得到

睨．I≠0考詹=0且q=啦∈z． (4．5．29)

令邯，，=∑I∈，税，ktB。,J,。k．则(4．5．28)式意味着

【ffi,uO,j】=蒌((岛+坼+k+1)矗；，k一(詹+％一1)说，k一1)￡：岔=0． (4．5．30)
≈∈』

另一方面，

瞧‰】=吾((屈+3)c．一j,kt搿九(屈+歹+啦+1，w0,1一t鼢 (4舢)

这样如果我们用D。一t‘i。来替换D。，这里t‘是某些坳J的线性组合， (4．5．26)

式仍然成立，那么我们就可以进一步假设

矗细』{q解0’刖划一 (4．5．32)
I 2)风=0，且J=1或J=一(田+1)．

剩下的证明部分和Step 1中的证明方法很类似(实际上证明的方法比Step 1中的

要简单，这是因为我们用(4．5，10)来代替了(4．5．28))．

子断言2进一步我们可以假设如02t)兰dD(t鲫)1 0(rood V-<‘)．

对于Ot∈7r-1(0)我们将考虑Do．根据1的证明，我们只需要考虑啦=q∈z

为了证明这个子断言，我们首先证明下面的子断言．
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子断言3假设对m，m，∈Z+，

t“．(D。(￡”日+”’写))=￡勺．(D。(￡”“+“’q))=0． (4．5．33)

令口=一(啦+m)，q，=一(啦+仇’)．则(4．5．5)能够被写成

t+m
tB,J,k。+州智， (4．534)o(￡“ ’q)=∑∑∑最舞、。。+州。， (4．5．34)

卢J=口≈；r
。

使得

c积≠0=号屈=陡=0并且OQ≥m“{一m，一m7)． (4．5．35)

进一步，

D。(俨’+一c．)=0如果曙舞=0对某些口<J<0或某些q，(k<0．(4．5．36)

利用等式挣·(D8(t”t+∥q))=0，对于固定的(p，J)，我们有

(砖+七一1)和ma,m々I—l=(岛+k+0彳+m7)印m口,m．^I这里k∈z． (4．5．3T)

首先假设詹≠0．则根据(4．5．6)有詹+七一1≠0此处k∈z．这样(4．5．37)式说

明了如果嘱爰≠0对于k∈z则c嬲≠0对所有的k∈Z成立．这样cm嚣≠0
蕴含了屠=0．

其次假设程爰≠0对≈>0或着七<一(o彳+m，)或者ai<一mI．则根据

(4．5．37)式我们还是可以得出cm舞≠0对无限多个k成立．这样根据c爱爰≠0
就可以得到一(q+m，)≤七s 0和q≥一ms．进一步，如果岛囊=0对

g，<k<0成立，我们根据(4．5．37)可得到锾罴=0对所有的q，<k<0成立．
利用这个结果和根据式子水·(Do(￡““+州q))=0得到的对称的结果，我们可以得

到(4．5．34)一(4．5．36)．

现在我们证明子断言2)．首先根据子断言1)，我们知道(4．5．33)式成立，这里

(m，m，)=(2，O)，(0，2)．这样根据3)，我们可以假设

。a(￡一=吾卢黑㈣。三0黜∥髅， 。邓嘶)2吾，皇b熹均％0,2t堰笛．
(4．5．38)

利用Do作用在【俨t，t吲=4侈的两边，根据断言3，我们得到对于一个固定的卢，

壹 壹(一20一1)弓0一。，^+。+o+。H+2)印2,J0，女)c：煞

=妻 ∑u (一2(七一1)镒+，，女一。+(％+q+2)％0,，2，，≈)t：盛．
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取J=一(啦+1)，k=一啦，我们得到识(。‘+1)．一m=0．取J=一啦，七=一(啦+1)
我们得到棼。，一h+1)=0．根据(4．5．36)式，我们得到子断言2)．

子断言4我们可以进一步假设do(t“+“)三Uo(t“+与)E 0(rood V<-‘)

我们还是考虑D4其中啦=aTi∈Z．注意到在子断言3)中，t““和tai+eZ

分别和(m，∥)=(2，1)，(1，2)相对应，并且等式(4．5．33)对这两种情况都成立．这

样我们可以假设啦≥2．

利用D。作用在【t“，【￡嘶，t““q=-St““’两边，我们有

t缸‘·￡鲫·D。(￡m+“)=一8D。(￡以+q)． (4．5．39)

利用(4．5．34)式，我们得到

∞一1)0螽：，女一O+啦+3)弓0+。．々一。)一@+啦+2)(U一1)税一l，I+。一0+啦+2)露，k)

=2吼声

注意根据(4．5．34)有兹^=0其中歹>0或者后>0．取J=0，我们有

@+口t+2)棼l，^+l=啦勺2,础1．

取k=0，我们得到缮1，o=ofl(哦+2)皤21-1．1=0，这样根据．(4．5．36)，我们知道
有D。(拶“-)=0成立．相似的有D。(t““i)=0．

子断言5我们可以假设d0(￡％+”’譬)i 0(rood V-<‘)对所有的仇，m，∈z成立．

记

7寸=span{ti“+kill≤曩k∈z}，

是P的一个子代数．非常容易的可以验证A={挣，t“，t唧+和lp=i，-}是P，的

生成集．所以do(。)=0对任意z∈砑成立．对于任意的m，竹，∈z，我们可以选
择而．最7∈z+使得m+而》0．m，+甜》0．利用如作用在等式

肛陇一mL，￡而岛+而’吲=(m而7一仇，而)￡(m+m伽‘+‘最+而’)々一毋∈露， (4．5．40)

我们得到￡融-+甜q·d0(P“+”’q)=0对所有最，而’》0成立，仿照引理4．4．2的证

明。我们可得到d0(￡”I+“q)=0．
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现在我们来完成(4．5，3)的证明(即，断言4)．令-y∈F．如果m=麓=0，则

利用d0作用在等式

f￡“‘，t’】=0，(￡呜，t'l=0对于m∈z， (4．5．41)

我们得到￡”·d0(p)=俨f·幽(∥)=0．根据引理4．4．2，我们有如(∥)i
0(rood V!‘)．

假设仉≠0或者霄≠0．简记如(t，)为

南(t7)=∑％，口产ot4对于某些cn，口∈F．
o，卢

为方便记，我们令

q．^=一(0+2)竹一(k+2)乍)O@+1+麓)一k(j+1+m))．

用do作用到等式

(t-je‘-锄，忙o+2)5‘+(‘+2k，绷=％，^以 (4．5．42)

我们得到

￡一m一培·t(J+2)5'+(‘+2)q·∑屯，p￡。o t4=口J，^E龟，p产。矿 (4．5．43)
a，厚 a，卢

这意味着

q，≈∑co，口t。圆护
a。卢

=一∑(％，p(0+2)叼一(k+2)啦)0(嵋+k+1)一七(啦+J+1))产ota
n．口

+％，卢(U+2)q一(k+2)啦)0岛一七屈)t叶o+1)q+o+1)q o t卢一u+1k一(‘十1)。i

+％。卢(0+2)詹一∞+2)屈)Oq一七啦)t。一D+1k一忙+1)q 0 t口+u+1)‘t+忙+1)E-

+气，口(U+2)詹一(七十2)屈)U(砖+k+1)一七(屈+J+1)))t。ot口．

选择J，k》0，并且比较等式的两端，我们有

cd，口(0+2)叼一(k+2)啦)0岛一％屈)=％，口(0+2)岛一(k+2)屈)0q一≈啦)=0．

这说明了Ca．口≠0蕴含了啦=q或者屈=詹=0．现在我们只需考虑屈=废=0

但是t。《_P堑或者啦=吣但是护车Pg这两种情况．不失一般性，我们可以假

设存在一项t‘圆t口使得对于J<i有蠹≠0，白=白=0，并且依=珩=0．记

而(矿)=cF固矿+E％，p矿ot4， (4．5．44)
Q。口
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此处0≠c∈F．根据假设我们知道对于J<i存在仍≠0或佑≠0．固定J并且

令d0(竹均)=∑。一cr，r，扩圆t⋯，则根据p妇，￡时勺】=kt(‘一1)叶勺我们有

kdo(t(‘一1)‘‘均)=t‘“·d0(￡吁+q)． (4．5．45)

对于任意≈≠0，用do作用在[t‘‘一1)ft+“，川=可1一呵+∞一1)1妒+(‘一1)”“两
端，我们有

t(k-1)e‘+勺·do(矿)一t1·do(t(‘一1k+勺)=do('r]t1一吁+僻一1)懈‘r+砷一1k一以)．(4．5．46)

因为

tik-Ue，+勺·do(t‘圆t,J)；(七一1)(印坤一1k均+‘一巩固tn+，班‘o t(k一1k枉，+口一以)

t7·40(to一1’h+勺)=∑cr，r，尼(q(m(q—1)一竹(瓦+七一1))￡7+k-+7一妇t圆t7’
t．T，

+《“(《一1)一竹(《+k—1)))f7圆gTJ4-kz)+7一铆

+∑印，。扩。t”，
p∥

此处E。q∥t“o t”∈V我们知道￡‘‘一1’8‘+5，“一“o t’的系数不等于零，但是根

据上面的讨论，我们知道￡(‘一1)计勺吣一n o∥并不出现在等式(4．5．46)的右端．这

显然是一个矛盾．这样我们知道do(t，)§0(rood矿g)．这就证明了(4．5．3)和4．

断言5，以=0对有限多个口∈r成立．

令％∈坛使得dn=(u。)．m。其中n∈r．如果tl。≠0对无限多个n∈r成

立，则存在1 S i≤n使得(n‘，嘲≠(0，0)对无限多个Q有“。≠0．所有我们可

以选择tJet+ke7使得Jq一后啦≠0对无限多个口有u。≠0．这样加+蜥·‰≠0

(参见(4．3．2))对无限多口有‰≠0，进而d(￡’5t+畸)=E。∈r∥酣畸·u。是无限
和，显然是一个矛盾．这就证明了断言和引理4．5．1． 口
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