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摘  要 
本文研究了结构动力学中的特征值反问题，包括弹簧-质点系统振动反问题、离

散梁振动反问题、阻尼振动系统的振动反问题以及振动杆结构探伤问题。全文主要包

括以下内容： 

首先，研究了弹簧-质点系统的振动反问题。对二自由度简单连接度弹簧-质点系

统分别通过加刚性约束、弹性约束和质量摄动得到修改系统，研究了利用原系统和修

改系统的两组特征值（频率）和修改量识别系统的物理参数问题，给出了解的表达式。

对于多自由度简单连接度弹簧-质点系统，研究了增容修改系统的频率反问题。提出

了由多自由度简单连接弹簧-质点系统的四个和五个特征对（频率和模态）识别系统

物理参数的振动反问题，分别研究了解的存在性，给出了解的表达式、相应算法和算

例。提出并研究了一类混合连接弹簧-质点系统的振动反问题，提出了利用三个特征

对（频率和模态）以及部分系统物理参数识别系统其它物理参数的振动反问题，研究

了解的存在性，给出了解的表达式、相应算法和模型算例。 

其次，研究了有限差分离散梁振动反问题，利用有限差分法得到振动梁的弹簧-

质点-刚杆模型，质量矩阵为对角矩阵而刚度矩阵为对称五对角矩阵。提出了基于三

个特征对的频率模态反问题，研究了解的存在性，给出了解存在惟一的充要条件和解

的表达式、数值算法和算例。 

再次，研究了阻尼振动系统中的二次特征值反问题。研究了阻尼弹簧-质点系统

的物理参数识别，包括：由全部频率信息模态识别阻尼振动系统的结构物理参数；由

部分频率模态信息识别比例阻尼振动系统的结构物理参数；由两对频率模态信息识别

比例阻尼振动系统的结构物理参数；由频率模态信息识别非比例阻尼振动系统的结构

物理参数。对每种提法分别研究了问题解的存在性，给出了数值算法，并对每种问题

给出了阻尼振动模型算例。 

最后，研究了振动杆结构探伤的特征值反问题。给出了利用未发生结构损伤状态

和发生结构损伤状态的各一个特征对进行结构探伤的方法，并给出了数值例子。 
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ABSTRACT 
  

This dissertation studies the inverse eigenvalue problems in structural dynamics, 

including vibration inverse problems for the spring-mass system, the discrete beam, 

damped systems and the damage detection in rods.  The main contribution is as follows. 

First of all, the inverse eigenvalue problems of the spring-mass systems are studied. 

The simply connected spring-mass system of two freedoms and the modified system with a 

simple oscillator of mass or spring attached to one end of the system are considered. For 

simply connected spring-mass system of n freedoms, the necessary and sufficient 

conditions for the reconstruction of a physical realizable system from the known four and 

five eigenpairs are established. Also, the inverse eigenvalue problems of the hybrid  

connected spring-mass system are considered. The necessary and sufficient conditions for 

the solvability of the problems are obtained. Numerical methods and numerical 

experiments are given. 

Secondly，an inverse vibration problem for the discrete beam is considered. Given the 

three frequencies and corresponding modes of the axial vibrating beam, the problem of 

constructing the structural physical parameters of the discrete model of the beam from the 

known data is considered. The problem is transferred into inverse eigenvalue problems for 

real symmetric pentadiagonal matrices. The necessary and sufficient conditions for the 

solvability of the problem are obtained. Numerical methods and numerical experiments are 

presented. 

Afterwards, the inverse quadratic eigenvalue problems in damped vibration system 

are studied. These problems include the construction of the stiffness matrix and damped 

matrix of the damped vibration systems from the full frequencies and corresponding modes, 

the construction of the stiffness matrix and damped matrix of damped vibration systems 

with proportional damping from the some frequencies and corresponding modes, the 

construction of the stiffness matrix and damped matrix of the proportional damped 

vibration systems from the two frequencies and corresponding modes, and the construction 
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of the stiffness matrix and damped matrix of the non-proportional damped vibration 

systems from the frequencies data. The solvability of the problems is established. The 

numerical methos and numerical experiments are given. 

At last, an inverse eigenvalue procedure for damage detection in homogeneous 

vibration rods is studied. It is shown that a finite element model based on the geometric 

parameters of the rod can be reconstructed from two eigenpairs, respectively corresponding 

to the undamaged state and the damaged state. An inverse eigenvalue produre for damage 

detection of rods is established. The numerical methos and numerical experiments are 

given. 

 

KEY WORDS： structural dynamics, eigenvalue, vibration inverse problem, spring-mass 
system, discrete beam, damage detection 
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第一章 绪论 

 

1.1 振动问题与振动反问题 

1.1.1 振动问题 

物体的运动状态随时间在极大值和极小值之间交替变化的过程称为振动。振动

是自然界和工程上最常见的现象。振动现象对于大多数的工业机械、工程结构、飞行

器、仪器仪表等都是有害的，它常常是造成机械和结构产生恶性破坏和失效的直接和

主要原因；另一方面，振动也有有利的一面，例如振动筛选、振动传输、振动沉桩等

都是利用振动的典型离子。 

实际工程中的振动问题研究的对象是系统，它可以是一个部件、一台机器甚至一

个完整的工程结构等。把外界对系统的作用或机器运动所产生的力称为激励或输入；

把机器或结构在激励作用下产生的动态行为称为响应或输出。 

振动分析的基本任务就是研究系统的激励、响应和系统三者之间的相互关系。从

计算分析的观点，知道其中二者就可得第三者，从这个意义上讲，振动问题的提法按

要求响应、系统和激励三者中的某一个可归纳为如下三类 ]2,1[ ： 

（1） 响应分析，即已知系统和激励，求响应。 

        这是在已知系统参数和外部激励的情况下求系统响应的问题，包括位移、速度、

加速度和力的响应。这是工程中最常见的问题，主要任务是计算系统或结构等工作时

的动力响应，检验系统的响应是否满足预定的安全等要求，为结构设计提供依据，也

就是为计算系统或结构的强度、刚度允许的振动能量水平提供了根据。动力响应问题

属于振动问题中的正问题，这是研究得最早最多的一类问题。 

（2）系统识别，即已知激励和响应，求系统。 

 这是在已知输入和输出的情况下求系统的参数，称为系统识别。这类问题的提

出实际是源于上述响应分析问题，尽管已知激励和振动结构可求得响应，但许多情况

下响应结果并不满足要求，需要修改结构。如果结构修改只凭经验，会带来很大的盲

目性。不仅效果经常不满意，效率也很低，要反复多次才能达到基本满意的结果。有

限元是进行结构分析的有力工具，然而有限元初试建模往往存在较大误差。鉴于此，

人们开始探索根据激励和响应反推振动结构参数的规律和方法。其主要任务是确定系

统的物理参数（如质量、刚度及阻尼系数等）和系统关于振动的固有特性（如固有频

率、振型等）。以估计物理参数为任务的系统识别称为物理参数识别；以估计系统的

振动固有特性为任务的系统识别称为模态参数识别。系统物理参数识别属于振动问题

中的一类反问题。 
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（3）环境预测，即已知系统和响应，求激励。 

这是在已知系统的输入和系统参数的情况下确定系统的输入，以判别系统的振动

环境特性。如车、船、飞机的运行，地震、风、波浪引起的建筑物振动问题，在这些

问题中，已知振动结构并较容易测得振动引起的动力响应，但激励却不容易确定。为

了进一步研究在这些特定激励下原振动结构及新振动结构的动力响应，需要确定这些

激励。这样的问题通常称为环境预测或环境模拟。环境预测属于振动问题中的另一类

反问题。 

   任何力学系统，只要具有弹性和惯性，都可能发生振动。振动系统分为两大类：

离散系统和连续系统。离散系统由集中参量元件组成。力学系统中的集中参量元件有

三种：质量、弹簧和阻尼器。它们都是理想化的力学模型。质量（包括转动惯量）是

指具有惯性的力学模型。弹簧是不计本身质量只具有弹性的模型。弹性力和形变一次

方成正比的弹簧称为线性弹簧。阻尼器模型既不具有惯性也不具有弹性，是耗能元件，

在运动中产生阻力。连续系统是由弹性元件组成的。弹性体可以看作由无数质点组成，

各质点间有弹性联系，只要满足连续条件，任何微小的相对位移都是可能的。因此，

一个弹性体有无数多个自由度。典型的弹性元件有杆、梁、轴、板、壳等。弹性体的

惯性、弹性和阻尼是连续分布的，故称为连续系统。连续系统具有连续分布的参量，

但是可以通过适当的方法化为离散模型。 

振动系统按不同范畴可以给出多种分类。 

按自由度划分，振动系统分为有限自由度系统和无限自由度系统。前者对应离散

系统，后者对应连续系统。所谓一个系统的自由度是指完全描述该系统的一切部位在

任何瞬时的位置所需要的独立坐标的数目。 

按运动描述的微分方程形式划分，振动系统分为线性振动和非线性振动。由线性

微分方程描述的系统称为线性系统；由非线性微分方程描述的系统称为非线性系统。 

按激励的有无和性质划分，振动还可以分为固有振动、自由振动、受迫振动、随

机振动、自激振动和参数振动等。固有振动是无激励时系统的所有可能的运动集合，

它反映系统关于振动的固有属性。自由振动是激励消失后系统所作的振动；受迫振动

是系统在外界激励下所作的振动；随机振动是系统在非确定性的随机激励下所作的振

动，物理参数具有随机性质的系统发生的振动也属于随机振动；自激振动是系统受到

其自身运动诱发出来的激励作用而产生和维持的振动，一般来说，这时系统包含补充

能量的能源；参数振动是激励因素以系统本身的参数随时间变化的形式出现的振动。 
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1.1.2 振动系统的特征值问题 

（1）广义特征值问题 

n自由度无阻尼线性振动系统的运动微分方程可表示为 

)(tfKuuM =+&&                             (1.1) 

其中u是位移向量，M 和K分别是系统的质量矩阵和刚度矩阵，都是 n阶正定矩阵，

)(tf 是激励向量。 

   此系统的自由振动微分方程为 

0=+ KuuM &&                             (1.2) 

设其主振动为 

)sin( φω += tvu                             (1.3) 

其中 v为振幅向量，ω为圆频率，φ为初相位。将(1.3)代入自由振动微分方程(1.2)，

得 

MvKv λ=                             (1.4) 

其中 2ωλ = ， (1.4)具有非零解 v的条件是 

0)det( =− KMλ                             (1.5) 

(1.4)称为系统的特征方程，由此可以确定方程的 n个正实根 n
ii 1}{ =λ ，称为系统的特征

值， n
ii 1}{ =ω 称为系统的固有频率， ),,2,1( nivi L= 为对应于特征值的特征向量或称为

系统的振型或模态。 

 

（2）标准特征值问题 

   因为M 正定，则M 有 Cholesky分解［3］ 

TLLM =                             (1.6) 

其中 L是下三角矩阵。引入向量 x  

xLvvLx TT 1)(, −==                             (1.7) 

代入(1.4)，得 

0)( =− xAIλ                             (1.8) 

其中 11 )( −−= TLKLA ，式(1.8)称为标准特征值问题。 

 

（3）二次特征值问题 

考虑多自由度阻尼自由振动系统，其运动方程为如下二阶常系数微分方程组 

                    0)()()( =++ tKqtqCtqM &&&                        (1.9) 

其中 KCM ,, 分别是 n阶的质量、阻尼和刚度矩阵， )(tq 是 n维可微向量函数。用分离
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变量法，设 ( ) txetq λ= ，其中 nCx∈ 是与时间 t无关的常向量， C∈λ 为待定参数。将 ( )tq

代入上述齐次方程，得确定参数 x,λ 的特征方程 

                          .0)( 2 =++ xKCM λλ                      (1.10)             

由此可知， ( ) txetq λ= 是微分方程(1.9)的解当且仅当 x,λ 是(1.10)的解。因此，微分方

程(1.9)的解可以用式(1.10)的解来表示。式(1.10)称为二次特征值问题。 

在结构动力分析中，质量矩阵M 和刚度矩阵K往往是正定的。 

 

1.1.3 振动反问题 

振动理论的一个基本问题是确定振动物体的固有频率（或称为特征值）以及振型

（或称为模态或特征向量）。这是振动中的正问题，这类问题归结为矩阵特征值问题。

此类问题无论从理论还是数值算法方面，已经有比较成熟的结果。相反地，考虑构造

某种给定模型，例如弹簧-质点系统、杆、梁等，使之具有给定的频率（特征值）和/

或模态（特征向量），即具有给定的谱数据，这就是振动中的反问题。对这类问题，

人们需要研究如下问题： 

1）为了保证存在一个真实的系统，即一个具有正质量、正长度、正的截面面积

等的系统，数据必须满足什么条件？ 

2）如果系统存在，为了保证此系统惟一，数据需要满足什么条件？ 

3）这个惟一的系统如何构造？ 

振动反问题按模型、自由度、已知数据的不同又分为如下问题： 

按弹性体模型的不同，可将振动反问题分为弹簧-质点系统的振动反问题、杆的

振动反问题、梁的振动反问题、板和壳的振动反问题等。 

按自由度不同，可将振动反问题分为离散系统（有限自由度）振动反问题和连

续系统（无限自由度）振动反问题。 

按已知数据的不同，可将振动反问题分为：频谱反问题（基于给定的频谱数据的

反问题）；频率模态反问题（基于给定部分的频谱和相应模态数据的反问题）；混合反

问题（基于给定部分的频谱和相应模态数据、甚至子结构或其它辅助信息的反问题）。 

   

1.2 结构动力学中的特征值反问题的研究现状 

结构动力学中的特征值反问题研究由频谱和/或模态数据确定结构的物理和几何

参数或者设计结构使其具有要求的频谱和/或模态。该问题在航空、航天、机械工程
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以及土木工程等诸多工程领域具有重要的应用，诸如在结构动力分析与设计、振动设

计与控制、动力模型修正、系统物理参数识别等。由于实际工程问题不同或者考虑问

题的角度不同，特征值反问题有各种各样的提法。对这些提法的解的适定性，理论和

数值算法的研究是特征值反问题的主要研究内容。由于反问题所具有的内在不适定

性，使得无论是理论研究还是数值方法的设计都比较困难，且富有挑战性和吸引力。

上世纪 60 年代末以来，已经和正在吸引着大批的优秀的数学家，力学家和工程技术

人员的密切关注和对这个领域中的各种问题进行广泛的研究 ]10491,8886,123[ −−− 。 

以下简要概述弹簧-质点系统、梁振动反问题以及阻尼系统振动反问题的研究现

状。 

 

1.2.1 弹簧-质点系统的振动反问题 

    弹簧-质点系统的振动反问题是最基本的振动反问题。杆和弦等的振动反问题采

用集中质量法或有限差分法都可以离散为弹簧-质点系统的振动反问题。弹簧-质点振

动反问题归结为 Jacobi矩阵特征值反问题。上世纪 60年代，Hochstadt［13，14］最早研

究了一类基于谱数据的 Jacobi矩阵特征值反问题。 

设 J是 n阶 Jacobi矩阵， 1−nJ 是 J的 1−n 阶顺序主子矩阵， n
ii 1}{ =λ  和 1

1}{ −
=

n
iiµ 是给

定的实数，且满足如下分隔关系 

nn λµµλµλ <<<<<< −12211 L  

Hochstadt[14]和 Hald［15］证明了存在惟一的 n阶 Jacobi矩阵，使得 J具有特征值 n
ii 1}{ =λ ，

并且 1−nJ 具有特征值 1
1}{ −
=

n
iiµ 。 

De Boor和 Golub［16］，Boley 和 Golub［8］
，Parlett［17］，Gragg和 Harrod［18］，沈启

钧
［19］，戴华

［20］等给出了求解该问题的一些数值方法。应用 Jacobi 矩阵特征值反问

题的理论和方法可解决由频谱数据构造弹簧－质点系统的问题。 

蒋尔雄
［21］、Gladwell 和 Gbadeyan［22］、Eganâ 和 Sotô［23］给出了固定－自由和固定

－固定边界条件下的两组谱数据构造弹簧－质点系统的数值方法；Ram［24］提出了由

弹簧－质点系统和在该系统末端附加质量和弹簧所得修改系统的固有频率确定弹簧

－质点系统物理参数的反问题；Gladwell 和 Willms［25］
、 Nylen 和 Uhlig［26，27］给出由

弹簧－质点系统的固有频率和固定该系统的一个内部质点所得两个子系统的固有频
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率构造弹簧－质点系统；王其申和王大钧
［ 28］提出了由弹簧－质点系统的前

( 1, , )i i n= L 个质点组成截断系统的最小和最大固有频率构造固定－自由弹簧－质点

系统的振动反问题。Ram和 Caldwell等［29-31］考虑了由给定的频谱数据确定重连接弹

簧-质点系统的物理参数。 

鉴于获得弹簧-质点系统的全部谱数据并非易事，而工程问题可以测得系统低阶

频率对应的模态， 因此人们考虑弹簧-质点系统的频率模态型反问题，即由部分低阶

频率和相应的模态构造弹簧-质点系统的物理参数。Porter［32］、 Gladwell［33］、Sivan和 

Ram［34］考虑了由模态数据构造弹簧-质点系统的问题。Gladwell等［35,36］研究了由特征

数据构造离散杆模型的振动反问题。弹簧-质点系统的模态反问题可以转化为 Jacobi

矩阵的特征值反问题。戴华等人
［37-45］从数学角度研究了由部分特征值和相应特征向

量构造 Jacobi矩阵的问题。王其申和王大钧［28］给出了由弹簧-质点系统对应于最小固

有频率的模态和该系统所有截断系统最小固有频率构造自由-固定或固定-固定的弹

簧-质点系统。 

 

1.2.2 离散梁的振动反问题 

Barcilon［46-52］、Gladwell 等［53-55］研究了梁的振动反问题。横向振动梁的离散模

型振动反问题可以转化为对称带状矩阵特征值反问题。Boley和 Golub［56］，Biegler-Konig 
［57］，殷庆祥

［58］、戴华
［59］等人研究了由 r组特征值构造带宽 12 +r 实对称带状矩阵的

特征值反问题，给出了求解这类问题的块 Lanczos方法、Householder方法、拟 Lanczos

方法、广义 Lanczos方法和 Givens方法。孙合明等［60］给出了由三组特征值构造对称

五对角矩阵的一个数值方法。 

Barcilon［51］、Gladwell［53］建立了横向振动梁的弹簧-质点-刚杆离散模型。Barcilon
［50，52］研究了由给定梁离散模型对应三种不同边界条件的固有频率确定梁离散模型物

理参数的问题，证明了由对应于三种不同边界条件的频谱数据可构造梁的离散模型，

但其解是不唯一。Gladwell[53，54]给出了由对应于三种不同边界条件的频谱数据构造梁

的真实离散模型时频谱数据需满足的条件，提出了利用块 Lanczos方法给出了构造梁

离散模型物理参数的数值方法。Gladwell等[55]给出了由频谱数据构造 Euler-Bernoulli

的过程和数值例子。何北昌等
［61］利用变步长的二阶差分格式建立了 Euler 梁的离散



南京航空航天大学博士学位论文 

                                            ７ 

模型，并证明了该模型与一个弹簧-质点-刚杆系统等价，给出了由对应于三种不同边

界条件的频谱数据构造离散梁的刚度参数、质量参数和刚杆长度，进而确定离散梁的

截面参数和线密度参数。王其中等
［62］研究了由左端铰支和右端反共振、铰支、固支

这三种边界条件下的频谱数据构造简支梁的有限差分离散模型，给出了一个数值方

法。 

实际问题中要获得梁在不同边界条件下的全部频率是困难的，甚至是不可能的。

通常由振动试验可得到梁的低阶频率和相应的振型。Gladwell等[63]给出了一个向量是

悬臂梁离散模型模态的充分必要条件，并给出了由一个模态构造悬臂梁离散模型的数

值方法。Ram[64]考虑了由频率和相应模态构造非均匀悬臂梁的离散模型，说明了如果

给定步长，悬臂梁的离散模型可以由两个特征向量、一个特征值和梁的总质量构造；

如果步长未知，悬臂梁的离散模型可以由三个特征向量、一个特征值、梁的总质量和

总长度构造。Ahmadian和 Gladwell[65]、Ram和 Elhay[66]研究了利用几个频率及相应的

模态构造悬臂梁有限元离散模型的问题。Lai和 Ananthasuresh[67]考虑在梁的横截面积

非均匀，而其余的参数如弹性模量、密度及二次惯性矩均为常数的情况下，由梁的一

个特征值及相应的模态构造梁离散模型的横截面积。何北昌等[68]考虑了由一个模态确

定悬臂梁离散模型的截面参数。王大钧等[69]研究了由两个频率及相应的模态构造有限

差分悬臂梁的截面抗弯刚度和线密度的问题，给出了问题解存在唯一的条件以及求解

问题的一个数值方法。 

横向振动梁的弹簧-质点-刚杆离散模型由一个对称五对角矩阵描述，周小庄等[70]

讨论了由两个特征对确定一个特殊对称五对角矩阵的问题。 

 

1.2.3 阻尼系统振动反问题 

由于阻尼是相对运动表面的摩擦力、液体与气体的介质阻力、电磁力以及材料变

形时的内阻力等造成的，因此实际遇到的振动问题大多数是阻尼振动系统。阻尼是描

述结构动力学性能的基本参数之一，对结构动力学分析结果的可靠性和精度有很大的

影响，因此一般不能忽略阻尼的影响。但是因为影响阻尼的因素很复杂，所以对阻尼

的描述是一个困难的问题。 

阻尼系统的振动与分析归结为二次特征值问题。Lancaster［71］研究了二次特征值
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问题的性质。Tisseur［72］对二次特征值问题的理论、数值方法和应用作了综述。 

关于阻尼振动系统的振动反问题，最近几年，国际上不少力学家和数学家越来越

关注并开始研究这个问题
［73-85］。对 n阶首一二次矩阵束，Ram和 Elhay［73］研究了由

给定 n2 个特征值和去掉 n阶首一二次矩阵束的最后一行和最后一列所得 1n − 阶首一

二次矩阵束的 22 −n 个特征值构造 n阶首一对称三对角二次矩阵束的问题，讨论了问

题解的适定性理论，给出了求解问题的数值方法，并讨论结果对阻尼弹簧－质点系统

振动反问题的应用。Nylen［74］研究了由阻尼系统的特征值和无阻尼系统的构造阻尼系

统的质量矩阵 M，刚度矩阵 K和阻尼矩阵 C的问题，讨论了问题解存在的条件，给

出了构造解的方法。Starek 和 Inman［75］研究了在过阻尼情况下如何由特征值和相应

的特征向量构造质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵的问题。Gladwell等［76，77］研究了由

两组复谱数据构造阻尼弹簧－质点系统振动反问题，给出了问题有解的条件以及构造

阻尼弹簧－质点系统物理参数的方法。Friswell等 ]79,78[ 基于优化思想给出了一种修正

刚度矩阵和阻尼矩阵的方法。Halevi 等 ]80[ 讨论了复模态和阻尼矩阵的模型修正的一

种方法。Park ]81[ 研究了基于频率响应函数的结构修正方法，给出了存在惟一解的条件，

并检验了可行性。Chu 等 ]82[ 研究了基于部分特征对重构二次矩阵束的问题，给出了

问题的可解性理论。Agranovich 等 ]83[ 研究了由两个首一的复系数多项式构造二次

Jacobi矩阵束的问题，给出了解存在的条件。Ram ]84[ 考虑了保持某些极点约束下的振

动系统的极点配置问题，讨论了问题的可解性。Lancaster［85］研究了由特征值和相应

特征向量构造阻尼振动系统的反问题，给出了由全部特征对构造阻尼系统的具有正定

性的质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵的理论和方法。 

    但是，目前在很多工程领域，特别是在结构振动的分析与设计中，特征值反问题

在理论上、解法上仍处在具体问题具体处理的状态，需要建立相对比较完整的系统。

有的可解性理论的限制条件超出了工程上的可实现性，数值方法也不完善，有效性不

能令人满意。而且随着特征值反问题的不断扩大的新领域的广泛应用，已有结论和研

究水平远不能有效和广泛地解决实际工程问题，需要给出更多新的合理提法，并需要

研究提法的可解性理论，需要寻求更加有效的数值方法。因此，矩阵特征值反问题研

究任重而道远。 

目前在结构动力学领域，对于结构离散化后形成的结构矩阵（例如 Jacobi、实对

称带状矩阵等）和矩阵束的特征值反问题，特别是阻尼振动系统中的二次特征值反问

题，如何给出的合理提法、完善解的适定性理论以及有效的数值算法是解决工程实际

问题的急迫需要解决的课题。 
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1.3 本文的主要工作和论文的结构安排 

本文从数学和力学相结合的角度，研究弹簧-质点系统、离散梁系统和阻尼振动

系统的振动反问题等，提出结构动力学中的一些特征值反问题，研究问题解的适定性

（包括解的存在性和惟一性）、设计求解问题的算法，并结合实际模型，说明其在结

构动力学中的应用。 

第二章研究了弹簧-质点系统的振动反问题。对二自由度简单连接弹簧-质点系统

分别通过加刚性约束、弹性约束和质量摄动得到修改系统，研究了利用原系统和修改

系统的两组特征值（频率）和修改量识别系统的物理参数问题，给出了解的表达式。

对于多自由度简单连接弹簧-质点系统，研究了利用系统全部频率模态构造系统的振

动反问题；研究了基于增减容修改系统的频率反问题，即利用原系统和增/减容修改

系统的特征值（频率）识别系统的物理参数问题，给出了算法和算例。另外，提出了

利用多自由度简单连接弹簧-质点系统的四个和五个特征对（频率和模态）识别系统

物理参数的振动反问题，分别研究了解的存在性，给出了解的表达式、相应算法和算

例。对于一类混合连接弹簧-质点系统，提出了利用三个特征对（频率和模态）以及

部分系统物理参数识别系统其它物理参数的振动反问题，研究了解的存在性，给出了

解的表达式、相应算法和模型算例。 
第三章讨论离散梁系统的振动反问题。对于离散梁系统，利用集中质量法或有限

差分法得到横向振动梁的弹簧-质点-刚杆模型，质量矩阵为对角矩阵而刚度矩阵为对

称五对角矩阵。提出了基于三个特征对的频率模态反问题，由梁的三个特征对及总质

量构造梁的物理参数，研究了解的存在性，给出了解存在惟一的充要条件和解的表达

式、相应算法和算例。 

第四章研究了阻尼振动系统中的二次特征值反问题。研究了阻尼弹簧-质点系统

的物理参数识别，包括：由全部频率信息模态识别阻尼振动系统的结构物理参数；由

部分频率模态信息识别比例阻尼振动系统的结构物理参数；由两对频率模态信息识别

比例阻尼振动系统的结构物理参数；由频率模态信息识别非比例阻尼振动系统的结构

物理参数。对每种提法分别研究了问题解的存在性理论，给出了数值算法，并对每种

问题给出了具体的阻尼振动模型例子，说明了在阻尼结构动力系统中的实用价值。 

第五章研究基于特征值反问题的振动杆结构探伤问题。给出了利用振动杆的未发
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生结构损伤状态和发生结构损伤状态的各一个特征对进行结构探伤的方法，并给出了

三个模型例子，说明了理论的正确性和方法的实用性和有效性。 

第六章总结全文的主要工作，指出有待进一步研究的问题。 
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第二章  弹簧-质点系统的振动反问题 

 

弹簧-质点系统是基本的动力学模型。杆的纵向振动、弦的横向振动以及轴盘的

扭转振动用集中质量法或有限差分法离散均可转化为弹簧-质点系统。弹簧-质点系统

的振动反问题研究由频率（特征值）和/或模态（特征向量）数据确定系统的物理参

数。 

本章第一节讨论弹簧-质点系统的力学模型，给出该模型的质量矩阵和刚度矩阵。

第二节讨论简单连接弹簧-质点系统，首先对二自由度弹簧-质点系统，分别在原系统

附加质量扰动、弹性约束和刚度约束得到修改系统，由原系统和修改系统的两组特征

值（频率）构造系统的物理参数，给出了解的表达式。其次，对于多自由度简单连接

弹簧-质点系统，研究了利用系统全部频率模态的振动反问题；研究了基于增减容修

改系统的频率反问题，即利用原系统和增/减容修改系统的特征值（频率）识别系统

的物理参数问题，给出了算法和算例。最后，提出了由多自由度简单弹簧-质点系统

的四个和五个对特征对（频率和模态）构造系统的问题，研究了解的存在性，给出了

解的表达式、相应算法和模型算例。第三节对于一类混合连接弹簧-质点系统，提出

了利用三个特征对（频率和模态）以及部分系统物理参数识别系统其它物理参数的振

动反问题，研究了解的存在性。第四节给出本章小结。 

 

2.1 弹簧-质点系统模型 

考虑 n自由度弹簧—质点系统振动模型 

 
图 2.1  n自由度弹簧—质点系统 

由 n个刚度为 n
ik 1}{ 的弹簧连接 n个质量为 n

im 1}{ 的质点构成的振动系统放置在光滑水

平面上，该系统称为简单连接弹簧-质点系统，简称为弹簧-质点系统。 

 

 

1K  
3K nK

1m 2m nm2K  

2u1u  
nu
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此系统的运动微分方程组为 

0=+ KUUM &&  

其中 1( , , )nM diag m m= L 是质量矩阵，
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是质点位置向量, 
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是刚度矩阵。 

二阶常系数微分方程组解的形式为 )sin(
11

φω +
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= t

x

x

u

u
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nn

MM ，其中常数 ix ，频率

ω和相角φ待定。代入微分方程，得弹簧—质点系统的固有振动（特征）方程为 

2Kx Mxω=  

其中ω为系统的固有频率， 1( , , )T
nx x x= L 为系统的固有振动型态（简称固有振型）。 

令 2ωλ = ，
1
2

1( , , )nM diag m m= L ，
1
2X M x= ，则固有振动方程化为 

                          XAX λ=                                  

其中 
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是 Jacobi矩阵。 
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若已知弹簧－质点系统的物理参数 im ， ik ( ni ,,1L= )，求系统的固有频率和固有

振型就是矩阵特征值问题。 

反之，若已知这个振动系统的全部固有频率，又知道这个系统的最后一段弹簧和

最后一个质点去掉后所得振动系统的全部固有频率，要求系统的物理参数 im ，

ik ( ni ,,1L= )就是 Jacobi矩阵特征值反问题。 

 

2.2 简单连接弹簧-质点系统的振动反问题 

2.2.1  两自由度系统结构物理参数识别 

本节以两自由度弹簧－质点系统为例，讨论频率模态反问题的理论和方法，

即矩阵特征值反问题的理论和算法。考察如下系统 

 

 

 

图 2.2 原系统                   图 2.3 加刚性约束 

            

 

  

图 2.4 加弹性约束               图 2.5 加质点摄动 

 

2.2.1.1 由频率（特征值）识别结构物理参数 

本节讨论由特征值信息识别结构物理参数。 

假设系统物理模型如图 2.2所示，其质量和刚度矩阵为 
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其广义特征值问题为 

                        KxMx =λ                          （2.1） 

式(2.1)的特征方程为 



结构动力学中的特征值反问题 

 １４  

        0kk]km)kk(m[mmMK 2121212
2

21 =+++−=− λλλ        （2.2） 

其根 1λ ， 2λ 满足如下关系 

2

2

1

21
21 m

k
m

kk
+

+
=+ λλ                            （2.3） 

21

21
21 mm

kk
=λλ                                （2.4） 

若已知 21 λλ、 ，由以上二式尚不能求出 2121 kkmm 、、、 四个参数，需补充条件。 

这里提出三种处理方式：①加刚性约束，如将 2m 固定（如图 2.3所示），建立新

系统特征值与物理参数的关系作为补充方程；②加弹性约束（如图 2.4 所示），处理

方法同①。③对质点加摄动，建立新系统特征值与物理参数的关系作为补充方程。下

面分三种情况讨论。 

（1）加刚性约束识别结构物理参数 

易得加刚性约束后系统的特征值为 

1

210

m
kk +

=λ                         （2.5） 

由式（2.3）和（2.4），知 

21
00 λλλ +<<  

式（2.5）即补充方程，与式（2.3）、式（2.4）联立，可求得 

            0
21

2

2

m
k

λλλ −+=                       （2.6-1） 

            0
21

21

1

1

m
k

λλλ
λλ
−+

=                       （2.6-2） 

            0
21

0
21

0

1

2
))((

m
k

λλλ
λλλλ

−+

−−
=                 （2.6-3） 

上式惟一确定了 2121 kkmm 、、、 之间的比例关系，假设其中任一参数已知（实测或计

算得到），则可由式（2.6）求出其余参数。 
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此模型归纳为矩阵特征值反问题：已知原系统和加刚性约束所得修正系统的共三

个特征值（频率）和任一物理参数，确定原系统的物理参数。 

（2）加弹性约束识别结构物理参数 

 加弹性约束所得修正系统物理模型（如图 2.4所示），其质量和刚度阵为 
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K  

由其广义特征值问题的特征方程， 得到原系统（图 2.2）的特征值 1λ ， 2λ 有如下关

系 

2

2

1

21
21 m

k
m

kk
+

+
=+ λλ                            （2.7） 

21

21
21 mm

kk
=λλ                                 （2.8） 

同理，得到修正系统（图 2.4所示）的特征值 1λ ， 2λ 有如下关系 

2

32

1

21
21 m

kk
m

kk +
+

+
=+ λλ                          （2.9） 

                        
21

323121
21 mm

kkkkkk ++
=λλ                    （2.10） 

为简洁起见，不妨记 a1 =λ ， b2 =λ ， c1 =λ ， d2 =λ 和 kk3 = 。 

由（2.8）-（2.10），可得 

  
Q)abdabccddcca2da2baadc3bcdaacad(

kPm 22222322

2

1 −−−−−−+++++
=             

（2.11-1） 

                  
badc

km2 −−+
=                             （2.11-2） 

                  
Q)adacacd(

kabPk 21 −−+
=                      （2.11-3） 

            22222 dcd2cbab2abd2bc2ad2ac2
kPk

−−−−−−+++
=   (2.11-4） 
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其中 bcbdadaccdabbaP 22 −−−−+++= ， bdbccdbQ 2 −−+= 。 

若已知 21 λλ、 和 1λ ， 2λ ，并且 21 λλ、 和 1λ 、 2λ 满足如下分隔关系 

2211 λλλλ <<< ， 

则（2.11）式中分母不为 0，于是由（2.11）式可惟一确定系统的物理参数。 

     此模型归结为矩阵特征值反问题：已知原系统和加弹性约束所得修正系统的两

组特征值（频率）和所加弹性量，确定系统的物理参数。 

（3）通过对质点摄动识别结构物理参数 

设原系统的特征值 1λ ， 2λ ，对质点 2m 加摄动得修正系统物理模型（如图 2.5所

示），其质量和刚度阵为 
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修正系统的特征值 1λ ， 2λ 有如下关系 

mm
k

m
kk

2

2

1

21
21 ∆

λλ
+

+
+

=+                         （2.12） 

)mm(m
kk

21

21
21 ∆

λλ
+

=                          （2.13） 

为简洁起见，不妨记 a1 =λ ， b2 =λ ， c1 =λ ， d2 =λ 和 0m m∆ = > 。 

与式（2.3）（2.4）联立，得 

    
cdab

mcdm2 −
=                          （2.14-1） 

                          22 )cdab(
)dcba(mabcdk

−
−−+

=               （2.14-2） 

                       2
2

2
222

2
22

1 abmk)ba(km
kmm

−−+
=               (2.14-3) 

                           
2

21
1 k

abmmk =                         (2.14-4) 

若已知 21 λλ、 ， 1λ ， 2λ 和摄动质量 m∆ ，并且 21 λλ、 和 1λ 、 2λ 满足如下分隔关系

1 1 2 2λ λ λ λ< < < ， 
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则（2.14）式中分母不为 0，于是由（2.14）式可惟一确定系统的物理参数。 

此模型归结为矩阵特征值反问题：已知原系统和质点摄动所得修正系统的两组特

征值（频率）和摄动质量，确定系统的物理参数。 

 

2.2.1.2 由频率和模态（特征对）识别结构物理参数 

本节讨论由特征对信息识别结构物理参数。由式（2.1）可直接建立特征值、特

征向量与物理参数的关系，可得到与式（2.4）类似的结果。 

将广义特征值问题（2.1）写成标准特征值问题 

        xDx λ=                                      （2.15） 

其中 

         KMD 1−=                                      （2.16） 

对于二自由度问题，即得 

         







−

−
=

2

1

ac
ba

D  

其中 

 
2

2
2

2

2

1

2

1

21
1 m

k
a,

m
k

c,
m
k

b,
m

kk
a ===

+
=               （2.17） 

  设已知特征对 1 1 2 2( , ,λ ϕ λ ϕ),( )，它们满足式（2.15），写成矩阵形式 

Λ=ϕϕD  

式中 

[ ] [ ]2121 diag, λλΛϕϕϕ ==  

如果 1 2,ϕ ϕ 线性无关，则 

1D −= ϕΛϕ                                  （2.18）  

再由式（2.16）可确定
2

2

1

2

1

1

m
k

m
k

m
k

、、 。与式（2.6）相似，仍需已知 2121 kkmm 、、、 之

一再确定其余三个。 
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2.2.2  多自由度系统结构物理参数识别 

对多自由度振动系统，其特征值问题可表示为 

MxKx λ=  

下面从两个不同角度来讨论多自由度弹簧-质点系统的特征值反问题。 

（1）部分频率和模态的反问题 

标准特征值问题仍可写成式（2.15）形式，在已知部分频率和模态的情况下，对

于特殊动力学模型，例如简单连接弹簧-质点模型、均匀杆离散模型等，若满足一定

条件 ]38,37,36,35,33,31,30[ ，则可求得 KMD 1−= 。假设已知M 或K，则求另一个矩阵是很

方便的。但是，在一般情况下，由D再求 KM , 是困难的。 

考察如下多自由度弹簧-质点系统。 

 

  

                   图 2.6 多自由度无阻尼弹簧-质点系统 

该振动系统的质量阵和刚度阵为 
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M 为对角阵，K为对称三对角阵，则 
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其中 

)n,,2,1i(0cb,0k;
m
k

c;
m
k

b;
m

kk
a nn1n

1i

1i
i

i

1i
i

i

1ii
i L======

+
= +

+

+++     (2.21) 

若已知串联弹簧-质点模型的全部频率和模态，即已知模态矩阵和频率矩阵 

[ ]
1

1, , ,n

n

λ
ϕ ϕ ϕ

λ

 
 = Λ =  
  

L O  

由（2.19）可得到D，再利用递推关系式（2.21）可求得物理参数，具体步骤如下： 

算法 2.1 

（1）若 1m 已知，由 11 b,a 可得到 

     )ba(mkamk,bmk 1112111112 −=−==  

（2）由 21 b,c ，可得 32 k,m  

            2
1

1
1223

1

1
1

1

2
2 b

c
bmbmk,

c
bm

c
km ====  

（3）由 i1i b,c − ，可得 1ii k,m +   

        ∏∏
−

=
+

−

=−

====
1i

1j j

j
i1ii1i

1i

1j j

j
1
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i
i c

b
bmbmk,

c
b

m
c
k

m     （ )2n,,4,3i −= L  

（4）由 1n2n b,c −− ，可得 n1n k,m −  

∏∏
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=
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−
− ====
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1j j
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1n11n1nn
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（5）由 na ，可得 nm  
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值得注意的是，式（2.19）的三对角矩阵D可经过相似变换约化为对称三对角矩

阵 J（Jacobi矩阵），具体步骤如下： 

选取可逆矩阵  



















=

−1n

1

p

p
1

P
O

 

其中  

)1n,,2,1i(
bbb
ccc

p
i21

i21
i −== L

L

L
 

对（2.15）式作相似变换 Pyx = ，得 

yJy λ=  

其中 DPPJ 1−= 为对称三对角矩阵，并与D相似从而具有相同的特征值。 

 

（2）增容频率反问题 

本节提出基于增容的振动系统频率反问题。增容系统就是在最后一个质点上再串

联上一个弹簧质点振子得到的修改模型。 

多自由度弹簧-质点系统的固有振动方程，即广义特征值问题为 

                        MxKx λ=                         

其中 
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可以相似约化为标特征值问题 

                          yAy λ=                            （2.22） 

其中 
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是实对称三对角矩阵。 

xMy 2
1

= = x
m

m

n

1

















O  

如果得到矩阵 A，可以得到类似于式（2.21）的表达式和算法，从中分离得到质

量矩阵M 和刚度矩阵K。 

若已知原模型的全部频率及其增容系统的全部特征值，识别系统的结构物理参

数，即已知 1+n 阶矩阵 A的全部 1+n 个特征值和其 n阶顺序主子矩阵的全部 n个特征

值，确定矩阵 A和 A，从而进一步得到质量矩阵M 和刚度矩阵K。 

引理 2.1 ]3[  给定两组实数 1
1}{ +
=

n
iiλ 和 n

ii 1}{ =µ 满足分隔条件 

1iii +<< λµλ     ),,1( ni L=                （2.24） 

则存在惟一的 1+n 阶 Jacobi矩阵具有给定的特征值 1
1}{ +
=

n
iiλ 及其 n阶顺序主子矩阵具

有给定的特征值 n
ii 1}{ =µ 。 

 

算法 2.2 

（1）判断两组频率（特征值）满足分隔条件（2.24），用正交变换算法 ]3[ 计算矩阵 A； 

（2）由已知质点 1m ，由算法 2.1，得到其它结构参数 ),,3,2( nimi L= 和 ),,2,1( niki L=  
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2.2.3  算例 

例 2.1 考察如图 2.2-2.5所示的两自由度弹簧－质点系统 

(a) 刚性约束进行参数识别 

假设已知 11 =λ ， 32 =λ ， 20 =λ 以及 2m1 = ，由式（2.21）得    
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M ， 
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−
=

11
14

K  

即得到原系统的其它三个结构物理参数 5.0m2 = ， 3k1 = ， 1k2 = 。 

(b) 弹性约束进行参数识别    

 假设已知 21 =λ ， 92 =λ ， 31 =λ ， 122 =λ 以及 4k3 = ，由（2.11）得    














=

10

0
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169
M ， 








−
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=

5.65.6
5.69.16

K  

则得到系统的结构物理参数 3.7556m1 =  1m2 = ， 4.10k1 = ， 5.6k2 = 。 

(c) 质点摄动进行参数识别  

假设已知 1 10λ = ， 2 100λ = ， 1 5λ = ， 901 =λ 以及 4m =∆ ，由式（2.14）得    

















=

11
360

0
209
405

M ，
















−

−+
=

19
1350

19
1350

19
1350

19
1350

121
10800

K  

则得系统的结构物理参数 .93781m1 = ， 2727.3m2 = ， 0526.71k1 = ， 2562.89k2 = 。 

例 2.2 考察如图 2.6所示的五自由度弹簧－质点系统为例 

(1) 由两对频率和模态（两个特征对） 

已知系统的频率 432.7400， 242.2059 和模态矩阵  ϕ 以及 4m1 = 。























−
−

−

−−

=

1179.00260.0
3106.01428.0

5082.08232.0
3897.05224.0
6925.01638.0

ϕ ，由[3]中算法，可识别出系统的质量和刚度： 
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1m  2m  3m  4m  5m  

4 3 2 5 6 

1k  2k  3k  4k  5k  

500 300 350 250 400 

表 2.1 识别的质量与刚度 

 

（2）增容问题   

如果已知原四自由度系统的全部频率 432.1466，49.2082，126.6236，238.6884

以及在最后增加一个弹簧质点振子的修改的五自由度系统的全部频率 432.7400，

242.2059，69.4411，162.7922， 6.1541，经验证满足分隔条件（2.24）式，为方便

起见，假设给定质量 4，3，2，5，6。于是，由算法 2.2识别出原系统的质量和刚

度。 

 

质量 1m  2m  3m  4m  5m  

 4 3 2 5 6 

刚度 1k  2k  3k  4k  5k  

识别值 500.0031 300.0026 350.0035 249.9941 399.9988 

精确值 500 300 350 250 400 

相对误差

（%） 
0.00062 0.00087 0.001 0.00236 0.0003 

表 2.2 识别的质量与刚度 

可见，具有很高的识别精度。 

 

2.2.4 基于部分特征对（频率模态）的弹簧-质点系统振动反问题 

本节讨论由部分频率模态数据构造弹簧－质点系统的振动反问题。从数学上讲，

提出由部分特征对信息的 Jacobi 矩阵特征反问题的两个提法，并研究解的存在性，

设计数值算法。 
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问题 2.1  给定四个互异实数 ηξµλ ,,, 和四个 )4( ≥nn 维非零实向量 rmyx ,,, ，要

求构造一个 n阶 Jacobi矩阵 J，使得 )x,(λ ， )y,( µ ， )m,(ξ 和 ),( rη 是 J的特征对。 

问题 2.2 给定五个互异实数 ηξνµλ ,,,, 和五个 )5( ≥nn 维非零实向量 rmzyx ,,,, ，

要求构造一个 n阶 Jacobi矩阵 J，使得 )x,(λ ， )y,( µ ， )z,(ν ， )m,(ξ 和 ),( rη 是 J的

特征对。 

   本节主要研究了这两个问题解的适定性，给出了解存在的充要条件，并设计了相

应的算法和给出了数值例子。 

 

2.2.4.1  问题 2.1的可解性 

本节给出问题 2.1和 2.2解存在的条件和解的表达式。 

引理 2.2 ]3[ ：设 µλ , 为两个实数， µλ > ， y,x 为两个 n维非零实向量，则存在惟

一的 Jacobi阵 J，使 )x,(λ ， )y,( µ 为 J的特征对的充要条件是： 

（i） 0=nd ； 

（ii） 0/ >kk Dd   （ 1,,2,1 −= nk L ）； 

其中 
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并且矩阵 J的元素表达式为 
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 （2.26） 

    由引理 2.2 可知，在一定条件下两个特征对惟一确定一个 Jacobi 阵 J，对问题 1

我们只需证明由 )x,(λ ， )y,( µ ； )x,(λ ， )m,(ξ 和 )x,(λ ， ),( rη 分别确定的 Jacobi
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阵是相等的。 

定理 2.1  问题 2.1有惟一解的充要条件是： 

（i） 0)6()5()4()3()2()1( ====== nnnnnn dddddd ； 

（ii） 0/)(/)(/)( )3()3()2()2()1()1( >−=−=− kkkkkk DdDdDd ηλξλµλ ；           

（iii）若 0=kx ，
)5()5()4()4()1()1( /)(/)(/)( jjjjjj DdDdDd ηµξµµλ −=−=− ； 

1, −= kkj  

其中   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )


















−=













===

===

=










===

===

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

===

= ==

∑∑∑

∑ ∑∑

)1,...2,1(
;,,

;,,

),...,2,1(
;,  ,

;,,

1

16

1

15

1

14

1

13

1

12

1

11

1

6

1

5

1

4

1 1

3

1

21

nk

mm
rr

D
yy
rr

D
yy
mm

D

xx
rr

D
xx
mm

D
xx
yy

D

nk
rmdrydmyd

rxdmxdyxd

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

k

i
iik

k

i
iik

k

i
iik

k

i

k

i
iik

k

i
iikiik

  （2.27） 

     

证明  由引理 2.2，满足定理条件的 )x,(λ ， )y,( µ ； )x,(λ ， )m,(ξ 和 )x,(λ ， ),( rη

可分别惟一确定三个 Jacobi阵 J， '',' JJ ，其元素可分别表示为 
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由条件(ii)可得 1,...,2,1,0''' −=>== nkbbb kkk 。（iii）若 0≠kx ，此时有 '''
kkk aaa == ； 

若 0=kx ，则由条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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利用 1−kb ， kb 的表达式（2.28），可得 
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即有           

  ( ) ( ) ( ) 044
11 =−+− −− kkkkkk DbDbmyξµ                     （2.31） 

由于 0)( ≠i
kD 及 0≠kx ，可得 0,0 ≠≠ kk my ； 

将 ( ) ( )
kkkkkkkkkk ymymDymymD 11

4
11

4
1 , ++−−− −=−= 代入（2.31）式，再两边同除以 kk my ，

得 

( ) 0)//(// 11111 =−−−+− ++−−− kkkkkkkkkk mmyybyymmbξµ ； 

   即    ( ) kkkkkkkkkk mmbmbyybyb //)( 111111 +−−+−− +−=+− ξµ ； 

所以当 0=kx 时，也有 '
kk aa = ； 

同理可得              ''
kk aa = ； 

即                  '''
kkk aaa ==  

则 ''' JJJ == ，且 J以 )x,(λ ， )y,( µ ， )m,(ξ 和 ),( rη 为其特征对。充分性得证。 
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下面证明必要性。假定问题 1存在解 J，使得 )x,(λ ， )y,( µ ， )m,(ξ 和 ),( rη 是 J

的特征对。因为实对称矩阵对应于不同特征值的特征向量正交，所以条件（i）成立；

条件（ii）成立显然。定理 2.1得证。 

 

引理 2.3 ]31[  给定三个互异实数 νµλ ,, 和三个 n维非零向量 z,y,x 要求构造一个n

阶 Jacobi矩阵 J，使得 )x,(λ ， )y,( µ ， )z,(ν 是 J的特征对的充要条件是： 

（i） 0)3()2()1( === nnn ddd  

（ii） 0/)(/)( )2()2()1()1( >−=− kkkk DdDd νλµλ ；           

（iii）若 0=kx ，
)3()3()1()1( /)(/)( jjjj DdvDd −=− µµλ ； 1, −= kkj  

其中 
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并且矩阵 J的元素表达式为 
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             （2.33） 

   由引理 2.3可知，在一定条件下三个特征对惟一确定一个 Jacobi阵 J，对问题 2.2

我们只需证明由 )x,(λ ， )y,( µ ， )z,(ν ； )x,(λ ， )y,( µ ， )m,(ξ 和 )x,(λ ， )y,( µ ，

),( rη 分别确定的 Jacobi阵是相等的。 

 

定理 2.2 问题 2.2有惟一解的充要条件是： 

（i） )10()9()8()7()5()4()3()2()1(
nnnnnnnnn ddddddddd ======== ； 
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（ii） 0/)(/)(/)(/)( )4()4()3()3()2()2()1()1( >−=−=−=− kkkkkkkk DdDdDdvDd ηλξλλµλ      

（iii）若 0=kx ， 

)7()7()6()6()5()5()1()1( /)(/)(/)(/)( jjjjjjjj DdDdDdvDd ηµξµµµλ −=−=−=−             

1, −= kkj  

其中 

           

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )









































−===

====

====















===

====

====

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

==

= ===

= = = =

∑∑

∑ ∑∑∑

∑ ∑ ∑ ∑

)1,...,2,1(,,

;,,,

;,,,

);,...2,1(,,

;,,,

;,,,

1

110

1

19

1

18

1

17

1

16

1

15

1

14

1

13

1

12

1

11

1

6

1

9

1 1

8

1

7

1

65

1 1 1 1

4321

nk
mm
nn

D
zz
nn

D

zz
mm

D
yy
nn

D
yy
mm

D
yy
zz

D

xx
nn

D
xx
mm

D
xx
zz

D
xx
yy

D

nknmdnzd

mzdnydmydzyd

nxdmxdzxdyxd

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

k

i
iik

k

i
iik

k

i

k

i
iik

k

i
iik

k

i
iikiik

k

i

k

i

k

i

k

i
iikiikiikiik

（2.34） 

证明 由引理 2.3，满足定理条件的 )x,(λ ， )y,( µ ， )z,(ν ； )x,(λ ， )y,( µ ， )m,(ξ

和 )x,(λ ， )y,( µ ， ),( rη 可分别惟一确定三个 Jacobi 阵 J， '',' JJ ，其元素可分别表

示为： 
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    （2.35） 
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显然有     '''
kkk bbb == ，

'''
kkk aaa == 。             

   充分性得证。 

   下面证明其必要性。假定问题 2.2存在解 J，使得 )x,(λ ， )y,( µ ， )z,(ν ， )m,(ξ

和 )n,(η 是 J的特征对。因为实对称矩阵对应于不同特征值的特征向量正交，所以条

件（i）成立；条件（ii）成立可用反证法证明，其具体的证明过程这里就不再赘述。 

定理 2得证。 

 

2.2.4.2  数值算法 

根据前面讨论，给出如下问题 2.1的算法描述。 

算法 2.3 

（1）计算 
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 （2.38） 
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（2）如果 (1) (2) (3) (4) (5) (6), , , , ,n n n n n nd d d d d d 有不为零的数，则问题无解； 

（3）如果有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )654321 ,,,,, kkkkkk DDDDDD )1,...,2,1( −= nk 为零，则此算法不能求解； 

（4）对于 1,...,3,1 −= nk  

①当 0=kx 时，若有 

)5()5()4()4()1()1( /)(/)(/)( jjjjjj DdDdDd ηµξµµλ −=−=− 1, −= kkj  

则       
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( ){
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否则问题无解。 

②当 0≠kx 时，若有 

0/)(/)(/)( )3()3()2()2()1()1( >−=−=− kkkkkk DdDdDd ηλξλµλ  

则      
( ) ( ) ( )

( ){
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否则问题无解； 

（5） nnnn xxba /11 −−−= λ  

    问题 2.2的算法类似容易得到。 
 
2.2.4.3  数值例子 

本节给出两个数值例子。 

例 2.3  给定四个特征值和特征向量： ,2679.0,1,2,3 ==== ηξµλ      

x =[1,1.732,2,1.732,1]， y =[1,1,0,-1,-1]，m =[1,0,-1,0,1] ， n =[1,-1.732,2,-1.732 ,1]. 

容易验证满足定理 2.1的条件，由算法 2.3计算可得 
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J  
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例 2.4 给定五个特征值和特征向量： 

,296.0,296.4,2,543.3,543.7 −===−== ηξµλ v  

x =[1,1.848,2.415,2.614,2.415,1.848,1]， y =[1,-1.848,2.415,-2.614,2.415,-1.848,1], 

m =[1,0.766,-0.414,-1.083,-0.414,0.766,1]， n =[1,-0.766,-0.414,1.083,-0.414,-0.766,1], 

z =[1,-1,-1,0,1,0,-1]。 

容易验证满足定理 2.2的条件，计算可得 

      





























=

2     3     0     0     0     0     0     
3     2     3     0     0     0     0     
0     3     2     3     0     0     0     
0     0     3     2     3     0     0     
0     0     0     3     2     3     0     
0     0     0     0     3     2     3     
0     0     0     0     0     3     2     

J  

 

 

2.3  一类混合连接弹簧-质点系统的振动反问题 
 

前面讨论的是简单连接弹簧-质点系统的振动反问题。但实际问题中的一些结构

振动系统化为混合连接弹簧-质点系统模型。例如汽车悬挂的系统［95］等都离散为混合

连接的弹簧-质点系统。混合连接弹簧-质点系统的刚度矩阵是实对称带状矩阵，混合

连接弹簧-质点系统的振动反问题归结为实对称带状矩阵特征值反问题。 

例如考虑如图 2.7所示的混合连接弹簧-质点系统 
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   图 2.7  混合连接的弹簧-质点系统 

此振动系统的特征方程 

                              MxKx λ=                           （2.39） 

其中质量矩阵 ]m,,m[diagM 41 L= ，刚度矩阵为实对称五对角矩阵 
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（2.39）式等价于 

                               xAx λ=                           （2.40） 
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k
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k

m
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KMMA  （2.41） 

针对如上图所示的混合连接弹簧-质点系统，可以提出如下反问题： 
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    已知系统的三个特征对和部分结构参数，例如已知刚度系数 86 ,kk 和质点质量

21 , mm ，识别系统的其它物理参数。 

    该问题可归结为如下特征值反问题。 

问题 2.3  设 νµλ ,, 是三个给定的不同实数， z,y,x 是三个给定的n维非零实向量

以及给定 2n − 个实数 2n21 c,,c,c −L ，求一个 n 阶实对称五对角矩阵 T ，使得

)z,(),y,(),x,( νµλ 是T 的三个特征对，并且实数 2n21 c,,c,c −L 是矩阵T 的次对角线元

素。 
由于这个问题的数学理论等同于离散梁振动反问题，故将此理论部分归入在第三

章中做详细讨论。这里仅给出一个数值例子。 

例 2.5  若已知该系统的三个频率和相应模态（特征对）为{5，（1，0，-2，1）}、

{3，（-1，0，0，1）、{
2
13

2
5
+ ,(1, 

2
13

2
1
−− ,1,1)}和 1=im ，（ 4,3,2,1=i ），由第三章

的算法 3.4构造得到系统的刚度矩阵 



















−−
−−−
−−−

−−

=

311
1411
1131

113

K  

即得到刚度参数 1=ik （ 8,,2,1 L=i ）。 

当然，针对具体的振动模型，还可以提出更多的问题。例如：由部分特征对（两

对或三对等）识别系统质量矩阵和刚度矩阵；由两或三组谱数据识别系统质量矩阵和

刚度矩阵；由混合谱信息以及部分物理参数识别质量矩阵和刚度矩阵等。 

 

2.4 本章小结 

本章基于 Jacobi 矩阵特征值反问题的理论与算法讨论了弹簧-质点系统的振动

反问题。首先，对二自由度系统到多自由度系统，给出了弹簧-质点系统振动反问题

的不同提法，研究了问题解的理论，给出了解的表达式和数值算法。其次，讨论了

基于部分频率模态的弹簧-质点系统振动反问题，研究了解存在的充分必要条件，给

出了算法和算例。提出并讨论了一类混合连接弹簧-质点系统的振动反问题。 
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第三章  离散梁的振动反问题 

 

3.1 Euler梁离散系统 
梁是基本的工程构件之一。本章讨论梁的弹簧-质点-刚杆离散模型的振动反问

题，即由频率（特征值）和模态（特征向量）数据确定离散梁系统的物理参数如刚度

和质量参数等以及几何参数。研究这类问题对结构设计、结构物理参数识别和结构探

伤等具有重要的应用价值和理论意义。 

非均匀悬臂梁（Bernoulli-Euler梁）的横向振动由如下微分方程描述 

)t,x(F)
x
uEI(

xt
uL 2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂ρ  

其中 ρL ， I 分别为梁的线密度和截面面积二次矩，这两个量都可能随着在梁上的位

置 x而变化，E是杨氏摸量。 

利用有限差分方法[51,53]或者利用变步长的二阶差分格式 [61]可建立梁系统的弹簧-

质点-刚杆离散模型，即将振动梁的离散为长度 n
0i }l{ 的无质量刚杆连接 2n + 个质量为

n
1i }m{ − 的质点，再由 n个刚度为 n

1i }k{ 的转动弹簧连在一起。实际上沿着梁分布的质

量和刚度被集中到 2n + 个质点上。 

王其申等 [62]给出了由三组严格相间的频率数据构造简支梁差分离散模型的反问

题，讨论了解的存在性，给出了算法和算例。何北昌等 [68]针对悬臂梁的离散模型，

讨论了用一个模态数据构造梁的截面面积的反问题，给出了解存在的充分必要条件。

Ram [64]讨论了由频率和相应模态构造非均匀悬臂梁离散模型的振动反问题，研究了

在给定步长的情况下，由一个特征值、两个特征向量和梁的总质量构造悬臂梁离散模

型的问题以及在不给定步长的情况下，由三个特征值、相应的特征向量、梁的总质量

和总长度构造此悬臂梁离散模型的问题。 

考虑均匀梁的自由振动，即 ρL ，I 分别为常数， 0)t,x(F = 。于是得到梁自由振

动的微分方程 

0CuuM =+&&  

其中 n,,2,1i],l[diagL],k[diagK],m[diagM iii L====  
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是实对称五对角矩阵，其中

)1n,,2,1i()kk(2b,)n,,2,1i(kk4ka 2i1ii2i1iii −=+−==++= ++++ LL

0kk,)2n,,2,1i(kc 2n1n2ii ==−== +++ L 。                         (3.2) 

其固有特征方程为 

                            2Cu Muω=  

其中ω为系统固有频率，u为系统固有振型。 

令
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 2, [ , , , ],nM diag m m m x M uλ ω

− − − −
= = =L  

则得到 

                         xTx λ=                                 （3.3） 

其中 2
1

2
1

CMMT
−−

= 为形如（3.1）的实对称五对角矩阵。 

若已知这个系统的物理参数 ii k,m （ n,,2,1i L= ），求系统的固有频率（特征值）

和模态（特征向量）就在振动正问题，数学上就是特征值问题。 

反之，若已知系统在不同边界条件下的固有频率和模态（可通过振动试验得到），

就是离散梁的振动反问题，可归结为实对称五对角矩阵特征值反问题。 
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3.2 离散梁的模态反问题 

本节提出如下离散梁的模态反问题。 

提法 3.1 已知振动梁的三个特征对（频率模态）识别离散梁系统的质量矩阵和\

或刚度矩阵。 

提法 3.2 已知振动梁的由三个特征对和部分结构参数识别系统的质量矩阵和\或

刚度矩阵。 

下面基于对称五对角矩阵特征值反问题理论和方法，研究梁离散模型的结构参数

识别。 

 

3.2.1 实对称五对角矩阵特征值反问题 

对于 n阶实对称矩阵 )a(A ij= ，r是一个正整数，且 1nr1 −≤≤ ，当 rji >− 时，

)n,,2,1j,i(0aij L== ，至少有一个 i使得 0a ri,i ≠+ ，则称矩阵 A是带宽为 1r2 + 的实

对称带状矩阵。特别地，当 2=r 时，分别称 A为实对称五对角矩阵。实对称五对角

矩阵在结构动力学中有重要应用背景。 

本节结合离散梁问题来研究实对称五对角矩阵的特征值反问题。 

下面根据上述两种提法，讨论一类实对称五对角矩阵特征值反问题。 

问题 3.1 设 νµλ ,, 是三个给定的不同实数（不妨假设 νµλ >> ）， z,y,x 是三个给

定的n维非零实向量，求一个n阶实对称五对角矩阵 A，使得 )z,(),y,(),x,( νµλ 是 A

的三个特征对。 

问题 3.2 设 νµλ ,, 是三个给定的不同实数， z,y,x 是三个给定的n维非零实向量以

及给定 2n − 个实数 2n21 c,,c,c −L ，求一个 n 阶实对称五对角矩阵 T ，使得

)z,(),y,(),x,( νµλ 是T 的三个特征对，并且实数 2n21 c,,c,c −L 是矩阵T 的次次对角线

元素。 

对于问题 3.1，本节研究其解的存在性，给出了解的表达式及求解的数值算法；

对于问题 3.2，研究了其存在惟一解的充分必要条件，并且给出了惟一解的表达式和

求解的数值算法。 

 

3.2.1.1  问题 3.1有惟一解及有解的充分必要条件和数值算法 

本节给出问题 3.1有惟一解及有解的充分必要条件和求解的数值算法。 

实对称五对角矩阵T 可表示为 
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 ，                     （3.4） 

   记 T
nnnnnn abacbacbacbacba ),,,,,,,,,,,,,,,( 11222333222111 −−−−−= Lα ，并作映射ϕ：        

ϕ： α→T  

 则ϕ是n阶实对称五对角矩阵的全体到 3 3nR − 的同构映射。 

对于问题 3.1 中给定的三个实数 νµλ ,, 和三个 n维非零实向量 z,y,x ，由

zTz  y,Ty  ,xTx νµλ ===  ，可得 
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    引入记号 

1 2

1 2

1 2

( 1,2, , ),    ( 1,2, , 2),
i i i i

i i ii i i i

i i i i

x x x x
X y i n B y y y i n

z z z z

+ +

+ +

+ +

   
   = = = = −   
      

L L  

( )
1 1

( ) ( )
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1 3
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i
n n i i
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)2,,2,1)(det( −== niBD iiii L
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其中 ie 是 3阶单位矩阵的第 i列， 

 
 
 
 
 
 
 
则有                                

bA =α                          （3.6） 
因为由T 可惟一地确定α，反之亦然。因此，问题 3.1的可解性等价于线性代数

方程组（3.6）的可解性。 
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定理 3.1  问题 3.1存在惟一解的充分必要条件是 

（1） )2,,2,1(,0 −=≠ niDii L  

（2）秩 =)( nB 秩 2),( 2233
)1( =−− −−−−

−
nnnn

n
n XbXcbB  

（3）秩 =)( nX 秩 1),( 1122
)( =−− −−−− nnnn

n
n XbXcbX  

    证明  问题 3.1存在惟一解⇔线性方程组（3.6）存在惟一解 

     ⇔ n个方程组（3.5）的（1-1）至（1- n）存在惟一解⇔条件（1）（2）（3）。 

 

    定理 3.1虽然不能由给定条件直接判断问题 3.1解的存在性，但是在计算过程中，

能够边验证条件，边得到问题 3.1的解。这与直接由给定条件判断问题 3.1解的存在

性，具有等同的实际应用价值。 

对于方程组（3.5）的（1-1）及 011 ≠D ，由线性方程组理论，得到惟一解 

(1) (2) (3)
1 1 1

1 1 1
11 11 11

, , ,D D Da b c
D D D

= = =  

将上式结果代入方程组（3.5）的（1-2），得 11
)2(

222 XbbRB −= ，再由 022 ≠D ，得到

惟一解  222 ,, cba ，依此进行方程组（3.5）的（1 n(− )2− ），可解得惟一解

)2,,2,1(,, −= nicba iii L 。 

将 23 , −− nn bc 代入方程组（3.5）的（1 n(− )1− ），得 

2233
)1(

1

1
−−−−

−

−

− −−=







nnnn

n

n

n
n XbXcb

b
a

B  

再由条件（2），可得其惟一解 11, −− nn ba 。 

最后，由条件（3）知，方程组（3.5）的 )1( n− 有惟一解，且由秩 1)( =nX ，可

知 nnn zyx ,, 中至少有一个不为零。于是， 

若 0≠nx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

x
x

b
x

x
a λ ； 
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若 0,0 ≠= nn yx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

y
y

b
y

y
a µ ； 

若 0,0 ≠== nnn zyx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

z
z

b
z

z
a ν 。 

下面给出求问题 3.1惟一解的数值算法。 

  算法 3.1   

（1） 计算 iiD ，若 iiD )2,,2,1(0 −=≠ ni L ，则转（2），否则问题无惟一解； 

（2） 计算 )3,2,1;2,,2,1()( =−= pniD p
i L 和 ),,2,1()( nib i L= ，并由此递推地求解    

)2( −n 个 3 阶 的 线 性 方 程 组 ))2(1(~)11( −−− n ， 得 到 惟 一 解

)2,,2,1(,, −= nicba iii L ； 

（3） 计算秩 )( nB 和秩 ),( 2233
)1(

−−−−
− −− nnnn

n
n XbXcbB ， 

若秩 =)( nB 秩 2),( 2233
)1( =−− −−−−

−
nnnn

n
n XbXcbB ，转（4），否则问题 1 无惟一

解； 

（4） 由方程组 2233
)1(

1

1
−−−−

−

−

− −−=







nnnn

n

n

n
n XbXcb

b
a

B ，求其惟一解 11, −− nn ba ； 

（5） 若 0≠nx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

x
x

b
x

x
a λ ； 

若 0,0 ≠= nn yx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

y
y

b
y

y
a µ ； 

若 0,0 ≠== nnn zyx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

z
z

b
z

z
a ν ； 

（6） 形成问题 1的解T 。 

 

   下面给出问题 3.1存在解的充分必要条件。 

   定理 3.2  问题 3.1存在解的充分必要条件是 

（1） 秩 =)( 11B 秩 ),( )1(
11 bB  
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（2） 秩 =)( 22B 秩 ),( 11
)2(

22 XbbB −  

（3） 秩 =)( iiB 秩 )2n,,4,3i)(XbXcb,B( 1i1i2i2i
)i(

ii −=−− −−−− L  

（4）  秩 =)( nB 秩 ),( 2233
)1(

−−−−
− −− nnnn

n
n XbXcbB  

    （5）  nnn zyx ,, 中至少有一个不为零。 

证明  问题 3.1存在解⇔线性方程组（3.6）存在解 

      ⇔ n个方程组（3.5）的（1-1）至（1- n）存在解⇔条件（1）~（5）。证毕。 

由线性方程组的广义逆理论，可给出通解的表示式。 

对于线性方程组（3.6）的前 )2( −n 个三阶线性方程组，假定 iiB 的奇异值分解为

)2,,2,1(
00
0

−=






Σ
= niVUB T

iiii L ， 

其中 iiiiiiis VUBssidiag
i

,),(),,,2,1(0),,,( 1 秩==>=Σ LL σσσ 为三阶正交矩阵。此

时，其通解为 

（1） ∑
+=

− +=
3

1

)1(
111

1Sj
jj vlbBR ，其中 −

11B 表示 11B 的广义逆， )3,,1( 1 L+= sjl j 为任 意

实数， )3,,1( 1 L+= sjv j 是 1V 的第 j列； 

（2） ∑
+=

− +−=
3

1
11

)2(
222

2

)(
Sj

jj vlXbbBR ，其中 −
22B 表示 22B 的广义逆， )3,,1( 2 L+= sjl j

为任意实数， )3,,1( 2 L+= sjv j 是 2V 的第 j列； 

（3） )2,,4,3()(
3

1
1122

)( −=+−−= ∑
+=

−−−−
− nivlXbXcbBR

iSj
jjiiii

i
iii L ，其中 −

iiB 表示 iiB 的

广义逆， )3,,1( L+= ij sjl 为任意实数， )3,,1( 2 L+= sjv j 是 iV 的第 j列； 

（4） ∑
+=

−−−−
−−

−

−
− +−−=








=

3

1
2233

)1(

1

1
1 )(

nSj
jjnnnn

n
n

n

n
n vlXbXcbB

b
a

R ，其中 −
nB 表示 nB 的广

义逆， )3,,1( L+= nj sjl 为任意实数， )3,,1( 2 L+= sjv j 是 nV 的第 j列， )( nn Bs 秩= ，
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nB 的奇异值分解为 T
nnn VUB 







Σ
=

00
0

； 

（5） 若 0≠nx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

x
x

b
x

x
a λ ； 

  若 0,0 ≠= nn yx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

y
y

b
y

y
a µ ； 

  若 0,0 ≠== nnn zyx ，则 2
2

1
1

−
−

−
− −−= n

n

n
n

n

n
n c

z
z

b
z

z
a ν 。 

   
下面给出求问题 3.1解的数值算法。 

   算法 3.2  

（1） 由给定的 νµλ ,, 和 z,y,x 计算 )2,,2,1( −= niBii L ， nB 和 )(ib ； 

（2） 对 )2,,2,1( −= niBii L 和 nB 作奇异值分解，由通解（1）~（5）边求解      

),,2,1(,, nicba iii L= 边验证定理 3.2的条件，有其中一个条件不满足，则问

题无解； 

（3） 形成问题 3.1的解T 。 

 

3.2.1.2  问题 3.1有解的条件和解的表达式 

本节给出问题 3.1有解的条件和解的表达式。 

引理 3.1 [70]  两个不可约对称三对角矩阵的乘积是五对角矩阵；特别地，若 J是

不可约实对称三对角矩阵，则 2JA = 是实对称五对角矩阵。 

引理 3.2 [70]  设 )x,(λ 是不可约实对称三对角矩阵 J的特征对，则 )x,( 2λ 是实对

称五对角矩阵 2JA = 的特征对。特别地，若 J的所有特征值非负，且λ是 J的特征

值，则 2λ 是 A的特征值。 

引理 3.3 [70]  设 νµλ ,, 是三个给定的不同实数（不妨假设 νµλ >> ），

T
n21

T
n21

T
n21 )z,,z,z(z,)y,,y,y(y,)x,,x,x(x LLL === 为三个不同的非零实向量，
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有惟一的 Jacobi矩阵 A，使其具有给定的三个特征对 )z,(),y,(),x,( νµλ 的充分条件

是： 

（1） 0ddd )3(
n

)2(
n

)1(
n === ； 

（2） )n,,,kDd)(Dd)( )(
k

)(
k

)(
k

)(
k 121(     02211 −=>−=− Lνµµλ  

  若 0yk = ，有 )k,kj(Dd)(Dd)( )(
j

)(
j

)(
j

)(
j 1    3311 −=−=− λνµλ  

定理 3.3  如果  

（1） 0ddd )3(
n

)2(
n

)1(
n === ； 

（2） )n,,,k(Dd)(Dd)( )(
k

)(
k

)(
k

)(
k 121     02211 −=>−=− Lνµµλ  

  若 0yk = ，有 )k,kj(Dd)(Dd)( )(
j

)(
j

)(
j

)(
j 1     3311 −=−=− λνµλ  

  则问题 3.1有解 

证明  取实数 p，使 0p >+ν ，根据引理 3.3，由条件（1）（2），可

求出惟一的 Jacobi矩阵 J，使得 )z,pv(),y,p(),x,p( +++ µλ 为 J的

三个特征对，即 



























=

−

−

n1n

1n

332

221

11

ab
b

bab
bab

ba

J

OO

OOO
 

其中   
(1) (1)

1 1 2 1 1 1

( ) / , 1, 2, , 1

/ , /
k k k

n n n n

b p p d D k n

a p b y y a p b y y

λ µ

µ µ − −

= + − + = −

= + − = + −

L
 

132

0
0

111

111

−=







=+−+
≠+−+

=
+−−

+−−

n,,,k

y,x/)xbxb(p
y,y/)ybyb(p

a
kkkkkk

kkkkkk
k

L

λ
µ

 

由引理 3.3， 2JA~ = 为实对称五对角矩阵，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对，即 
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==

−−

−

−

n1n2n

1n

2n2

3321

2221

111

2

ale
l
ee

lcle
elcl

elc

JA~

OOO

OOO

O
 

 其中 

   
).n,,,k(bbe

),n,,,k(abbal
bb),n,,,k(babc

kkk

kkkkk

nkkkk

221   
121  

021  

1

1

0
222

1

−==
−=+=

===++=

+

+

−

L

L

L

 

再通过平移，令 pIA~A −= ， I 是单位矩阵，则 A为实对称五对角矩阵，且以

)z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对。 

 

算法 3.3 

（1） 适当选取实数取实数 p，使 0p >+ν ，构造惟一的 Jacobi 矩阵 J ， 使得

)z,pv(),y,p(),x,p( +++ µλ 为 J的三个特征对； 

（2） 令 2JA~ = ，再通过平移 pIA~A −= ， I 是单位矩阵，得到要求的实对称五对角

矩阵 A，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对。 

 

3.2.1.3  问题 3.2的可解性和算法 

    本节给出问题 3.2存在惟一解的充分必要条件以及解的表达式。 

    对于n阶实对称五对角矩阵 



























=

−−

−

−

nnn

n

n

abc
b
cc

babc
cbab

cba

T

12

1

22

3321

2221

111

OOO

OOO

O
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记 T
n1n1n332211 )a,b,a,,b,a,b,a,b,a( −−= Lα ，并作映射ϕ： 

        ϕ： α→T  

对于问题 3.2中给定的三个实数 νµλ ,, 和三个n维非零实向量 z,y,x ，

由 zTz  y,Ty  ,xTx νµλ ===  ，可得 

(3.7)            

n)-(3.7                                                             

1))-(n-(3.7                                 

k)-(3.72-n,3,k     

2)-(3.7                                                 
x

1)-(3.7                                                             

2211

2211

2211

33111122

33111122

33111122

222111

222111

222111

242232211

242232211

242232211

1311211

1311211

1311211





































−=+
−=+
−=+









−=++
−=++
−=++








=

−−=++
−−=++
−−=++









−=++
−=++
−=++









−=+
−=+
−=+

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

−−−−−−−−

+−−+−−

+−−+−−

+−−+−−

nnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

nnnnnnnnn

kkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkk

kkkkkkkkkkk

czzazbz
cyyayby
cxxaxbx

czzbzazbz
cyybyayby
cxxbxaxbx

czczzbzazbz
cycyybyayby
cxcxxbxaxbx

czzbzazbz
cyybyayby
cxxbxaxb

czzbzaz
cyybyay
cxxbxax

ν
µ
λ

ν
µ
λ

ν
µ
λ

ν
µ
λ

ν
µ
λ

L

  令  0000111 ====== −−− zyxzyx ， 0212121 ====== ++++++ nnnnnn zzyyxx , 

    0101 ==== −− nn cccc ， ,bb '
n

' 00 == 03
0

2
0

1
0 === )()()( ddd , 

             n,,,k               
czczzm
cycyym
cxcxxm

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

L21

2223

2222

2221

=








−−=
−−=
−−=

+−−

+−−

+−−

ν
µ
λ

 

      T
nnn mmmmmmmmmmmmb ),,,,,,,,,,,,( 321333231232221131211 L=  

则有                                

                                                                                        bA =α   (3.8) 

其中 
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)1n2(n3n1n

n1n

n1n

n1n2n

n1n2n

n1n2n

432

432

432

321

321

321

21

21

21

zz
yy
xx

zzz
yyy
xxx

zzz
yyy
xxx

zzz
yyy
xxx

zz
yy
xx

A

−×−

−

−

−−

−−

−−

























































=

O

 

因为由T 惟一确定α；反之亦然。所以问题 3.2的可解性等价于方程组（3.8）的可解

性。 

引入下述记号 

ni
zx

mm
M

zy
mm

M
yx

mm
M

ii

ii
i

ii

ii
i

ii

ii
i ,,2,1       ,   ,   , 31)3(32(2)21)1( L====  

(3.9)                            1,,2,1                

  0,0  ,

0,0             ,

0                          ,

1

)3()2()1(
)3(

)3(
1

)2()1(
)2(

)2(
1

)1(
)1(

)1(

' −=
















≠==

≠=

≠

=

∑

∑

∑

=

=

=

ni

DDD
D
M

DD
D
M

D
D
M

b

i

j
iii

i

j

i

j
ii

i

j

i

j
i

i

j

i L
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(3.10)      ,,2,1          

00,                      ,

0,0                              ,

0                                          ,

'
1

1'13

'
1

1'12

'
1

1'11

' ni

zyxb
z

z
b

z
z

z
m

yxb
y

y
b

y
y

y
m

xb
x

x
b

x
x

x
m

a

iiii
i

i
i

i

i

i

i

iii
i

i
i

i

i

i

i

ii
i

i
i

i

i

i

i

i L=















≠==−−

≠=−−

≠−−

=

−
−+

−
−+

−
−+

1,,2,1                ,  
'

1131

'
1121

'
1111

1

1

1

−=
















−
−
−

=















=

−−+

−−+

−−+

+

+

+

ni
bzmzz
bymyy
bxmxx

B
zz
yy
xx

A

iiiii

iiiii

iiiii

i

ii

ii

ii

i L

 引理 3.4  设方程组（3.8）的前 )11(3 −≤≤ nll 个方程组成的方程组有解 

''''''
11

''
11 ,,,, llll bbaabbaa ==== L ，

 

则 )l,,,i,,pMbD
i

j

)p(
j

''
i

)p(
i L21  , 321(           

1

=== ∑
=

。 

证明  此处仅证 1=p 的情形，对 3,2=p 类似可证。 

由假设和方程组 )17.3( − 的前两个方程




=+
=+

12
''

12
''

11

11
''

12
''

11

mbyay
mbxax
，得 )1(

1

)1(
1"

1 D
Mb =

。

 

一般地，假设已证明了 ∑
−

=
−− =

1

1

)1("
1

)1(
1

k

j
jkk MbD ，则由方程组 )7.3( k− 的前两个方程及题设              





=++
=++

+−−

+−−

2
"

1
""

11

1
"

1
""

11

kkkkkkk

kkkkkkk

mbyayby
mbxaxbx

 

因此， ∑
=

−− =+=
k

j
jkk

kk

kk
kk MbD

yx
mm

bD
1

)1("
1

)1(
1

21")1( 。                    

引理 3.5  对于整数 )11( −≤≤ nii ，如果 0,0 )3()2()1( ==≠ iii DDD ，则 01 == +ii zz ；

如果 0,0 )3()1()2( ==≠ iii DDD ，则 01 == +ii xx ；如果 0,0 )2()1()3( ==≠ iii DDD ，则

01 == +ii yy 。 

证明  如果 0)3()2( == ii DD ，即 0
1

1

1

1 ==
+

+

+

+

ii

ii

ii

ii

xx
zz

yy
zz

，且 iz 与 !+iz 不全为零，则
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易得 0)1(

1

1 ==
+

+
i

ii

ii D
xx
yy

，矛盾。因此， 0,0 )3()2()1( ==≠ iii DDD 时，必有 01 == +ii zz 。

其余情形可类似证明。                            

定理 3.4  问题 3.2存在惟一解的充分必要条件是 

（1）∑
=

==
n

j

p
j pM

1

)( 3,2,1        ,0  ；    

（2）秩 )( iA =秩 1,,2,1       ,2)( −== niBi L ； 

（3） )3,2,1()(
1 =− pD p

n 至少有一个不为零。 

当问题存在惟一解时，其解为 

       

     (3.11)                                

''
12

'
1

22

'
3

'
3

'
21

2
'
2

'
2

'
1

1
'
1

'
1



























=

−−

−

−

nnn

n

n

abc
b
cc

babc
cbab

cba

T

OOO

OOO

O
 

其中有关记号均如（3.9）（3.10）所述。 

证明  充分性。由条件（3.8） 时）1( =i ，知方程组 ）（ 17.3 − 存在惟一解。又由秩

2)1 =A（ ，知 )3(
1

)2(
1

)1(
1 ,, DDD 中至少有一个不为零。如果 0)1(

1 ≠D ，则可通过解 )17.3( − 的

前两个方程得到 )1(
1

)1(
1

1 D
Mb = ；如果 0  ,0 )2(

1
)1(

1 ≠= DD ，则可通过解 )17.3( − 的后两个方

程得到 )2(
1

)2(
1

1 D
Mb = ；如果 0  ,0 )3(

1
)2(

1
)1(

1 ≠== DDD ，则可通过解 )17.3( − 的第一、三两个

方程得到 )3(
1

)3(
1

1 D
Mb = 。由于 )17.3( − 的解存在且惟一，且据上已求得 '

11 bb = ，代入

)17.3( − ，得 
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00,                      

0,0                              

0                                          

111
'
1

1

2

1

13

11
'
1

1

2

1

12

1
'
1

1

2

1

11

1















≠==−

≠=−

≠−

=

zyxb
z
z

z
m

yxb
y
y

y
m

xb
x
x

x
m

a  

综上所述，已知在条件（3.8） 时）1( =i 下，方程组 )17.3( − 有惟一解 '
11

'
11 , bbaa == 。 

一般地，假设由条件（3.8） ),,2,1( 时ki L= 求得了方程组 )7.3~17.3 k−− （）（ 的惟一解      











=
=





=
=

=
=

  ,   ,     , '

'

'
22

'
22

'
11

'
11

kk

kk

bb
aa

bb
aa

bb
aa

L  

则利用引理 3.4、3.5，可得 ))1(7.3( +− k 的惟一解 '
11

'
11 , ++++ == kkkk bbaa 。 

于是，由条件就可求得 ))1(7.3(~)17.3( −−− n 的惟一解 











=
=





=
=

=
=

−−

−−   ,   ,     , '
11

'
11

'
22

'
22

'
11

'
11

nn

nn

bb
aa

bb
aa

bb
aa

L  

对于方程组 )7.3( n− （此时已求得 '
11 −− = nn bb ），有 

n)'-(3.7                                
'

113

'
112

'
111









−=
−=
−=

−−

−−

−−

nnnnn

nnnnn

nnnnn

bzmaz
bymay
bxmax

 

由于秩 2)( 1 =−nA ，所以 nnn zyx ,, 不全为零。因此，只要 )'7.3( n− 相容，则其有惟一解。 

   下面证明 )'7.3( n− 相容， 

   由条件（3.9）知 nnn zyx ,, 中至少有一个不为零，不妨设 0≠nx ，由 )'7.3( n− 的第

一个方程得 '
1

11
−

−−= n
n

n

n

n
n b

x
x

x
m

a ，因此要证 )'7.3( n− 是相容的，只需证明 '
nn aa = 满足

)'7.3( n− 的后两个方程即可。 

   首先证明 '
nn aa = 满足 )'7.3( n− 的第二个方程，若 0=ny ，则第一、二两个方程相

互独立；若 0≠ny ，由条件（1） 1( =p 的情形 )知， ∑
−

=

−=
1

1

)1()1(
n

i
in MM ，又由引理 3.5
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知，∑
−

=
−−=

1

1

'
1

)1(
1

)1(
n

i
nni bDM ，所以 '

1
)1(
1

)1(
−−−= nnn bDM ，即 

                  '
1

1

121
−

−

−−= n
nn

nn

nn

nn b
xx
yy

yx
mm

 

也就是           '
11121 )( −−− −=− nnnnnnnnn byxyxxmym  

由于 0≠nx 和 0≠ny ，上式两边同除以 nn yx ，移项并整理，得 

                 
'

112
'

1
11 )( −−−
− −=− nnnn
n

n

n

n
n bymb

x
x

x
m

y  

即                 

'
112

'
−−−= nnnnn bymay  

从而有 '
nn aa = 满足 )'7.3( n− 的第二个方程。 

同理类似可证， '
nn aa = 满足 )'7.3( n− 的第三个方程。因此，方程组 )'7.3( n− 是相

容的。 

必要性。设问题 3.2存在惟一解，则方程组（3.8）存在惟一解α。首先证明（1）

∑
=

=
n

j

p
jM

1

)( 0   （仅对 1=p 的情形证明， 3,2=p 类似可证），也就是要证 

021

22

2221

11

1211 =+++
nn

nn

yx
mm

yx
mm

yx
mm

L  

即只需验证          

(3.12)                22221121221111 nnn xmxmxmmymym +++=+++ LL  

    事实上，将方程组（3.8）右端的 )2,1,,,2,1( == jnimij L 代入（3.12）中，再注意

到 ∑∑∑
===

===
n

i
ii

n

i
ii

n

i
ii zxzyyx

111
0（因为 )z,(),y,(),x,( νµλ 是实对称五对角矩阵T 的三个

特征对，并且 νµλ ,, 是三个给定的不同实数，于是特征向量 zyx ,, 两两正交），容易验

证（3.12）式成立，即（1）得以证明。 

   其次，由线性方程组解的理论知，秩 )(A =秩 12),( −= nbA ，下面先证对于任一个
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)11( −≤≤ nii ，秩 2)( =iA 。 事实上，若有某个 )11( −≤≤ nkk 使得秩 2)( <iA  ，则或

者 ),,( kkk zyx 与 ),,( 111 +++ kkk zyx 中至少有一个向量为零向量，或者都不是零向量，但

它 们 成 比 例 ， 无 论 是 哪 种 情 况 都 易 证 秩 12)( −< nA ， 矛 盾 。 故 秩

( )1,,2,1,2)( −== niAi L 。再由方程组（3.8）可解，从而方程组 ))1(7.3~17.3 −−− n（）（

均可解，从而秩 )( iA =秩 1,,2,1       ,2)( −== niBi L 得以证明。 

最后证明（3），事实上，由于秩 2)( 1 =−nA ，于是由引理 3.5，易得 )3,2,1()(
1 =− pD p

n

至少有一个不为零。 

   综上所述，定理 3.4 得以证明。至于解的表达式，由充分性的证明知惟一解T 由

（3.11）给出。  

   下面给出问题 3.2的另外一个充分必要条件。 

引 理 3.6 [3]   设 µλ , 是 两 个 给 定 的 不 同 实 数 T
n )x,,x,x(x L21= ，

T
n )y,,y,y(y L21= 为两个不同的非零实向量，存在惟一的实对称五对角矩阵T ，使

其具有给定的两个特征对 )y,(),x,( µλ 的充分条件是： 

（1） 01 =)(
nd ； 

（2） )n,,,k(   D )(
k 12101 −=≠ L ； 

（3） 0≠nn yx ， 

且惟一解为 

                   n,,,i
x/xdx/xca

D/)]yxyx(c)yxyx(cd)[(b

D/)]yxyx(dDc)yxyx(cyxyx[a

nn
)(

nnnnn

)(
iiiiiiiiiii

)(
ii

)(
iiiii

)(
i

)(
iiiiiiiiiiii

L21
1

1
122

1
2211111

1

1
1111

1
1

1
12112211

=
−−=

−+−+−=

−++−+−=

−−−−

++−++−−

−++−−−−++−−+−

λ

µλ

λµ

  

由引理 3.6可知在一定条件下两个特征对惟一确定一个实对称五对角矩阵，对于

问题 3.2只需证明由 )y,(),x,( µλ 和 )z,(),y,( νµ 分别确定的实对称五对角矩阵是相同

的。 
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定理 3.5  问题 3.2存在惟一解的充分必要条件是 

（1） 021 == )(
n

)(
n dd ； 

（2） )n,,,k   ,,p(   D )p(
k 121210 −==≠ L ； 

（3） )(
iiiii

)(
i

)(
iiiiiiiiiii D)]yxyx(dDc)yxyx(cyxyx[ 2

1111
1
1

1
12112211 −++−−−−++−−+− −++−+− λµ  

  = )(
iiiii

)(
i

)(
iiiiiiiiiii D)]zyzy(dDc)zyzy(czyzy[ 1

1111
2
1

2
12112211 −++−−−−++−−+− −++−+− µν ； 

)(
iiiiiiiiiii

)(
i D)]yxyx(c)yxyx(cd)[( 2

2211111
1

++−++−− −+−+− µλ  

  = )(
iiiiiiiiiii

)(
i D)]zyzy(c)zyzy(cd)[( 1

2211111
2

++−++−− −+−+−νµ  ； 

        y/ydy/ycx/xdx/xc nn
)(

nnnnnn
)(

nnnn 1
2
1221

1
122 −−−−−−−− −−=−− µλ 121 −= n,,,i L  

（4） 0≠nnn zyx ， 

且惟一解为 

                   n,,,i
x/xdx/xca

D/)]yxyx(c)yxyx(cd)[(b

D/)]yxyx(dDc)yxyx(cyxyx[a

nn
)(

nnnnn

)(
iiiiiiiiiii

)(
ii

)(
iiiii

)(
i

)(
iiiiiiiiiiii

L21
1

1
122

1
2211111

1

1
1111

1
1

1
12112211

=
−−=

−+−+−=

−++−+−=

−−−−

++−++−−

−++−−−−++−−+−

λ

µλ

λµ

   

证明 充分性。由引理 3.6，满足定理 3.5条件的 )y,(),x,( µλ 和 )z,(),y,( νµ 分别确

定两个实对称五对角矩阵T 和 'T ，其元素可表示为 

                   n,,,i
x/xdx/xca

D/)]yxyx(c)yxyx(cd)[(b

D/)]yxyx(dDc)yxyx(cyxyx[a

nn
)(

nnnnn

)(
iiiiiiiiiii

)(
ii

)(
iiiii

)(
i

)(
iiiiiiiiiiii

L21
1

1
122

1
2211111

1

1
1111

1
1

1
12112211

=
−−=

−+−+−=

−++−+−=

−−−−

++−++−−

−++−−−−++−−+−

λ

µλ

λµ

和 

                   n,,,i
y/ydy/yc'a

D/)]zyzy(c)zyzy(cd)[('b

D/)]zyzy(dDc)zyzy(czyzy['a

nn
)(

nnnnn

)(
iiiiiiiiiii

)(
ii

)(
iiiii

)(
i

)(
iiiiiiiiiiii

L21
1

2
122

2
2211111

2

2
1111

2
1

2
12112211

=
−−=

−+−+−=

−++−+−=

−−−−

++−++−−

−++−−−−++−−+−

µ

νµ

µν
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由条件（3），易知 'TT = ，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对。 

由引理 3.6，必要性显然。  

算 法 3.4  

（1）计算秩 )( iA ，若秩 )1,,2,1(,2)( −== niAi L ，则转（2），否则问题 3.2无惟一解； 

（2）计算∑
=

=
n

j

p
j pM

1

)( )3,2,1 ( ，若∑
=

=
n

j

p
jM

1

)( 0，则转（3），否则问题 3.2无惟一解； 

（3） 对每个 )11( −≤≤ nii 按 )3()2()1( ,, iii DDD 的顺序计算出第一个不为零的值，并由此

计算 )1,,2,1(' −= nibi L ，转（4）； 

（4） 计算 )det( iB ，若 )1,,2,1(0)det( −== niBi L ，则转（5），否则问题 3.2 无惟一

解； 

（5） 若 )3,2,1(0)(
1 =≠− pD p

n ， 或 者 0,0 )3(
1

)2(
1

)1(
1 ==≠ −−− nnn DDD ， 或 者 

0,0 )3(
1

)1(
1

)2(
1 ==≠ −−− nnn DDD ，或者 0,0 )2(

1
)1(
1

)3(
1 ==≠ −−− nnn DDD ，则转（6） 

（6） 计算 ),,2,1(' niai L= ，并形成问题 3.2的解T 。 

 

3.2.2  算例 

例 3.1 设 

4, 1, 7 4 3, (1,0, 1,0,1) , (1, 1,0,1, 1) , (1, 3, 2, 3,1)T T Tx y zλ µ ν= = = − = − = − − = − − 。 

经计算满足定理 3.1的条件，由算法 3.1得到惟一的实对称五对角矩阵 























=

541
4641
14641

1464
145

T  

例 3.2 设 

5, 1, 2, (1,1,0, 1, 1) , ( 1,1,0, 1,1) , (1,0 1,0,1)T T Tx y zλ µ ν= = = = − − = − − = − 。 

经计算检验不满足定理 3.1的条件，问题没有惟一解，但满足定理 3.2的条件，因此
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由算法 3.2得到不惟一的实对称五对角矩阵 























=

321
2421
12421

1242
123

1T  ，























−

−
=

321
2023
12421

3202
123

2T 。 

例 3.3  设 

4, 1, 7 4 3,   (1,0, 1,0,1) , (1, 1,0,1, 1) , (1, 3, 2, 3,1) .T T Tx y zλ µ ν= = = − = − = − − = − −
 

经计算满足定理 3.3的条件，选取 0p = ，由算法 3.3得到惟一的 Jacobi 矩阵 























=

21
121

121
121

12

J  

从而得到要求的实对称五对角矩阵 A  























=

541
4641
14641

1464
145

A

 
 

例 3.4  设 

1 2 3

5, 1, 2,
(1,1,0, 1, 1) , ( 1,1,0, 1,1) , (1,0 1,0,1)

1,

T T Tx y z
c c c

λ µ ν= = =

= − − = − − = −
= = =

 

经计算满足定理 4.4的条件，由算法 3.4得到惟一的实对称五对角矩阵 























=

321
2421
12421

1242
123

T
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例 3.5  设 

1 2 3

6, 13, 9 6 3,

(1,0, 1,0,1) , ( 1, 1,0,1,1) , (1, 3, 2, 3,1) ,
1,

T T Tx y z
c c c

λ µ ν= = = +

= − = − − =
= = =

 

经计算满足定理 3.4的条件，由算法 3.4得到惟一的实对称五对角矩阵 























=

761
6861
16861

1686
167

T

 
 

下面给出离散梁振动模型算例。 

例 3.6 已知均匀悬臂梁的 6阶弹簧-质点-刚杆离散模型，为方便起见，不失一般

性，设质量矩阵 IM = ，即各质点质量为 1，此时系统参数矩阵C形式为 



























−
−++−

+−+++−
+−+++−

+−+++−
+−++

=

666

665655

665654544

554543433

44343232

332321

kk2k
k2k4k)kk(2k

k)kk(2kk4k)kk(2k
k)kk(2kk4k)kk(2k

k)kk(2kk4k)kk(2
k)kk(kk4k

C               

（3.13） 

假设已知其三个特征对为 
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特征值 7.7641 18.0382 36.4072 

特征向量 

-0.5644 

-0.1025 

0.4552 

0.2553 

-0.5942 

0.2134 

0.5335 

-0.4004 

-0.2607 

-0.5969 

-0.3535 

0.0765 

-0.3249 

0.6067 

-0.6211 

0.3574 

-0.1124 

0.0164 

表 3.1 三个特征对 

由算法 3.1，得到刚度矩阵为 



























−
−−

−−
−−

−−
−

=

9090.00148.200121.1
0148.21215.69150.50244.2

0021.19150.50482.129966.99928.2
0244.29966.99525.160864.129244.2

9928.20864.128288.161622.10
9244.21622.108403.11

K  

即得到系统结构参数为 

0021.1k,0244.2k,9928.2k,9244.2k,8664.1k,4503.1k 654321 ====== 。 

而实际模型物理参数为 1k,2k,3k,3k,2k,1k 654321 ====== 。可见，此方法具有较

高的识别精度。 

例 3.7  仍以均匀悬臂梁的 5 阶弹簧-质点-刚杆离散模型为例，设质量矩阵

]m,,m[diagM 51 L= ，此时（3.13）式中矩阵T具有如下形式： 





































−+

+−++

+−++

+−++

=

5

5

54

5

4

54

53

5

43

52

3

543

42

4

32

43

2

432

31

3

21

32

1

321

25

)(4

)(24

)(24

m
k

mm
k

m
kk

mm
k

mm
kk

m
kkk

mm
k

mm
kk

m
kkk

mm
k

mm
kk

m
kkk

T

对称

   （3.14） 
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若已知系统的三个特征对和部分参数 543 k,k,k ，则由算法 3.1，可以计算得到惟一矩

阵T，再（ 5,5 ）位置元素识别出 5m ；再（ 5,4 ）位置识别出 4m ；依次向上，识别出

123 m,m,m ；同样由（1，2）和（1，1）位置元素识别出 12 k,k ，就可以识别出系统所

有结构参数。   
假设已知振动梁的由三个特征对（如表 3.2所示）   

特征值 1.2038 3.6010 17.4817 

特征向量 

0.2568 

0.6311 

0.0477 

-0.6625 

0.3074 

0.2659 

0.4631 

-0.7126 

0.4410 

-0.1121 

-0.9158 

0.3939 

-0.0768 

0.0141 

-0.0015 

表 3.2 三个特征对 

和部分刚度参数 1kkk 543 === 。由算法 3.4，计算得到 























−
−−

−−
−−

−

=

200.04472.02581.0
4472.02501.11547.13535.0

2581.01547.100.26327.15771.0
3535.06327.19998.36572.5

5771.06572.500.15

T  

由（3.14）式从中识别出质量矩阵 

]5,0002.4,0023.3,0005.2,0001.1[diagM = 以及参数 0009.3k,9964.1k 21 == 。 

而实际质量矩阵为 ]5,4,3,2,1[diagM = ， 3k,2k 21 == 。 

可见同样具有较高识别精度。 

 

3.3 梁有限元模型的振动反问题 

振动梁的有限元离散模型得到的通常是实对称带状矩阵，因此此类模型的振动反

问题就归结为实对称带状矩阵特征值反问题。下面基于三个特征对的实对称带状矩阵

特征值反问题。 

本节研究如下实对称带状矩阵的特征值反问题。 
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问题 3.3 设 νµλ ,, 是三个给定的不同实数（不妨假设 νµλ >> ）， z,y,x 是三个给

定的n维非零实向量，求一个n阶实对称九对角矩阵 A，使得 )z,(),y,(),x,( νµλ 是 A

的三个特征对。 

研究了问题有解的充分条件，从两个不同角度给出了解的表达式和两种数值算

法。最后给出了这个问题的数值例子。另外，本文中的算法思想可以方便地推广到实

对称七对角矩阵、十一对角等其它实对称带状矩阵。 

 

3.3.1  问题 3.3的可解性及数值算法 

   本节从两个不同角度给出问题 3.3有解的条件和解的表达式。 

引理 3.6  两个不可约对称三对角矩阵的乘积是五对角矩阵；三个不可约对称三

对角矩阵的乘积是七对角矩阵；四个不可约对称三对角矩阵的乘积是九对角矩阵，依

次类推；特别地，若 J是不可约实对称三对角矩阵，则 2JA = 是实对称五对角矩阵，

3JA = 是实对称七对角矩阵， 4JA = 是实对称九对角矩阵，依次类推。 

引理 3.7  两个不可约对称五对角矩阵的乘积是九对角矩阵；特别地，若T 是不

可约实对称五对角矩阵，则 2TA = 是实对称九对角矩阵；依次类推。 

引理 3.8  设 )x,(λ 是不可约实对称三对角矩阵 J的特征对，则 )x,( 4λ 是实对称九

对角矩阵 4JA = 的特征对。特别地，若 J的所有特征值非负，且λ是 J的特征值，则
4λ 是 A的特征值。 

引理 3.9  设 )x,(λ 是不可约实对称五对角矩阵T 的特征对，则 )x,( 2λ 是实对称

九对角矩阵 2TA = 的特征对。特别地，若T 的所有特征值非负，且λ是T 的特征值，

则 2λ 是 A的特征值。 

引入记号 

1,,2,1,,,                

,,2,1      ,,,

1

1)3(

1

1)2(

1

1)1(

1 1 1

)3()2()1(

−====

====

+

+

+

+

+

+

= = =
∑ ∑ ∑

nk
zz
xx

D
yy
zz

D
xx
yy

D

nkxzdzydyxd

kk

kk
k

kk

kk
k

kk

kk
k

k

i

k

i

k

i
iikiikiik

L

L
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定理 3.6  如果  

（1） 0ddd )3(
n

)2(
n

)1(
n === ； 

（2） )n,,,k(Dd)(Dd)( )(
k

)(
k

)(
k

)(
k 121     02211 −=>−=− Lνµµλ ; 

  若 0yk = ，有 ),1(     )()( )3()3()1()1( kkjDdDd jjjj −=−=− λνµλ , 

则问题 3.3有解。 

证明  取实数 p，使 0p >+ν ，根据引理 3.1、3.2、3.2，由条件（1）（2），可

求出惟一的 Jacobi 矩阵 J，使得 )z,pv(),y,p(),x,p( 444 +++ µλ 为 J的三个特征

对，即 



























=

−

−

n1n

1n

332

221

11

ab
b

bab
bab

ba

J

OO

OOO
 

其中   

   n1n1n
4

n121
4

1

)1(
k

)1(
k

44
k

y/ybpa,y/ybpa

1n,,2,1k,D/d)pp(b

−−−+=−+=

−=+−+=

µµ

µλ L  

1,,3,2

0,/)(
0,/)(

111
4

111
4

−=







=+−+
≠+−+

=
+−−

+−−

nk

yxxbxbp
yyybybp

a
kkkkkk

kkkkkk
k

L

λ
µ

 

由引理 3.6、3.7， 4JA~ = 为实对称九对角矩阵，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对，

即 



























==

−−−−

−

−

−

−

n1n2n3n4n

1n1

2n21

3n3321

4n2221

11111

4

alefm
lm
eef
flcle

melcl
mfelc

JA~

OOOO

OOO

O

O
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其中 

0bbb
)4n,,2,1k(,bbbbm

)3n,,2,1k(),abba(bbbb)abba(f
)2n,,2,1k(    ),ba      

(bbb)abb)(aabb(abb)bab(e

),1n,,2,1k(     ),abb(abb)ba      

)(babb(a)abb)(aba(bb)babba(l
)n,,2,1k(       

     ,bb)abb(a)bab()abba(bbc

n01

3k2k1kkk

3k2k2k2k1kk2k1k1kkkkk

2
2k

2
2k

2
1k1kk2k!k1k1k1kkkk1kk

2
k

2
k

2
1kk

2k1k1k1k1kk
2

1k
2

1k

2
k1kkkk1kkkk

2
k

2
k

2
1-kk1-kk1k1k1kk

2
1k

2
k

2
1kkkk

2
k

2
k

2
1k

2
k1k1k1k

2
1k

2
2kk

===
−==

−=+++=
−=+

+++++++=

−=+++

++++++++=

=
++++++++=

−

+++

++++++++

++

++++++++−

+++++++

++−−−

++−−−−−−

L

L

L

L

L

   . 

再通过平移，令 pIA~A −= ， I 是单位矩阵，则 A为实对称九对角矩阵，且以

)z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对。 

   下面给出求问题 3.3解的数值算法。 

算法 3.5  

(1) 适当选取实数 p ，使 0p >+ν ，构造惟一的 Jacobi 矩阵 J ，  使得

)z,pv(),y,p(),x,p( 444 +++ µλ 为 J的三个特征对； 

(2)令 4JA~ = （具体计算公式如定理 3.6证明过程），再通过平移 pIA~A −= ，I 是单位

矩阵，得到要求的实对称九对角矩阵 A，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对。 

下面从实对称五对角矩阵的角度给出问题 3.3解的另一个条件和数值算法。 

定理 3.7  如果给定的特征对 )z,(),y,(),x,( νµλ 满足定理 3.1 和定理 3.2 的条

件，其中 222 ,, pvpp +=+=+= νµµλλ ， p为任意实数使得 0pv >+ ，则问题

3.3有解。 

证明  取实数 p，使 0p >+ν ，根据定理 3.1、3.2的条件，由算法 3.1、3.2可求

出实对称五对角矩阵T ，使得 )z,pv(),y,p(),x,p( 222 +++ µλ 为T 的三个特征对，

即 
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由引理 3.8、3.9， 2TA~ = 为实对称九对角矩阵，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对，

即 
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其中 

0ccccbb
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再通过平移，令 pIA~A −= ， I 是单位矩阵，则 A为实对称九对角矩阵，且以

)z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特征对。 

   下面给出求问题 3.3解的另一种数值算法。 

   算法 3.6  

（1） 适当选取实数取实数 p，使 0p >+ν ，由算法 3.1、3.2构造实对称五对角矩阵

T ， 使得 ),(),,(),,( 222 zpvypxp +++ µλ 为T 的三个特征对； 

（2） 令 2TA~ = （具体计算公式如定理 3.7证明过程），再通过平移 pIA~A −= ，I 是         
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单位矩阵，得到要求的实对称九对角矩阵 A，且以 )z,(),y,(),x,( νµλ 为三个特

征对。 

 

3.3.2  算例 

本节给出求解问题 3.3的一些数值例子。 

例 3.8  设 

16, 1, 81,   (1,0, 1,0,1) , (1, 1,0,1, 1) , (1, 3,2, 3,1) .T T Tx y zλ µ ν= = = = − = − − = − −  

经计算满足定理 3.6的条件，选取 0p = ，由算法 3.5得到要求的实对称九对角矩阵 























=

42482781
486956288
2756705627
828566948
18274842

A

 
例 3.9  设 

25, 1, 4, (1,1,0, 1, 1) , ( 1,1,0, 1,1) , (1,0 1,0,1) .T T Tx y zλ µ ν= = = = − − = − − = −  

经计算满足定理 3.7的条件，由算法 3.6得到要求的实对称九对角矩阵 

 

 

 

 

 

3.4 本章小结 

    本章讨论了梁离散模型的振动反问题：由三个频率和相应模态构造梁离散模型的

结构参数。给出了问题有解的条件、数值算法和数值例子。说明了本章的理论与算法

在梁离散模型参数识别中的实际应用。 

 

 

 























=

14161141
162520124
1120262011
412202516
14111614

A
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第四章  阻尼振动系统中的二次特征值反问题 

 

4.1  阻尼振动系统中二次特征值问题 

    由于阻尼是相对运动表面的摩擦力、液体与气体的介质阻力、电磁力以及材料变

形时的内阻力等造成的，因此实际遇到的振动问题大多数是阻尼振动系统。阻尼是描

述结构动力学性能的基本参数之一，对结构动力学分析结果的可靠性和精度有很大的

影响。但是因为影响阻尼的因素很复杂，所以对阻尼的描述是一个困难的问题。 

本节结合二次特征值问题的理论与算法和结构动力学理论讨论阻尼振动系统的

响应等动力学特性。 

4.1.1  单自由阻尼振动系统 

首先考察单自由度阻尼振动系统模型，如下图单弹簧振子的自由振动问题。 

 

 

 

 

 

 

图 4.1  单自由度阻尼系统 

此系统的运动方程为 

          0)()()( =++ tkxtxctxm &&&                      （4.1）          

令 

   
m
k

=ω ， 
mk
c

m
c

22
==

ω
ς  ，     

则上式化为                                                          

                        0)()(2)( 2 =++ txtxtx ωςω&&&                   (4.2)      

其中ω称为系统的无阻尼固有频率，ς 为无量纲的阻尼率。设方程(4.1)的解具有形式

m 
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taetx λ=)( ，其中 a为常数，λ为待定参数。将 ( )tx 代入方程(4.1)，得系统的特征方程

为 

                             02 22 =++ ωςωλλ ， 

有两个特征根               

    ωςςλ )1( 2
2,1 −±−=  。 

由此可讨论阻尼对系统自由振动的影响。根据无量纲阻尼率ς 的取值不同，可以将系

统分为三类： 

（1） 当 1=ς 时，称为临界阻尼状态 

此时，系统特征方程的两个特征根是相等的负实数，二阶微分方程（4.1）的基

本解为 tt tee λλ , ，它们随时间变化而趋于零。可见处于临界阻尼的系统在自由运动时

不会产生振动。此时，系统的阻尼系数 kmc 2* = ，称为临界阻尼系数，显然它是系

统本身所具有的特性之一。 

于是阻尼率 *c
c

=ς ，也就是说阻尼率（相对阻尼系数）ς 反映了系统的实际阻尼

和临界阻尼的关系。          

（2） 当 1>ς 时，称为过阻尼状态 

此时，系统的特征值是两个互不相同的负实数，二阶微分方程（4.1）的基本解

为 tt ee 21 , λλ ，基函数随时间变化单调趋于零。此时，系统在自由运动下也不会产生振

动。 

（3） 当 1<ς 时，称为欠阻尼状态 

此时，系统的特征值为具有负实部的一对共轭复数。二阶微分方程(4.1)的解为 

)(
22 1

2
1

1
titit ececex ωζωζζω −−−− +=       

其中 21 ,cc 为积分常数，由振动的初始条件确定。这说明，系统在自由运动时将按正

弦或余弦函数产生周期振动。同时，振幅将随时间按指数规律衰减。 

综上所述，对于单自由度的阻尼振动系统，在临界阻尼和过阻尼的情形下，它的
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自由运动都不具有振动性，只有在欠阻尼的情形下，它的自由运动才具有振动性，并

且是衰减运动。在工程实际中，欠阻尼最为常见。 

 
4.1.2  多自由度阻尼振动系统 

考虑多自由度自由振动系统，其运动方程为如下二阶常系数微分方程 

                    0)()()( =++ tKqtqCtqM &&&                     (4.3) 

其中 KCM ,, 是 nn× 复(实)矩阵， ( )tq 是 n维可微向量函数。 

用分离变量法，设 ( ) txetq λ= ，其中 nCx∈ 是与时间 t无关的常向量， C∈λ 为待

定参数。将 ( )tq 代入上述齐次方程，得待定参数 x,λ 的特征方程 

                          .0)( 2 =++ xKCM λλ                      (4.4)             

由此可知， ( ) txetq λ= 是微分方程(4.3)的解当且仅当 x,λ 是二次特征值问题(4.4)的解。

因此，微分方程(4.3)的解可以用二次特征值问题的解来表示。 

对于多自由度系统，可以类似地定义过阻尼和欠阻尼的概念。假设 ( ) txetq λ= 是

齐次微分方程（4.3）的一个解，则 x,λ 是二次特征值问题(4.4)的特征对。此时有 

           .0),(),(),( 2 =++ xKxxCxxMx λλ  

求解上述二次多项式方程得 

           
),(2

),)(,(4),(),( 2

xMx
xKxxMxxCxxCx −±−

=λ  

于是有以下定义：  

（1）如果矩阵 KCM ,, 对称正定，并且对任意不为零的向量 nCx∈ 都有 

                         ( ) ( )( ) 0,,4,),,( 2 >−= xKxxMxxCxKCMγ                         

称系统为过阻尼状态 [71]。 

（2）如果矩阵 KCM ,, 对称正定，并且对任意不为零的向量 nCx∈ 都有 

( ) ( )( ) 0,,4,),,( 2 <−= xKxxMxxCxKCMγ                         
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称系统为欠阻尼状态 [71]。 

显然，对过阻尼系统，它所有的特征值都是实数。而对欠阻尼系统，它的特征值

是共轭成对出现的复数，并且都具有负实部。这与单自由度的情形是类似的。 

    Lancaster [71]证明了过阻尼系统的几个性质： 

z 系统的 n个最大特征值和 n个最小特征值之间有较大间隔； 

z n个最大特征值对应的 n个特征向量是线性无关的。 

假设二次特征值问题有 n2 个不同的特征值 iλ ， ni 2,,2,1 L= ，对应的右特征向量

为 ix 。记 

( )ndiag 221 ,,, λλλ L=Λ ，     ],,,[ 221 nxxxX L=  

显然齐次方程(4.3)的通解可以表示为 

∑
=

Λ==
n

i

t
i

t
i CXecextq i

2

1
1)( λ  

其中 T
ncccC ),,,( 221 L= 是常向量。如果二次特征值问题有一个特征值具有正实部，

则随着时间的变化， )(tq 可能按指数增长，即微分方程描述的系统在自由振动下是

不稳定的。反之，如果对应的二次特征值问题所有的特征值都满足 ( ) 0Re <iλ

（ ni 2,,2,1 L= ），则 0)(lim =
∞→

tq
t

，所以微分方程描述的系统在自由运动下是稳定的。 

 

4.1.3  二次特征值问题的理论及方法 

最近，由于二次特征值问题（QEP-Quadratic Eigenvalue Problem）在结构动力学、

电子振荡、陀螺系统、流体力学以及信号处理等领域中的广泛应用，已经吸引了越来

越多的关注。 

    所谓二次特征值问题就是寻求标量λ和非零向量 yx, 满足： 

            ( ) 02 =++ xKCM λλ ， ( ) 02 =++ KCMy H λλ              （4.5） 

其中 CM , 和K是 nn× 复矩阵， yx, 分别是属于特征值λ的右、左特征向量。记                
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( ) KCMQ ++= λλλ 2                      （4.6） 

为了简便起见，有时候也直接称 ( )λQ 为二次特征值问题，并记 ( )KCM ,,λ 为二次特征

值问题的所有特征值的集合。对一般的二次特征值问题，沿用力学惯例，分别称

KCM ,, 为质量矩阵，阻尼矩阵和刚度矩阵。设 ( ) ( )λλ Qp det= 为二次特征值问题的

特征多项式。显然，λ是二次特征值问题的特征值当且仅当 ( ) 0=λp 。如果M 非奇异，

则 ( )λp 是一个 n2 次多项式，它在复平面上有 n2 （考虑重数）个有限的根。如果M 奇

异，则类似于广义特征值问题，二次特征值问题特征值的个数可以有无穷多个，也可

以少于 n2 个，甚至可能是空集。 

    二次特征值问题和标准特征值问题以及广义特征值问题的主要代数区别在于二

次特征值问题有 n2 个特征值（有限或无穷大的）。 

二次特征值问题是一类重要的非线性特征值问题，它与标准特征值问题和广义特

征值问题问题在理论和求解程序上很少相似。主要的复杂性在于二次特征值问题没有

类似于标准特征值和广义特征值问题的 Schur定理和广义 Schur定理那样的规范形。 

矩阵束 ( )λQ 是二次矩阵多项式，称 ( )λQ 为 −λ 矩阵，并用 ),,( KCMλ 表示它的谱

( ){ }0det:),,( =∈= λλλ QCKCM ，即为 ( )λQ 的特征值的集合。 

如果对于任意的λ都有 ( )λQdet 恒不为零，则称 −λ 矩阵 ( )λQ 是正则的；反之则

称 ( )λQ 是非正则的。若不特别说明，假定 ( )λQ 是正则的。文献[70]给出了另一个定

义：当矩阵M 是非奇异时，称 −λ 矩阵 ( )λQ 是正则的。 

由于特征多项式是 ( ) ( ) += nMQ 2detdet λλ λ低次项，所以当M 非奇异时， ( )λQ 是

正则的，而且有 n2 个有限特征值。当M 奇异时， ( )λQdet 阶数 nr 2< 并且 ( )λQ 有 r个

有限特征值，这种情况下通常约定 ( )λQ 有 rn −2 个无穷大的特征值。值得注意的是，

当 ( )λQ 正则时，可能会出现同一个特征向量对应两个不同特征值的情况。 
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例如，定义 ( )
















+
+−

−+
=

100
01762
0661

2

2

2

λ
λλλ
λλλ

λQ ，或等价定义
















=

100
060
060

M ，
















−
−

=
000
072
061

C ， IK = 。于是 

( ) 061212116det 2345 ≠+−+−+−= IQ λλλλλλ  

可见， ( )λQ 是正则的。 

计算得到其六个特征对 ( ) )6,,1(,, L=kxkkλ 如下表： 

k  1 2  3  4  5  6  

kλ  31  21  1 i  i−  ∞  

 

kx  















0
1
1

 
















0
1
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1
0
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0
0

 
















1
0
0

 
















NaN
NaN
NaN

 

表 4.1 特征值和特征向量 

 

这些特征值中有五个是有限的（它们是 ( ) 0det =λQ 的根），并且其中一个是无穷

大的。可以看到，当 21 λλ ≠ 时，可以得到 21 xx = 。但是如果正则矩阵束 ( )λQ 有 n2 个

互不相同的特征值，则存在 n个线性无关的特征向量，这是标准特征值问题和广义特

征值问题结果的一个非平凡推广。 

与标准特征值问题和广义特征值问题一样，每一个特征值的代数重数定义为

( ) 0det =λQ 的根的重数。单特征值是指该特征值的代数重数为 1。半单特征值是指一

个 k重特征值有 k个线性无关的特征向量。亏损特征值是指一个 k重特征值对应的特

征向量所张成子空间的维数小于 k。因此，当特征值的重数 nk > 时必然是亏损的。 

二次特征值问题 ( ) 02 =++ xKCM λλ 可以通过线性化得到如下等价的广义特征

值问题 
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          :2L     














−
=
















x
x

N
K

x
x

N
MC

λλ
λ

0
0

0
                 (4.8) 

其中N为一个非奇异调节矩阵，一般取为为M 或K。称(4.7)式为二次特征值问题的

第一友矩阵形式，称(4.8)式为二次特征值问题的第二友矩阵形式。于是求解二次特征

值问题，可转化为求解广义特征值问题。因此，所有求解广义特征值问题的算法都可

用来求解二次特征值问题。 

另外，当系数矩阵是实矩阵时， ( )λQ 的谱在复平面内关于实轴是对称的，即特

征值或者是实数或者是共轭复数。 

二次特征值问题问题的特征值分布具有以下特征： 

矩         阵 特   征   值 特  征  向  量 

KCM ,, 均为实矩阵 λ为实数或共轭成对出现 x为λ和λ 的右特征向量 

M 为非奇异矩阵 有 n2 个有限的特征值λ   

M 为奇异矩阵 存在特征值∞   

KM , 为正定的实矩阵，

C为反对称矩阵 
特征值均为纯虚数  

KM , 为 Hermite阵，且

M 正定， *CC −=  

λ为纯虚数或以 ( )λλ −, 形

式成对出现 

x是λ的右特征向量，且是

λ− 的左特征向量 

KCM ,, 均为 Hermite阵 λ为实数或共轭成对出现
x为λ的右特征向量，且为

λ 的左特征向量 

M 正定，K半正定 ( ) 0Re ≤λ   

CM , 正定，K半正定，

且 ( ) 0,, >KCMγ  

λ为实数且 n个最大、n个

最小特征值之间有间隔 

n个最大的特征值对应的

特征向量是线性无关的 

表 4.2  二次特征值问题的特征值分布性质 
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4.1.4 算例 

例 4.1  如图 4.1所示单自由度阻尼振动系统 

(1) 取质量 2=m ，阻尼 5.1=c ，刚度 50=k ；此时临界阻尼 102* == kmc ， 

阻尼率 115.0* <==
c
cς ，系统为欠阻尼状态。 

计算得到 i9434.475.0 ±−=λ ，于是得到位移与时间的关系图如下：     

 

               图 4.2 欠阻尼状态位移-时间关系图 

(2) 取质量 2=m ，阻尼 15=c ，刚度 50=k ；此时临界阻尼 102* == kmc ， 

阻尼率 15.1* >==
c
cς ，系统为过阻尼状态。 

计算得到 9098.1−=λ ，于是得到位移与时间的关系图如下：    

 

                 图 4.3 过阻尼状态位移-时间关系图 

(3) 取质量 2=m ，阻尼 10=c ，刚度 50=k ；此时临界阻尼 102* == kmc ， 

阻尼率 1* ==
c
cς ，系统为临界阻尼状态。 

计算得到 5−=λ ，于是得到位移与时间的关系图如下：    
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图 4.4 临界阻尼状态位移-时间关系图 

例 4.2  考虑如下阻尼弹簧-质点系统 

 
                       图 4.5 多自由度阻尼弹簧-质点系统 

此系统微分方程 

( ) ( ) ( ) 0=++ tKqtqCtqM &&&                        

其特征方程 

( ) ( ) 02 =++= xKCMxQ λλλ  

其中 ],,[ 1 nmmdiagM L= ， [ ] [ ]1 1 1, , ,0 , ,T
n nC Pdiag d d P diag τ τ−= +L L ， 

[ ] [ ]n
T

n kkdiagPkkPdiagK ,,0,,, 111 LL += − ， 1,, +−= jijiP δδ ，




≠
=

=
ji
ji

ji ,0
,1

,δ 。 

（1）取 5n = ， 11 === nmm L ， 1 2 12 ,n nk k k k k k−= = = = =L ， 1 2 ,nτ τ τ= =  

2 1nτ τ τ−= = =L ，此时 

]1,3,1[*],1,3,1[*, −−=−−== tridiagkKtridiagCIM τ 。 

取 50,1 == kτ 时，系统为欠阻尼状态，通过 QZ算法计算得相应的特征值如下： 



结构动力学中的特征值反问题 

 ７２  

序 号 特  征  值 序 号 特  征  值 

1 -2.3660 +15.1988i 2 -2.3660 -15.1988i 

3 -2.0000 +14.0000i 4 -2.0000 -14.0000i 

5 -0.6340 + 7.9370 i 6 -0.6340 - 7.9370i 

7 -1.5000 +12.1552i 8 -1.5000 -12.1552i 

9 -1.0000 + 9.9499i 10 -1.0000 - 9.9499i 

  表 4.3  特征值 

特征值分布如图 4.6所示： 

 

图 4. 6  二次特征值问题的特征值分布图 

对应各特征值的位移时间关系图如下 

 

图 4.7  对应特征值 1λ 的位移时间关系图 
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图 4.8  对应特征值 3λ 的位移时间关系图 

 

图 4.9  对应特征值 5λ 的位移时间关系图 

 
图 4.10  对应特征值 7λ 的位移时间关系图 

 

图 4.11  对应特征值 9λ 的位移时间关系图 

（2）取 50=n ， 5,3 == kτ 时，此时系统为欠阻尼状态。 

由 QZ算法得到特征值分布如下： 
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图 4.12  二次特征值问题的特征值分布图 

在这种情况下，观察对应各特征值位移时间关系图，可见对应各特征值的位

移很快趋于零。 

限于篇幅，这里不再给出对应各特征值的位移时间曲线。 

 

（3）取 50=n ， 5,10 == kτ 时，此时系统为过阻尼状态。 

由 QZ算法得到特征值分布如下： 

 

图 4.13  二次特征值问题的特征值分布图 

此结果验证了 Lancaster的理论［71］。此时系统不产生振动。 
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4.2 由全部频率模态识别阻尼振动系统的结构物理参数 

所谓二次特征值反问题（IQEP-INVERSE QUADRATIC EIGENVALUE PROBLEM）是

与二次特征值问题相反的过程。从数学上讲二次特征值反问题就是由给定二次特征值

问题的部分或全部特征信息确定或估计矩阵 KCM 和、 ；从工程上讲就是由系统的动

力学特性识别系统的物理参数。 

本节结合阻尼振动模型给出二次特征值反问题的合理提法，研究其解的存在性和

数值算法，讨论由频率模态数据识别系统的物理参数，包括阻尼矩阵、质量矩阵和刚

度矩阵，并分别举例说明理论和方法在阻尼系统振动反问题中的应用。 

4.2.1 问题的提出 

    本节假定在阻尼振动系统中，质量矩阵是已知的，并且已知系统的全部频率和模

态，需要识别系统的阻尼矩阵和刚度矩阵，即归纳为如下问题： 

问题 4.1  给定 n2 个复数 n21 ,, λλ L 和 n2 个向量 n21 x,,x L （实或复）以及实对称

正定矩阵M ，求 n阶矩阵C和K，使得二次特征值问题 0x)KCM()(Q 2 =++= λλλ

具有给定的 n2 个特征对 n2
1iii )x,( =λ 。 

下面给出问题 4.1存在惟一解的充分条件，提出求解问题 4.1的数值算法,并结

合实际振动模型给出数值试验说明此类二次特征值反问题在阻尼弹簧-质点系统中的

应用。 

4.2.2 问题 4.1的解和算法 

二次特征值问题 
0)()( 2 =++= xKCMxQ λλλ             （4.7） 

可转化为广义特征值问题 

                        BzAz λ=                                 （4.8） 

其中 

                        







=








=








−−

=
x
x

z,
M0
0I

B,
CK
I0

A
λ

              （4.9） 

定理 4.1  若 )n2,,1i(,
x

x
z

ii

i
i L=








=

λ
线性无关，则问题 4.1的解存在且惟一。 

证明 由已知条件M 是给定的对称正定矩阵，则B是 n2 阶对称非奇异矩阵，二次

特征值问题转化为标准特征值问题 
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zAzB 1 λ=−  

由条件知， n2n2 × 矩阵 [ ]n21 z,,zZ L= 是非奇异矩阵，于是 

Λ= ZZA  

其中
















=

n2

1

λ

λ
Λ O ， ABA 1−= 。因此 

                   







−− CK

I0
= )( 1−Λ= ZZBAB                    （4.10） 

从而由（4.10）得到要求的 0x)KCM(x)(Q 2 =++= λλλ 中的矩阵C和K。 

     特别地，若M 是对角正定阵时，则B是 n2 阶对角正定矩阵，于是 

zBzBABB 2
1

2
1

2
1

2
1

⋅=⋅
−−−

λ  

令 zByABBA 2
1

2
1

2
1

, ==
−−

，则上述广义特征值问题可写成如下标准特征值问题 

yyA λ=  

因为 2n阶矩阵 [ ]n21 z,,zZ L= 是非奇异矩阵，则
1 1

212 2
1 2

2 21 1

, , n
n

n n

xx
y B y B

xx λλ
  

= =   
   

L 是

线性无关的。于是 n阶矩阵 KCM 和、 非奇异。由 

ΛYYA = ， 

其中 
















=

n2

1

λ

λ
Λ O , 

因此                         

1YYA −= Λ , 

即有 









−−

==
CK
I0

BABA 2
1

2
1

 ,                  （4.11） 



南京航空航天大学博士学位论文 

                                            ７７ 

从而得到要求的 0x)KCM(x)(Q 2 =++= λλλ 中的矩阵C和K。   

算 法 4.1 

(a) 如果定理 4.1的条件满足，则转（b）；否则，此算法不能求解； 

(b) 由（4.10）（4.11）计算求矩阵C和K。 

在中小型阻尼弹簧-质点系统中，可以通过实验手段测得系统的全部频率（特征

值）和复模态（特征向量），然后利用算法 4.1 即可识别系统的物理参数（阻尼矩阵

和刚度矩阵等）。 

 

4.2.3 算例 

例 4.3  考虑如下 n自由度阻尼弹簧-质点系统： 

图 4.14  n自由度阻尼弹簧-质点系统 

此振动系统的二阶微分方程为 

       0)()()( =++ tKqtqCtqM &&&                      

其特征方程为二次特征值问题 

0x)KCM(x)(Q 2 =++= λλλ  

其中质量矩阵
















=

nm

m
M O

1

，阻尼矩阵C和刚度矩阵K是实对称三对角矩阵。 

   不失一般性，取 3n = ，且 )3,2,1i(1mi == ， ，即 IM = 给定，且已知 n2 个复数

n21 ,, λλ L 和 n2 个向量 n21 x,,x L 如下： 

i3941.54393.0;i8869.95.1;i8122.125607.2 6,54,32,1 ±−=±−=±−= λλλ  
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[ 61 x,,x L ]=

















−−
−−

111111
202202

111111
。 

经验证满足定理 4.1的条件，于是由算法 4.1，得 
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==
CK
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BABA 2
1

2
1

=



























−−
−−

−−

35.10100500
5.135.15010050

05.13050100
100000
010000
001000

， 

所要求的阻尼矩阵C和刚度矩阵K是如下实对称三对角矩阵 

















−
−−

−
=

















−
−−

−
=

210
121

012
50K,

210
121

012
5.1C 。 

 

4.3 由部分频率模态识别比例阻尼振动系统的物理参数 

4.3.1 问题的提出 

工程上往往只能针对不同的影响因素，给出阻尼的不同描述模型，通常的做法是

假设结构的阻尼满足某种阻尼模型，然后利用实验数据确定阻尼模型中的待定参数。

在长期的工程实践中，工程技术人员提出了多种数学模型描述真实结构的阻尼，这些

模型的形式由简单到复杂，对真实情况的描述精度也逐渐提高。总体来说，阻尼模型

主要分为比例阻尼和非比例阻尼两大类。比例阻尼模型包括最初由 Rayleigh首先提出

的 Rayleigh阻尼模型：认为结构的阻尼矩阵与质量矩阵和刚度矩阵成比例。本节讨论

比例阻尼系统的二次特征值反问题。 

假设已知比例阻尼振动系统的部分频率和模态，考虑识别系统的阻尼矩阵和刚度

矩阵，即如下问题： 

问题 4.2 由无阻尼系统的三个实特征对和实对角正定矩阵M 以及阻尼比构造二

次特征值问题: 0x)KCM()(Q 2 =++= λλλ 中的实对称三对角矩阵C和K，并计算得

到二次特征值问题: 0x)KCM()(Q 2 =++= λλλ 的 n2 个特征对。 
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   问题 4.2主要是基于阻尼弹簧-质点系统中的实际应用而提出的。下面分析解的适

定性，给出求解问题的数值算法，并分析问题 4.2在阻尼弹簧-质点系统中的应用。 

4.3.2 问题 4.2的解和算法 

本节讨论 n自由度阻尼弹簧-质点系统的一类特殊结构二次特征值反问题，即考

虑如下二次特征值问题:           

                   0x)KCM( 2 =++ λλ                       (4.12)  

其中质量矩阵 ],,,[ 21 nmmmdiagM K= 是已知 n阶对角正定矩阵，而阻尼矩阵C和刚

度矩阵K是 n阶实对称三对角矩阵。 

假设系统的阻尼是比例阻尼，即阻尼矩阵C是质量矩阵M 和刚度矩阵K的线性

组合 

KMC βα +=                              (4.13) 

其中 βα , 为比例常数，与结构的固有频率和阻尼有关。设 ji ωω , 分别为第 i个和第 j个

固有频率， ji ξξ , 分别为第 i个和第 j个振型的阻尼比（即实际阻尼和该振型的临界阻

尼的比值），即 βα , 可表示为 

ji
ijij

ijji ωω
ωωωω

ωξωξ
α

))((
)(2

−+

−
= ，

))((
)(2

ijij

iijj

ωωωω
ωξωξ

β
−+

−
=  

特别地，当 ξξξ == ji 时，有 

              ξ
ωω
ωω

α
ji

ji

+
=

2
， ξ

ωω
β

ji

2
+

=                          (4.14) 

通常取 2j,1i 取= 或大于 2 的某个正整数。振型阻尼比 ji ξξ和 的数值可由试验确定或

参考同类结构的已有数据确定。 

因为对于给定的振动系统，它的质量和刚度是系统固有的物理性质，而对于一个

大型或复杂的振动系统，测量其所有特征值和/或特征向量是不可能的。因此一般是

先通过实验测得其几个低阶的频率（特征值）和/或振型（特征向量），然后再通过测

得的数据重构系统，从而通过计算最终得到整个系统的振动特性。于是，这里采取了

实验与计算相结合的思想采用分步处理的策略，首先由实验手段获得无阻尼系统的三

个低阶频率和相应振型以及相关比例系数等数据信息来确定刚度矩阵K和阻尼矩阵
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C，再计算出二次特征值问题的所有特征对，从而可以分析整个阻尼振动系统的振动

特性。 

引理 4.1 ]31[   设 νµλ ,, 是三个给定的不同实数（不妨假设 νµλ >> ），

T
n21

T
n21

T
n21 )z,,z,z(z,)y,,y,y(y,)x,,x,x(x LLL === 为三个不同的非零实向量，

有惟一的实对称三对角矩阵 J，使其具有给定的三个特征对 )z,(),y,(),x,( νµλ 的充分

必要条件是： 

（1） 0ddd )3(
n

)2(
n

)1(
n ===  

（2） 1n,,2,1k,0Dd)(Dd)( )2(
k

)2(
k

)1(
k

)1(
k −=>−=− Lνµµλ  

  若 0yk = ，则有 k,1kj,Dd)(Dd)( )3(
j

)3(
j

)1(
j

)1(
j −=−=− λνµλ 其中
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+

+

+

+
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= = =
∑ ∑ ∑
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zz
xx

D,
yy
zz

D,
xx
yy

D

n,,2,1k,xzd,zyd,yxd
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k

1kk
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k

1kk
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k
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1i
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1i

k
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ii
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kii

)2(
kii

)1(
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L
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设 νµλ ,, 是无阻尼系统的三个不同的特征值（不妨假设 νµλ >> ），

T
n21

T
n21

T
n21 )z,,z,z(z,)y,,y,y(y,)x,,x,x(x LLL === 是相应的特征向量。 

    首先不考虑阻尼，即阻尼矩阵 0C = ，则得到频率ω与相应振型φ的方程 

                  φωφ MK 2=                                （4.15）   

记 2ωλ = ，有广义特征值问题 φλφ MK = 。由于质量矩阵M 是对角正定，于是 

                     φλφ 2
1

2
1

2
1

2
1

MMKMM ⋅=⋅
−−

                  （4.16） 

令 yM 2
1

=φ ， AKMM 2
1

2
1

=
−−

 ，则（4.16）式化为  yAy λ=  ，其中 A为实对称三对

角矩阵。 

    假定由实验测得无阻尼系统（4.15）的三个频率和相应振型，即给定三个特征对

)y,( 11λ ， )y,( 22λ 和 )y,( 33λ 。若满足引理 4.1，则存在惟一的 A为实对称三对角矩
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阵，从而得到刚度矩阵 2
1

2
1

AMMK = 。 

    再由实验手段或类似结构系统得到阻尼系数 βα , ，得到阻尼矩阵 KMC βα += 。 

这样得到二次特征值问题 0x)KCM(x)(Q 2 =++= λλλ 的所有系数矩阵，于是可

以计算得到二次特征值问题的所有 n2 个特征对，从而可以分析整个阻尼弹簧-质点系

统的振动特性。 

 

算法 4.2： 

a）验证三个特征对 )y,( 11λ ， )y,( 22λ 和 )y,( 33λ 满足引理 4.1 条件，由实对称

三对角矩阵特征值反问题算法计算得到 A； 

b）计算刚度矩阵 2
1

2
1

AMMK = ； 

c）由实验手段或类似结构系统得到 βα , ，计算阻尼矩阵 KMC βα += ； 

d) 计算得到二次特征值 0x)KCM(x)(Q 2 =++= λλλ 的所有 n2 个特征对。 

 

4.3.3  算例 

例 4.4  考虑如下 n自由度阻尼弹簧-质点系统 

 
图 4.15  n自由度阻尼弹簧-质点系统 

此振动系统的二阶微分方程： 

       0)()()( =++ tKqtqCtqM &&&                          

其特征方程为二次特征值问题 

0x)KCM(x)(Q 2 =++= λλλ  
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其中质量矩阵
















=

n

1

m

m
M O 给定，而阻尼矩阵C和刚度矩阵K是实对称三对角

矩阵为： 

],,[]0,,[ 111 n
T

n diagPddPdiagC ττ KK += −  

],,[]0,,,[ 111 n
T

n kkdiagPkkPdiagK KK += −  

其中 )( 1,, +−= jijiP δδ ，




≠
=

=
ji,0
ji,1

ijδ 。 

    不失一般性，限于篇幅起见，取 5=n ，且 )5,4,3,2,1(1 == imi ， ，即 IM = 。 

于是                     0x)KCI( 2 =++ λλ  

首先考虑无阻尼的情形，即 0=C 时，由 3.1 节所述得频率ω与相应振型φ的方

程 

                            φωφ MK 2=             

假设由实验手段测得        152
1 =ω ， 102

2 =ω ， 202
3 =ω  























−

−

=

1
0
1
0
1
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−
−

=

1
1
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1
1
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−

−
=

1
1
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1

1
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则由算法 4.2计算可得 























−
−−

−−
−−

−

=

155000
515500

051550
005155
000515

K  

又阻尼矩阵C可看作质量矩阵M 和刚度矩阵K的线性组合，即 KMC βα += ，而 βα ,

可由实验测定或参考同类结构确定。这里不妨设 1.0=α ， 2.0=β ，于是

K2.0M1.0C += ，则可以求得阻尼矩阵C： 
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=

3.10001.0000-000
1.0000-3.10001.0000-00

01.0000-3.10001.0000-0
001.0000-3.10001.0000-
0001.0000-3.1000

C  

于是质量矩阵M ，刚度矩阵K和阻尼矩阵C全部确定，从而可求解二次特征值问题

的 所 有 特 征 值 i4.2217-2.41602,1 ±=λ ， i3.974-2.05004,3 ±=λ ，

i3.5493-1.55006,5 ±=λ ， i2.9829-1.05008,7 ±=λ ， i2.4232 -0.684010,9 ±=λ 。 

 

4.4 由两对频率模态信息识别比例阻尼振动系统的结构物理参数 

4.4.1 问题的提出 

   本节再从部分频率模态信息（部分特征对信息）的角度，来研究结构比例阻尼振

动系统的结构参数识别问题，即构造质量矩阵M 、刚度矩阵 K 和比例阻尼矩阵

KMC βα += 。 

一般讲，阻尼振动系统的特征值一般为复数，由于质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩

阵都是实数矩阵，其特征方程是实系数方程，因此，若µ是特征值，则其共轭复数µ

也是其特征值；若对应µ的特征向量是 z，则 z是µ的特征向量。而且，阻尼振动系

统的模态（特征向量）是一般是复向量，但是在比例阻尼 KMC βα += 的情况下，则

特征向量是实向量。提出如下结构矩阵特征值反问题： 

问题 4.3  已知无阻尼系统的质量矩阵 0>M 和两个非零特征值 21 λλ ≠ 和相应

的特征向量 nRxx ∈21 , ，以及同结构有阻尼系统的与 21 ,λλ 有相同振型的两个特征值

21 ,µµ ，来确定系统的刚度矩阵K和比例阻尼矩阵C，其中K为实对称三对角矩阵。 

这样就可以由少量频率模态信息识别出整个系统的结构参数，从而实现整个比例

阻尼系统的振动特性分析和仿真。 

 

4.4.2  问题 4.3的解和算法 

设无阻尼振动系统的特征方程为 
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                         MxKx λ=                            （4 .17） 

有阻尼振动系统的特征方程为 

                          0)( 2 =++ zKCM µµ                     （4 .18） 

其中K为实对称三对角矩阵。 

因为比例阻尼 KMC βα += ，得 

0))(( 2 =+++ zKKMM βαµµ  

即 

                       0])1()[( 2 =+++ zKM βµαµµ                （4 .19） 

设 x为（4.17）式的特征向量，如果 x也为（4.18）式的特征向量（即 xz = ）。 

则（4 .19）式化为 

                 0])1()[( 2 =+++ xKM βµαµµ                      （4 .20） 

比较（4 .17）式和（4 .20）式，得 

                          
1

2

+
+

−=
βµ

αµµλ                          （4.21） 

或 

                       0)(2 =+++ λµβλαµ                      （4.22） 

 

定理 4.2  若问题 4.3 中给定的数据满足引理 2.2 的条件,则系统的刚度矩阵K

和比例阻尼矩阵C存在且惟一。 

证明  由引理 2.2 和质量矩阵M ，可以惟一地确定刚度矩阵K。又把 21 ,λλ 和

21 ,µµ 分别代入（4.22）式，得到关于 βα , 的线性方程组 
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−−=+
−−=+

2
22222

2
11111

µλβµλαµ
µλβµλαµ

                     （4.23） 

而且由于 21 ,λλ 和 21 ,µµ 都非零，且 21 λλ ≠ ，得到其系数行列式 

                                0
222

111 ≠
µλµ
µλµ

  

所以由 Crammer 法则，其解 βα , 存在惟一。于是比例阻尼矩阵 KMC βα += 存在且

惟一。归纳算法如下： 

算法 4.3  

（1）判断给定的数据是否满足引理 2.2的条件，若满足，则由[3]的算法得到惟一的

对称三对角矩阵K；如不满足此算法失效； 

（2）把 21 ,λλ 和 21 ,µµ 分别代入（4.25）式，解得 βα , ； 

（3）形成比例阻尼矩阵 KMC βα += ； 

至此得到系统所有结构参数，就可以进行整个系统的振动特性分析和仿真。 

另外，假设已知无阻尼系统的所有频率λ以及比例阻尼系数 βα , ，利用（4.22）

式求解一元二次方程，可以得到同结构有比例阻尼系统的所有频率，进而得到可以系

统的所有模态。这里不再赘述。 

4.4.3 算例 

例 4.5  如图 4.15所示的 n自由度阻尼弹簧-质点系统。 

取 n =5，质量矩阵 ]5,,2,1[ LdiagM = ，假设首先已知刚度矩阵 ]5,15,5[ −−= diagK ，

6.0,4.0 == βα ，则比例阻尼矩阵 KMC 6.04.0 += ；计算得到无阻尼系统的特征对如

下： 

特征值 16.4557 7.7173 4.9999 3.2719 1.8049 

特征向量 

0.9593 

-0.3950 

0.0714 

-0.0082 

0.0007 

0.4692 

0.9665 

-0.9156 

0.3569 

-0.0846 

-0.3015 

-0.8528 

-0.5222 

1.2060 

-0.6742 

-0.2082 

-0.6908 

-1.0701 

-0.3043 

1.2514 

0.0930 

0.3471 

0.8072 

1.2960 

1.2125 

表 4.4  特征对 
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以及有阻尼系统的两个特征对如下： 

特征值 -3.3911 +/- 2.2262i -1.6434 +/- 2.2397i 

特征向量 

 

 1.0000         

 -0.4117  

  0.0744  

 -0.0085 

  0.0007  

1.0000         

2.0600 

 -1.9514 

  0.7607 

 -0.1803 

表 4.5  特征对 

可见，有阻尼系统的这两个特征值与无阻尼系统的前两个特征值的振型相同。于

是这里取 7173.7;4557.16 21 == λλ ； 21 , xx 取其分别对应的特征向量；取

i2262.23911.31 +−=µ ， i2397.26434.12 +−=µ ；利用算法 4.3，计算得到刚度矩阵 























−
−−

−−
−−

−

=

1843.411376.3
1376.34263.159885.4

9885.40062.159980.4
9980.40012.159999.4

9999.49999.14

K ，以及比例阻尼实数

19992.0=α ， 40001.0=β ；从而得到比例阻尼矩阵 























−
−−

−−
−−

−

=+=

4737.172550.1
2550.19704.69954.1

9954.16023.69992.1
9992.14005.60000.2

0000.22000.6

KMC βα 。 

与前面已知的数据比较，可见算法 4.3具有较高的识别精度。 

 

4.5 由频率信息识别非阻尼振动系统的结构物理参数 

4.5.1 问题的提出 

比例阻尼模型虽然会使结构动力分析简单化，但它并不符合真实的阻尼情况，所

以计算精度不够理想。而且，试验得到的振型基本上都是复振型，而比例阻尼是无法
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描述这种复振型的，因此非比例阻尼模型更加符合工程实际情况。非比例阻尼结构系

统进行动力学分析时得到是复振型，这就能够与试验结果保持一致。目前工程中普遍

采用的非比例阻尼模型主要是 Liang模型 ]90,89[ 。1992年美国国家地震研究中心 Liang

博士等人提出了一种阻尼矩阵的表达方式： 

KMRC βα ++=  

将系统阻尼矩阵表示为一个对角阵R和比例阻尼矩阵之和，这样能导出复模态。并且

Liang博士从有限元理论出发给出各项的物理解释：R代表集中阻尼，表示在结构结

点处产生的阻尼； Mα 表示与速度成比例的粘性力引起的阻尼； Kβ 表示结构的应力

分布引起的阻尼。Liang模型不仅考虑了结构中比例阻尼的部分也考虑了非比例阻尼

的部分，是目前工程上较为接受的一种非比例阻尼模型。为了便于工程应用，提出用

数量矩阵代替对角阵R，即为简化的 Liang模型： 

                         KMIC βασ ++=                     （4.24） 

这样可以使阻尼矩阵试验建模得到简化。 

此节讨论在串联阻尼弹簧-质点振动系统中，考虑非比例阻尼的简化 Liang模型，

假设已知系统的频率信息如何来识别系统的阻尼矩阵。此时质量矩阵

],,[ 1 nmmdiagM L= 为正定实对角阵，刚度矩阵K和阻尼矩阵C都是实对称三对角矩

阵。 

     系统质量矩阵和刚度矩阵都可以类似问题 4.2 的讨论，基于无阻尼的标准矩阵

特征值反问题的多种提法的解理论获得，比如由特征值信息、部分特征对信息、特征

值和部分分量信息等等。 比例阻尼系数 βα , 可由试验测得或参照类似结构获得。或

者利用有限元法直接离散得到振动系统的质量矩阵和刚度矩阵，一般讲还是有相当精

度的，即使精度较差，也可以通过不同的修正方法提高其精度。但是阻尼矩阵的估计

却困难得多，如何合理地估计系统的阻尼矩阵将直接影响系统的建模精度。因此这里

假设等质量矩阵和刚度矩阵等参数都是已知的。下面来专门识别非比例阻尼矩阵。问

题归纳为如下提法： 
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问题 4.4 已知系统的质量矩阵和刚度矩阵和阻尼系数 βα , ，再由

0)()( 2 =++= xKCMxQ λλλ 和其修正系统 0ˆ)ˆˆˆ()(ˆ 2 =++= xKCMxQ µµλ 的两组谱数

据 n
i

2
1}{λ 和 22

1}{ −n
iµ ，来确定 Liang 阻尼模型中的参数 σ ，从而得到阻尼矩阵

KMIC βασ ++= 。其中二次束 )(ˆ λQ 是二次束 )(λQ 的 1−n 阶顺序主子矩阵。 

 

4.5.2 问题 4.4的解 

因为二次特征值问题： 

0)()( 2 =++= xKCMxQ λλλ  

可以等价化为 

                   0)()(' 112 =++= −− xKMCMIxQ λλλ  

或者为保持对称性，利用质量矩阵的 Cholesky分解 

TLLM =  

等价化为 

0))(())((' 112 =++= −−−− xLKLLCLLIxLQ TTTT λλλ  

因此，不失一般性，这里考虑简化系统质量矩阵为 IM = ；即考虑如下系统 

0)()( 2 =++= xKCIxQ λλλ                   (4.25) 

其中 























=

−

−

nnnn

nn

cc
c

cc
cc

C

1,

,1

2212

1211

OO

O
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=

−

−

nnnn

nn

kk
k

kk
kk

K

1,

,1

2212

1211

OO

O

 （4.26） 

按最后一行展开 )(λQ ，得 
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    ∏ ∏
=

−

=
−−− +−−++=−

n

i

n

i
nnnnninnnni qkcck

2

1

22

1
42

2
,1,1

2 )()()()()( λλµλλλλλ    （4.27） 

其中 )(42 λ−nq 是 )(λQ 的 2−n 阶顺序主子矩阵的特征多项式。 

比较（4.27）式两边 42 −nλ 的系数，得到 

∑ ∑
−

= =

−=
22

1

2

1

n

i

n

i
iinnc λµ  

于是由（4.25）式，得到 

                            nnnnn kmc βασ −−=                    （4.28） 

从而识别出系统的非比例阻尼矩阵 

                             KMIC βασ ++=  

 

4.5.3 算例 

例 4.6  设 5=n ，已知























=

5
4

3
2

1

M ，























−
−−

−−
−−

−

=

74
463

352
241

13

K ，

2.0=α ， 3.0=β ；假定已知 1.0=σ ，得到原系统和修正系统的两组谱数据： 
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λ  µ  

-0.66250418821474 + 1.74743319452277i 

 -0.66250418821474 - 1.74743319452277i 

 -0.54574471164966 + 1.59055134473145i 

 -0.54574471164966 - 1.59055134473145i 

 -0.42334822735749 + 1.35396137660162i 

 -0.42334822735749 - 1.35396137660162i 

 -0.27844184071367 + 0.99385991397420i 

 -0.27844184071367 - 0.99385991397420i 

 -0.13912769873110 + 0.38461562216524i 

-0.13912769873110 - 0.38461562216524i 

-0.66215324163558 + 1.74529451532466i 

 -0.66215324163558 - 1.74529451532466i 

 -0.52196657304979 + 1.54090816427047i 

 -0.52196657304979 - 1.54090816427047i 

 -0.35960004243545 + 1.20411521742864i 

 -0.35960004243545 - 1.20411521742864i 

 -0.18544680954584 + 0.64843629870404i 

 -0.18544680954584 - 0.64843629870404i 

表 4.6 阻尼系统的两组谱数据 

然后再由这些谱数据，利用问题 4.3 的解理论和 (4.28)式，识别出的

0999999999.0=σ ，可见识别精度很高，于是识别出系统的非结构阻尼矩阵 























−
−−

−−
−−

−

=++=

19999.32.1
2.1699999.29.0

9.019999.26.0
6.069999.13.0

3.019999.1

KMIC βασ  

例 4.7  如图 4.15 所示的系统，设 100=n ，已知 IM = ， ]5,15,5[ −−= diagK ，

3=α ， 4=β ；假定已知 2=σ ，由得到原系统和修正系统的两组谱数据（限于篇幅，

这里不罗列出来），由问题 4.3的解理论，识别出的阻尼系数为 8390000000005.2=σ ，

同样，可见对大规模非比例阻尼振动系统问题，识别精度仍很高。 
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4.6  本章小结 

本章结合阻尼振动系统给出了二次特征值反问题的四种提法，分别研究了解的

适定性理论，给出了数值算法，并重点介绍了其在阻尼弹簧-质点系统中的实际应用。

对于其他阻尼振动系统模型，基于本章的思想方法可以类似地讨论振动反问题的合

理提法，并研究解的存在性和数值算法。这些问题的研究在陀螺仪系统、流体力学、

信号处理、电子振荡等其它工程领域同样具有重要的应用价值。 
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第五章 振动杆结构探伤中的反问题 

5.1 引言 

利用模态分析得到的频率模态参数等数据进行结构探伤、故障诊断和状态监测，

日益成为一种有效而实用的故障诊断和安全检测方法。这是近年发展起来的一种新方

法 ]107105[ − 。当结构发生损伤或故障时，如出现裂纹、松动、零部件损坏等情况，结构

物理参数发生变化，其特征参数（固有频率、模态、阻尼等）也随之改变。根据这些

参数的变化情况，可以判断结构是否出现损伤，有时还可以判断出损伤位置。如根据

频率模态的变化判断裂纹的出现，根据振型的分析判断裂纹的位置，土木工程中依据

频率模态的变化诊断水泥桩是否有裂纹和空隙等等。 

本章基于特征值反问题的理论和方法，研究了振动杆的结构损伤，给出了利用振

动杆的未发生结构损伤状态和发生结构损伤状态的各一个特征对进行结构探伤的理

论和方法。 

 

5.2 振动杆结构探伤中的特征值反问题 

5.2.1  问题的提出 

    结构动力学中的特征值反问题研究由系统的已知动力学行为（频率、模态等）确

定振动系统的物理参数（质量、刚度等）和几何参数。自然地，结构探伤检测也可以

归入此类问题。主要包括结构损伤的位置和损伤程度等。通常，损伤导致构件局部刚

度的变化或损失。因此，可以通过比较未损伤状态和发生损伤后的状态来进行结构探

伤。 

本章研究振动杆的结构探伤问题。考察如下长度为 L振动杆系统 

0,0,),()),(( 2

2

><<
∂

∂
=

∂
∂

∂
∂ tLx

t
txuA

x
txuEA

x
ρ                      (5.1) 

其中 )(),(),( xxEExAA ρρ === 分别表示杆的横截面积、杨氏模量和单位长度的质量

密度。其纵向位移量 ),( txu 可表示为 )sin()(),( txutxu ω= ，其中ω是自由振动频率，

)(xu 满足 
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2,0,0)( ωλλρ =<<=+ LxAu
dx
duEA

dx
d                      (5.2) 

为简单起见，这里假设杆均匀且是左端固定右端自由的边界条件。 n等分区间

[0, ]L ，步长为 1 /i ih x x L n+= − = ，并使用有限差分离散（5.2）式，得到 

niumukukkuk iiiiiiiii ≤≤=−−++− +++− 1,0)( 1111 λ         (5.3)              

其中 /i i ik E A h= ， hAm iii ρ= ， )(),(),(),( iiiiiiii xuuxxEExAA ==== ρρ 。 

     （5.3）式写成矩阵形式 

MuKu λ=                                 (5.4) 

其中 T
nuuuu ),,,( 21 L= ，M 是一个对角矩阵，K是一个对称三对角矩阵。 

    事实上，（5.4）式所描述离散杆模型是由质点 im 以及线刚度 2k 组成的弹簧-质点

系统。用矩阵对 ),( KM 表示这个系统，此问题归结为三对角矩阵特征值反问题，已

有一些反问题的理论和方法来重构系统 ),( KM 。例如，给定总质量，由系统 ),( KM 的

满足间隔条件的谱 n
i 1)(λ 和 1

1)( −n
iµ ，使用 Lanczos方法可以得到矩阵对 ),( KM ]3[ 。 

假设 ),( KM 表示未损伤杆系统的状态， ),( KM 表示发生损伤的杆系统状态。因

为结构损伤与刚度改变有关，一个自然的基于特征值反问题的探伤策略如下： 

z 检测损伤系统 ),( KM 的 n
i 1)(λ 和 1

1)( −n
iµ ，然后从 ( )1

n
iλ 和 ( ) 1

1

n
iµ

−
计算出质量 im

和刚度 ik ； 

z 刚度的不同 ( )
1

n

i ik k− 将会定位原始状态系统的损伤位置。 

由方程(5.3)可知刚度和质量紧密联系在一起的。损伤系统的变化在重构损伤系统

时将会影响矩阵M，K。既然结构损伤不包括质量的变化，有必要在重构时引进一个

可控制的参数来减少刚度变化而对 M 产生的影响。由于选择最佳的参数需要额外的

工作，在工程实践中，测量谱 ( )1
n

iλ 和 ( ) 1

1

n
iµ

−
可能是非常困难的，因此上面的策略不是

一个解决探伤问题的最好方法。 

文献[106]假设模型是均匀杆，其中 E和 ρ是常数，横截面积 A是变量。那么，

均匀杆满足方程 
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'( ) 0,d duA Au
dx dx

λ+ =    '0 , .x L
E
λρλ< < =             (5.5) 

使用有限差分或者有限元方法可离散化方程(5.5)。 

设 ( )* ' 2/ 6nλ λ= ，使用有限元方法离散化方程(5.5)，得到 

               ( )* 0,A A uβ αλ− =                        (5.6) 

其中 ( )1 2, ,..., T
nu u u u= , 

( )
( )

( )

1 2 2

2 2 3 3

1 1

2
2

2
2

nn n n

nn

A A A
A A A A

A
AA A A
AA

α

− −

+ 
 + 
 =
 

+ 
  

L L L          (5.7) 

( )1/ 2A SA S Dβ α= − ，其中 ( ){ }1 ,1iS diag i n= − ≤ ≤ ，D是由 Aα的对角元构成的对角矩

阵(这里省略λ上的∗，以后都是)。 

式(5.6)可改写成 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 2 1 1 1 2 0, 1 ,i i i i i iu u A u u A i nλ λ λ λ− + +− − + − + − − = ≤ ≤        

0 1 1 0.n nu u A+ += = =   

因此，知道特征对 ),( uλ 和最后的面积 nA ，可以利用下式 

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1

1 1 2
1 2 1

i i
i i

i i

u u
A A

u u
λ λ
λ λ

+
+

−

 + − −
=   − − + 

 , 1, 2, ,1.i n n= − − L     (5.8) 

确定余下的横截面积。 

因此，均匀杆探伤的方法可概述如下 ]106[ ： 

算法 5.1：基于一个特征对的探伤算法 

输入：原始杆的横截面积 ( ) 1

1

n

iA
−
，一个特征对 ),( uλ 和损坏杆的第 n个横截面积 nA ，

阀值 ε>0； 

输出：损伤杆的截面积 ( )1
n

iA ，损伤的数量和位置可记为 

, 1, 2, , ,1i i id A A i p p n= − = ≤ ≤L   
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由(5.8)计算 1,,2,1, −= niAi L . 

如果 ii Ad ε≤ ，则可以判断第 i个区域发生损伤。 

但是，这种处理方法对扰动很敏感 ]106[ 。下面提出改进方法，考虑基于两个特征

对进行结构探伤的问题。 

 

5.2.2  基于两个特征对的杆结构探伤 

假设 ),( uλ 是未损伤状态 ),( KM 的一个特征对， ),( uλ 是损伤后状态 ),( KM 的一

个特征对，并且是已知的。 

因此，利用（5.8）式，可以得到 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

11

1 1 2 1 1 2
/

1 2 11 2 1
i i i i

i i
i ii i

u u u u
L L

u uu u

λ λ λ λ
λ λλ λ

+ +
+

−−

 + − −  + − −
 =     − − +− − +   

， 1, 2, ,1.i n n= − − L     

(5.9) 

其中 iL 表示未损伤状态和发生损伤状态的第 i个单元横截面积的比值，指标 i表示发

生损伤的区域， iL 的大小反映损伤的程度。 

如果某个（些） iL （ 1, 2, ,1.i n n= − − L ）不等于 1，则可以判断在第 i个单元发

生损伤，从而可以确定损伤定位和损伤程度。 

 

算法 5.2：基于两个特征对的探伤算法 

输入：原始杆（未损伤状态）的一个特征对 ),( uλ 和损伤状态的一个特征对，以

及阀值 ε>0； 

输出：利用式（5.9）计算 iL ，损伤的数量和位置可记为 

1 , 1, 2, , ,1i id L i p p n= − = ≤ ≤L   

如果 ε≤id ，则可以判断第 i个单元发生损伤。 

与算法 5.1相比，算法 5.2的优点在于不必已知杆的横截面积，只需要两个特征

对就可以作出是否损伤的判断。 
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5.2.3  算例  

例 5.1 考虑一均匀杆, 作 10等分(n =10)。为了说明算法，假设所有横面积 1=iA ，

分别在单元 3 7,A A 引进 40%，80%的减少量。 ),( uλ 和 ),( uλ 分别表示未损伤状态的特

征对和发生损伤状态的特征对。 

表 5.1给出了由算法 1单元 iA和损伤 i i id A A= − 数量和位置。图 5.1给出了基于

算法 1的结构探伤的示意图。 

表 5.2给出了由算法 2得到的 iL数量和位置。图 5.2给出了基于算法 2的结构探

伤的示意图。 

 
i  λ  u  λ  u  

iA  iA  

1 -0.19358219952623 0.04636173073546 1 1.000000000

2 0.34496600548920 0.09176399151384 1 1.000000007

3 -0.42115172350193 0.16490231495127 1 0.600000005

4 -0.40553186113760 0.20605514662267 1 1.000000009

5 -0.30151134457776 0.24294360508045 1 1.000000011 

6 -0.13176528913359 0.27480427258565 1 1.0000000009

7 0.06670388001857 0.41704613897330 1 0.200000002

8 0.25063247370404 0.44031597510766 1 1.000000009

9 0.37992645846897 0.45447333974809 1 1.000000006

10 

 

 

0.0377008

7507576 

 

 

 

0.42640143271122

 

 

0.0034611

5505213 

0.45922524197669 1 1.000000000

表 5.1 结构探伤数据 
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图 5.1 结构探伤示意图 

 

i  iL  损伤判断 

1 0.99999999999989  

2 0.99999999999989  

3 1.66666666666647 损伤 

4 0.99999999999993  

5 0.99999999999990  

6 0.99999999999991  

7 4.99999999999950 损伤 

8 0.99999999999991  

9 0.99999999999994  

10 1.00000000000000  

表 5.2 结构探伤数据 
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图 5.2  结构探伤示意图 

 

例 5.2  考虑一均匀杆, 作 100 等分(n =100)。为了说明算法，假设所有面积

1=iA ，假设分别在损伤杆的单元 3 13 37 53 59 87 91, , , , , ,A A A A A A A ，引进 50%，80%，60%，

70%，90%，20%，65%的减少量。 ),( uλ 和 ),( uλ 分别表示未损伤状态的特征对和发

生损伤状态的特征对。 

图 5.1给出了基于算法 1的结构探伤的示意图。 

图 5.2给出了基于算法 2的结构探伤的示意图。 
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图 5.3  结构探伤示意图 

 

 
图 5.4  结构探伤示意图 
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例 5.3  考虑一非均匀杆, 作 100等分(n =100)。为了说明算法，假设所有面积









=
=
=

=
100:61,1
60:31,2

30:1,3

i
i
i

Ai ，分别在损伤杆的单元 3 13 37 53 59 87 91, , , , , ,A A A A A A A ，引进 50%，80%，

60%，70%，90%，20%，65%的减少量。 ),( uλ 和 ),( uλ 分别表示未损伤状态的特征

对和发生损伤状态的特征对。 

图 5.1给出了基于算法 1的结构探伤的示意图。 

图 5.2给出了基于算法 2的结构探伤的示意图。 

 

 

 

图 5.5  结构探伤示意图 
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图 5.6  结构探伤示意图 

 

5.3 本章小结 

    本章基于特征值反问题的理论和方法，研究了振动杆的结构损伤，给出了利用振

动杆的未发生结构损伤状态和发生结构损伤状态的各一个特征对进行结构探伤的理

论和方法。基于特征值反问题的结构探伤有自身的特点，但也有局限性，并非所有的

损伤都可以由这种方法判断。比如，对金属结构小裂纹情形，这种方法往往效果不太

好，因为固有频率和振型对这种小裂纹并不敏感，当然这种敏感性还与裂纹位置有关。

再如阻尼和高阶频率对结构损伤的敏感性较强，但常常仍不足以判断出来。尽管如此，

一般来讲，应用这种频率模态反问题的结构探伤方法对动态故障的诊断效果优于对静

态故障的诊断，对大型复杂结构的结构探伤的效果优于对简单小型结构的探伤诊断，

这也是频率模态反问题分析用于结构探伤、故障诊断和状态监测的优势所在。 

    因此，对于具体的结构系统，提出具体的结构探伤反问题，并研究其理论与方法，

甚至软件开发，都具有重要的理论意义和实用价值。 
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第六章 总结与展望 

6.1 本文的主要工作 

本文在分析和总述矩阵特征值反问题的基础上，对结构矩阵特征值反问题的理论

和算法及其在结构动力学中的应用等进行了较深入系统的理论与应用研究，取得了一

些有益的研究成果。 
本文工作的主要贡献与创新点为： 

1. 研究弹簧-质点系统的振动反问题 

（1） 对二自由度简单连接弹簧-质点系统，分别通过加刚性约束、弹性约束和质量

摄动得到修改系统，研究了利用原系统和修改系统的两组特征值（频率）和修改量识

别系统的物理参数问题，给出了解的表达式。 

（2） 对多自由度简单连接弹簧-质点系统，研究了利用系统全部频率模态构造系统

的振动反问题；研究了基于增减容修改系统的频率反问题，即利用原系统和增/减容

修改系统的特征值（频率）识别原系统的物理参数问题，给出了算法和算例。 

（3） 提出了利用多自由度简单连接弹簧-质点系统的四个和五个特征对（频率和模

态）识别系统物理参数的振动反问题，给出了问题有解的条件、解的表达式、相应算

法和数值例子。 

（4） 对于一类混合连接弹簧-质点系统，提出了利用三个特征对（频率和模态）以

及部分系统物理参数识别系统其它物理参数的振动反问题，给出了问题有解的条件、

解的表达式、相应算法和数值例子。 

 

2. 研究离散梁的振动反问题 

对于离散梁系统，利用集中质量法或有限差分法得到横向振动梁的弹簧-质点-刚

杆模型，质量矩阵为对角矩阵而刚度矩阵为对称五对角矩阵。提出了基于三个特征对

的频率模态反问题，由梁的三个特征对及总质量构造梁的物理参数，给出了问题解存

在惟一的充要条件和解的表达式、相应算法和算例。 

 

3. 研究阻尼振动系统中的二次特征值反问题 

（1）从单自由度阻尼系统到多自由度阻尼系统分析讨论了二次特征值问题在结构动
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力学中的应用，并结合振动模型给出数值例子； 

（2）研究阻尼振动系统的结构物理参数识别问题，给出了四种提法： 

z 由全部频率信息模态识别阻尼振动系统的结构物理参数； 

z 由部分频率模态信息识别比例阻尼振动系统的结构物理参数； 

z 由两对频率模态信息识别比例阻尼振动系统的结构物理参数； 

z 由频率模态信息识别非比例阻尼振动系统的结构物理参数。 

对每种提法分别研究了问题解的存在性，给出了数值算法，并对每种问题给出了

具体的阻尼振动模型例子，说明了在阻尼结构动力系统中的实际应用。 

 

4. 研究基于特征值反问题的振动杆结构探伤问题 

研究利用振动杆的未发生结构损伤状态和发生结构损伤状态的各一个特征对进

行结构探伤的理论和方法，并给出了三个数值例子，说明了理论的正确性和方法的实

用性和有效性。 

 

6.2 后续研究工作展望 

在本文的研究中，作者发现了如下一些有趣的问题值得深入研究： 

1. 串联弹簧-质点系统振动反问题的研究已取得许多研究成果，但实际问题中，一些

结构振动系统可简化为并联弹簧-质点振动系统，例如，汽车减振系统等。迄今有

关并联弹簧-质点系统振动反问题的研究较少，因此并联以及混合连接弹簧-质点

系统振动反问题有待进一步研究。 

2. 梁有限元离散模型的振动反问题有待进一步研究。 

3. 迄今对薄膜、板和壳等模型振动反问题的研究很少，这些力学模型的振动反问题

有待进一步研究。 

4. 梁等其它动力学模型基于特征值反问题的结构探伤有待进一步研究。 
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