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量子力学自测题（１） 
一、简答与证明：（共 25 分） 

1、什么是德布罗意波？并写出德布罗意波的表达式。 （4分） 
2、什么样的状态是定态，其性质是什么？（6 分） 
3、全同费米子的波函数有什么特点？并写出两个费米子组成的全

同粒子体系的波函数。（4 分） 

4、证明 )ˆˆ( 22
xx pxxpi − 是厄密算符 （5 分） 

5、简述测不准关系的主要内容，并写出坐标 x和动量 xp̂ 之间的测
不准关系。（6分） 

 

二、（15 分）已知厄密算符 BA ˆ,ˆ ，满足 1ˆˆ 22 == BA ，且 0ˆˆˆˆ =+ ABBA ，求 

1、在 A表象中算符 Â、 B̂ 的矩阵表示； 

2、在 B表象中算符 Â的本征值和本征函数； 
3、从 A表象到 B表象的幺正变换矩阵 S。 

 

三、（15 分）设氢原子在 0=t 时处于状态 
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，求 

1、 0=t 时氢原子的 E 、 2L̂ 和 zL̂ 的取值几率和平均值； 

2、 0>t 时体系的波函数，并给出此时体系的 E 、 2L̂ 和 zL̂ 的取值几
率和平均值。 

 
四、（15 分）考虑一个三维状态空间的问题，在取定的一组正交基下

哈密顿算符由下面的矩阵给出      
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这里， HHH ′+= ˆˆˆ )0( ，C是一个常数， 1<<C ，用微扰公式求能量
至二级修正值，并与精确解相比较。  

 

五、（10 分）令 yx iSSS +=+ ， yx iSSS −=− ，分别求 +S 和 −S 作用于 zS 的

本征态
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的结果，并根据所得的结果说明 +S 和

−S 的重要性是什么？ 
              �  
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量子力学自测题（２） 

一、填空题（本题 20 分） 

1．在量子力学中，体系的量子态用 Hilbert 空间中的         来描

述，而力学量用        描述。力学量算符必为       算符，以保

证其         为实数。当对体系进行某一力学量的测量时，测量结

果一般来说是不确定的。测量结果的不确定性来源于          。 

2．在量子力学中，一个力学量是否是守恒量只决定于        的性

质，也就是说，决定于该力学量是否与体系的         对易，而与

体系的        无关。一个力学量是否具有确定值，只决定于体系

的       ，也就是说，决定于体系是否处于该力学量的        ，

无论该力学量是否守恒量。 

二、（本题 15 分） 

1．设全同二粒子的体系的 Hamilton 量为 Ĥ（1，2，），波函数为

ψ （1，2，），试证明交换算符 12P̂ 是一个守恒量。 

2．设Û 是一个幺正算符，求证 +⋅= U
dt
UdiH ˆˆˆ = 是厄米算符。 

3．设 yσ 为 Pauli 矩阵， 

（1）求证： θσθθσ sincos y
i ie y +=  

（2）试求： yiTre θσ  

三、（本题 10 分） 

求证： zyxxyz ++=)(ψ 是角动量平方算符 2l̂ 的本征值为 22= 的本征

函数。 

四、（本题 15 分） 
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设一量子体系处于用波函数 )cossin(
4
1),( θθ
π

ϕθψ ϕ += ie 所描述的

量子态。 

求：（1）在该态下， zl̂ 的可能测值和各个值出现的几率。 

（2） zl̂ 的平均值。 

如有必要可利用， θ
π

cos
4
3

10 =Y ， ϕθ
π

ieY ±
± = sin

8
3

11 ∓ 。 

五、（本题 20 分） 

已知，在一维无限深方势阱中运动粒子的能量本征值和本征函数

分别为 2

222

2ma
nEn

=π
= ，

a
xn

an
πψ sin2

= ， （n=1，2，3…） 

设粒子受到微扰：
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求基态（n=1）能量的一级近似值。 

如有必要，可利用积分公式 ∫ += yyyydyy sincoscos 。 

六、（本题 20 分） 

设 ),3,2,1( …=nn 表示一维谐振子的能量本征态，且已知 
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（1）求矩阵元 nxm 2 。 

（2）设该谐振子在t=0时处于基态 0 ，从t>0开始受微扰 ktexH 22 −=′

的作用。 

求：经充分长时时 )( ∞→t 以后体系跃迁到 2 态的几率。 
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量子力学自测题（3） 

一、 简答题（每小题 5分，共 40 分） 

1.一粒子的波函数为 ( ) ( )zyxr ,,ψψ =K ，写出粒子位于 dxxx +~ 间的几

率。 

2.粒子在一维δ 势阱 ，， )0()()( >−= γδγ xxV  中运动，波函数为 )(xψ ，

写出 )(xψ ′ 的跃变条件。 

3.量子力学中，体系的任意态 )(xψ 可用一组力学量完全集的共同本

征态 )(xnψ 展开： ∑=
n

nn xcx )()( ψψ ，写出展开式系数 nc 的表达式。 

4.给出如下对易关系：
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] ?,?,

?,?,?,
2 ==

===

yzx

zxyz

ss

LLpxpz

σσ
       

5.一个电子运动的旋量波函数为 ( ) ( )
( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2,

2,
,

=K
=KK

r
r

sr z ψ
ψ

ψ ，写出表

示电子自旋向上、位置在 rK处的几率密度表达式，以及表示电子

自旋向下的几率的表达式。 

6.何谓几率流密度？写出几率流密度 ),( trj K
K

的表达式。 

7.散射问题中，高能粒子散射和低能粒子散射分别宜采用什么方法

处理？ 

8.一维运动中，哈密顿量 )(
2

2

xV
m

pH += ，求 [ ] [ ] ?,?, == HpHx   

二、 计算题（共 60 分。9—11 题各 10 分；12、13 题各 15 分） 

9.在时间 0=t 时，一个线性谐振子处于用下列归一化的波函数所描

写的状态： )()(
2
1)(

5
1)0,( 3320 xucxuxux ++=ψ  

式中 )(xun 是振子的第 n个本征函数。 
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（1）试求 3c 的数值；（2）写出在 t时刻的波函数； 

（3）在 0=t 时振子能量的期望值是多少？ 1=t 秒时呢？ 

10. n 为 zL 的本征态，本征值为 =n 。求在 zL 的本征态 n 下， xL

和 yL 的平均值。 

11. 氢原子处于状态  ( ) ⎟⎟
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（1）求轨道角动量的 z 分量 zL 的平均值； 

（2）求自旋角动量的 z 分量 zs 的平均值； 

（3）求总磁矩 seLeM KKK
μμ

−−=
2

的 z 分量 zM 的平均值。 

12. sK、L
K
分别为电子的自旋和轨道角动量， LsJ

KKK
+= 为电子的总角动

量。证明：[ LsJ
KKK ⋅, ]=0；[ αJJ ,2 ]=0， 。zyx ,,=α  

13.质量为μ的粒子受微扰后，在一维势场中运动， 
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（1）题中应当把什么看作微扰势？ 

（2）写出未受微扰时的能级和波函数； 

（3）用微扰论计算基态能量到二级近似，其中 2

22

10 a
A

μ
π =

= 。 
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量子力学自测题（4） 
一、（共 25 分） 

1、厄密算符的本征值和本征矢有什么特点？（4 分）  
2、什么样的状态是束缚态、简并态和偶宇称态？（6分） 
3、全同玻色子的波函数有什么特点？并写出两个玻色子组成的全
同粒子体系的波函数。（4 分） 

4、在一维情况下，求宇称算符 P̂ 和坐标 x的共同本征函数。（6 分）  
5、简述测不准关系的主要内容，并写出时间 t和能量 E 的测不准

关系。（5分） 

二、（15 分）已知厄密算符 BA ˆ,ˆ ，满足 1ˆˆ 22 == BA ，且 0ˆˆˆˆ =+ ABBA ，求 

1、在 A表象中算符 Â、 B̂ 的矩阵表示； 

2、在 A表象中算符 B̂ 的本征值和本征函数； 
3、从 A表象到 B表象的幺正变换矩阵 S。 

三、（15 分）线性谐振子在 0=t 时处于状态 

   
)

2
1exp(

3
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3
1)0,( 22 xxx αα

π
αψ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

，其中 =
μωα =

，求 

1、在 0=t 时体系能量的取值几率和平均值。 

2、 0>t 时体系波函数和体系能量的取值几率及平均值 

四、（15 分）当λ为一小量时，利用微扰论求矩阵 

      
⎟
⎟
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2330
322
021

的本征值至 λ的二次项，本征矢至 λ的一次
项。 

五、（10 分）一体系由三个全同的玻色子组成, 玻色子之间无相互作
用. 玻色子只有两个可能的单粒子态. 问体系可能的状态有几
个? 它们的波函数怎样用单粒子波函数构成? 

 

 

 

 

 

 

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

量子力学自测题（5） 

一、 填空题（本题 20 分） 

1．Planck 的量子假说揭示了微观粒子       特性，Einstein 的光

量子假说揭示了光的        性。Bohr 的氢原子理论解决了经典

电磁场理论和原子的        之间的矛盾，解决了原子的        

的起源问题。 

2．力学量算符必须是       算符，以保证它的本征值为       。

对一个量子体系进行某一力学量的测量时，所得到的测量值肯定

是        当中的某一个，测量结果一般来说是不确定的，除非

体系处于        。测量结果的不确定性来源于      。两个力

学量同时具有确定值的条件是         。 

二、（本题 15 分） 

1．设算符 â具有性质 { } 1ˆ,ˆ,0ˆ 2 == +aaa 。求证： 

（1） aaN ˆˆˆ +≡ 本征值必为实数。 

（2） NN ˆˆ 2 =  

（3） N̂ 的本征值为 0 或者 1。 

2．利用对易式 σσσ i2=× ，求证：{ } 0, =ji σσ ， ),,,( zyxji = ，其中， ji σσ ,

为 Pauli 矩阵。 

三、（本题 15 分） 

1．设氦原子中的两个电子都处于 1s 态，（不简并）两个电子体系的

空间波函数为 )()(),( 2100110021 rrrr ψψψ =  

（1）写出两个电子体系的四个可能的自旋波函数 4321 ,,, χχχχ 。 
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（2）写出对两个电子的交换反对称的总体波函数 ),,,( 2121 zz
ssrrϕ （同时

考虑空间自由度和自旋自由度）。 

2．一电子处于自旋态 )(
2

1
zz ↓+↑=ψ ，求： 

（1）在自旋态 ψ 下， zŜ 的可能测值与相应的几率。 

（2）在自旋态 ψ 下， xŜ 的可能测值与几率。 

四、（本题 15 分） 

设一个类氢离子的电荷数由 Z 变成 Z+1，试用微扰方法计算基态能量

的一级近似值。已知：类氢离子的基态能量本征值和本征函数分别为 

a
eZEn 2

22

−= ， a
Zr

e
a
Z −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2/3

100
1
π

ψ ， 计 算 时 ， 可 利 用 积 分 公 式

20

2

4
1
α

=∫
∞ − dxxe ax 。 

五、（本题 20 分） 

设一维谐振子的能量本征函数为 )(xnψ ，求： 

（1）动量 ρ̂在 )(xnψ 态下的平均值。 

（2）动能 T̂ 在 )(xnψ 态下的平均值。如有必要，可以利用 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−= +− )(

2
1)(

2
)( 11 xnxnx

dx
d

nnn ψψαψ  

六、（本题 15 分）设一量子体系的 Hamilton 量为
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
*

3
*

2

32
*

1

211

ˆ

Eaa

aEa

aaE

H  

而且， 1,, 2
3

2
2

2
1 <<aaa ，试利用微扰法计算体系能量的一，二级修正

值。 
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量子力学自测题（6） 

一、填空题（本题 18 分） 

自由粒子的能量算符 Ĥ =       ，它是       量。 kxcos=ψ 是自由

粒子能量算符的本征值为      的本征函数，它是平面单色波       

和       的叠加态，在该态下，    

     具有确定值，但       不具有确定值，它的可能测值是     

或      。 

二、（本题 12 分） 

在下列两种情况下，求一维运动粒子的动量平均值 ρ： 

（1）波函数 )(xψ 是实函数。 

（2）波函数 )(xψ = )(xψ xike 0 ，其中 )(xψ 是归一化的实函数， 0k 是实常

数。 

三、（本题 10 分） 

在氯化钠晶体内有些负离子空穴，每个空穴束缚一个电子，因此可将

这些电子看成束缚在边长为晶格常数的立方体内的粒子。设在室温下

电子处于基态，求处于基态的电子吸收电磁波跃迁到第一激发态时，

所吸收电磁波的波长。 

四、（本题 10 分） 

一个电子在 t=0 时，观测到自旋沿 z轴正向。问在 t>0 时电子的自旋

方向在 x-z 平面内与 z 轴成 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <

2
πθθ 角的几率是多少？ 

五、（本题 15 分） 

设一个置于中心力场中的粒子，其轨道角动量量子数 l =2，自旋角动
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量量子数 s=1。体系的自旋一轨道相互作用 Hamilton 量为 SLAH ˆˆˆ KK
⋅=   

（A 为常数），体系的能级和各个能级的简并度。 

六、（本题 15 分） 

阱宽为 a 的一维无限深对称方势阱中 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<−

22
axa

运动粒子的能量本

征值和本征函数分别为 2

222

2ma
nEn

π=
= ，

a
xn

a
xn

πψ cos2)( = ，n=1，3，5，…

（只考虑偶宇称态） 

设阱内粒子处于状态 ])2/[(30)( 22
5 xa

a
x −ψ  

（1）求粒子处于各个能量本征态的几率。 

（2）利用所求得的几率，求体系的能量平均值。 

如 有 必 要 可 利 用 ：
965

1
3
1

1
1 4

444

π
=+++ … ，

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= −

−
∫ 33

33
2/)1(

2/

2/

2 4
2

)1(cos
ππ

π
n

a
n
adx

a
xnx n

a

a

，n=1，3，5，… 

七、（本题 20 分） 

一根长为 l的细绳（忽略它的质量）的一端固定，另一端系一质量为

m 的质点，在重力的作用下，质点在竖直平面内小角摆动（简谐振动）。

用量子力学方法 

（1）求质点的简谐振动能级（势能项关于摆动角θ的展开式取到 2θ

项）。 

（2）把小角近似带来的误差作为微扰，计算质点基态能量的一级近

似值（把势能的 4θ 项当作微扰计算）。 
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量子力学自测题（7） 
一、（共 25 分） 

1、厄密算符的本征值和本征矢有什么特点？（4 分）  
2、什么样的状态是束缚态、简并态和偶宇称态？（6分） 
3、全同玻色子的波函数有什么特点？并写出两个玻色子组成的全

同粒子体系的波函数。（4 分） 

4、在一维情况下，求宇称算符 P̂ 和坐标 x的共同本征函数。（6 分）  
5、简述测不准关系的主要内容，并写出时间 t和能量 E 的测不准

关系。（5分） 

二、（15 分）已知厄密算符 BA ˆ,ˆ ，满足 1ˆˆ 22 == BA ，且 0ˆˆˆˆ =+ ABBA ，求 

1、在 A表象中算符 Â、 B̂ 的矩阵表示； 

2、在 A表象中算符 B̂ 的本征值和本征函数； 
3、从 A表象到 B表象的幺正变换矩阵 S。 

三、（15 分）线性谐振子在 0=t 时处于状态 

   
)

2
1exp(

3
2

3
1)0,( 22 xxx αα

π
αψ −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

，其中 =
μωα =

，求 

1、在 0=t 时体系能量的取值几率和平均值。2、 0>t 时体系波函数和
体系能量的取值几率及平均值 

四、（15 分）当λ为一小量时，利用微扰论求矩阵 

      
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

λλ
λλλ

λ

2330
322
021

的本征值至 λ的二次项，本征矢至 λ的一次
项。 

五、（10 分）一体系由三个全同的玻色子组成, 玻色子之间无相互作
用. 玻色子只有两个可能的单粒子态. 问体系可能的状态有几个? 
它们的波函数怎样用单粒子波函数构成? 
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量子力学自测题（8） 

一、填空题（本题 25 分） 

1．自由粒子平面波函数 ikxcex =)(ψ 的动量不确定度 =Δp        ，坐标

不确定度 =Δx         。 

2．波函数 kxx cos)( =ψ 是否自由粒子的能量本征态？答：       。如

果是，能量本征值是      。该波函数是否是动量本征态？

答：      ，因为        。 

3．设 BA ˆˆ 是两个互为不对易的厄米算符。在下列算符 

（1） BA ˆ,ˆ ； （2） BA ˆˆ — AB ˆˆ ； （3） 2Â ； （4） BA ˆˆ + AB ˆˆ  

中，算符      和      的本征值必为实数。 

4．设两个电子散射波的自旋波函数 ( )↓↑+↑↓=
2

1χ ，则散射波的空

间波函数应为         。因此微分散射截面      。 

5．设一个二能级体系的两个能量本征值分别为 E1和 E2，相应的本征

矢量为 21 nn 和 。则在能量表象中，体系 Hamilton 量的矩阵表示

是       ，体系的可能状态是        ，在各可能状态下，能量的

可能测值是      ，相应的几率是       。 

二、（本题 15 分） 

1．已知在坐标表象中，自由粒子的坐标本征函数为 )()( 0xxx −= δψ  

求在动量表象中坐标的本征函数。 

2．氢原子中的电子在径向坐标 drrr +→ 的球壳内出现的几率为 

drrrRdrrP nlnl
22)()( = 。已知， 0/

2/3

0
10

12)( are
a

rR −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ，求 IS 电子的径向几
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率最大的位置。 

三、（本题 15 分） 

1．求证： izy +=1ψ ， ixz +=2ψ ， iyx +=3ψ 分别为角动量算符 zyx lll ˆ,ˆ,ˆ 的

本征值为=的本征态。 

2．试证明：在电子的任意自旋态 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

b
a

χ 下，只要 22 ba = ，则自旋角

动量 zŜ 的平均值必为零。 

四、（本题 15 分） 

1．已知 ),())(( BAiBABA ×⋅+⋅=⋅⋅ σσσ 其中，A、B为与Pauli矩阵 zyx σσσ ,,

对易的任意两个矢量算符。试证明： 22)ˆ( pp =⋅σ ， ⋅−=⋅ σσ =22)( ll l  

其中，p为三维动量， l为三维角动量。 

2．设力学量 Â（不显含时间）为守恒量。求证： Â的平均值不随时

间改变，即 0=
dt
Ad

 

五、（本题 15 分） 

已知一维谐振子处于基态，坐标的不确定度 lxxx =+=Δ 2)(  

求该谐振子跃迁到第一激发态所需能量。 

六、（本题 15 分） 

设一电子在沿 x方向的均匀磁场 B中运动。在 t=0 时，电子的自旋向

z 轴的正向极化。求：（1）在任意时刻 t，电子的自旋波函数。 

（2） zyx S、S、S ˆˆˆ 的平均值。 

（3） zŜ 的测值为 2/= 和— 2/= 的几率。 

 

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

量子力学自测题（9） 

一．回答下列问题（共 30 分, 第 1、2 小题各 10 分，第 3、4

小题各 5分） 

 

1、下列波函数所描写的状态是否为定态？并说明其理由。    

（1）、 ( ) ( ) ( )1 ,
E Ei t i tx t x e x eψ ϕ ϕ −= += =   

（1）、 ( ) ( ) ( ) ( )
2 , ( )

E Ei x t i x tx t u x e v x eψ − − += += =    

2、描写粒子状态的波函数在坐标表象中为 ( )tr ,Kψ  ，在动量表象

中为 ( )tpC ,G  ，在力学量 Q 表象中为矩阵           

                 
( )

( )
( )

( )

1

2

n

a t
a t

A t
a t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#

                    

且它们都是归一化的，试指出 ( ) 2, trKψ  ， ( ) 2 t,pC K   与 ( ) 2tan  的物理

意义，并分别写出用这三个波函数计算力学量 ( )prF KK, 平均值的表示

式。 

3、己知 L L i L× =
G G G

= ，试问 x y zL L L
G G G

、 和 是否一定不能同时测定？说明

其原由或举例说明。 

4、量子力学的波函数与经典的波场有何本质性的区别？ 

 

二、在动量表象中，求线性谐振子的能量本征函数（15 分） 

三、(16 分) 在 ˆ
zL  和 2L̂  的共同本征态中，求 xL 和 yL 的平均值。 
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四．(25分) 设一体系未受微扰作用时只有两个非简并能级 ( )0
1E 和 ( )0

2E ，

现在受到微扰 'Ĥ 的作用，体系的哈密顿算符为   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

=
∧

bEa
a
)0(

2

0
1 bE

H
）（

 ，a，b为常数，用微扰公式求能量至二级近似

和波函数一级近似，然后再用直接的方法求能量算符的本征值，并将

能量本征值与微扰法得到的能量二级近似值进行比较。 

 

五、(14 分) 一体系由三个全同玻色子组成，玻色子之间无相互作用。

玻色子只有两个可能的单粒子态。问体系可能的状态有几个？它们的

波函数怎样用单粒子态构成？ 
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量子力学自测题（10） 

 

1、一质量为 m 的粒子沿 x正方向以能量 E 向 x=0 处势垒运动。当 0≤x

时，势能为零；当 0>x 时，势能为 EV
4
3

0 = 。问在 x=0 处粒子被反射

的几率多大？ 

2、计算  

（1） ?],[ 2 =rL
K

 

（2）设 ),( pxF 是 px, 的整函数，则 ?],[ =Fp  

3、试在氢原子的能量本征态 nlmψ 下，计算 1−r 和 2−r 的平均值。 

4、有一个二能级体系，哈密顿量为 HHH ′+= 0 ， 0H 和微扰算符H ′的

矩阵表示为 

                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
0 0

0
E

E
H       ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

01
10

λH  

其中λ表征微扰强度， 21 EE ≤ 。用微扰法求H 的本征值和本征态。 

5、自旋投影算符 nSn
KK= ⋅= σ

2
， σK 为泡利矩阵， nK 为单位矢量

（ θϕθϕθ cos,sinsin,cossin ）。 

  （1）对电子自旋向上态 )2/( ==+ zsχ ，求 nS 的可能值及相应几率； 

  （2）对 nσ 的本征值为 1的本征态，求 yσ 的可能值及相应几率。            

6、设质量为m 的两个全同粒子作一维运动，它们之间的相互作用能

为 )0()(
2
1 2

21 >− axxa 。 

  （1）若粒子自旋为 0，写出它们的相对运动态的能量和波函数；  

  （2）若粒子自旋 2/1=s ，写出它们的相对运动基态及第一激发态

的能量和波函数。 
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量子力学自测题(11) 

一、（30 分）回答下列问题： 

（1）何谓微观粒子的波粒两象性？ 

（2）波函数 ( , )r tψ K 是用来描述什么的？它应该满足什么样的自然条

件？ 2( , )r tψ K 的物理意义是什么？ 

（3）分别说明什么样的状态是束缚态、简并态与负宇称态？ 

（4）物理上可观测量应该对应什么样的算符？为什么？ 

（5）坐标 x 分量算符与动量 x 分量算符 ˆ xp 是对易关系是什么？并写

出两者满足的不确定关系。 

（6）厄米算符 F̂ 的本值 nf 与本征矢|n>分别具有什么性质？ 

 

二（20 分）设氢原子处于 

21 10 31 10 21 1 1
1 1 1( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

22 2
r R r Y R r Y R r Yψ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ−= − − 的状态上，求

能其量、角动量平方及角动量 Z 分量的可能取值与相应的取值概率，

进而求出它们的平均值。 

 

三、（25 分）设厄米算符 Ĥ 的本征矢为 n ,{ }n 构成正交归一完备函

数系，定义一个算符 nmnmU =),(ˆ  

（1）计算对易 ˆ ˆ, ( , )H U m n⎡ ⎤⎣ ⎦ 

（2）证明 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )nqU m n U p q U m pδ+ =  

（3）计算阵迹 ˆ ˆ
r

k
T F k F k= < >∑  
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（4）若算符 Â的矩阵元为 ˆ ,mnA m A n=< > 证明 

,

ˆ ˆ ( , )mn
m n

A A U m n=∑ ； { }),(ˆˆ qpUATA rpq
+= 。 

 

四、（25 分）自旋为
2
=
，固有磁矩为 =K Ku sγ （其中γ 为实常数）的粒子，

处于均匀外磁场 0
ˆˆ =
KK

B B k 中，设 t=0 时粒子处于
2xs =
=
的状态。 

（1）求出 t>0 时的波函数； 

（2）求出 t>0 时 ˆxs 与 ˆzs 的可测值及相应的取值概率。 

 

五、（25 分）已知二维谐振子的哈密顿算符为 )(
2
1

2
ˆˆ 222

2

0 yxM
M
pH ++= ω ，

对其施加微扰 xyW λ−=ˆ 后，利用微扰论求 WHH ˆˆˆ
0 += 基态能量至二级

修正、第二激发态能量至一级修正。 

六、（25 分）设粒子处于 Ylm(θ,ϕ)态,求该态中 Lx, Ly, Lz的平均值. 
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量子力学自测题(12) 

一、填空题（本题 20 分） 

1．在量子力学中，体系的量子态用 Hilbert 空间中的         来描

述，而力学量用   

      描述。力学量算符必为       算符，以保证其         为实

数。对体系进行某一力学量的测量时，测量结果一般来说是不确定的。

测量结果的不确定性来源于          。 

2．在量子力学中，一个力学量是否是守恒量只决定于        的性

质，也就是说，决定于该力学量是否与体系的         对易，而与

体系的        无关。一个力学量是否具有确农业环境保护值，只决

定于体系的       ，也就是说，决定于体系是否处于该力学量

的        ，无论该力学量是否守恒量。 

二、（本题 15 分） 

1．设全同二粒的体系的 Hamilton 量为 Ĥ（1，2，），波函数为ψ

（1，2，），试证明交换算符 12P̂ 是一个守恒量。 

2．设Û 是一个幺正算符，求证 +⋅= U
dt
UdiH ˆˆˆ = 是厄米算符。 

3．设 yσ 为 Pauli 矩阵， 

（1）求证： θσθθσ sincos y
i ie y +=  

（2）试求： yiTre θσ  

三、（本题 10 分） 

求证： zyxxyz ++=)(ψ 是角动量平方算符 2l̂ 的本征值为 22= 的本征函

数。 
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四、（本题 15 分） 

设一量子体系处于用波函数 )cossin(
4
1),( θθ
π

ϕθψ ϕ += ie 所描述的量子

态。 

求：（1）在该态下， zl̂ 的可能测值和各个值出现的几率。 

（2） zl̂ 的平均值。 

如有必要可利用， θ
π

cos
4
3

10 =Y ， ϕθ
π

ieY ±
± = sin

8
3

11 ∓ 。 

五、（本题 20 分） 

已知，在一维无限深方势阱中运动粒子的能量本征值和本征函数分别

为 2

222

2ma
nEn

=π
= ，

α
π

α
ψ xn

n sin2
= ， （n=1，2，3…） 

设粒子受到微扰：

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=′

),(2

,2

)(ˆ

xk

xk

xH
α

α

α     
αα

α

<<

<<

x

x

2

2
0

 

求其态（n=1）能量的一级近似值。 

如有必要，可利用积分公式 ∫ += yyyydyy sincoscos 。 

六、（本题 20 分） 

设 ),3,2,1( …=nn 表示一维谐振子的能量本征态，且已知 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++

+
= 1

2
1

2
11 nnnnnx

α
，

=
ωα m

=  

（1）求矩阵元 nxm 2 。 

（2）设该谐振子在 t=0 时处于基态 0 ，从 t>0 开始受微扰 ktexH 22 −=′

的作用。求：经充分长时时 )( ∞→t 以后体系跃迁到 2 态的几率。 

 

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

量子力学考自测题（13） 

一、（20 分）质量为 m 的粒子做一维自由运动，如果粒子处于

)(sin)( 2 kxAx =ψ 的状态上，求其动量 p 与动能 T 的取值概率分布及平

均值。 

二、（20 分）质量为 m 的粒子处于如下一维势阱中 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

∞
=

)0(
0)(

0V
xV    

)(
)0(

)0(

ax
ax

x

>
≤≤

<
 

若已知粒子在此势阱中存在一个能量
2

0V
E = 的本征态，试确定此势阱

的宽度 a。 

三、（20 分）在三维希尔波特空间中，已知两个算符 BH ˆˆ和 的矩阵形式

为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

100
010

001
ˆ ω=H ；  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

010
100

001
ˆ bB  

其中ｂ、ω 为实常数。证明算符 BH ˆˆ和 是厄米算符，并且两者相互对

易，进而求出它们的共同本征函数。 

四、（20 分）固有磁矩为M
K
的电子，t=0 时处于

2
=

=xs 的状态，同时进

入均匀磁场 kBB
KK

0= 中。给出 t>0 时的波函数，在此状态下测量 zs 得
2
=

−

的概率是多少。 

五、（20 分）一个电荷为 q、质量为μ和角频率为ω的线谐振子，受

到恒定弱电场ε 的作用，即 xqW ε−=ˆ ，求其能量近似到二级修正，波

函数近似到一级修正。 
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量子力学自测题（14） 

一、（25 分）质量 m 的粒子，在阱宽为 a 的非对称一维无限深方势阱

中运动，当 t=0 时，粒子处于状态 )(
4
1)(

4
1)(

2
1)0,( 321 xxxx ϕϕϕψ +−= ， 

其中， )(xnϕ 为粒子的第 n 个能量本征态。 

（1）求 t=0 时能量的取值概率； 

（2）求 t>0 时的波函数 ),( txψ ； 

（3）求 t>0 时能量的取值概率。 

二、（20分）设体系的哈密算符改写为 2

2

222

1

ˆ
2
1ˆ

2
1ˆˆ

2
1ˆ

zzyx L
I

LLL
I

H +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= ， 

利用适当的变换求出体系的能量本征值与相应的本征矢。 

三、（25 分）自旋为
2
=
，固有磁矩为 γγμ (sKK = 为实常数）的粒子，处于

均匀外磁场 jBB
KK

0= 中。设 t=0 时粒子处于
2
=

=zs 的状态，求出 0>t 时

的波函数，进而计算 zx ss ˆˆ 与 的平均值。 

四、（25 分）各向同性三维谐振子的哈密顿算符为 

( ) ( )2222222

2
1ˆˆˆ

2
1ˆ zyxpppH zyx +++++= μω
μ

 

加上微扰 )(ˆ zxyzxyW ++−= λ 之后，求第一激发态的一级能量修正。 

 

 

 

 

 

 

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

量子力学自测题（15） 

一、（20 分）氢原子在 t=0 时刻处于状态 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= )ˆ(

2
1)ˆ(

3
1)ˆ(

2
1)0,ˆ( 321 rrrCr ϕϕϕψ  

式中 )ˆ(rnψ 为氢原子的第 n 个能量本征态。 

（1）计算归一化常数 C=？ 

（2）计算 t=0 时能量的取值概率与平均值； 

（3）写出任意时刻 t 的波函数 ),( trKψ 。 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− tEir 33 exp)(

8
3

=
Kϕ  

二、（20 分）证明： 

（1）若一个算符与角动量算符 Ĵ
K
的两个分量对易，则其必与 Ĵ

K
的

另一个分量对易； 

（2）在 zJJ ˆˆ 2与 的共同本征态 JM 下， yx JJ ˆˆ 与 的平均值为零，且当

M=J 时，测量 yx JJ ˆˆ 与 的不确定性之积为最小。 

三、（20）一个质量为μ的粒子，在如下的三维势场中运动 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −<∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

=

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −<∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

=

=

2
,

2

22
0

2
1

2
,

2

22
0

),,( 22

bzbz

bzb

V

yV

axax

axa

V

zyxV

z

y

x

μω  

求粒子的能量和相应的本征函数。 
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四、（20 分）由两个自旋为
2
=
的非全同粒子构成的体系，若两个粒子

的自旋分别处于 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

1χ ；  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

2
exp

2
sin

2
exp

2
cos

2 ϕθ

ϕθ

χ
i

i

 

的态上，求体系分别处于单态与三重态的概率。 

 

五、（20）分一个质量为μ，角频率为 0ω 的线谐振子，受到微扰 2ˆ xW β=

的作用。 

（1）用微扰论求能量的一级修正； 

（2）求能量的严格解，并与（1）的结果比较。 
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量子力学自测题（16） 

一、（20 分）线谐振子在 t=0 时处于 )(
2

1)(
2
3)(

2
1)0,( 210 xxxx ϕϕϕψ ++= ， 

态上，其中 )(xnϕ 为线谐振子第 n个能量本征值 En对应的本征函数。 

（1）求在 )0,(xψ 态上能量的可测值、取值概率与平均值； 

（2）写出 t>0 时刻的波函数及相应的能量取值概率与平均值。 

二、（20 分）设 n 是算符 −+− aaN ˆˆˆ 的本征函数，相应之本征值为 )0(≥n ，

算符 −+ aa ˆˆ 和 满足对易关系 1ˆˆˆˆ =− −++− aaaa 。证明： nana +− ˆˆ 和 （其是 1≥n ）

也是 N̂ 的本征函数，其相应的本征值分别为(n-1)和(n+1)。 

三、（20）设做一维自由运动的粒子 t=0 时处于 

[ ])cos()(sin)0,( 2 kxkxAx +=ψ  

态上，求 t>0 和 t>0 时粒子动量与动能的平均值。 

四、（20 分）两个自旋为
2
=
的非全同粒子，自旋之间的相互作用是

21 ˆˆ ssC ⋅ ，其中 C是实常数， 21 ˆˆ ss 与 分别是粒子 1和粒子 2的自旋算符。

设 t=0 时，粒子 1的自旋沿 z 轴的正方向，粒子 2 的自旋沿 z轴的负

方向，求 t>0 时测量粒子 2的自旋处于 z 轴负方向的概率。 

五、（20 分）三维各向同性谐振子的哈密顿算符为 

( )2222
2

0 2
1

2
ˆˆ zyxm
m

pH +++= ω  

试写出能量本征值与本征函数。如这谐振子又受到微扰

)1(
2

ˆ 2 <<= λωλ xymW 的作用，求基态能量到二维修正，并与精确解比较。 
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量子力学自测题（17） 
一、简答与证明：（共 25 分） 

1、什么是德布罗意波？并写出德布罗意波的表达式。 （4分） 
2、什么样的状态是定态，其性质是什么？（6 分） 
3、全同费米子的波函数有什么特点？并写出两个费米子组成的全

同粒子体系的波函数。（4 分） 

4、证明 )ˆˆ( 22
xx pxxpi − 是厄密算符 （5 分） 

5、简述测不准关系的主要内容，并写出坐标 x和动量 xp̂ 之间的测
不准关系。（6分） 

二、（15 分）已知厄密算符 BA ˆ,ˆ ，满足 1ˆˆ 22 == BA ，且 0ˆˆˆˆ =+ ABBA ，求 

1、在 A表象中算符 Â、 B̂ 的矩阵表示； 

2、在 B表象中算符 Â的本征值和本征函数； 
3、从 A表象到 B表象的幺正变换矩阵 S。 

三、（15 分）设氢原子在 0=t 时处于状态 

   
),()(

2
1),()(

2
1),()(

2
1)0,( 112110311021 ϕθϕθϕθψ −+−= YrRYrRYrRr

，求 

1、 0=t 时氢原子的 E 、 2L̂ 和 zL̂ 的取值几率和平均值； 

2、 0>t 时体系的波函数，并给出此时体系的 E 、 2L̂ 和 zL̂ 的取值几率
和平均值。 

四、（15 分）考虑一个三维状态空间的问题，在取定的一组正交基下

哈密顿算符由下面的矩阵给出
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

∧

C
C

C

00
00
00

2-00
030
001

H ， 

这里， HHH ′+= ˆˆˆ )0( ，C是一个常数， 1<<C ，用微扰公式求能量
至二级修正值，并与精确解相比较。  

五、（10 分）令 yx iSSS +=+ ， yx iSSS −=− ，分别求 +S 和 −S 作用于 zS 的

本征态 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

1
0

2
1-

0
1

2
1

和 的结果，并根据所得的结果说明 +S 和

−S 的重要性是什么？ 
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量子力学自测题（18） 

 

一.（10 分）若 Ŝ是电子的自旋算符，求 

a. xŜ zŜ xŜ yŜ xŜ =? 

b. ?ŜŜ =×  

 

二．（12 分）若有已归一化的三个态 γβα 和, ，且有 

   

8.0

2.0

3.0

==

==

==

βγγβ

αγγα

αββα

 , 

试用 Schmidt 方法构成正交，归一的新的态矢量 γβα ′′ 和, . 

 

三．（16 分） 算符 ==== /zŜi/yŜi
z

/yŜi/zŜi
n eeŜeeŜ ϕθθϕ −−= 是电子自旋算

符 zŜ 经幺正变换而得。试求出它的本征值和相应的本征矢在 zŜ

表象中的表示。 

 

四．（18 分）在 t=0 时，自由粒子波函数为 

( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<
=

b
2x0
b

2xbxsin2b
0,x π

ππ
ψ  

a.  给出在该态中粒子动量的可能测得值及相应的几率振幅； 

b.  求出几率最大的动量值； 
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c.  求出发现粒子在 xdpbb +− == 区间中的几率； 

d.  ( ) ?t,x =ψ  （积分形式即可）。 

 

五 . (18 分 ) 三 个 自 旋 为
2
=

的 全 同 粒 子 ， 在 一 维 位 势

( ) )xxx(m
2
1V 2

3
2

2
2

1
2

3x,2x,1x ++= ω  

中运动， 

a.  给出这三个粒子体系的基态和第一激发态的能量及相应   

的本征矢；（谐振子波函数以 ( )xun 表示）； 

b.  它们的简并度分别是多少？ 

  

 六．（16 分）质量为 m 的粒子处于位势 

             ( )
⎩
⎨
⎧
∞

≤<≤<≤<
=

其他

和 az0ay0,ax00
z,y,xV  

      中。假设它又经受微扰 bxyĤ =′ ，试求第一激发态能量的一级修

正。 
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量子力学自测题（19） 

Ⅰ.（35 分）回答下列问题： 

A. 写出电子在外电磁场 (ϕ，A) 中的哈密顿量； 

B. 反常塞曼效应的特点，引起的原因； 

C. 分别写出非简并态的一级、二级能量修正表达式； 

D. 若 yx iσσσ ±=± ，求 2
±σ ； 

E. 体系处于 )t,x(ψ 态， 

a. 几率密度 ?)t,x( =ρ ； 

b. 几率流密度 ?)t,x(j = ； 

c. 证明：
x
j

t ∂
∂

−=
∂
∂ρ

。 

F. 处于位势 22xm
2
1

ω 中的两个无相互作用的粒子，试分别给出

它们的基态、第一激发态和第二激发态的能量和简并度， 

a) 非全同粒子； 

b) 自旋为
2
1
的全同粒子； 

c) 自旋为0的全同粒子 。  

Ⅱ. (14 分）用试探波函数
a/x

)x( e−=ψ ，估计一维谐振子基态能量和

波函数。 

Ⅲ.（16 分）设粒子在一维空间中运动，其哈密顿量为 �H，它在 �H 0表

象中的表示为  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

Δ
=

0

0

E       E
EE 

H
       ˆ ，      
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A. 求 �H的本征值和本征态； 

B. 若 t = 0时，粒子处于φ1，它在 0Ĥ 表象中的表示为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

。试求出

t > 0 时的粒子波函数； 

C. 绘出粒子在φ1态的几率随 t的变化（以= / EΔ 为单位）。 

 

Ⅳ.（15 分） 0=t 时，氢原子处于基态 π4/)r(R10100 =Ψ ，后置于电      

场 )0,0,eE(E /t
0

τ−= 中。求 ∞→t 时，发现氢原子处于激发态

),(Y)r(R 1121211 ϕθ=Ψ 的跃迁几率（一级近似下）（径向矩阵元

不必具体计算出来；不计及电子的自旋）。 

( 提示： )YY(
3

2r(r 1111 −= −
π

， )(
3

2
1111 YYir +

π
− ， )

3
4

10Yr π
 )。 

Ⅴ. （10 分）两个电子处于自旋单态， 1σ 和 2σ 分别表示两个电子的

Pauli 算符。设a和b为空间任意给定的两个方向的单位矢量，求

关联系数 )b,a(C ，即 )b)(a( 21 σσ ⋅⋅ 的平均值。 
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量子力学自测题（20） 

一．回答下列问题（共 30 分, 第 1、2 小题各 10 分，第 3、4小题各

5 分） 

1、下列波函数所描写的状态是否为定态？并说明其理由。    

（1） ( ) ( ) ( )1 ,
E Ei t i tx t x e x eψ ϕ ϕ −= += =   

（2） ( ) ( ) ( ) ( )
2 , ( )

E Ei x t i x tx t u x e v x eψ − − += += =  

2、描写粒子状态的波函数在坐标表象中为 ( )tr ,Kψ  ，在动量表象中为 

( )tpC ,G  ，在力学量 Q 表象中为矩阵 
( )

( )
( )

( )

1

2

n

a t
a t

A t
a t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#

，它们都是归一

化的，试指出 ( ) 2, trKψ  ， ( ) 2 t,pC K   与 ( ) 2tan  的物理意义，并分别写

出用这三个波函数计算力学量 ( )prF KK, 平均值的表示式。 

3、己知 L L i L× =
G G G

= ，试问 x y zL L L
G G G

、 和 是否一定不能同时测定？说明其原由

或举例说明。 

4、量子力学的波函数与经典的波场有何本质性的区别？ 

 

二、在动量表象中，求线性谐振子的能量本征函数（15 分） 

 

三、(16 分) 在 ˆ
zL  和 2L̂  的共同本征态中，求 xL 和 yL 的平均值。 
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四．(25分) 设一体系未受微扰作用时只有两个非简并能级 ( )0
1E 和 ( )0

2E ，

现在受到微扰 'Ĥ 的作用，体系的哈密顿算符为    

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

=
∧

bEa
a
)0(

2

0
1 bE

H
）（

 ，中 a，b 为常数，用微扰公式求能量至二

级近似和波函数一级近似，然后再用直接的方法求能量算符的本

征值，并将能量本征值与微扰法得到的能量二级近似值进行比较。 

 

五、(14 分) 一体系由三个全同玻色子组成，玻色子之间无相互作用。

玻色子只有两个可能的单粒子态。问体系可能的状态有几个？它

们的波函数怎样用单粒子态构成？ 
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量子力学自测题（21） 

1、已知一维运动的粒子在态 )(xψ 中坐标 x和动量 xp 的平均值分别为

0x 和 0p ，求在态 )()( 0
/0 xxex xip += − ψϕ = 中坐标 x和动量 xp 的平均值。 

2、一体系服从薛定谔方程 ),(),(
2
1)(

2 2121
2

21
2
2

2
1

2

rrErrrrk
m

KKKKKK= ψψ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+∇+∇−  

  （1）指出体系的所有守恒量（不必证明）； 

（2）求基态能量和基态波函数。 

3、设 t=0 时氢原子处在态 ]322[
10
1)0,( 121211210100 −+++= ψψψψψ rK  

（1）求体系能量的平均值； 

（2）任意 t 时刻波函数 ),( trKψ ； 

（3）任意 t 时刻体系处在 1,1 == ml 态的几率；（4）任意 t 时刻体

系处在 0=m 态的几率。 

4、一维谐振子受到微扰 2cxH =′ 作用，式中 c为常数。在粒子数表中， 

)(
2

2/1
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= aa

m
x

ω
=

，分别为湮灭算符和产生算符，满足

>++>=>−>= + 1|1|1|| nnnannna ，  

 （1）用微扰论求准确到二级近似的能量值； 

（2）求能量的准确值，并与微扰论给出的结果相比较。 

5、设 +aa, 分别为湮灭算符和产生算符，满足对易关系 1],[ =+aa 。体系

的哈密顿量为 DaCaaBaAaaH +++= +++  

（1）问 DCBA ,,, 满足什么条件H 才是厄密算符？ 

（2）求体系的能量。 
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量子力学自测题（22） 
 
1、扼要说明： 

（a）束缚定态的主要性质。 
（b）单价原子自发能级跃迁过程的选择定则及其理论根据。 

 

2、设力学量算符（厄米算符）
∧

F ，
∧

G 不对易，令
∧

K ＝i（
∧

F
∧

G -
∧

G
∧

F ）
试证明： 

（a）
∧

K 的本征值是实数。 

（b）对于
∧

F 的任何本征态 ψ ，
∧

K 的平均值为 0。 

（c）在任何态中 2F + 2G ≥K  
 
3、自旋= /2 的定域电子（不考虑“轨道”运动）受到磁场作用，已

知其能量算符为 ,
∧∧

= SwH Xz SvSw
∧∧∧

+=′H （ω，ν>0，） 

（a）求能级的精确值。 

（b）视ν
∧

xS 项为微扰，用微扰论公式求能级。 
 
4、质量为 m 的粒子在无限深势阱（0<x<a）中运动，处于基态。写出

能级和波函数，并计算平均值 x， xp ， xxp  
 
5、某物理体系由两个粒子组成，粒子间相互作用微弱，可以忽略。

已知单粒子“轨道”态只有 3 种： aψ (
→

r )， bψ (
→

r )， cψ (
→

r )，试
分别就以下两种情况，求体系的可能（独立）状态数目。 

（i）无自旋全同粒子。 
（ii）自旋= /2 的全同粒子（例如电子）。 
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量子力学自测题（１）参考答案 

一、1、描写自由粒子的平面波称为德布罗意波；其表达式：
)( Etrpi

Ae
−⋅

=
GG

=ψ  
2、定态：定态是能量取确定值的状态。性质：定态之下不显含时间的力学
量的取值几率和平均值不随时间改变。 

3、全同费米子的波函数是反对称波函数。两个费米子组成的全同粒子体系

的波函数为： [ ])()()()(
2

1
12212211 qqqqA φφφφφ −=  。 

 

4、 )ˆˆ( 22
xx pxxpi − = xxxxxx ppxpixppixpi ˆ2ˆ],ˆ[],ˆ[ˆ],ˆ[ 2 ==+= ，因为 xp̂ 是厄密算符，所以

)ˆˆ( 22
xx pxxpi − 是厄密算符。 

5、设 F̂ 和 Ĝ 的对易关系 k̂iF̂ĜĜF̂ =− ， k 是一个算符或普通的数。以 F 、G 和

k 依次表示 F̂ 、 Ĝ 和 k 在态ψ 中的平均值，令 FF̂F̂ −=Δ ， GĜĜ −=Δ ， 

则有  4

2
22 k)Ĝ()F̂( ≥⋅ ΔΔ

，这个关系式称为测不准关系。 

坐标 x和动量 xp̂ 之间的测不准关系为： 2
ˆ =

≥Δ⋅Δ xpx
 

二、解 1、由于 1ˆ 2 =A ，所以算符 Â的本征值是 1± ，因为在 A表象中，算符 Â的

矩阵是对角矩阵，所以，在 A表象中算符 Â的矩阵是：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
)(ˆ AA

 

设在 A 表象中算符 B̂ 的矩阵是 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211)(
bb
bb

AB
G

，利用 0ˆˆˆˆ =+ ABBA 得：

02211 == bb ；由于 12 =
∧

B ，所以 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

1221

2112

21

12

21

12

0
0

0
0

0
0

bb
bb

b
b

b
b

，
21

12
1

b
b =∴ ；

由于
∧

B 是厄密算符，
12

*12

12
*

12
*

12

12 1

0

10
01

0
,

b
b

b
b

b

b
BB =∴

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∴=

∧∧
+ 令

δieb =12 ，

其中δ 为任意实常数，得 B̂ 在 A表象中的矩阵表示式为： ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

∧

0
0

)(
δ

δ

i

i

e
e

AB  

2、类似地，可求出在 B表象中算符 Â的矩阵表示为： ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

∧

0
0

)(
δ

δ

i

i

e
e

BA  

在 B 表象中算符 Â 的本征方程为：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

β
α

δ

δ

0
0

i

i

e
e

，即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

α
β
δ

δ

i

i

e
e

   

⇒    ⎩
⎨
⎧

=−
=+−

− 0
0

λβα
βλα

δ

δ

i

i

e
e

  α 和 β 不同时为零的条件是上述方程的系数行列式为
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零，即  
0=

−
−
− λ
λ
δ

δ

i

i

e
e

  ⇒  012 =−λ    1±=∴λ  

对 1=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

12
1 δ

ϕ
i

A
e

，对 1−=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=−

12
1 δ

ϕ
i

A
e

 

所以，在 B表象中算符 Â的本征值是 1± ，本征函数为
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

12
1 δie

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−12
1 δie

 

3、类似地，在 A表象中算符 B̂ 的本征值是 1± ，本征函数为
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

12
1 δie

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−12
1 δie

 

从A表象到B表象的幺正变换矩阵就是将算符 B̂ 在A表象中的本征函数按列排成

的矩阵，即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

−

112
1 δδ ii ee

S
 

三、解： 已知氢原子的本征解为：
)3,2,1(1

2 2
0

2

"=−= n
na

eE s
n

 

),()(),,( ϕθϕθφ lmnlnlm YrRr = ，将 )0,(rψ 向氢原子的本征态展开， 

1、 )0,(rψ =
∑
nlm

nlmnlm rc ),,()0( ϕθφ
，不为零的展开系数只有三个，即 

2
1)0(210 =c
， 2

1)0(310 −=c
， 2

1)0(121 =−c
，显然，题中所给的状态并未归一

化，容易求出归一化常数为： 5
4
，于是归一化的展开系数为： 

5
1

5
4

2
1)0(210 ==c

， 5
2

5
4

2
1)0(310 −=−=c

， 5
2

5
4

2
1)0(121 ==−c

 

（1）能量的取值几率 5
3

5
2

5
1)0,( 2 =+=EW

， 5
2)0,( 3 =EW
， 

平均值为：
32 5

2
5
3 EEE +=

 

（2） 2L̂ 取值几率只有： 1)0,2( 2 ==W ，平均值
22 2ˆ ==L  

（3） zL̂ 的取值几率为： 5
3

5
2

5
1)0,0( =+==W

， 5
2)0,( =−=W
，平均值

=
5
2ˆ −=zL

 

2、 0>t 时体系的波函数为： ),( trψ =
∑ −
nlm

nnlmnlm tEirc )exp(),,()0(
=

ϕθφ
 

)exp(),,()0()exp()],,()0(),,()0([ 33103102121121210210 tEirctEircrc
==

−+−+= −− ϕθφϕθφϕθφ

)exp(),,(
5
2)exp()],,(

5
2),,(

5
1[ 33102121210 tEirtEirr

==
−−−+= − ϕθφϕθφϕθφ

 

由于 E 、 2L̂ 和 zL̂ 皆为守恒量，所以它们的取值几率和平均值均不随时间改变，
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与 0=t 时的结果是一样的。 

四、解：（1） Ĥ 的本征值是方程 0)ˆdet( =− IH λ 的根 

   

)34)(2(
200
03
01

0 22 CC
C

C
C

−+−−−=
−−

−
−

= λλλ
λ

λ
λ

 

结果： 2−=Cλ ，
212 C+±=λ ，这是 Ĥ 的精确解。 

（2）根据题意，体系能级的二级修正可写为：
)2()1()0(

nnnn EEEE ++=  

由题设可知：能量的一级修正为： 011 =′H ， 022 =′H ， CH =′33  

对于二级修正，有： 2)2(1
0

31

22

)0(
3

)0(
1

3113
)0(

2
)0(

1

2112)2(
1

CC
EE

HH
EE

HHE −=
−−

+
−

=
−

′′
+

−
′′

=
 

2)2(3
0

13

22

)0(
3

)0(
2

3223
)0(

1
)0(

2

1221)2(
2

CC
EE

HH
EE

HHE =
−−

+
−

=
−

′′
+

−
′′

=

0)0(
2

)0(
3

2332
)0(

1
)0(

3

1331)2(
3 =

−
′′

+
−

′′
=

EE
HH

EE
HHE

所以， 2
1

2

1
CE −=

， 2
3

2

2
CE +=

， CE +−= 23  

将
212 C+±=λ 展开：

)
2
11(212 22 "++±=+±= CCλ

 

         =⇒ 1λ
2

2
13 C+

， =2λ
2

2
11 C−

， )1( 2 <<C （3）对比可知，根据微扰
公式求得的能量二级修正值，与精确求解的结果是吻合的。 

五、解：
0

2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

=−+−=+++=++
== iiiSSS yx

， 

        2
1

2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

+=+
−

++=−+−=−+ === iiiSSS yx
 

2
1

2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

−=−−−=+−+=+− === iiiSSS yx
 

0
2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

=+
−

−+=−−−=−−
== iiiSSS yx

 

所以 +S 和 −S 分别作用于 zS 的本征态
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

0
1

2
1

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

1
0

2
1

的结果是 

0
2
1

=++S
， 2

1
2
1

+=−+ =S
， 2

1
2
1

−=+− =S
，

0
2
1

=−−S
 

结果表明：称 +S 为自旋升算符是合理的，因为它将 z 方向的自旋从 2=− 增加到

2= 。同样，称 −S 为自旋降算符，因为它将 z 方向的自旋从 2= 降到 2=− 。 +S 和

−S 容许我们从 zS 的一个本征态跳跃到另一个本征态，它们在自旋的计算中是非
常有用的。 

 
       

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

量子力学自测题（2）参考答案 

 
一、填空题 
1．矢量，算符，厄米，本征值，态的叠加 
2．力学量，Hamilton 量，状态，状态，本征态 
二、 
1．证明  全同粒子的不可区分性体现在体系 Hamilton 量的交换对称性。也

就是说， 

)1,2(ˆ)2,1(ˆ HH =  

因此， 

)2,1(ˆ)2,1(ˆ)1,2()1,2(ˆ)2,1()2,1(ˆˆ
1212 ψψψ PHHHP ==  

由此得到， 

0)2,1()ˆˆ)2,1(ˆˆ( 121212 =− ψPHHP  

0)2,1()]2,1(ˆ,ˆ[ 12 =ψHP  

所以 

0]ˆ,ˆ[ 12 =HP ， 12P̂ 为守恒量 

2．证明 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅= +

+
+

+
+

++ U
dt
UdUU

dt
di

dt
UdUiU

dt
UdiH ˆˆ

)ˆˆ(
ˆˆˆˆˆ ===  

因为 Ĥ 是幺正的， 

1ˆˆ =+UU ， 

所以 

0)ˆˆ( =+UU
dt
d

 

因此 

HU
dt
UdiH ˆˆˆˆ =⋅= ++ =  

可见 Ĥ 为厄米算符。 

3．证明（1） 

…+−−+= 3322

!3!2
11 yyy

i iie y σθσθθσθσ
 

                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= ……

!5!3!4!2
11

534
2 θθθσθθ yi  
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                          θσθ sincos yi+=  

(2)由于 

θσθ sincos yi+ = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− θθ

θθ
cossin

sincos
 

因此， 

yiTre θσ
=Tr ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− θθ

θθ
cossin

sincos
= θcos2  

三、证明    因为 

)(ˆ zyi
y

z
z

yilx −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−= == ψψ  

)(ˆ xzi
z

x
x

zil y −−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−= == ψψ  

)(ˆ yxi
x

y
y

xilz −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−= == ψψ  

由此得到 

)(ˆ 22 zylx += =ψ ， )(ˆ 22 xzlx += =ψ ， )(ˆ 22 yxlx += =ψ  

因此， 

ψψψψψ 22222 2)(2ˆˆˆˆ == =++=++= zyxllll zyx  

可见， zyx ++=ψ 是 2l̂ 的本征值为 22= 的本征函数。 

四、解   先把 ),( ϕθψ 用球谐函数展开如下： 

),( ϕθψ = ( )θθ
π

ϕ cossin
4
1

+ie  

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ θ

π
θ

π
ϕ cos

4
3sin

8
32

3
1 ie  

= ( ) 11101011 3
2

3
12

3
1 YYYY −=+−  

可见，体系的 l =1，m=0，1。因此， zl̂ 的可能测值为 0或=，出现 0的几率

为
3
1
 ，出现=的几率为

3
2
。 zl̂ 的平均值为 
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==
3
20

3
1

3
2

=⋅+=zl  

五、解  受到微扰H ′ˆ 的作用后基态能量的一级修正值为 

)ˆ,( 1111
)1( ψψ HHE ′=′=  

dxHdxH
a

a

a

1

2

*
11

2

0

*
1

ˆˆ ψψψψ ′+′= ∫∫  

xdx
a

xa
a
kxdx

a
x

a
k a

a

a

ππ 2

2

2

2

0

2
2 sin)(4sin4

∫∫ −+=  

dxx
a

xa
a
kdxx

a
x

a
k a

a

a

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫∫

ππ 2cos1)(22cos12

2

2

2

0
2  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= 2

2

2

22

2

2
2
1

88
2

ππ
kaaa

a
k

 

六、解（1）  利用公式： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++

+
= 1

2
1

2
11 nnnn

a
nx  

得到 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++

+
= 1

2
1

2
112 nxnnxn

a
nx  

      +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++

++
= nnnnn

a 2
12

2
2

2
11

2  

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+ 2

2
1

22
1

2 nnnnn
a

 

      

[ ]2)1()12(2)2)(1(
2

1
2 −−++++++= nnnnnnnn

a
 

因此， 

=nxm 2 [ ]2)1()12(2)2)(1(
2

1
2 −−++++++ nmnnnmnnmnn

a
 

            [ ]2,,2,2 )1()12()2)(1(
2

1
−+ −+++++= nmnmnm nnnnn

a
δδδ   
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由此可见 

ωma
x =

2
1

2
202 2

2 ==  

（2）在一级近似下，体系从能级 E0跃迁到 En的跃迁振幅为， 

∫ ′=
t i

n dteHn
i

ta tn

00
001)( ω

=
 

其中， )(1
00 EEnn −=

=
ω 。因此，从基态 0 跃迁振幅 

dte
i
x

dtex
i

ta
t tkit tki ∫∫ −− ==
0

)2(
2

0

)2(2
20

2020
02

021)( ωω

==
 

)2(
)1(02

2
02

20

)2(2

0
20

)2(2 2020

kii
ex

ki
e

i
x tki

t
tki

−

−
=

−
⋅=

−−

ωω

ωω

==
 

经充分长时间后 )( ∞=t ， 

kii
x

ta
2

102
)(

20

2

20 −
−=∞→

ω=
 

因此，跃迁几率为 

2
20

222

2
2020 4

1
2

1)()(
ωω +

⋅=∞=∞
km

aP  

     2
02

22

2

22 )(42
1

EEkm −+
⋅=

=
=

ω
 

     
)(8

1
442

1
22222222

2

22 ωωωω +
=

+
⋅=

kmkm ==
=

 

 
 

量子力学自测题（3）参考答案 

三、 简答题（每小题 5分，共 40 分） 

1. 一粒子的波函数为 ( ) ( )zyxr ,,ψψ =K ，写出粒子位于 dxxx +~ 间的几率。 

解：       ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

2)(rdzdydx Kψ 。 

2. 粒子在一维δ 势阱        )0()()( >−= γδγ xxV   

中运动，波函数为 )(xψ ，写出 )(xψ ′ 的跃变条件。 
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解：       )0(2)0()0( 2 ψγψψ
=
m

−=′−′ −+ 。 

 

3. 量子力学中，体系的任意态 )(xψ 可用一组力学量完全集的共同本征态

)(xnψ 展开： 

∑=
n

nn xcx )()( ψψ ， 

写出展开式系数 nc 的表达式。 

解：          ( ) dxxxxxc nnn ∫== )()()(,)( * ψψψψ 。 

 
4. 给出如下对易关系： 

[ ] [ ] [ ] ?,?,?, === zxyz LLpxpz        

[ ] [ ] ?,?,2 == yzxss σσ  

解：    [ ] [ ] [ ] yzxyz LiLLpxipz == −=== ,0,,  

[ ] [ ] xyzx iss σσσ 2,0,2 −==  

 

5. 一个电子运动的旋量波函数为 ( ) ( )
( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2,

2,
,

=K
=KK

r
r

sr z ψ
ψ

ψ ，写出表示电子

自旋向上、位置在 rK处的几率密度表达式，以及表示电子自旋向下的几率的表达
式。 

解：    ( ) ( ) rdrr 322 2,,2, ∫ − =K=K ψψ   

 

6. 何谓几率流密度？写出几率流密度 ),( trj K
K

的表达式。 

解：单位时间内通过与粒子前进方向垂直的单位面积的几率称为几率流密度。 

           ( )**

2
),( ψψψψ ∇−∇−=

m
itrj =K

  

 
7. 散射问题中，高能粒子散射和低能粒子散射分别宜采用什么方法处理？ 
解：高能粒子散射宜采用玻恩近似方法处理；低能粒子散射宜采用分波法处理。 
 

8. 一维运动中，哈密顿量 )(
2

2

xV
m

pH += ，求 [ ] [ ] ?,?, == HpHx   
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解： [ ] [ ] )(,,, xV
dx
diHp

m
piHx ==

−==  

 
二、计算题（共 60 分。9—11 题各 10 分；12、13 题各 15 分） 
 
9. 在时间 0=t 时，一个线性谐振子处于用下列归一化的波函数所描写的状

态： 

            )()(
2
1)(

5
1)0,( 3320 xucxuxux ++=ψ ， 

式中 )(xun 是振子的第 n个本征函数。 

（1）试求 3c 的数值； 

（2）写出在 t时刻的波函数； 
（3）在 0=t 时振子能量的平均值是多少？ 1=t 秒时呢？ 

解：（1） ,1
2
1

5
1 2

22

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
c  得  

10
3

=c 。 

（2）
tititi

exuexuexutx
ωωω

ψ 2
7

3
2
5

2
2
1

0 )(
10
3)(

2
1)(

5
1),(

−−−
++= 。 

（3）在 0=t 时振子能量的平均值是 

      ωωωω ====
5

12
10
3

2
7

2
1

2
5

5
1

2
1

222

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=E ； 

1=t  秒时振子能量的平均值也是 ω=
5

12
。 

 

10. n 为 zL 的本征态，本征值为 =n 。求在 zL 的本征态 n 下， xL 和 yL 的

平均值。 

解： [ ]nLLnnLLn
i

nLLLLn
i

nLLn
i

L yzzyyzzyzyx −=−==
===
1][1],[1

 

[ ] ,0=−= nLnnLn
i
n

yy  

同理，         0=yL 。 

11. 氢原子处于状态  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
2

1

0112

1112

2
3

2
1

,
ψ
ψ

ψ
YR

YR
sr z

K
， 

（1）求轨道角动量的 z 分量 zL 的平均值； 
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（2）求自旋角动量的 z 分量 zs 的平均值； 

（3）求总磁矩 seLeM KKK
μμ

−−=
2

的 z 分量 zM 的平均值。 

解：  

（1）
42

3
0

2
1

22 == =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=zL ； 

（2）
42

3
22

1
2

22 ===
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=zs ； 

（3） Bzzz
eeeseLeM μ
μμμμμ 4

1
84422

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=−−=

===
。 

12. sK、L
K
分别为电子的自旋和轨道角动量， LsJ

KKK
+= 为电子的总角动量。证

明：[ LsJ
KKK ⋅, ]=0；[ αJJ ,2 ]=0， 。zyx ,,=α  

证： ],[],[ zzyyxxxxx LsLsLssLLsJ +++=⋅
KK

 

zzxyyxzxzyxy LssLssLLsLLs ],[],[],[],[ +++=  

( ) 0=−+−= zyyzyzzy LsLsLsLsi= 。 

同理，      0],[,0],[ =⋅=⋅ LsJLsJ zy

KKKK
，从而  [ LsJ

KKK ⋅, ]=0。 

],[],[],[],[ 2222
xzxyxxx JJJJJJJJ ++=  

zxzxzzyxyxyy JJJJJJJJJJJJ ],[],[],[],[ +++=  

( ) 0=++−−= zyyzyzzy JJJJJJJJi= 。 

同理，      0],[,0],[ 22 == zy JJJJ ，从而  0],[ 2 =αJJ 。 

13. 质量为μ的粒子受微扰后，在一维势场 

                  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><∞

≤≤
=

axx

ax
a
xA

xV
,0,

0,cos
)(

π
 

中运动。 
（1）题中应当把什么看作微扰势？ 
（2）写出未受微扰时的能级和波函数； 
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（3）用微扰论计算基态能量到二级近似，其中 2

22

10 a
A

μ
π =

= 。 

解：（1）应当把 )(xV 看作微扰势，即 

           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

><∞

≤≤
==′

axx

ax
a
xA

xVH
,0,

0,cos
)(

π
 。 

（2）未受微扰时的波函数和能级分别为 

          "= ,3,2,1,
2

,sin2)( 2

222
)0()0( === n

a
nE

a
xn

a
x nn μ

ππψ  

（3）未受微扰时的基态波函数和能量分别为 

2

22
)0(

1
)0(

1 2
,sin2)(

a
E

a
x

a
x

μ
ππψ =

== ， 

基态能量的一级修正： 

          
a
xd

a
xAdx

a
xA

a
x

a
HE

aa ππ
π

ππ sinsin2cossin2

0

2

0

2
11

)1(
1 ∫∫ =⋅=′=  

            0sin
3
2

0

3 ==
a

a
xA π

π
， 

基态能量的二级修正： 

         ∑ −

′
=

n n

n

EE
H

E )0()0(
1

2
1)2(

1 ' ， 

         

22

0

0

0

0
1

22

2sinsin

2sinsin

sincos2sin

sin2cossin2

nn

a

a

a

n

AA

yydnyA

a
xd

a
x

a
xnA

dx
a
x

a
x

a
xn

a
A

dx
a
x

aa
xA

a
xn

a
H

δδπ
π

π

πππ
π

πππ

πππ

π

=⋅=

⋅=

⋅=

⋅⋅=

⋅⋅=′

∫

∫

∫

∫

 

所以     
( )

( )
22

22

2

22

2

)0(
2

)0(
1

2
)2(

1 641
2

1
4

2
== π

μ

μ
π

Aa

a

A
EE

AE −=
−

⋅=
−

= 。 
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2

222

2

22

22

2

600106 aa
a

μ
π

μ
π

π
μ ==
=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−= 。 

        2

22

2

22

2

22
)2(

1
)1(

1
)0(

11 600
299

6002 aaa
EEEE

μ
π

μ
π

μ
π ===

=−=++= 。 

 
 

量子力学自测题（4）参考答案 
 
一、1、厄密算符的本征值是实数，本征矢是正交、归一和完备的。 
2、在无穷远处为零的状态为束缚态；简并态是指一个本征值对应一个以上本征
函数的情况；将波函数中坐标变量改变符号，若得到的新函数与原来的波函数相
同，则称该波函数具有偶宇称。 
3、全同玻色子的波函数是对称波函数。两个玻色子组成的全同粒子体系的波函

数为：
[ ])()()()(

2
1

12212211 qqqqS ϕϕϕϕφ +=
 

4、宇称算符 P̂ 和坐标 x的对易关系是： PxxP ˆ2],ˆ[ −= ，将其代入测不准关系知，

只有当 0ˆ =Px 时的状态才可能使 P̂ 和 x同时具有确定值，由 )()( xx −= δδ 知，波

函数 )(xδ 满足上述要求，所以 )(xδ 是算符 P̂ 和 x的共同本征函数。 

5、设 F̂ 和 Ĝ 的对易关系 k̂iF̂ĜĜF̂ =− ， k 是一个算符或普通的数。以 F 、G 和

k 依次表示 F̂ 、 Ĝ 和 k 在态ψ 中的平均值，令 FF̂F̂ −=Δ ， GĜĜ −=Δ ， 

则有  4

2
22 k)Ĝ()F̂( ≥⋅ ΔΔ

，这个关系式称为测不准关系。 

时间 t和能量 E 之间的测不准关系为： 2
=

≥Δ⋅Δ Et
 

二、1、由于 1ˆ 2 =A ，所以算符 Â的本征值是 1± ，因为在 A表象中，算符 Â的

矩阵是对角矩阵，所以，在 A表象中算符 Â的矩阵是：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
)(ˆ AA

 

  设在 A 表象中算符 B̂ 的矩阵是
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211)(ˆ
bb
bb

AB
，利用 0ˆˆˆˆ =+ ABBA 得：

02211 == bb ；由于 1ˆ 2 =B ，所以
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

0

21

12

b
b

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

0

21

12

b
b

1
0

0

1221

2112 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

bb
bb

，

21
12

1
b

b =∴
；由于 B̂ 是厄密算符， BB ˆˆ =+ ，∴

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

01
0

12

12

b

b

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0

10
*
12

*
12

b
b

*
12

12
1

b
b =∴

 

令
δieb =12 ，（ δ 为任意实常数）得 B̂ 在 A 表象中的矩阵表示式为：
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− 0
0

)(ˆ
δ

δ

i

i

e
e

AB
 

2、在 A表象中算符 B̂ 的本征方程为：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

β
α

δ

δ

0
0

i

i

e
e

 

即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

α
β
δ

δ

i

i

e
e

   ⇒    ⎩
⎨
⎧

=−
=+−

− 0
0

λβα
βλα

δ

δ

i

i

e
e

  α 和 β 不同时为零的条件是上述

方程的系数行列式为零，即  
0=

−
−
− λ
λ
δ

δ

i

i

e
e

  ⇒  012 =−λ    1±=∴λ  

对 1=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

12
1 δ

ϕ
i

B
e

，对 1−=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=−

12
1 δ

ϕ
i

B
e

 

所以，在 A表象中算符 B̂ 的本征值是 1± ，本征函数为
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

12
1 δie

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−12
1 δie

 

3、从 A 表象到 B 表象的幺正变换矩阵就是将算符 B̂ 在 A 表象中的本征函数按列

排成的矩阵，即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

−

112
1 δδ ii ee

S
 

三、解：1、 0=t 的情况：已知线谐振子的能量本征解为： 

ω=)
2
1( += nEn

  )2,1,0( "=n ， 
)()exp(

!2
)( 22 xHx

n
x nnn αα

π
αϕ −=

 

当 1,0=n 时有：
)exp()( 22

0 xx α
π
αϕ −=

，
)exp()(

2
)( 22

1 xxx αα
π

αϕ −=
 

于是 0=t 时的波函数可写成：
)(

3
2)(

3
1)0,( 10 xxx ϕϕψ −=

，容易验证它是归一

化的波函数，于是 0=t 时的能量取值几率为： 

3
1)0,

2
1( 0 == ω=EW

， 3
2)0,

2
3( 1 == ω=EW

，能量取其他值的几率皆为零。 

能量的平均值为：
ω=

6
7

3
2

3
1

10 =+= EEE
 

2、 0>t 时体系波函数
)

2
3exp()(

3
2)

2
exp()(

3
1),( 10 tixtixtx ωϕωϕψ −−−=

 

显然，哈密顿量为守恒量，它的取值几率和平均值不随时间改变，故 0>t 时体

系能量的取值几率和平均值与 0=t 的结果完全相同。 

四、解：将矩阵改写成： =′+= HHH ˆˆˆ
0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

λλ
λλλ

λ

230
32
020

300
020
001

 

能量的零级近似为： 1)0(
1 =E ， 2)0(

2 =E ， 3)0(
3 =E  
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能量的一级修正为： 0)1(
1 =E ， λ=)1(

2E ， λ2)1(
3 =E  

能量的二级修正为：

2
)0(

3
)0(

1

2
13

)0(
2

)0(
1

2
12)2(

1 4λ−=
−

′
+

−

′
=

EE
H

EE
H

E
，  

222
)0(

3
)0(

2

2
23

)0(
1

)0(
2

2
21)2(

2 594 λλλ −=−=
−

′
+

−

′
=

EE

H

EE

H
E

， 

2
)0(

2
)0(

3

2
32

)0(
1

)0(
3

2
31)2(

3 9λ=
−

′
+

−

′
=

EE

H

EE

H
E

 

所以体系近似到二级的能量为：
2

1 41 λ−≈E ，
2

2 52 λλ −+≈E ，
2

3 923 λλ ++≈E  

先求出 0Ĥ 属于本征值 1、2 和 3 的本征函数分别为：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

)0(
1ϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

)0(
2ϕ

，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

)0(
3ϕ

， 

利用波函数的一级修正公式

)0(
)0()0(

)1(
i

ik

ik

ki
k EE

H ϕϕ
−
′

=∑
≠ ，可求出波函数的一级修正

为：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

0
1
0

2)1(
1 λϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

3
0
2

)1(
2 λϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

3)1(
3 λϕ

 

近似到一级的波函数为：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−≈

0
2
1

1 λϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
≈

λ

λ
ϕ

3
1

2

2

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≈

1
3
0

3 λϕ

 

五、解：由玻色子组成的全同粒子体系，体系的波函数应是对称函数。以 iq 表示

第 i )3,2,1( =i 个粒子的坐标，根据题设，体系可能的状态有以下四个： 

（1） )()()( 312111
)1( qqqs φφφϕ = ；（2） )()()( 322212

)2( qqqs φφφϕ =  

（3） [ )()()()()()()()()( 311221312211322111
)3( qqqqqqqqqCs φφφφφφφφφϕ ++= ；  

（4） =)4(
sϕ ])()()()()()()()()([ 113222322112312212 qqqqqqqqqC φφφφφφφφφ ++  

 
 
 

量子力学自测题（5）参考答案 

一、填空题 
1．能量的量子化，粒子，稳定性，线光谱 
2．厄米，实数，该力学量的本征值，该力学量的某一本征态，态的叠加，

两个力学量算符对易 
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二、1．证明    （1）因为 NaaaaN ˆˆˆ)ˆˆ(ˆ === ++++ ，所以 N̂ 是一个厄米算

符，它的本征值必为实数。 

（2） NaaaaaaaaaaN ˆˆˆˆ)ˆˆ1(ˆˆˆˆˆˆ 2 ==−== +++++ 。 

（3）设 N̂ 的本征值为 n，本征矢量为 n ，则因为 

nNnN ˆˆ 2 =  

所以 

nnnn =2  

从而得到 n2-n=0,可见， N̂ 的本征值为 n=0 或 n=1。 

2．证明   由           σσσ i2=×  
得 

zyx iσσσ 2],[ =  

即 

zxyyx iσσσσσ 2=−                 （1） 

（1）式的两边左乘 xσ 得， 

zxxyxy i σσσσσσ 2==  

右乘 xσ 得， 

xzyxyx i σσσσσσ 2=−  

两式相加得 

0)(2 =+ xzzxi σσσσ  

这就是说， 

{ } 0, =xz σσ  

完全相同的方法可以证明， 

{ } 0, =zy σσ ，{ } 0, =yx σσ  

三、1．解    (1)四个可能的自旋态有， 

↑↑=1χ  

)(
2

1
2 ↓↑+↑↓=χ  
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↓↓=3χ  

)(
2

1
4 ↓↑−↑↓=χ  

（2）因为空间波函数对 21 ˆ,ˆ rr 的交换对称，对两个电子的交换反对称的总体

波函数为： 

))(ˆ()ˆ(
2

1)ˆ()ˆ( 1001100421001100 ↓↑−↑↓== rrrr ψψχψψϕ  

2．解   （1）在自旋态 )(
2

1
zz ↓+↑=ψ 下， zŜ 的可能测值为

2
=
或-

2
=
，

相应的几率分别为
2
1
。 

（2）把自旋态 ψ 写成 

xzz ↑=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=↓+↑=

1
1

2
1

1
0

0
1

2
1][

2
1ψ  

可见，自旋态 ψ 正是 zŜ 的本征值为
2
=
的本征态 x↑ ，因此 zŜ 的测值为

2
=
，几率

为 1。 
四、解   类氢离子的 Hamilton 量为 

r
ZeH

2
2

2

0 2
ˆ −∇−=

μ
=

 

当 1+→ ZZ 时，体系的 Hamilton 量变为 

HH
r
e

r
Ze

r
eZH ′+=−−∇−=

+
−∇−= ˆˆ

2
)1(

2
ˆ

0

22
2

22
2

2

μμ
==

 

其中 
 

r
eH

2
ˆ −=′  

因此，能量的一级修正值 

)ˆ,(ˆ
10010011

)1( ψψ HHE ′=′=  

∫ ∫ ∫
−

−= rde
ra

Ze a
Zr

ˆ1 3
2

3

32

π
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∫ ∫ ∫
−

−= ϕθθ
π

dddrre
ra

Ze a
Zr

sin1 2
2

3

32

 

a
Zedrre

a
Ze a

Zr 2

0

2

3

32

4 −=−= ∫
∞ −

π
π

 

在计算中利用了积分公式 

20

2

4
1
a

dxxe ax =∫
∞ −  

因此，基态能量的一级近似值是 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+= 1

2

2222
)1()0(

a
Z

a
Ze

a
Ze

a
eZEEE  

五、解   （1）利用 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−= +− )(

2
1)(

2
)( 11 xnxnax

dx
d

nnn ψψψ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== nnnn dx

dipp ψψψψ ,)ˆ,( =  

 0),(
2

1),(
2 11 =

+
+−= +− nnnn

nainai ψψψψ ==  

（2）谐振子的动能 2

22

2 dx
d

m
T =

−= 的平均值 

),(
2 2

22

nn dx
d

m
T ψψ=

−=  

利用 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−= +− )(

2
1)(

2
)( 11 xnxnax

dx
d

nnn ψψψ  

可以得到 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−= +− 112

2

2
1

2 nnn
nna

dx
d

dx
d ψψψ  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
−= +− 11 2

1
2 nn dx

dn
dx
dna ψψ  

[ ]22

2

)2)(1()12()1(
2 +− ++++−+= nnn nnnnna ψψψ  

因此， 
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nnn Enn
m
ana

m
T

2
1

2
1

2
1)12(

4
)12(

2
,

2

2222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ωψψ ===

 

六、解   先把 Hamilton 量分解成 HHH ′+= ˆˆˆ
0 ，其中 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

0

00
00

00
ˆ

E
E

E
H ，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′

3
*
3

*
2

3
*
1

21

0

0
ˆ

Eaa

aa

aa

H  

很容易看出，能量的一级修正值 

011
)1(

1 =′= HE ， 022
)1(

2 =′= HE ， 033
)1(

3 =′= HE  

二级修正值 

31

2
2

21

2
1

31

2
13

21

2
12)2(

1 EE
a

EE
a

EE
H

EE
H

E
−

+
−

=
−

′
+

−

′
=  

32

2
3

21

2
1)2(

2 EE
a

EE
a

E
−

+
−

= ，
23

2
3

13

2
2)2(

3 EE
a

EE
a

E
−

+
−

=  

 
             

量子力学自测题（6）参考答案 

 
一、填空题 

2
2

2
∇−

m
=

，守恒， ikxikx ee
m

−,,
2

2=
，能量，动量， == kk −,  

二、解   （1）由于 )(xψ 是实函数， )()(* xx ψψ = ，因此，动量平均值 

dxx
dx
dxidxx

dx
dxip )()()()(* ψψψψ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

−=−= ==  

进行分部积分得 

dxxx
dx
dxdxx

dx
dx )()()()()( 2 ψψψψψ ⋅−= ∫∫

∞

∞−

∞
∞−

∞

∞−

 

dxx
dx
dx )()( ψψ∫

∞

∞−

−=   

这就是说， 

pp −=  

由此得到动量平均值 
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0=p  

（2）由于 )(xψ 是实函数，动量的平均值 

dxex
dx
diexdxxpxp xikxik 00 )()()(ˆ)(* ψψϕϕ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== −

∞

∞−

∞

∞−
∫∫ =  

                dxexik
dx

xdexi xikxik 00 )()()( 0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫

∞

∞−

− ψψψ=  

                dxxkdx
dx

xdxi )()()( 2
0 ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= ψψψ ==  

但前面已经证明，当 )(xψ 是实函数时，上式的第一项等于零。在上式的第二项

中，由于 )(xψ 是归一化的， 

1)(2 =∫
∞

∞−

dxxψ  

因此最后得动量平均值 

0kp ==  

三、解  空穴中电子的能量 

)(
2

2
3

2
2

2
12

22

,, 321
nnn

ma
E nnn ++=

π=
，n1,n2,n3=1,2,3… 

基态和第一激发态的能量分别为 

2

22

111 2
3

ma
E π=

= ， 2

22

112121211
3
ma

EEE π=
===  

因此，电子从基态跃迁到第一激发态时所吸收电磁波的频率满足 

hvEEE =−=Δ 111211  

电磁波的波长 

ππ
λ

== 3
4

3
2 2

22

2 cmahcma
E

hc
v
c

==
Δ

==  

四、解  电子的自旋初态为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

0ψ ，自旋方向在 x—z 平面内（ 0=ϕ ）

与 z轴成θ角的态为 
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⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2
sin

2
cos

θ

θ

ψ  

因此，在 t>0 时，电子的自旋方向在 x—z平面内与 z轴成θ角的几率为 

2
cos

0
1

2
sin,

2
cos)( 2

2
2

0
θθθψψθ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==P  

五、解  选取 { }22 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ SLJJH z

K
为力学量完全集，设其共同本征矢量为

slmj ,,, ，其中 

SLJ ˆˆˆ +=  

j,m 分别为 zJJ ˆˆ和
K

的相应量子数。 222 ˆ,ˆ,ˆ,ˆ SLJJ z

K
的本征值方程分别为 

slmjjjslmjJ ,,,)1(,,,ˆ 22 =
K

+=  

slmjllslmjL ,,,)1(,,,ˆ 22 =+=  

slmjssslmjS ,,,)1(,,,ˆ 22 =+=  

slmjmslmjJ z ,,,,,,ˆ ==  

由于 

SLSLSLJ ˆˆ2ˆˆ)ˆˆ(ˆ 2222 ⋅++=+=  

相互作用 Hamilton 量及其本征值方程可以写成 

)ˆˆˆ(
2
1ˆˆˆ 222 SLJASLAH −−=⋅=  

jmlsEjmlsSLJAjmlsH =−−= )ˆˆˆ(
2
1ˆ 222  

同时，由于 1,2 == sl ，体系的总角动量量子数 

1,2,3,,1, =−−++= slslslj …  

因此，体系的能量为 
j=3 时， 
 
 

)]1()1()1([
2

2
3 +−+−+= sslljjAE =  
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                         22 2)]11(1)12(2)13(3[
2

== AA
=+−+−+=  

j=2 时， 

22
2 )]11(1)12(2)12(2[

2
== AAE −=+−+−+=  

j=1 时， 

22
1 3)]11(1)12(2)11(1[

2
== AAE −=+−+−+=  

简并度：j=3 时，f=2j+1=7,j=2 时，f=5,j=1 时，f=3。 

六、解   （1）把波函数 )(xψ 用能量本征函数 )(xnψ 展开： 

∑∑ ==
n

nn
n

n a
xnc

a
xcx πψψ cos2)()(  

因此 

dx
a
xnxa

a
c

a

a
nn

πψψ cos])2/[(152),(
2/

2/

22
3 ∫

−

−==  

                   33
2/)1( 158)1(

πn
n−−= ，n=1，3，5… 

由此得到粒子处于各个能级的几率 

66

2 960
n

cn π
= ，n=1，3，5… 

（2）利用以上结果，能量平均值 

2

2

442

22

6
2 5

3
1

1
1

2
960

mama
EcE n

n
n

=…=
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++== ∑ π

π
 

七、解   （1）以质点运动的平衡位置作为势能零点，则在小角近似下质点
的势能 

2
42

2
1

!4!2
1)cos( θθθθ mglmglmglllmgV ≈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−−=−= …  

（近似到 2θ 项） 

因此，体系的 Hamlton 量为 

22
2

22

2
1

2
ˆ

2
1)(

2
1ˆ xm

m
pmgllmH ωθθ +=+= �  

其中， 

θlx = ，
l
g

=ω ， θ�mlp =ˆ  

由此可见，质点的简谐振动能级 

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1nEn ，n=1，2，3… 

（2）小角近似带来的势能的误差（精确到 4θ 项） 

!42
1)cos(ˆ

4
2 θθθ mglmglllmgHV −=−−=′=Δ  

4
3

4

2424
x

l
mgmgl

−=−= θ  

因此，基态能量的一级修正值 

00
24

0
24

0ˆ 22
3

4
300 xx

l
mgx

l
mgHE ⋅−=−=′=Δ  

利用 

{ }2)1()12(2)2)(1(
2

1
2

2 −−++++++= nnnnnnnn
a

nx  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 0

2
12

2
110 2

2

a
x ， 2

2

=
ωma =  

得到 

22

2

22

2
4

4
3

4
1

2
100

ωω mm
hx =

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

因此，最后得到能量的一级修正值 

2

2

22

2

3 3232 mlml
mgE ==

−=⋅−=Δ
ω

 

能量的一级近似值 

2

2

0 322
1

ml
EEE == −=Δ+= ω  

 
 

量子力学自测题（7）参考答案 
 
一、1、厄密算符的本征值是实数，本征矢是正交、归一和完备的。 
2、在无穷远处为零的状态为束缚态；简并态是指一个本征值对应一个以上本征
函数的情况；将波函数中坐标变量改变符号，若得到的新函数与原来的波函数相
同，则称该波函数具有偶宇称。 
3、全同玻色子的波函数是对称波函数。两个玻色子组成的全同粒子体系的波函

数为：
[ ])()()()(

2
1

12212211 qqqqS ϕϕϕϕφ +=
 

4、宇称算符 P̂ 和坐标 x的对易关系是： PxxP ˆ2],ˆ[ −= ，将其代入测不准关系知，
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只有当 0ˆ =Px 时的状态才可能使 P̂ 和 x同时具有确定值，由 )()( xx −= δδ 知，波

函数 )(xδ 满足上述要求，所以 )(xδ 是算符 P̂ 和 x的共同本征函数。 

5、设 F̂ 和 Ĝ 的对易关系 k̂iF̂ĜĜF̂ =− ， k 是一个算符或普通的数。以 F 、G 和

k 依次表示 F̂ 、 Ĝ 和 k 在态ψ 中的平均值，令 FF̂F̂ −=Δ ， GĜĜ −=Δ ， 

则有  4

2
22 k)Ĝ()F̂( ≥⋅ ΔΔ

，这个关系式称为测不准关系。 

时间 t和能量E 之间的测不准关系为： 2
=

≥Δ⋅Δ Et
 

二、1、由于 1ˆ 2 =A ，所以算符 Â的本征值是 1± ，因为在 A表象中，算符 Â的

矩阵是对角矩阵，所以，在 A表象中算符 Â的矩阵是：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
)(ˆ AA

 

  设在 A 表象中算符 B̂ 的矩阵是
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211)(ˆ
bb
bb

AB
，利用 0ˆˆˆˆ =+ ABBA 得：

02211 == bb ；由于 1ˆ 2 =B ，所以
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

0

21

12

b
b

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

0

21

12

b
b

1
0

0

1221

2112 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

bb
bb

，

21
12

1
b

b =∴
；由于 B̂ 是厄密算符， BB ˆˆ =+ ，∴

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

01
0

12

12

b

b

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0

10
*
12

*
12

b
b

*
12

12
1

b
b =∴

 

令
δieb =12 ，（ δ 为任意实常数）得 B̂ 在 A 表象中的矩阵表示式为：

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− 0
0

)(ˆ
δ

δ

i

i

e
e

AB
 

2、在 A表象中算符 B̂ 的本征方程为：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

β
α

δ

δ

0
0

i

i

e
e

 

即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

α
β
δ

δ

i

i

e
e

   ⇒    ⎩
⎨
⎧

=−
=+−

− 0
0

λβα
βλα

δ

δ

i

i

e
e

  α 和 β 不同时为零的条件是上述

方程的系数行列式为零，即  
0=

−
−
− λ
λ
δ

δ

i

i

e
e

  ⇒  012 =−λ    1±=∴λ  

对 1=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

12
1 δ

ϕ
i

B
e

，对 1−=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=−

12
1 δ

ϕ
i

B
e

 

所以，在 A表象中算符 B̂ 的本征值是 1± ，本征函数为
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

12
1 δie

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−12
1 δie

 

3、从 A 表象到 B 表象的幺正变换矩阵就是将算符 B̂ 在 A 表象中的本征函数按列

排成的矩阵，即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

−

112
1 δδ ii ee

S
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三、解：1、 0=t 的情况：已知线谐振子的能量本征解为： 

ω=)
2
1( += nEn

  )2,1,0( "=n ， 
)()exp(

!2
)( 22 xHx

n
x nnn αα

π
αϕ −=

 

当 1,0=n 时有：
)exp()( 22

0 xx α
π
αϕ −=

，
)exp()(

2
)( 22

1 xxx αα
π

αϕ −=
 

于是 0=t 时的波函数可写成：
)(

3
2)(

3
1)0,( 10 xxx ϕϕψ −=

，容易验证它是归一

化的波函数，于是 0=t 时的能量取值几率为： 

3
1)0,

2
1( 0 == ω=EW

， 3
2)0,

2
3( 1 == ω=EW

，能量取其他值的几率皆为零。 

能量的平均值为：
ω=

6
7

3
2

3
1

10 =+= EEE
 

2、 0>t 时体系波函数
)

2
3exp()(

3
2)

2
exp()(

3
1),( 10 tixtixtx ωϕωϕψ −−−=

 

显然，哈密顿量为守恒量，它的取值几率和平均值不随时间改变，故 0>t 时体

系能量的取值几率和平均值与 0=t 的结果完全相同。 

四、解：将矩阵改写成： =′+= HHH ˆˆˆ
0

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

λλ
λλλ

λ

230
32
020

300
020
001

 

能量的零级近似为： 1)0(
1 =E ， 2)0(

2 =E ， 3)0(
3 =E  

能量的一级修正为： 0)1(
1 =E ， λ=)1(

2E ， λ2)1(
3 =E  

能量的二级修正为：

2
)0(

3
)0(

1

2
13

)0(
2

)0(
1

2
12)2(

1 4λ−=
−

′
+

−

′
=

EE
H

EE
H

E
，  

222
)0(

3
)0(

2

2
23

)0(
1

)0(
2

2
21)2(

2 594 λλλ −=−=
−

′
+

−

′
=

EE

H

EE

H
E

， 

2
)0(

2
)0(

3

2
32

)0(
1

)0(
3

2
31)2(

3 9λ=
−

′
+

−

′
=

EE

H

EE

H
E

 

所以体系近似到二级的能量为：
2

1 41 λ−≈E ，
2

2 52 λλ −+≈E ，
2

3 923 λλ ++≈E  

先求出 0Ĥ 属于本征值 1、2 和 3 的本征函数分别为：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

)0(
1ϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

)0(
2ϕ

，

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

)0(
3ϕ

， 
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利用波函数的一级修正公式

)0(
)0()0(

)1(
i

ik

ik

ki
k EE

H ϕϕ
−
′

=∑
≠ ，可求出波函数的一级修正

为：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

0
1
0

2)1(
1 λϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

3
0
2

)1(
2 λϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

3)1(
3 λϕ

 

近似到一级的波函数为：
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−≈

0
2
1

1 λϕ

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
≈

λ

λ
ϕ

3
1

2

2

，
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
≈

1
3
0

3 λϕ

 

五、解：由玻色子组成的全同粒子体系，体系的波函数应是对称函数。以 iq 表示

第 i )3,2,1( =i 个粒子的坐标，根据题设，体系可能的状态有以下四个： 

（1） )()()( 312111
)1( qqqs φφφϕ = ；（2） )()()( 322212

)2( qqqs φφφϕ =  

（3） [ )()()()()()()()()( 311221312211322111
)3( qqqqqqqqqCs φφφφφφφφφϕ ++= ；  

（4） =)4(
sϕ ])()()()()()()()()([ 113222322112312212 qqqqqqqqqC φφφφφφφφφ ++  

 
 

量子力学自测题（8）参考答案 

 
一、填空题 
1．0，∞  

2．是，
m
k

2

22=
，否， )(

2
1cos ikxikx eekx −+= ，可见，它是两个动量本征态 ikxe

和 ikxe− 的叠加态 

3． ABBAA ˆˆˆˆ,ˆ 2 +  

 

4 ． [ ]{ }reffeer ikrrikrik /)()(
2

1)( −⋅−⋅ −−+−= θπθθψ ，

2)()()( θπθθσ −−= ff  

5． ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

0
0

E
E

， 121221121 , 、E、EEnCn、Cn、n + 或 、1,2E 1、 2
2

2
1

2
1

CC

C

+
或

2
2

2
1

2
2

CC

C

+
 

二、1．解   可通过 Fourier 变换得到动量表象中坐标的本征函数： 
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dxexp
pxi

x ∫
−

= =

=
)(

)2(
1)( 2/10

ψ
π

ϕ  

dxexx
pxi

∫
−

−= =

=
)(

)2(
1

02/1 δ
π

 

0

2/1)2(
1 pxi

e =

=
−

=
π

 

可见，在动量表象中，坐标的本征值为 x0的本征函数是 

0

0 2/1)2(
1)(

pxi

x ep =

=
−

=
π

ϕ  

2．由于电子在 drrr +→ 的球壳内出现的几率为 drrrRdrrP nlnl
22)()( = ，几

率密度，即几率分布函数 22)()( rrRrP nlnl = ，对 1s 电子的径向几率最大的位置

应有 

0)(
)( 22

10
10 == rrR

dr
d

dr
rdP

 

把 )(10 rR 代入上式得 

0224 2

0

2

3
0

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

r
a

re
a

a
r

 

012
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

a
rr  

r=0 或 r=a0   (r=0 舍去) 
可见，1s 电子的径向几率最大的位置是 r=a0。 

三、1．证明   因为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
y

z
z

yilx =ˆ ， ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−=
z

x
x

zil y =ˆ ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
x

y
y

xilz =ˆ  

因此， 

11 )()(ˆ ψψ ===== =+=+=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−= izyyziizy
y

z
z

yilx  

可见， 1ψ 是 xl̂ 的本征值为=的本征态。同理可证明， 

22
ˆ ψψ ==yl ， 33

ˆ ψψ ==zl  

2．证明  在自旋态 χ 下， zŜ 的平均值 
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)(
210

01
2

)(ˆ 22** ba
b
a

baSS zz −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

== + ==χχ  

可见，只要 zSba ˆ,22 = 的平均值必为零。 

四、1．证明   由 )())(( BAiBABA ×⋅+⋅=⋅⋅ σσσ 可看出，当 A=B 时， 

)()( 22 AAiAA ×⋅+=⋅ σσ  

当 A 的三个分量 Ax,Ay,Az 互为对易时，上式中的 0=× AA ，当 A 的三个分量
Ax,Ay,Az 互为不对易时， 0≠× AA 。 

   对 2)( p⋅σ ，由于 ijji pppp = (对易)，所以 

2)( p⋅σ = 2p  

但对 2)( l⋅σ ，由于 l的三个分量不对易，且有 l lil ==× ，因此 

llliill ⋅−=⋅+=⋅ σσσ == 22 )()(  

2．证明   根据平均值的定义， 

))(ˆ),(( tAtA ψψ=  

因此， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
t

AA
tdt

Ad ψψψψ ,ˆ,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

== i
HAA

i
H ψψψψ ˆˆ,ˆ,
ˆ

 

)ˆˆ,(1)ˆ,ˆ(1 ψψψψ HA
i

AH
i ==

+−=  

{ } ]ˆ,ˆ[1)]ˆ,ˆ[,(1 HA
i

HA
i ==

== ψψ  

 

但由于 Â是守恒量， ]ˆ,ˆ[ HA =0，因此
dt
Ad
=0， Â的平均值不随时间改变。 

五、解   我们已经知道，对一维谐振子 

EVT
2
1

==  

对谐振子的基态，能量 ω=
2
1

0 =E ，因此， 

42
1

2
1

0
22 ωω =

=== ExmV  
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由此得到 

22 xm
=

=ω  

但由于 

22222 )()( lxxxxx =−=−=Δ ，（因为 0=x ） 

因此，由基态跃迁到第一激发态所需能量为 

2

2

2

2

01 22 mlxm
EEE === ===−=Δ ω  

六、解  （1）电子的自旋磁矩与外磁场的相互作用 Hamilton 量 

BH s
ˆˆ ⋅−= μ B

cm
e

e

ˆ
2

⋅−= σ=
  

因为， )0,0,(ˆ BB = ， 

=Ĥ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅−

01
10

2
== ωσ B

cm
e

e

 ，
cm

Be

e2
≡ω  

设在任意时刻，电子的自旋波函数 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

)(
)(

tb
ta

χ ，则 Schro�� dinger 方程为 

)(ˆ)( tHt
dt
di χχ ==  

或 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)(
)(

01
10

)(
)(

tb
ta

tb
ta

dt
di == ω  

由此得到 

)()( tbi
dt

tda ω−= ， )()( tai
dt

tdb ω−=  

两式相加得 

)()( baiba
dt
d

+−=+ ω  

两式相减得 

)()( baiba
dt
d

−=− ω  

因此 

tiectbta ω−=+ 1)()( ， tiectbta ω−=− 2)()(  

因初始时刻（t=0），电子的自旋向 z轴的正向极化， 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=↑

0
1

)0(
)0(

b
a

z ， 
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a(0)=1,b(0)=0 
由此得到， 

c1=a(0)=1,c2=a(0)=1 
因此 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+ −

ti

ti

etbta
etbta

ω

ω

)()(
)()(

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

=+=

−

−

tieetb

teeta

titi

titi

ω

ω

ωω

ωω

sin)(
2
1)(

cos)(
2
1)(

 

最后得到，电子在任意时刻的自旋波函数为 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
0

sin
0
1

cos
sin

cos
tit

ti
t

ωω
ω

ω
χ  

（2）在 )(tχ 状态下， zyx SSS ˆ,ˆ,ˆ 的平均值分别为 

0
sin

cos
01
10

)sin,(cos
22

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== +

ti
t

titS xx ω
ω

ωωχσχ ==
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
== +

ti
t

i
i

titS yy ω
ω

ωωχσχ
sin

cos
0

0
)sin,(cos

22
== tω2sin

2
=

−=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

== +

ti
t

titS zz ω
ω

ωωχσχ
sin

cos
10

01
)sin,(cos

22
== tω2sin

2
=

=  

（3）在 )(tχ 态下 zŜ 的测值为
2
=
的几率是 

t
ti

t
tP zz ω

ω
ω

χ 2

2
2

cos
sin

cos
)01()()( =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=↑=↑  

zŜ 的测值为-
2
=
的几率是 

t
ti

t
tP zz ω

ω
ω

χ 2

2
2

sin
sin

cos
)10()()( =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=↓=↓  

因此， 

1)()( =↓+↑ zz PP  

 
 
 

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

                   量子力学自测题（9）参考答案 

一．回答下列问题（共 30 分, 第 1、2 小题各 10 分，第 3、4小题各 5分）  
 
1、下列波函数所描写的状态是否为定态？并说明其理由。    

（1）、 ( ) ( ) ( )1 ,
E Ei t i tx t x e x eψ ϕ ϕ −= += =   

（2）、 ( ) ( ) ( ) ( )
2 , ( )

E Ei x t i x tx t u x e v x eψ − − += += =    

 答: (1) ),(1 txψ 为非定态，因
2 2

1( , ) 2 ( ) cos Ex t tψ ϕ χ=
=

与 t有关。（5分） 

（2） ),(2 txψ 为定态，因
22

2 ( , ) ( ) ( )ix ixx t u x e x eψ υ −= + 与 t无关。（5分） 

 

2、描写粒子状态的波函数在坐标表象中为 ( )tr ,Kψ  ，在动量表象中为 

( )tpC ,G  ，在力学量 Q表象中为矩阵           

                 
( )

( )
( )

( )

1

2

n

a t
a t

A t
a t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#

                    

且它们都是归一化的，试指出 ( ) 2, trKψ  ， ( ) 2 t,pC K
  与 ( ) 2tan  的物理意义，并

分别写出用这三个波函数计算力学量 ( )prF KK, 平均值的表示式。 

答:   
2),( trKψ ——t时刻粒子处在位置 rK处的概率。 （2分） 

2),( tpc K ——t时刻粒子的动量取 pK值的概率。 （2分） 

2)(tan ——t时刻测量粒子的力学量 F，测得值为其本征值 Fn的几率。 

（2分） 

rdtrprFtrF KKKKK 3* ),()ˆ,(ˆ),( ψψ∫=                          （1 分） 

pdtpCpiFtpCF p
KKK=K 3* ),(),(ˆ),( ∇= ∫                        （1 分） 

F =A+FA                                                （2 分） 
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3、己知 L L i L× =
G G G

= ，试问 x y zL L L
G G G

、 和 是否一定不能同时测定？说明其原由或举例

说明。答: 不一定不能同时测定。例如在 ( )00 ,Y θ ϕ 状态中， x y zL L L
G G G

、 和 可同时测定

它们的测量值均为零。（5分）                                                        
4、量子力学的波函数与经典的波场有何本质性的区别？ 

答: 量子力学的波函数是一种概率波，没有直接可测的物理意义，它的模方表示
概率，才有可测的意义；经典的波场代表一种物理场，有直接可测的物理意义。      
（5 分） 

二、（15 分）在动量表象中，求线性谐振子的能量本征函数 

Solve:  
2

2 21
2 2
pH xμω
μ

= +  

在动量表象中 
2 2

2 2
2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=

             （2分） 

本征方程 ：
2 2 2 2

2
2

1 ( ) ( )
2 2

d p p E p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
                （3 分） 

2 2 2 2
2

2

1( ) ( ) 0
2 2

d p E p p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
 

令     
1 2E pα λ ξ α

μω ω
= = =

= =
 

2
2

2 ( ) ( ) ( ) 0d
d

ψ ξ λ ξ ψ ξ
ξ

+ − =  

该方程在 ξ−∞ < < ∞区域上存在有限解的条件是要求 2 1nλ = +  

1
2nE n ω⎛ ⎞∴ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=                                      （3 分） 

本征函数：

2
2

2( ) ( )
p

n n np N e H p
α

ψ α
−

=                          （5 分） 

归一化常数：
1/ 2

2 !n n
N

n
α
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                             （2 分） 

即   

2

2

1/ 2

1( )
2 !

p

n nn

pp e H
n

ω μψ
ω μπ ω μ

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

==
 

 

2 2
2 2

2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=
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二、（15 分）在动量表象中，求线性谐振子的能量本征函数 

Solve:  
2

2 21
2 2
pH xμω
μ

= +  

在动量表象中 
2 2

2 2
2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=

             （2分） 

本征方程 ：
2 2 2 2

2
2

1 ( ) ( )
2 2

d p p E p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=
                （3 分） 

2 2 2 2
2

2

1( ) ( ) 0
2 2

d p E p p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
 

令     
1 2E pα λ ξ α

μω ω
= = =

= =
 

2
2

2 ( ) ( ) ( ) 0d
d

ψ ξ λ ξ ψ ξ
ξ

+ − =  

该方程在 ξ−∞ < < ∞区域上存在有限解的条件是要求 2 1nλ = +  

1
2nE n ω⎛ ⎞∴ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=                                     （3 分） 

本征函数：

2
2

2( ) ( )
p

n n np N e H p
α

ψ α
−

=                       （5 分） 

归一化常数：
1/ 2

2 !n n
N

n
α
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                          （2 分） 

即   

2

2

1/ 2

1( )
2 !

p

n nn

pp e H
n

ω μψ
ω μπ ω μ

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

==
 

 
 
 

能量一级修正： bHE =′= 11
)1(

1     bE =)1(
2  （2 分） 

能量二级修正：

2 2' ' 2
1 21(2)

1 (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 1 2 1 2

m

m m

H H aE
E E E E E E

′= = =
− − −∑  （2 分） 

2 2
2 2

2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=
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)0(
1

)0(
2

2

)0(
1

)0(
2

2'
12)2(

2 EE
a

EE

H
E

−
=

−
=  （2 分） 

能量二级近似： )0(
2

)0(
1

2
)0(

1
)2(

1
)1(

1
)0(

11 EE
abEEEEE
−

++=++=  （1 分） 

)0(
1

)0(
2

2
)0(

2
)2(

2
)1(

2
)0(

22 EE
abEEEEE
−

++=++=  （1 分） 

   设 ( )0
1ψ 和 ( )0

2ψ 为零级近似波函数, 则波函数一级近似 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 01
1 1 1 20 0 0 0

1 1 2

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑           （3 分） 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 02
2 2 2 10 0 0 0

2 2 1

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑           （3 分） 

直接计算：设 Ĥ 的本征矢为（
β
α
），本征值为 E，则本征方程为： 

(0)
1

(0)
2

aE b
E

E ba
α α
β β

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0)0(
2

)0(
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−+
β
α

EbE
a

a
EbE

 （2 分） 

久期方程： 0)0(
2

)0(
1 =

−+
−+

EbE
a

a
EbE

 （3 分） 

0))(( 2)0(
2

)0(
1 =−−+−+ aEbEEbE  

0]))([()2( 2)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

2 =−+++++− abEbEbEEEE  

2
4))((4)2()2( 2)0(

2
)0(

1
2)0(

2
)0(

1
)0(

2
)0(

1 abEbEbEEbEE
E

+++−++±++
=

能量一级修正： bHE =′= 11
)1(

1     bE =)1(
2  （2 分） 

能量二级修正：

2 2' ' 2
1 21(2)

1 (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 1 2 1 2

m

m m

H H aE
E E E E E E

′= = =
− − −∑  （2 分） 

)0(
1

)0(
2

2

)0(
1

)0(
2

2'
12)2(

2 EE
a

EE

H
E

−
=

−
=  （2 分） 

能量二级近似： )0(
2

)0(
1

2
)0(

1
)2(

1
)1(

1
)0(

11 EE
abEEEEE
−

++=++=  （1 分） 
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)0(
1

)0(
2

2
)0(

2
)2(

2
)1(

2
)0(

22 EE
abEEEEE
−

++=++=  （1 分） 

   设 ( )0
1ψ 和 ( )0

2ψ 为零级近似波函数, 则波函数一级近似 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 01
1 1 1 20 0 0 0

1 1 2

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑             （3 分） 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 02
2 2 2 10 0 0 0

2 2 1

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑             （3 分） 

直接计算：设 Ĥ 的本征矢为（
β
α
），本征值为 E，则本征方程为： 

(0)
1

(0)
2

aE b
E

E ba
α α
β β

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0)0(
2

)0(
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−+
β
α

EbE
a

a
EbE

 （2 分） 

久期方程： 0)0(
2

)0(
1 =

−+
−+

EbE
a

a
EbE

 （3 分） 

0))(( 2)0(
2

)0(
1 =−−+−+ aEbEEbE  

0]))([()2( 2)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

2 =−+++++− abEbEbEEEE  

2
4))((4)2()2( 2)0(

2
)0(

1
2)0(

2
)0(

1
)0(

2
)0(

1 abEbEbEEbEE
E

+++−++±++
=

=
2

4)()2( 22)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1 aEEbEE +−±++

 

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−±++ 2

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1 )2(1)()2(

2
1

EE
aEEbEE   

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+−±++ "2

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1 )2(

2
11)(

2
1)2(

2
1

EE
aEEbEE  （2 分） 

( )
)0(

2
)0(

1

2
0

11 EE
abEE
−

++≈  （1 分） 

( )
)0(

1
)0(

2

2
0

22 EE
abEE
−

++≈  （1 分） 

可见，用直接解能量算符本征方程的方法，求得的本征能量值在泰勒级数展
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开的二级近似下与微扰法得到的能量二级近似值一致 
 
五．(14 分) 一体系由三个全同玻色子组成，玻色子之间无相互作用。玻色子只

有两个可能的单粒子态。问体系可能的状态有几个？它们的波函数怎样
用单粒子态构成？ 

解：体系的可能状态有 4个： （2分） 

)()()(),,( 3213211 qqqqqq iii ϕϕϕ=Φ  （3 分） 

)()()(),,( 3213212 qqqqqq jjj ϕϕϕ=Φ  （3 分） 

[ ++=Φ )()()()()()(
3

1),,( 1323213213 qqqqqqqqq jiijii ϕϕϕϕϕϕ  

])()()( 213 qqq jii ϕϕϕ  （3 分） 

   [ ++=Φ )()()()()()(
3

1),,( 1323213213 qqqqqqqqq jjijji ϕϕϕϕϕϕ  

])()()( 213 qqq jji ϕϕϕ  

 
 

量子力学测试题（10）参考答案 

 
1、一质量为 m的粒子沿 x正方向以能量 E向 x=0 处势垒运动。当 0≤x 时，势能

为零；当 0>x 时，势能为 EV
4
3

0 = 。问在 x=0 处粒子被反射的几率多大？ 

解 ： S-eq 为   
⎩
⎨
⎧

≥=+′′
≤=+′′

00
00

2
2
22

1
2

11

xk
xk

ψψ
ψψ

  其 中 22
1 /2 =mEk =    

4//)(2 2
1

2
0

2
2 kVEmk =−= =  

由题意知 0≤x 区域 既有入射波，又有反射波； 0≥x 区域仅有透射波   

故方程的解为       xikxik ree 11
1

−+=ψ      0≤x  

                     xikte 2
2 =ψ          0≥x  

在 x=0 处，ψ 及ψ ′都连续，得到    tr =+1     t
k

rk
2

)1( 1
1 =−    由此解得

9
12 == rR  
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          注意  透射率
2tT ≠    因为 12 kk ≠  

   将 xike 1 ， xikre 1− ， xikte 2 分别代入几率流密度公式  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−= **

2
ψψψψ

xxm
ij =

 

   得          入射粒子流密度       
m
kj 1

0
=

=  

               反射粒子流密度       
21 r

m
kjR
=

−=  

               透射粒子流密度       
22 t

m
kjT
=

=  

   由此得      反射率   
9
12

0

=== r
j
jR R  

               透射率   
9
82

1

2

0

=== t
k
k

j
jT T      1=+TR  

2、计算  

（1） ?],[ 2 =rL
K

 

（2）设 ),( pxF 是 px, 的整函数，则 ?],[ =Fp  

解：（1） 0],[],[],[],[ 2 =+=+== βγαβγγβαβγββαβαβββαα εε xxixxixxLxLxxxLrL ==  

因为将第二项哑标作更换 γβ ↔   γβαβγγβαγββγαβγ εεε xxixxixxi === −==  

所以  0],[ 2 =rL
K

 

（2）先由归纳法证明     nnn x
x

inxixp
∂
∂

−=−= − == 1],[ （·）式 

1=n   上式显然成立；设 kn = 时上式成立，即   1],[ −−= kk kxixp =  

则  kkkkkk xkixikxixpxxxpxp )1(],[],[],[ 1 +−=−−=+=+ ===  

    显然， 1+= kn 时上式也成立，（·）式得证。 

因为      ∑
=

=
0,

),(
nm

nm
mn pxCpxF      

则    

F
x

ipmxCipxpCpxpCFp
nm nm nm

nm
mn

nm
mn

nm
mn ∂

∂
−=−=== ∑ ∑ ∑ − ==

, , ,

1],[],[],[  

3、试在氢原子的能量本征态 nlmψ 下，计算 1−r 和 2−r 的平均值。 

解：处于束缚态 nlmψ 下的氢原子的能量   

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

 2

2

22

4 1
22 na
e

n
eEn −=−=
=
μ

   2

2

e
a

μ
=

=      1++= lnn r  

（1）计算 >< −1r      

      方法 1  相应的维里定理为  nlmnlm VT ><−=><
2
1

    nlmn VE ><=
2
1

 

              所以  22
1 12

ane
E

r n =−>=< −  

      方法 2  选Z 为参量   相应的 F-H 定理   nlm
n

e
H

e
E

>
∂

∂
=<

∂
∂

22     

             
r
eH

2
2

2

2
−∇−=

μ
=

 nlmran
><−=−

11
2      2

1 1
an

r >=< −  

（2）计算 >< −2r  

      等效的一维哈密顿量    2

22

2

22

2
)1(

2 r
ll

r
e

dr
dH

μμ
== +

+−−=  

          取 l 为参量   相应的 F-H 定理  nlm
ln

l
H

l
E

>
∂
∂

=<
∂
∂

     注意

1++= lnn r   

                 ><
+

= −2
2

3

2

2
)12( rl

an
e

μ
=

      32
2

)2/1(
1

nal
r

+
>=< −  

4、有一个二能级体系，哈密顿量为 HHH ′+= 0 ， 0H 和微扰算符H ′的矩阵表

示为 

                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
0 0

0
E

E
H       ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

01
10

λH  

其中λ表征微扰强度， 21 EE ≤ 。用微扰法求H 的本征值和本征态。 

解：由于是对角化的，可见选用表象为 0H 表象 

  对于 21 EE < ，由非简并微扰论计算公式 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−
′′

+=

+
−
′′

+′+=

∑

∑

"

"

)0(
)0()0(

)0(

)0()0(

2
)0( ||

m
mn

mn

m
nn

mn

nm

m
nnnn

EE
H

EE
H

HEE

ψψψ
 

得    0)1(
1 =E    

21

2

)0(
2

)0(
1

2
12)2(

1 EEEE
H

E
−

=
−

′
=

λ
   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−
′

=
1
0

21

)0(
2)0(

2
)0(

1

21)1(
1 EEEE

H λψψ  

     0)1(
2 =E    

12

2

)0(
1

)0(
2

2
12)2(

2 EEEE
H

E
−

=
−

′
=

λ
   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−
′

=
0
1

12

)0(
1)0(

1
)0(

2

12)1(
2 EEEE

H λψψ  

 所以 ，二级近似能量和一级近似态矢为 

        
21

2

1 EE
E

−
+

λ
， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
0

0
1

21 EE
λ

；
12

2

2 EE
E

−
+

λ
， ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

1
0

21 EE
λ

。 

对于 21 EE = ，由简并微扰论计算得一级近似能量和零级近似态矢为 

           λ+1E ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

2
1

； λ−1E ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
1

2
1

。 

5 、 自 旋 投 影 算 符 nSn
KK= ⋅= σ

2
， σK 为 泡 利 矩 阵 ， nK 为 单 位 矢 量

（ θϕθϕθ cos,sinsin,cossin ）。 

   （1）对电子自旋向上态 )2/( ==+ zsχ ，求 nS 的可能值及相应几率； 

   （2）对 nσ 的本征值为 1的本征态，求 yσ 的可能值及相应几率。 

解：（1）由 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

−∧

θθ
θθ

ϕ

ϕ

cossin
sincos

2 i

i

n
e

e
S =

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

b
a

m
b
a

e
e

si

i

==
θθ

θθ
ϕ

ϕ

cossin
sincos

2
得 

            

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
ϕθ

θ

χ
i

n

e
s

2
sin

2
cos

)(
2
1          

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

− ϕθ

θ

χ
i

n

e
s

2
cos

2
sin

)(
2
1  

     对于电子自旋向上态 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===+ 0

1
)2/( αχ =zs ， nS 取值

2
=

± 的几率分别为  
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2

cos
0
1

2
sin

2
cos 2

22

2
1

θθθαχ ϕ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+ ie  

                
2

sin
0
1

2
cos

2
sin 2

22

2
1

θθθαχ ϕ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+

−

ie  

   （2） yσ 的本征值和本征态   

            1=λ ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ iy

1
2

1)(σχ ；      1−=λ ， ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=− iy

1
2

1)(σχ  

        电子处于 nσ 的本征值为 1 的本征态(即 nS 的本征值为
2
=
的本征态

)(
2
1 nsχ )， 

则 yσ 的可能值及相应几率为 

  1=λ    ( ) )sinsin1(
2
1

2
sin

2
cos

1
2

1)()(

2

2

2
1 ϕθθ

θ

σχσχ
ϕ

+=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=+
+

i
ny

e
i  

  1−=λ    ( ) )sinsin1(
2
1

2
sin

2
cos

1
2

1)()(

2

2

2
1 ϕθθ

θ

σχσχ
ϕ

−=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+
−

i
ny

e
i  

6、设质量为 m 的两个全同粒子作一维运动，它们之间的相互作用能为

)0()(
2
1 2

21 >− axxa 。 

  （1）若粒子自旋为 0，写出它们的相对运动态的能量和波函数；  
  （2）若粒子自旋 2/1=s ，写出它们的相对运动基态及第一激发态的能量和波
函数。 
解：体系的哈密顿量为 

               2
212

2

22

2
1

22

)(
2
1

22
xxa

xmxm
H −+

∂
∂

−−
∂
∂

−=
==

 

引入质心坐标 X 和相对坐标 x：  )(
2
1

21 xxX +=     21 xxx −=  

在坐标变换 xXxx ,, 21 ⇒ 下，体系的哈密顿量变为 

           2
2

22

2

22

2
1

22
ax

xXM
H +

∂
∂

−
∂
∂

−=
μ
==

    2/2 mmM == μ  

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

相对运动哈密顿量为 

           22
2

22
2

2

22

2
1

22
1

2
x

dx
dax

dx
dHr μω

μμ
+−=+−=

==
   

μ
ω a
=  

（1）若粒子自旋为 0，则相对运动态的能量和波函数为 

   ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1nEn     )()(

22

2
1

xHeNx n

x

nn αψ
α−

=   
=
μωα =     

",4,2,0=n  

   限定 ",4,2,0=n 是为了保证波函数对交换 1x 和 2x 是对称的。 

（2）若粒子自旋 2/1=s ，则相对运动态的能量和波函数为 

             ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1nEn        ",2,1,0=n  

       >=
−

00|)(),(
22

2
1

xHeNSx n

x

nz αψ
α

      ",4,2,0=n  

       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
>
>

=
−

11|
10|
11|

)(),(
22

2
1

xHeNSx n

x

nz αψ
α

     ",5,3,1=n  

   其中 

            )]1()2()2()1([
2

110|)2()1(11| βαβααα +>=>=  

        )]1()2()2()1([
2

100|)2()1(11| βαβαββ −>=>=−  

体系基态能量和波函数  

          ω=
2
1

=E          >=
−

00|),(
22

2
1

0

x

z eNSx
α

ψ  

体系第一激发态能量和波函数 

         ω=
2
3

=E           

 
 

量子力学自测题(11)答案 

 
一、（30 分）回答下列问题： 
（1）何谓微观粒子的波粒两象性？ 
解   微观粒子既不是粒子，也不是波。更确切地说，它既不是经典意义下
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的粒子，也不是经典意义下的波，但是，它即具有经典粒子的属性（具有确定的
质量、电荷与自旋），又具有经典波动的属性（具有干涉及衍射现象）。严格地说，
微观粒子就是微观粒子，粒子与波只是微观粒子的两种不同属性。如果硬是要用
经典的概念来理解它的话，那么，微观粒子既具有经典粒子的属性又具有经典波
动的属性，是经典粒子与经典波动这一矛盾的综合体。 

（2）波函数 ( , )r tψ K
是用来描述什么的？它应该满足什么样的自然条件？

2( , )r tψ K
的物理意义是什么？ 

解  波函数是用来描述体系状态的复函数，除了应满足平方可积的条件之

外，它还应该是单值、有限和连续的。 2( , )r tψ K
表示在ｔ时刻 rK附件ｄτ体积元

中粒子出现的概率密度。 
（3）分别说明什么样的状态是束缚态、简并态与负宇称态？ 
解    当粒子在坐标趋向无穷远时，描述粒子状态的波函数趋向零，称之

为粒子处于束缚态。若一个本征值对应一个以上不同的本征态，则称该本征值是
简并的，所对应的本征态即为简并态，本征态的个数就是相应的简并度。将波函
数中的坐标变量改变一个负号，若得到的新波函数与原波函数相差一个负号，则
称其为负宇称态。 

（4）物理上可观测量应该对应什么样的算符？为什么？ 
解   物理上可观测量对应线性厄米算符。线性是状态叠加原理要求的，厄

米算符的本征值是实数，可与（实数）观测值比较。 

（5）坐标 x分量算符与动量 x分量算符 ˆ xp 是对易关系是什么？并写出两者

满足的不确定关系。 

解   对易关系为[ ]ˆ, xx p i= = 不确定关系为Δx·Δ
2xp ≥
=
。 

（6）厄米算符 F̂ 的本值 nf 与本征矢|n>分别具有什么性质？ 

解   本征值为实数，本征矢构成正交、归一和完备的函数系。 
二（20 分）设氢原子处于 

21 10 31 10 21 1 1
1 1 1( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

22 2
r R r Y R r Y R r Yψ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ−= − − 的状态上，

求能其量、角动量平方及角动量 Z分量的可能取值与相应的取值概率，进而求出
它们的平均值。 

解   选{ }2, , ZH L L 为描述体系的力学量完全集，氢原子的本征解为 

22

4 1
2 n

eEn =
μ

−=  

nemϕ (r, ,θ ϕ )= ( ) ( , )nl lmR r Y θ ϕ  

其中量子数的取值范围是 
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n=1,2,3,……； l =0,1,2,……，n-1；m= l , l -1, l -2,……，- l +1,- l  
利用归一化条件求出归一化常数为 

5
4

2
1

4
1

2
1 2

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−

c  

氢原子的能量只与主量子数 n有关，依题题可知，n的可能取值有两个，即
n=2,3,于是 

2

4

3 8=
eE μ

= ；    
5
4

5
4

2
1

2
1)( 2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=EW  

2

4

3 18=
eE μ

= ；    
5
1

5
4

4
1)( 3 ==EW  

2

4

2

4

2

4

95
1

185
4

8 ===
eeeE μμμ

−=−=  

角动量量子数 l的可能取值只有一个，即 l=1,故有 

2 2 2 22 ; ( 2 ) 1L w L= = == =  

2 22L = =  

角动量磁量子数 m的可能取值有两个，即 m=-1,0,于是 

hLz −= ；   ( )
5
2

5
4

2
1

===−=zLW  

0=zL ；   ( )
5
3

5
4

4
1

2
10 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==zLW  

 

2 2
5

L = − = 

三、（25 分）设厄米算符 Ĥ 的本征矢为 n ,{ }n 构成正交归一完备函数系，

定义一个算符 

nmnmU =),(ˆ  

（1）计算对易 ˆ ˆ, ( , )H U m n⎡ ⎤⎣ ⎦  

（2）证明 ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )nqU m n U p q U m pδ+ =  

（3）计算阵迹 ˆ ˆ
r

k
T F k F k= < >∑  

（4）若算符 Â的矩阵元为 ˆ ,mnA m A n=< > 证明 
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,

ˆ ˆ ( , )mn
m n

A A U m n=∑  

{ }),(ˆˆ qpUATA rpq
+=  

解   （1）对于任意一个态矢ψ >，有 

ˆ ˆ, ( , )H U m n ψ⎡ ⎤ >=⎣ ⎦
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , )HU m n U m n Hψ ψ> − >=  

                                ˆ ˆH m n m n Hψ ψ>< > − >< = 

                                ˆ ˆ( , ) ( , )m nE U m n E U m nψ ψ> − >= 

ˆ( ) ( , )m nE E U m n ψ− >  

故                             ˆ ˆ ˆ, ( , ) ( ) ( , )m nH U m n E E U m n⎡ ⎤ = −⎣ ⎦     

（2） ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )nqU m n U p q m n q p U m pδ+ = >< >< =  

（3）算符的阵迹为 

{ }ˆ ˆ( , ) ( , )
k

Tr U m n k U m n k= < >=∑  

                                     
k

k m n k< >< >=∑  

                                     mn
k

n k k m n m δ< >< >=< >=∑  

（4）算符 

,

ˆ ˆ ˆ
m m n

A m m A m m A n n= >< = >< >< =∑ ∑  

,

ˆ ( , )mn
m n

A U m n∑  

而 

ˆ ˆ
pqA p A q p k k A q=< >= < >< =∑  

     ˆ ˆ ˆ ( , )
k k

k A q p k k AU p q k+< >< >= < >=∑ ∑  

    { }ˆ ˆ ( , )Tr AU p q+  

四、（25 分）自旋为
2
=
，固有磁矩为u sγ= （其中γ 为实常数）的粒子，处

于均匀外磁场 0
ˆˆ =
KK

B B k 中，设 t=0 时粒子处于
2xs =
=
的状态。 
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（1）求出 t>0 时的波函数； 

（2）求出 t>0 时 ˆxs 与 ˆzs 的可测值及相应的取值概率。 

解    体系的哈密顿算符为 
                                                 

0
0

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2E z z
B

H B B s
γ

μ γ σ ωσ= ⋅ = − = − ≡
K =K－  

在泡利表象中，哈密顿算符的本征解为 

1 ;E ω=    1ϕ >= + >  

2 ;E ω= −    2ϕ >= − >  

（1）在 t=0 时，粒子处于
2xs =
=
的状态，即 

(0) xψ >= + >  

式中， x+ > 是 xσ̂ 相应于本征值为 1的本征态。为了求出 x+ > 在泡利表象中的具

体形式，需要求解 xσ̂ 满足的本征方程 

0 1
1 0

a a
b b

λ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

解之得    

1
2x ⎡ ⎤+ > = + > + − >⎣ ⎦  

1
2x ⎡ ⎤− > = + > − − >⎣ ⎦  

于是有 

1(0) 1 1
2xψ >= + > = ⎡ + > + − >⎤⎣ ⎦  

由于哈密顿算符不显含时间，故 t>0 时刻的波函数为 

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+>+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−>= tEitEit 21 exp

2
1exp

2
1)(

==
ψ  

1 1exp exp
2 2

i it tω ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + > + − >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =

 

（2）因为 ˆ ˆ[ , ] 0,zH s = 所以 zs 是守恒量，它的取值概率与平均值不随时间改
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变。换句话说，只要计算出 t=0 时， zs 的取值概率，就知道了 t>0 时 zs 的取值概

率。 
由于 

1,0 ;
2 2zW s⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

    
1,0

2 2zW s⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
 

 
故有 

0zs =  

xs 的取值概率为 

2, ( )
2x xW s t tψ⎛ ⎞= = < + > =⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

  

( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−++

2

expexp
2
1 titi ωω

==
 

2 21 exp exp cos
2

i i tt t ωω ω
⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦= = =
 

而      2, sin
2x

tW s t ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
=

 

五、（25 分）已知二维谐振子的哈密顿算符为 )(
2
1

2
ˆˆ 222

2

0 yxM
M
pH ++= ω ，

对其施加微扰 xyW λ−=ˆ 后，利用微扰论求 WHH ˆˆˆ
0 += 基态能量至二级修正、第

二激发态能量至一级修正。 

提示： ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+= +− 1,1, 2

1
2

1
nmnmnm

nnx δδ
α

ϕϕ ，其中 nϕμωα
=

= 为线谐

振子的第 n个本征矢。 
解   体系的哈密顿算符为 

WHH ˆˆˆ
0 +=  

其中 

( ) ( )22222
0 2

1ˆˆ
2
1ˆ yxppH yx +++= μω
μ

 

xyW λ−=ˆ  
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已知 0Ĥ 的解为 

ω=)1(0 += nEn  

)()(),(
21

yxyx nnni ϕϕψ =  

其中 
n1、n2、n=0,1,2，… 

i=1,2,3,…，fn 

将前三个能量与波函数具体写出来 

ω==0
0E ； )()( 000 yx ϕψψ =  

ω=20
1 =E ； )()( 1011 yx ϕψψ =  

)()( 0112 yx ϕϕψ =  

ω=30
2 =E ； )()( 0221 yx ϕψψ =  

)()( 2022 yx ϕϕψ =  

 

对于基态而言，n1=n2=n=0,f0=1,体系无简并。利用公式 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+== +− 1,1, 2

1
2

1
nmnmnmnm

nnxx δδ
α

ϕϕ  

可知 0ˆ
00

)1(
0 == ψψ WE ， ∑∑

≠ = −
=

0 1
00

0

00)2(
0

ˆˆ

n

f

i n

ninin

EE

WW
E

ψψψψ
显然，求和号

中不为零的矩阵无只有 2023230 2
ˆˆ

α
λψψψψ −== WW  

于是得到 32

2

4

2

0
2

0
0

)2(
0 84

1
ωμ

λ
α
λ =

−=
−

=
EE

E  

第二激发态为 3度简并，在简并子空间中，能量一级修正满足的久期方程 
 

)1(
211 EW −     12W     13W  

21W       
)1(

222 EW −    23W        =0 

31W        32W       )1(
233 EW −  

其中 W11=W22=W33=W12=W21=0；W13=W31=W23=W32= 22α
λ

−  

)()( 1123 yx ϕϕψ =
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于是得到 2
)1(

21 α
λ

−=E ； 0)1(
22 =E ； 

 
 

量子力学自测题(12)参考答案 

 
一、填空题 
1．矢量，算符，厄米，本征值，态的叠加 
2．力学量，Hamilton 量，状态，状态，本征态 
二、 
1．证明  全同粒子的不可区分性体现在体系 Hamilton 量的交换对称性。也

就是说， )1,2(ˆ)2,1(ˆ HH =  

因此， )2,1(ˆ)2,1(ˆ)1,2()1,2(ˆ)2,1()2,1(ˆˆ
1212 ψψψ PHHHP ==  

由此得到， 0)2,1()ˆˆ)2,1(ˆˆ( 121212 =− ψPHHP ； 0)2,1()]2,1(ˆˆ[ 12 =ψHP  

所以 0]ˆˆ[ 12 =HP ， 12P̂ 为守恒量 

2．证明 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅= +

+
+

+
+

++ U
dt
UdUU

dt
di

dt
UdUiU

dt
UdiH ˆˆ

)ˆˆ(
ˆˆˆˆˆ ===  

因为 Ĥ 是幺正的， 1ˆˆ =+UU ，所以 0)ˆˆ( =+UU
dt
d

，因此 HU
dt
UdiH ˆˆˆˆ =⋅= ++ =  

可见 Ĥ 为厄米算符。 

3．证明（1） …+−−+= 3322

!3!2
11 yyy

i iie y σθσθθσθσ
 

                ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= ……

!5!3!4!2
11

534
2 θθθσθθ yi  

                θσθ sincos yi+=  

(2)由于 θσθ sincos yi+ = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− θθ

θθ
cossin

sincos
 

因此， yiTre θσ
=Tr ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− θθ

θθ
cossin

sincos
= θcos2 ； 

三、证明    因为 

)(ˆ zyi
y

z
z

yilx −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−= == ψψ  
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)(ˆ xzi
z

x
x

zil y −−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−= == ψψ  

)(ˆ yxi
x

y
y

xilz −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−= == ψψ  

由此得到 )(ˆ 22 zylx += =ψ ， )(ˆ 22 xzlx += =ψ ， )(ˆ 22 yxlx += =ψ  

因此， ψψψψψ 22222 2)(2ˆˆˆˆ == =++=++= zyxllll zyx  

可见， zyx ++=ψ 是 2l̂ 的本征值为 22= 的本征函数。 

四、解   先把 ),( ϕθψ 用球谐函数展开如下： 

),( ϕθψ = ( )θθ
π

ϕ cossin
4
1

+ie  

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ θ

π
θ

π
ϕ cos

4
3sin

8
32

3
1 ie  

= ( ) 11101011 3
2

3
12

3
1 YYYY −=+−  

可见，体系的 l =1，m=0，1。因此， zl̂ 的可能测值为 0或=，出现 0的几率

为
3
1
 ，出现=的几率为

3
2
。 zl̂ 的平均值为 ==

3
20

3
1

3
2

=⋅+=zl ； 

五、解  受到微扰H ′ˆ 的作用后基态能量的一级修正值为 

)ˆ,(ˆ
1111

)1( ψψ HHE ′=′=  

dxHdxH
a

a

a

1

2

*
11

2

0

*
1

ˆˆ ψψψψ ′+′= ∫∫  

xdx
a

xa
a
kxdx

a
x

a
k a

a

a

ππ 2

2

2

2

0

2
2 sin)(4sin4

∫∫ −+=  

dxx
a

xa
a
kdxx

a
x

a
k a

a

a

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫∫

ππ 2cos1)(22cos12

2

2

2

0
2  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= 2

2

2

22

2

2
2
1

88
2

ππ
kaaa

a
k

 

六、解（1）  利用公式： ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++

+
= 1

2
1

2
11 nnnn

a
nx  

得到 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++

+
= 1

2
1

2
112 nxnnxn

a
nx  

     +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++

++
= nnnnn

a 2
12

2
2

2
11

2  

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+= 2

2
1

22
1

2 nnnnn
a

 

      

[ ]2,2 )1()12(2)2)(1(
2

1
−−++++++= nmnnnnnnn

a
δ

 

由此可见
ωma

x =
2

1
2

202 2
2 ==  

（2）在一级近似下，体系从能级 E0跃迁到 En的跃迁振幅为： 

∫ ′=
t i

n dteHn
i

ta tn

00
001)( ω

=
 

其中， )(1
00 EEnn −=

=
ω 。因此，从基态 0 跃迁振幅 

dte
i
x

dtex
i

ta
t tkit tki ∫∫ −− ==
0

)2(
2

0

)2(2
20

2020
02

021)( ωω

==
 

)2(
)1(02

2
02

20

)2(2

0
20

)2(2 2020

kii
ex

ki
e

i
x tki

t
tki

−

−
=

−
⋅=

−−

ωω

ωω

==
 

经充分长时间后 )( ∞=t ，
kii

x
ta

2
102

)(
20

2

20 −
−=∞→

ω=
 

因此，跃迁几率为 2
20

222

2
2020 4

1
2

1)()(
ωω +

⋅=∞=∞
km

aP  

          2
02

22

2

22 )(42
1

EEkm −+
⋅=

=
=

ω
 

          
)(8

1
442

1
22222222

2

22 ωωωω +
=

+
⋅=

kmkm ==
=
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量子力学自测题（13）参考答案 

 

一、（20分）质量为 m的粒子做一维自由运动，如果粒子处于 )(sin)( 2 kxAx =ψ

的状态上，求其动量 p与动能 T的取值概率分布及平均值。 

解   做一维自由运动粒子的动量与动能算符分别为
dx
dip =−=ˆ ； 

m
pT
2
ˆˆ

2

=  

显然两者相互对易，有共同完备本征函数 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= pxixp ==

exp
2
1)(
π

ϕ  

分别满足 )()(ˆ xpxp pp ϕϕ = ， )(
2

)(ˆ
2

x
m

pxT pp ϕϕ =  

将 )(xψ 向 )(xpϕ 展开，即 dpxcx pp )()( ∫
∞

∞−

= ϕψ  

展开系数：   == ∫
∞

∞−

dxxxc pp )()(* ψϕ dx
i

ikxikxxA p

2
*

2
)exp()exp()( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

∫
∞

∞−

ϕ  

[ ]dxikxikxxA
p )2exp(2)2exp()(

4
* −+−−= ∫

∞

∞−

ϕ  

[ ]dxxxxxA
kkp )()(2)(2)(

4 202
*

=== −

∞

∞−

+−−= ∫ ϕϕϕπϕ  

[ ])2()0(2)2(2
4

=== kppkpA
++−−−−= δδδπ  

只有当 p=0，±2k=时， 0≠pc 。利用归一化条件∑ =
p

pc 1
2

 

可知，归一化常数为
=π3

4
=A  

于是归一化后的展开系数为
6
1

2 −==kc ；  
3
2

0 =c ；   
6
1

2 −=− =kc  

动量的取值概率为 

6
1)2( == =kpW ；  

3
2)0( ==pW ；   

6
1)2( =−= =kpW  

平均值为 0)( == ∑
p

ppWp  
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动能的取值概率与动量相同，而平均值为
m

kpW
m

pT
p 3

2)(
2

222 =
== ∑  

二、（20 分）质量为 m的粒子处于如下一维势阱中 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

∞
=

)0(
0)(

0V
xV    

)(
)0(

)0(

ax
ax

x

>
≤≤

<
 

若已知粒子在此势阱中存在一个能量
2

0V
E = 的本征态，试确定此势阱的宽度 a。 

解   对于 0
0

2
V

V
E <= 的情况，三个区域中的波函数分别为 

0)(1 =xψ  

)sin()(2 δψ += kxAx  

)exp()exp()(3 xCxBx ααψ +−=  

其中
=
mEk 2

= ；  
=

)(2 0 EVm −
=α  

当 ∞→x 时， 0)(3 =xψ ，于是 C=0。 

在 x=0 处， )()( 21 xx ψψ = ，故有， 0sin =δA ，即 πδ n= ，于是波函数简化

为 

0)(1 =xψ  

)sin()sin()(2 kxAnkxAx ′=+= πψ  

)exp()(3 xBx αψ −=  

在 x=a 处，利用波函数及其一阶导数连续的条件 

)()( 32 aa ψψ =  

)()( 32 aa ′=′ ψψ  

得到 

)exp()sin( aBkaA α−=′  

)exp()cos( aBkakA αα −−=′  
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于是有                  
α
kka −=)tan(  

此即能量本征值满足的超越方程。 

当 02
1VE = 时，由于 1tan

0

0

0 −=−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=

=
= mV

mV

a
mV

 

4
0 ππ −= na

mV
=

    （n=1，2，3，…） 

最后得到势阱的宽度
04

1
mV

na =π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  

三、（20 分）在三维希尔波特空间中，已知两个算符 BH ˆˆ和 的矩阵形式为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

100
010

001
ˆ ω=H ；  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

010
100

001
ˆ bB  

其中ｂ、ω为实常数。证明算符 BH ˆˆ和 是厄米算符，并且两者相互对易，进而求

出它们的共同本征函数。 

解：由厄米算符的定义知，厄米算符 F̂ 满足 FF ˆˆ =+ 或者 *)( nmmn FF = ， 

题中所给出的算符 Ĥ 和算符 B̂ 皆为实对称矩阵，故它们都是厄米算符。 

因为    bBH
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

100
010

001
ˆˆ ω= =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

010
100

001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

010
100

001
bω=  

而     ω=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

010
100

001
ˆˆ bHB =

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

100
010

001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

010
100
001

bω=  

所以有 [ ] 0ˆ,ˆ =BH  

设 Ĥ 满足的本征方程为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

3

2

1

3

2

1

100
010

001

c
c
c

E
c
c
c

ω=  

由于 Ĥ 是对角矩阵，所以它的本征值就是其对角元，即 

ω==1E  
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ω=−=2E  

ω=−=3E  

其中 E2=E3，该本征值具有二度简并。由于简并的存在，仅由算符 Ĥ 不能惟一确

定 E2、E3的波函数。 

当 ω==1E 时，由本征方程可知，c1=1,   c2=c3=0,于是波函数为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

1ψ  

进而得到 =1
ˆψB 1

0
0

1

0
0
1

010
100

001
ψbbb −=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
 

上式说明 1ψ 也是算符 B̂ 的本征波函数，对应的本征值为-b。由此看来， 1ψ 是算

符 Ĥ 与 B̂ 的共同本征函数，对应的本值分别为 ω==1E 和 B1=-b。 

当 E2=E3=- ω= 时，波函数 32 ψψ 、 无法惟一确定，它们的矩阵形式是一样的，

为简洁起见，统一记为
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

223

0

d
dψ  

用算符 B̂ 作用上式，得到其满足的本征方程 

=23
ˆψB

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

3

2

3

2

3

2

000

010
100

001

d
dB

d
dB

d
db  

在简并子空间中，久期方程为 0=
−

−
Bb
bB

 

得到 B的另外两个本征值，分别记为 B2=b；   B3=-b 

当 B2=b 时，将其代入本征方程，有
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

3

2

3

2

00

010
100

001

d
db

d
db  

得到                         d2=d3 

由归一化条件知               12
3

2
2 =+ dd  

进而得到                     
2

1
32 == dd  
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将其代入 23ψ 的表达式，有      
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
0

2
1

2ψ  

当 B3=-b 时，重复上面的求解过程，可以得到
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1
1
0

2
1

2ψ  

综上所述，算符 Ĥ 与 B̂ 的本征值都是二度简并的，本征波函数皆不能惟一

确定，但因为它们相互对易，所以有共同完备本征函数系，它们的共同本征函数
是惟一确定的，用公式表示如下 

11ˆ

ˆ
ψ

ω
ψ

⎭
⎬
⎫

−
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

bB

H =
 

22ˆ

ˆ
ψ

ω
ψ

⎭
⎬
⎫−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

bB

H =
 

33ˆ

ˆ
ψ

ω
ψ

⎭
⎬
⎫

−
−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

bB

H =
 

四、（20 分）固有磁矩为M
K
的电子，t=0 时处于

2
=

=xs 的状态，同时进入均匀磁

场 kBB
KK

0= 中。给出 t>0 时的波函数，在此状态下测量 zs 得
2
=

− 的概率是多少。 

解   第一步，解定态薛定谔方程。 
这是一个讨论自旋状态随时间演变的问题，故可以不顾及空间自由度。磁矩

与外磁场相互作用引起一个附加能量，与自旋相关的哈密顿算符为 

zsB
m
ekBs

m
eBH ˆ)ˆ(ˆˆˆˆ

00 =⋅=⋅−=
KKKKμ  

其中 e、m分别为电子的电荷的绝对值与质量。若令 00 B
m
e

=ω  

则哈密顿算符可简化为 zsH ˆˆ
0ω=  

在 zs 表象中，哈密顿算符是对角矩阵，它的解可以直接写出 

01 2
1 ω==E ；  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+=

0
1

1ϕ  

02 2
1 ω=−=E ；  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−=

1
0

2ϕ  

第二步，写出任意时刻的波函数。 

依题意知
x

+=Ψ )0(  
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式中
x

+ 是在 s2、sx表象中 xŝ 的
2
=

=xs 的本征矢。为了将其在 zs 表象中表示出来，

必须求解 xŝ 满足的本征方程，即 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b
a

s
b
a

x01
10

2
=

 

解之得
2
=

±=xs ，对应的本征矢分别为 

)(
2

1
1
1

2
1

−++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

x
， )(

2
1

1
1

2
1

−−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−
x

 

在 zs 表象中，初态为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−++=+=Ψ

1
1

2
1)(

2
1)0(

x
 

于是 t> 0 时刻的波函数为 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=Ψ titit 00 2

exp
2

1
2

exp
2

1)( ωω  

第三步，求在 )(tΨ 态上测量， zs 得
2
=

− 的概率。 

在 )(tΨ 态上测量 zs 得
2
=

− 的概率为
2
1

2
exp

2
1),

2
(

2

0 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−= titsW z ω=

 

实际上，由于 zs 的守恒量，故其取值概率不随时间改变。 

五、（20 分）一个电荷为 q、质量为μ和角频率为ω的线谐振子，受到恒定弱电

场ε 的作用，即 xqW ε−=ˆ ，求其能量近似到二级修正，波函数近似到一级修正。 

解   体系的哈密顿算符与微扰算符分别为 

WHH ˆˆˆ
0 +=  

xqW ε−=ˆ  

0Ĥ 的解为 ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
10 nEn ；  n  

由于 0Ĥ 的解无简并，可以利用无简并微扰论的计算公式 

∑
≠ −

++≈
kn nk

nkkn
kkkk EE

WW
WEE 00

0  

进行计算。由 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+= +− 1,1, 2

1
2

1
nmnm

nnnxm δδ
α
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可知 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+−= +− 1,1, 2

1
2 nmnmmn

nnqW δδ
α
ε

 

显然能量一级修正 0=kkW  

能量的二级修正为 ∑
≠ −

=
kn nk

nkkn
k EE

WW
E 00

)2(  

∑
≠

+−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

kn nk

knkn

EE

kk
q

00

2

1,1,2 2
1

2
δδ

α
ε

 

∑
≠

+− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

kn
knkn

kk
nk

q
1,1,

2

2
1

2
11 δδ

ωα
ε

=
 

2

22

2

22

22
1

2 μω
ε

μω
ε qkkq

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+=  

近似到二级修正的能量本征值为 2

22

22
1

μω
εω qkEk −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈ =  

此结果与习题选讲 3.4 得到的精确解完全一致。 

波函数的近似值为 ∑
≠ +

+≈
kn nk

nk
k n

EE
W

kx 00)(ψ  

∑
≠

+− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

−
−=

kn
knkn nkk

nk
qk 1,1, 2

1
2

1 δδ
ωα
ε
=

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+

+
+= 1

2
1

2
1 kkkkqk

μωω
ε =
=

 

 
 

量子力学自测题（14）参考答案 

一、（25 分）质量 m的粒子，在阱宽为 a的非对称一维无限深方势阱中运动，

当 t=0 时，粒子处于状态 )(
4
1)(

4
1)(

2
1)0,( 321 xxxx ϕϕϕψ +−=  

其中， )(xnϕ 为粒子的第 n个能量本征态。 

（1）求 t=0 时能量的取值概率； 

（2）求 t>0 时的波函数 ),( txψ ； 

（3）求 t>0 时能量的取值概率。 
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解   非对称一维无限深方势阱中粒子的本征解为 

2
2

22

2
n

ma
En

=π
=    （n=1，2，3…） 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

a
n

a
xn

πϕ sin2)(  

（1）首先将 )0,(xψ 归一化，由 1
4
1

4
1

2
1 2

222

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ c  

可知归一化常数为
3
8

=c  

于是归一化后的波函数为 )(
6
1)(

6
1)(

3
2)0,( 321 xxxx ϕϕϕψ +−=  

能量的取值概率为
3
2)( 1 =EW ； 

6
1)( 2 =EW ； 

6
1)( 3 =EW  

能量取其它值的概率皆为零。 
（2）因为哈密顿算符不显含时间，故 t>0 时的波函数为 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= tEixtEixtx x 21 exp)(

6
1exp)(

3
2),(

==
ϕϕψ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− tEix 33 exp)(

6
1

=
ϕ  

（3）因为哈密顿量是守恒量，所以 t>0 时的取值概率与 t=0 时相同。 

二、（25 分）设体系的哈密算符改写为 2

2

222

1

ˆ
2
1ˆ

2
1ˆˆ

2
1ˆ

zzyx L
I

LLL
I

H +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=  

利用适当的变换求出体系的能量本征值与相应的本征矢。 
解   将哈密顿算符改写为 

( ) 2

12

2

1

2

12

222

1

ˆ
4
1

2
1ˆ

2
1ˆ

4
1

2
1ˆˆˆ

2
1ˆ

zzzyx L
II

L
I

L
II

LLL
I

H ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+++=  

显然，{ }zLLH ,, 2 构成力学量完全集，且其共同本征函数系为{ }),( ϕθlmY ，于是 

),(ˆ
4
1

2
1ˆ

2
1),(ˆ 2

12

2

1

ϕθϕθ lmzlm YL
II

L
I

YH ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= = 

),(
4
1

2
1)1(

2
1 22

12

2

1

ϕθlmYm
II

ll
I ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++ ==  

进而可知能量本征值为 22

121 4
1

2
1)1(

2
1 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++= m

II
ll

I
Elm  

相应的本征矢为球谐函数 ),( ϕθlmY 。 
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三、（25 分）自旋为
2
=
，固有磁矩为 γγμ (sKK = 为实常数）的粒子，处于均匀外磁

场 jBB
KK

0= 中。设 t=0 时粒子处于
2
=

=zs 的状态，求出 0>t 时的波函数，进而计

算 zx ss ˆˆ 与 的平均值。 

解   体系的哈密顿算符为 yyy BsBBH δωδγγμ ˆˆ
2
1ˆˆˆˆ

00 =−=−=⋅−= =
KK

 

式中 =02
1 Bγω −=  

在泡利表象中，哈密顿算符的矩阵形式为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0ˆ
i

i
H ω  

其本征值 E满足久期方程 0=
−
−−
Ei
iE

ω
ω

 

解之得到 ω=1E ； ω−=2E  

将 ω=1E 和 ω−=2E 分别代入本征方程，可以求出相应的本征矢 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

i
1

2
1

1ϕ ；  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
i

1
2

1
2ϕ  

依题意可知 [ ]212
1

0
1

)0( ϕϕϕ +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

显然展开系数为
2

1)0()0( 21 == CC  

t>0 时的波函数为： 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∑

=

2

1

1exp)0()(
n

nnn tECt
=

ϕψ  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 21 exp

2
1exp

2
1 ϕωϕω titi

==
 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

i
ti

i
ti 1

2
1exp

2
11

2
1exp

2
1 ωω

==
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=

=

==

==
t

t

titii

titi

ω

ω

ωω

ωω

sin

cos

expexp
2

expexp
2
1

 

将 γω =02
1 B−= 代入上式，得到

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
tB

tB
t

γ

γ
ψ

0

0

2
1sin

2
1cos

)(  

xŝ 的平均值为 )(ˆ)( tst xψψ  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

tB

tB
tBtB

γ

γ
γγ

0

0

00

2
1sin

2
1cos

01
10

22
1sin,

2
1cos =

 

       )cos(
2

2
1sin

2
1cos

2
1sin,

2
1cos

2 0

0

0

00 tB
tB

tB
tBtB γ

γ

γ
γγ ==

−=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

 

xŝ 的平均值为 

=)(ˆ)( tst xψψ  

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

tB

tB
tBtB

γ

γ
γγ

0

0

00

2
1sin

2
1cos

01
10

22
1sin,

2
1cos =

 

)cos(
2

2
1sin

2
1cos

2
1sin,

2
1cos

2 0

0

0

00 tB
tB

tB
tBtB γ

γ

γ
γγ ==

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

四、（25 分）各向同性三维谐振子的哈密顿算符为 

( ) ( )2222222

2
1ˆˆˆ

2
1ˆ zyxpppH zyx +++++= μω
μ

 

加上微扰 )(ˆ zxyzxyW ++−= λ 之后，求第一激发态的一级能量修正。 

解   无微扰时，三维谐振子的本征解为 
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ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
30 nEn  

)()()(),,(
321321

zyxzyx nnnnnn ϕϕϕψ =  

当 n=1 时，第一激发态存在 3度简并，即 

ω=
2
50

1 =E  

)()()(),,(1 100
0

1 zyxzyx ϕϕϕψ ==  

)()()(),,(2 010
0

2 zyxzyx ϕϕϕψ ==  

)()()(),,(3 001
0

3 zyxzyx ϕϕϕψ ==  

利用公式 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+= +− 1,1, 2

1
2

1
nmnm

nn
a

nxm δδ  

可以求出 W11=W22=W33=0，W12=W21=W32=W13=W31=-a 

式中 22a
a λ
= ； 

=
μω

=2a  

在简并子空间中，能量一级修正满足的久期方程为 

0
)1(

1

)1(
1

)1(
1

=

−−−

−−−

−−−

Eaa

aEa

aaE

 

化成一元三次方程 ( ) 023 3)1(
1

23)1(
1 =+− aEaE  

将其变形为 ( )( )[ ] 02 2)1(
1

2)1(
1

)1(
11 =−+− aaEEaE  

解之得 2
)1(

11 2a
E λ

= ；  2
)1(

12 2a
E λ

= ； 

 
 

量子力学自测题（15）参考答案 

 
一、（20 分）氢原子在 t=0 时刻处于状态 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= )ˆ(

2
1)ˆ(

3
1)ˆ(

2
1)0,ˆ( 321 rrrCr ϕϕϕψ  

式中 )ˆ(rnψ 为氢原子的第 n个能量本征态。 

（1）计算归一化常数 C=？ 
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（2）计算 t=0 时能量的取值概率与平均值； 

（3）写出任意时刻 t的波函数 ),( trKψ 。 

解   （1）利用归一化条件 1
2
1

3
1

2
12 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++C  

可知
4
3

=C  

于是归一化后的波函数为 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= )(

2
1)(

3
1)(

2
1

4
3)0,ˆ( 321 rrrr KKK ϕϕϕψ  

)(
8
3)(

4
1)(

8
3

321 rrr KKK ϕϕϕ ++  

（2）氢原子的能量本征值为 22

4 1
2 n

eEn =
μ

−=  

依题意知，能量的可能取值与相应的取值概率为 

2

4

1 2=
eE μ

−= ； 
8
3)( 1 =EW  

2

4

2 8=
eE μ

−= ； 
4
1)( 2 =EW  

2

4

3 18=
eE μ

−= ； 
8
3)( 3 =EW  

而能量的平均值为 2

4

2

4

2

4

2

43

1 96
23

8
3

184
1

88
3

2
)(

====
eeeeEWEE n

n
n

μμμμ
−=−−−== ∑

=

 

（3）任意时刻 t的波函数为 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∑

=

)ˆ(exp)0(),ˆ(
3

1

rtEictr ii
i

i ϕψ
=

 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− tEirtEir 2211 exp)(

4
1exp)(

8
3

=
K

=
K ϕϕ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− tEir 33 exp)(

8
3

=
Kϕ  

二、（20 分）证明： 

（1）若一个算符与角动量算符 Ĵ
K
的两个分量对易，则其必与 Ĵ

K
的另一个分

量对易； 

（2）在 zJJ ˆˆ 2与 的共同本征态 JM 下， yx JJ ˆˆ 与 的平均值为零，且当 M=J 时，

测量 yx JJ ˆˆ 与 的不确定性之积为最小。 
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证明   （1）设算符 F̂ 与角动量算符 yx JJ ˆˆ 及 皆对易，即 [ ] [ ] 0ˆ,ˆˆˆ == yz JFJ，F  

利用角动量算符各分量之间的对易关系 [ ] zyx JiJJ ˆˆ,ˆ ==  

可知 [ ] [ ][ ] [ ] [ ] 0ˆˆ,ˆ1ˆˆ,ˆ1ˆ,ˆ,ˆ1ˆ,ˆ =−== xyyxyxz JJF
i

JJF
i

JJF
i

JF
===

 

同理可知，若算符 F̂ 与角动量算符 zx JJ ˆˆ 及 皆对易，则算符 F̂ 必与 xĴ 对易，于是

问题得证。 

（2）在 zJJ ˆˆ 2与 的共同本征态 JM 下， xĴ 的平均值为 

JMJJJMJMJJM x −+ += ˆˆ
2
1ˆ  

由升降算符的性质可知 1,)1()1(,ˆ ±±−+=± MJMMJJMJJ =  

于是有 0ˆ =JMJJM x  

同理可证，算符 yĴ 在 JM 下的平均值也为零。 

在 JM 态上，算符 2ˆ
xJ 的平均值为 

=++= −+−+ JMJJJJJMJMJJM x )ˆˆ)(ˆˆ(
4
1ˆ 2  

=−=+ +−−+ JMJJJMJMJJJJJM z
22 ˆˆ

2
1ˆˆˆˆ

4
1

 

[ ] 22)1(
2
1 =MJJ −+  

同理可得 [ ] 222 )1(
2
1ˆ =MJJJMJJM y −+=  

由不确定关系可知 [ ] 2222 )1(
4
1)()( =MJJJJ yx −+=Δ⋅Δ  

或者写为 [ ] 22)1(
2
1 =MJJJJ yx −+=Δ⋅Δ  

显然，当 M=J 时，上式取最小值，即 2
min 2

)( =JJJ yx =Δ⋅Δ  

三 、（ 20 ） 一 个 质 量 为 μ 的 粒 子 ， 在 如 下 的 三 维 势 场 中 运  
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −<∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

=

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −<∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤−

=

=

2
,

2

22
0

2
1

2
,

2

22
0

),,( 22

bzbz

bzb

V

yV

axax

axa

V

zyxV

z

y

x

μω  

求粒子的能量和相应的本征函数。 
解  定态薛定谔方程为 

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

− ),,(
2 2

2

2

2

2

22

zyx
zyx

ψ
μ
= ),,(),,(),,( zyxEzyxzyxV ψψ =  

利用分离变量法，若令 

)()()(),,( zZyYxXzyx =ψ  

zyx EEEE ++=  

则有                )(2

22

)()(
2 xxx XExXVxX

dx
d

=+−
μ
=

 

)(2

22

)()(
2 yyy YEyYVyY

dy
d

=+−
μ
=

 

)(2

22

)()(
2 zzz ZEzZVzZ

dz
d

=+−
μ
=

 

上述三个方程的解已经求出，能量本征值是 

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++= 2

2

22
2

2

22

22
1

2
n

b
km

a
EEEE zyx μ

πω
μ

π ===
 

ω
μ

π ==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

2
1

2 2

2

2

222

k
b
n

a
m

 

其中，m、n=1,2,3…；k=0，1，2…。 
相应的各分量本征函数分别为 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

)
2

(0

)
2

(
2

sin2

)(
ax

axmx
a

m
axX m

ππ

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 22

2
1exp)()( yaayHNyY kkk  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

)
2

(0

)
2

(
2

sin2

)(
bz

bznz
b

n
azZn

ππ

 

最后，当
22
bzax ≤≤ 且 时，粒子的本征函数为 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
sin

2
sin2),,( ππππψ nz

b
nmx

a
m

ab
zyxmnk ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 22

2
1exp)( yaayHN kk  

否则为零。 

四、（20 分）由两个自旋为
2
=
的非全同粒子构成的体系，若两个粒子的自旋

分别处于 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

1χ ；  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

2
exp

2
sin

2
exp

2
cos

2 ϕθ

ϕθ

χ
i

i

 

的态上，求体系分别处于单态与三重态的概率。 
解   依题意可知，两个粒子构成的体系处于状态 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

221 2
exp

2
sin

2
exp

2
cos ϕθϕθψ ii

 

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
exp

2
sin

2
exp

2
cos ϕθϕθ ii

 

两个自旋为
2
=
粒子的总自旋量子数 S=0，1，其单态为 [ ]+−−−+=

2
100  

故体系处于单态的概率为 ( ) =+−−−+===
22

2
100)0( ψψSW  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin

2
1

2
exp

2
sin

2
1 2

2
θϕθ i

 

而三重态为 [ ]+−+−+=
2

110 ， ++=11 ， −−=−11  
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体系处于三重态的概率为 

∑
−

==
1

1

2
1)1(

M

MSW ψ = 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

22

2
exp

2
cos

2
exp

2
sin

2
1 ϕθϕθ ii

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos

2
sin

2
1 22 θθ

 

两者概率之和    1
2

sin
2

cos 22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θθ

 

五、（20）分一个质量为μ，角频率为 0ω 的线谐振子，受到微扰 2ˆ xW β= 的作用。 

（1）用微扰论求能量的一级修正； 
（2）求能量的严格解，并与（1）的结果比较。 

解：（1）无微扰线谐振子的哈密顿算符 0Ĥ 满足 nEnH n
0

0
ˆ =  

其中 0
0

2
1 ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += nEn  

能量的一级修正为 kxkkWkEk
2)1( ˆ β==  

利用公式 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+= +− 1,1, 2

1
2

1
nmnm

nn
a

nxm δδ  

可以得到 ∑ ==
k

nxkkxmnxm 2  

[ ]2,,2,2 )2)(1()12()1(
2

1
+− +++++− nmnmnm nnnnn δδδ

α
 

能量的一维级修正为 

0
2

)1(

2
1)12(

2 μω
β

α
β =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= kkEk  

能量近似到一级修正的结果为 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈ 2

0
0 1

2
1

μω
βω=kEk  

（2）为了求得严格解，改写体系的哈密顿算符 

22
0

2
222

0

2

2
1

2
ˆ

2
1

2
ˆˆ xpxxpH ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=++= βμω

μ
βμω

μ
 

若令 βμωμω += 2
0

2

2
1

2
1
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即 2
0

0
2

0
212
μω
βω

μ
βωω +=+=  

则体系的严格解为 2
0

0
21

2
1

2
1

μω
βωω +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += == kkEk  

因 β 是一个小量，故一级近似的结果为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈ 2

0
0 1

2
1

μω
βω=kEK  

上式与微扰论的一级近似完全一致。 
 
 
 

量子力学自测题（16）参考答案 

 

一、（20 分）线谐振子在 t=0 时处于 )(
2

1)(
2
3)(

2
1)0,( 210 xxxx ϕϕϕψ ++=  

态上，其中 )(xnϕ 为线谐振子第 n个能量本征值 En对应的本征函数。 

（1）求在 )0,(xψ 态上能量的可测值、取值概率与平均值； 

（2）写出 t>0 时刻的波函数及相应的能量取值概率与平均值。 

解：线谐振子能量的本征值为 ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1nEn  

利用归一化条件 1
2
1

4
3

4
12 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++c ，可知归一化常数为

3
2

=c  

归一化的波函数为 )(
3
1)(

2
1)(

6
1)0,( 210 xxxx ϕϕϕψ ++=  

（1）在 )0,(xψ 态上，能量的可能取值及相应的取值概率为 

ω=
2
1

0 =E ；
6
1)0,( 0 =EW  

ω=
2
3

1 =E ；
2
1)0,( 1 =EW  

ω=
2
5

2 =E ；
3
1)0,( 2 =EW  

能量平均值为 ωω ==
3
5

3
1

2
5

2
1

2
3

6
1

2
1)0,(

2

0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++== ∑

=
n

n
n EWEE  
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（2）由于哈密顿算符不显含时间，故有 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= tixtixtx ωψωϕψ

2
3exp)(

2
1

2
exp)(

6
1),( 10 tix ωψ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
5exp)(

3
1

3  

因为哈密顿量是守恒量，所以能量的取值概率和平均值皆与 t=0 时一样。 

二、（20 分）设 n 是算符 −+− aaN ˆˆˆ 的本征函数，相应之本征值为 )0(≥n ，算符

−+ aa ˆˆ 和 满足对易关系 1ˆˆˆˆ =− −++− aaaa 。证明： nana +− ˆˆ 和 （其是 1≥n ）也是 N̂

的本征函数，其相应的本征值分别为(n-1)和(n+1)。 

解   用粒子数算符 N̂ 作用到 na−ˆ 上，即 

=−== −+−−−+− naaanaaanaN ˆ)1ˆˆ(ˆˆˆˆˆ  

== −−+− )ˆˆ(ˆˆˆ naanaaa  

nannanNa −−− −=− ˆ)1(ˆˆˆ  

上式表明 na−ˆ 是 N̂ 的本征态，相应的本征值为（n-1）。 

同样，用粒子数算符 N̂ 作用到 na+ˆ  上，即 

=+== +−+++−++ nanaaanaaanaN ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ  

nannanNa ++++ += ˆ)1(ˆˆˆ  

上式表明 na+ˆ 也是 N̂ 的本征态，相应的本征值为（n+1）。 

三、（20）设做一维自由运动的粒子 t=0 时处于 

[ ])cos()(sin)0,( 2 kxkxAx +=ψ  

态上，求 t>0 和 t>0 时粒子动量与动能的平均值。 
解  由于动量算符与动能算符对易，它们有共同本征函数 

)exp(
2
1)( ikxkk π

ϕ =  

将 t=0 时的波函数写成 )(xkϕ 的线性组合，即 

[ ]=+= )cos()(sin)0,( 2 kxkxAxψ  

( ) ( )[ ] =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− ikxikxikxikx

i
A exp)exp(

2
1)exp()exp(

2
1 2
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{ }=−++−−+− )exp(2)exp(2)2exp(2)2exp(
4

ikxikxkxikxiA
 

{ })(2)(2)()(2)(2
4 202 xxxxxA

kkkk −− ++−+− ϕϕϕϕϕπ  

归一化常数为
π7
4

=A  

动量的取值概率为
14
1)2( =±= =kpW ； 

7
2)( =±= =kpW ；  

2
7)0( ==pW  

动量的平均值为 0)( == ∑ ppWp
p

 

动能的平均值为
m

kpWp
m

T
p 7

4)(
2
1)0(

22
2 =

== ∑  

因为动量算符和动能算符皆与哈密顿算符对易，故它们都是守恒量，而守恒
量的取值概率与平均值皆不随时间改变，故 t>0 时的结果与 t>0 时完全一样。 

四、（20 分）两个自旋为
2
=
的非全同粒子，自旋之间的相互作用是 21 ˆˆ ssC ⋅ ，

其中 C 是实常数， 21 ˆˆ ss 与 分别是粒子 1 和粒子 2 的自旋算符。设 t=0 时，粒子 1

的自旋沿 z 轴的正方向，粒子 2 的自旋沿 z 轴的负方向，求 t>0 时测量粒子 2
的自旋处于 z轴负方向的概率。 

解  体系的哈密顿算符为 ( )2
2

2
1

2
21 ˆˆˆ

2
ˆˆˆ sssCssCH −−=⋅=  

选择耦合表象，由于 S=0，1，故四个基底分别为 

111 = ； 112 −= ； 100 = ； 004 =  

在此基底之下，哈密顿算符是对角矩阵，即 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

3000
0100
0010
0001

4
ˆ 2=CH  

可以直接写出它的解为 

2
1 4

=CE = ； ++== 111ψ  

 2
2 4

=CE = ； −−=−= 112ψ  

         2
3 4

=CE = ； [ ]+−+−+==
2

1103ψ  

             2
4 4

31 =CE −= ； [ ]+−−−+==
2

1004ψ  
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已知 t=0 时，体系处于 [ ]0010
2

1)0( +=−+=ψ  

因为哈密顿算符不显含时间，故 t>0 时刻的波函数为 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 00exp10exp

2
1)( 43 tEitEit

==
ψ  

[ ] +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−+−+ tCi =

4
exp

2
1 [ ] ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−−−+ tCi =

4
3exp

2
1

 

粒子 2处于 z轴负方向的概率为 

=−++−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

22
2 )()(,

2
tttsW z ψψ=

 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2

4
3exp

4
exp

2
1 tCitCi ==  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2

4
3exp

4
exp

4
exp

2
1 tCitCitCi ===  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− tCtCitCi

2
cos

2
exp

2
exp

2
1 2

2
===  

五、（20 分）三维各向同性谐振子的哈密顿算符为 ( )2222
2

0 2
1

2
ˆˆ zyxm
m

pH +++= ω  

试写出能量本征值与本征函数。如这谐振子又受到微扰 )1(
2

ˆ 2 <<= λωλ xymW 的

作用，求基态能量到二维修正，并与精确解比较。 

解  已知 0Ĥ 的本征解为 ωω == ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

2
3

2
30 nnnnE zyxn  

)()()(),,(,,
0 zyxzyx

zyzzyx nnnnnn ϕϕϕψ =    (n、nx、ny、nz=0，1，2…) 

对于基态而言，由于 nx=ny=nz=0，故可以直接使用无简并微扰论公式进行讲

算          ω=
2
30

0
)0(

0 == EE  

000
0

000
02

000
0

000
0)1(

0 2
ˆ ψψωλψψ xymWE ==  

利用公式    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+= +− 1,1, 2

1
2

1
nmnm

nn
a

nxm δδ  

可知        0)()()()( 0000
0

000
0
000 == yyyyxxxy ϕϕϕϕψψ  
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于是有      0)1(
0 =E  

能量的二级修正为 

∑∑
≠ =

=
−

=
0 1

00
0

2
00

000)2(
0

ˆ

n

f

i n

nin

EE

W
E

ψψ
=

− 0
2

0
0

2
0
110

0
000

ˆ

EE

Wψψ
 

2
1010

422

)()()()(
8

yyyxxxm ϕϕϕϕ
ω
ωλ

=
−  

ωλ =
32

2

−  

近似解为 ωλω ==
322

3 2

0 −≈E  

下面利用坐标变换求体系的精确解。由于微扰项与 z方向无关，故可以只考

虑另外两个方向的坐标变换。令 )(
2

1 YXx += ；  )(
2

1 YXy −=  

即         )(
2

1 yxX += ； )(
2

1 yxY −=  

2222 YXyx +=+  

( )22

2
1 YXxy −=  

2

2

2

2

2

2

2

2

YXyx ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

 

因此哈密顿算符可以改写为 

( ) ( )2222222
2

2

2

2

2

22

42
1

2
ˆ YXmzYXm

ZYXm
H −++++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−= ωλω=
 

若令 22
1 2

1 ωλω ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ； 22

2 2
1 ωλω ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=  

则哈密顿算符为 2222
2

22
12

2

2

2

2

22

2
1

2
1

2
1

2
ˆ zmYmXm

zYXm
H ωωω +++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=
=

 

最后得到精确解为 ωωω === ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1

2
1

2
1

32211,, 321
nnnE nnn  
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基态能量为 ωλλωωω == ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−++=++= 1

2
1

2
1

2
1)(

2
1

210E  

由于 1<<λ ，故可以利用公式 …−
××
××

±
×
×

−±=+ 32

642
311

42
11

2
111 xxxx  

将根式展开至λ的二次项，得到 ωλω ==
322

3 2

0 −≈E  

与微扰论的二级近似结果完全一致。 
 

 
 

量子力学自测题（17）参考答案 
 

一、1、描写自由粒子的平面波称为德布罗意波；其表达式：
)( Etrpi

Ae
−⋅

=
GG

=ψ  
2、定态：定态是能量取确定值的状态。性质：定态之下不显含时间的力学量的
取值几率和平均值不随时间改变。 
3、全同费米子的波函数是反对称波函数。两个费米子组成的全同粒子体系的波

函数为：
[ ])()()()(

2
1

12212211 qqqqA ϕϕϕϕφ −=
。 

4、 )ˆˆ( 22
xx pxxpi − = xxxxxx ppxpixppixpi ˆ2ˆ],ˆ[],ˆ[ˆ],ˆ[ 2 ==+= ，因为 xp̂ 是厄密算符，所以

)ˆˆ( 22
xx pxxpi − 是厄密算符。 

5、设 F̂ 和 Ĝ 的对易关系 k̂iF̂ĜĜF̂ =− ， k 是一个算符或普通的数。以 F 、G 和

k 依次表示 F̂ 、 Ĝ 和 k 在态ψ 中的平均值，令 FF̂F̂ −=Δ ， GĜĜ −=Δ ， 

则有  4

2
22 k)Ĝ()F̂( ≥⋅ ΔΔ

，这个关系式称为测不准关系。 

坐标 x和动量 xp̂ 之间的测不准关系为： 2
ˆ =

≥Δ⋅Δ xpx
 

二、解 1、由于 1ˆ 2 =A ，所以算符 Â的本征值是 1± ，因为在 A表象中，算符 Â

的矩阵是对角矩阵，所以，在 A表象中算符 Â的矩阵是：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
10

01
)(ˆ AA

 

  设在 A 表象中算符 B̂ 的矩阵是
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211)(ˆ
bb
bb

AB
，利用 0ˆˆˆˆ =+ ABBA 得：

02211 == bb ；由于 1ˆ 2 =B ，所以
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

0

21

12

b
b

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

0

21

12

b
b

1
0

0

1221

2112 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

bb
bb

，

21
12

1
b

b =∴
；由于 B̂ 是厄密算符， BB ˆˆ =+ ，∴

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

01
0

12

12

b

b

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0

10
*
12

*
12

b
b

*
12

12
1

b
b =∴
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令
δieb =12 ，其中 δ 为任意实常数，得 B̂ 在 A 表象中的矩阵表示式为：

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− 0
0

)(ˆ
δ

δ

i

i

e
e

AB
 

2、类似地，可求出在 B表象中算符 Â的矩阵表示为：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

− 0
0

)(ˆ
δ

δ

i

i

e
e

BA
 

在 B 表象中算符 Â 的本征方程为：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

β
α

δ

δ

0
0

i

i

e
e

，即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β

α
λ

α
β
δ

δ

i

i

e
e

   

⇒    ⎩
⎨
⎧

=−
=+−

− 0
0

λβα
βλα

δ

δ

i

i

e
e

  α 和 β 不同时为零的条件是上述方程的系数行列式为

零，即  
0=

−
−
− λ
λ
δ

δ

i

i

e
e

  ⇒  012 =−λ    1±=∴λ  

对 1=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

12
1 δ

ϕ
i

A
e

，对 1−=λ 有：
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=−

12
1 δ

ϕ
i

A
e

 

所以，在 B表象中算符 Â的本征值是 1± ，本征函数为
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

12
1 δie

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−12
1 δie

 

3、类似地，在 A表象中算符 B̂ 的本征值是 1± ，本征函数为
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

12
1 δie

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−12
1 δie

 

从A表象到B表象的幺正变换矩阵就是将算符 B̂ 在A表象中的本征函数按列排成

的矩阵，即
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

−

112
1 δδ ii ee

S
 

三、解： 已知氢原子的本征解为：
)3,2,1(1

2 2
0

2

"=−= n
na

eE s
n

 

),()(),,( ϕθϕθφ lmnlnlm YrRr = ，将 )0,(rψ 向氢原子的本征态展开， 

1、 )0,(rψ =
∑
nlm

nlmnlm rc ),,()0( ϕθφ
，不为零的展开系数只有三个，即 

2
1)0(210 =c
， 2

1)0(310 −=c
， 2

1)0(121 =−c
，显然，题中所给的状态并未归一

化，容易求出归一化常数为： 5
4
，于是归一化的展开系数为： 

5
1

5
4

2
1)0(210 ==c

， 5
2

5
4

2
1)0(310 −=−=c

， 5
2

5
4

2
1)0(121 ==−c

 

（1）能量的取值几率 5
3

5
2

5
1)0,( 2 =+=EW

， 5
2)0,( 3 =EW
， 

平均值为：
32 5

2
5
3 EEE +=
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（2） 2L̂ 取值几率只有： 1)0,2( 2 ==W ，平均值
22 2ˆ ==L  

（3） zL̂ 的取值几率为： 5
3

5
2

5
1)0,0( =+==W

， 5
2)0,( =−=W
，平均值

=
5
2ˆ −=zL

 

2、 0>t 时体系的波函数为： ),( trψ =
∑ −
nlm

nnlmnlm tEirc )exp(),,()0(
=

ϕθφ
 

)exp(),,()0()exp()],,()0(),,()0([ 33103102121121210210 tEirctEircrc
==

−+−+= −− ϕθφϕθφϕθφ

)exp(),,(
5
2)exp()],,(

5
2),,(

5
1[ 33102121210 tEirtEirr

==
−−−+= − ϕθφϕθφϕθφ

 

由于 E 、 2L̂ 和 zL̂ 皆为守恒量，所以它们的取值几率和平均值均不随时间改变，

与 0=t 时的结果是一样的。 

四、解：（1） Ĥ 的本征值是方程 0)ˆdet( =− IH λ 的根 

   

)34)(2(
200
03
01

0 22 CC
C

C
C

−+−−−=
−−

−
−

= λλλ
λ

λ
λ

 

结果： 2−=Cλ ，
212 C+±=λ ，这是 Ĥ 的精确解。 

（2）根据题意，体系能级的二级修正可写为：
)2()1()0(

nnnn EEEE ++=  

由题设可知：能量的一级修正为： 011 =′H ， 022 =′H ， CH =′33  

对于二级修正，有： 2)2(1
0

31

22

)0(
3

)0(
1

3113
)0(

2
)0(

1

2112)2(
1

CC
EE

HH
EE

HHE −=
−−

+
−

=
−

′′
+

−
′′

=
 

2)2(3
0

13

22

)0(
3

)0(
2

3223
)0(

1
)0(

2

1221)2(
2

CC
EE

HH
EE

HHE =
−−

+
−

=
−

′′
+

−
′′

=

0)0(
2

)0(
3

2332
)0(

1
)0(

3

1331)2(
3 =

−
′′

+
−

′′
=

EE
HH

EE
HHE

所以， 2
1

2

1
CE −=

， 2
3

2

2
CE +=

， CE +−= 23  

将
212 C+±=λ 展开：

)
2
11(212 22 "++±=+±= CCλ

 

         =⇒ 1λ
2

2
13 C+

， =2λ
2

2
11 C−

， )1( 2 <<C （3）对比可知，根据微扰
公式求得的能量二级修正值，与精确求解的结果是吻合的。 

五、解：
0

2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

=−+−=+++=++
== iiiSSS yx

， 

        2
1

2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

+=+
−

++=−+−=−+ === iiiSSS yx
 

2
1

2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

−=−−−=+−+=+− === iiiSSS yx
 

0
2
1)

2
(

2
1

22
1

2
1

2
1

=+
−

−+=−−−=−−
== iiiSSS yx
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所以 +S 和 −S 分别作用于 zS 的本征态
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

0
1

2
1

和
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

1
0

2
1

的结果是 

0
2
1

=++S
， 2

1
2
1

+=−+ =S
， 2

1
2
1

−=+− =S
，

0
2
1

=−−S
 

结果表明：称 +S 为自旋升算符是合理的，因为它将 z 方向的自旋从 2=− 增加到

2= 。同样，称 −S 为自旋降算符，因为它将 z 方向的自旋从 2= 降到 2=− 。 +S 和

−S 容许我们从 zS 的一个本征态跳跃到另一个本征态，它们在自旋的计算中是非
常有用的。 

 
       

 

量子力学自测题（18）参考答案 

一.  (10 分)  

5 分   a. xyxzx sssss  xy
2
xz ssss−= 5

xyz

2
)

2
(isss

4
==

=−=  

                   或  5
xyzzy

2
)

2
(is)ssss(

2
1

4
==

=−−=  

5 分 

   b. si)ssss(k)ssss(j)ssss(iss xyyxzxxzyzzy =
GGG

=−+−+−=×  

二．(12 分)   1=αα       ∴ α=α′  

4 分      )3.0(N)(N α−β=βαα−β=β′  

由   )..(N).)(.(N 2222 30230130301 +⋅−=α−βα−β==β′β′  

2 分      
91.0

1N = ，  )3.0(
91.0

1
α−β=β′  

4 分      )2.0(N γβ′β′−α−γ=γ′  

202020201 2 ....(N ⋅+γα−β′γγβ′−αγ−γγ==γ′γ′  

)β′γγβ′+β′γγβ′−  

        
910

74030
910

1
.

.).(
.

=γα−γβ=γβ′  
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1
910

32602020
910

740201 222
2

22 ==+−−−⋅
.

.N)..
.

..(N ， 

  2 分           67.1N =  

三. (16 分)  m
2

mmŝz
=

=  

′=′ ϕθθ−ϕ− meeŝeemŝ zyyz ŝiŝi
z

ŝiŝi
n

====
 

如  
′=′ θ−ϕ− meem yz ŝiŝi ==
，  则  

′=′ mm
2

mŝn
=

 

6 分    ∴ 它的本征值为  
2
=

±  

相应的本征值在 zŝ 表象中的表示 

 

m)sini)(cossini(cosmmm yz 2222
θ

σ−
θϕ

σ−
ϕ′=′′  

              

msinsinicossinimsincosicos(cosm xy 22222222
θϕ

σ+
θϕ

−
θϕ

σ−
θϕ′  

    m)ee(sin)sinim(coscosm ii 22
2222

ϕ−
+

ϕ
− σ−σ

θ
+

ϕ
−

ϕθ′=  

  6 分     

1m,1m
1m,1m

2i

1mm

2i e)(
2

sine
2

cos
=′−=
−=′=

ϕ±

±==′

ϕ δ±
θ

+
θ

= ∓  

   2 分       nŝ 本征值为 2= ，本征表示为 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θ

θ

ϕ

ϕ−

2i

2i

e
2

sin

e
2

cos
  

2 分           2=− ，本征表示为 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θ

θ
−

ϕ

ϕ−

2i

2i

e
2

cos

e
2

sin
  

 
四. (18 分)   
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6 分  a. dx
i2
ee

2
be

2
1 ibxibxb2

b2

xip
p

x
x

−π

π−

− −
ππ

=ϕ ∫
=

=
 

             dx]ee[
i4
1)b( )/xpbx(i)xpbx(i21 xx ==

=
+−− −

π
= ∫  

             

]e
)pb(i

e
)pb(i

[b
i

b

b

x)pb(i

x

b

b

x)pb(i

x

xx

π

π−

+−
π

π−

−

+
+

−π
=

2

2

2

2

11
4
1 ==

===
 

              
2
x

2
x21

p)b(
b2

b
p2

sin)i2()b(
4
1

−

π
+

π
=

=
=

=
=  

            该态中粒子动量可能测得值为 ∞<<∞− xp  

5 分   b. }
]p)b[(b

p{sin
dp

d
dp

)p(d

x

x

xx

x
222

2
2

120
−

π
==

ϕ

==
 

      ∴    04224
22 =

−

π
+

ππ

x

xxx

p)b(
p

b
psin

b
pcos

b ====
 

            0
b
p2

sin
bp

b
p2

cos]p)b[( xxx2
x

2 =
π

π
+

π
−

=
=

=
=  

               ∴ 有解 bpx =±=  

3 分    c. 

b
x

x
23

bx p2
b
p2cos

b
2

)b(i)p(

=

=
===

−

ππ

π
=ϕ  

            发现粒子在 xdpbb +− == 区间中的几率为  

xx
2 dp

b
1dp)b(
=

= =ϕ  

4 分    d. x
t

m2
pipi

21x dpe
)2(

1)p()t,x(
2
x

x
∫

−

π
ϕ=ψ

==

=
 

五. (18 分)  

a. 2 分    ω+=ε =)
2
1n(n ,   
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3 分   ω= =
2
5E基 ,    ω= =

2
7E1        

基态  2n0 = ， 1n1 =  

2 分   

)()(u)()(u)()(u
)()(u)()(u)()(u
)()(u)()(u)()(u

!
332211
332211
332211

3
1

111

000

000

01
βββ
βββ
ααα

=ψ  

)()(u)()(u)(u)()(u)()(u)(u[ 221331331221
3

1
1000010000 αχ−αχ=

                    )]()(u)()(u)(u 112332 10000 αχ+           

1 分    )()(u)()(u)(u[ 331221
3

1
1000002 βχ=ψ

 

)()(u)()(u)(u 221331 10000 βχ−

)]()(u)()(u)(u 112332 10000 βχ+  

第一激发态 2n0 = ， 1n 2 =  

      2 分    )()(u)()(u)(u[ 331221
3

1
2000011 αχ=ψ  

)()(u)()(u)(u 221331 20000 αχ−

)]()(u)()(u)(u 112332 20000 αχ+  

      1 分    )()(u)()(u)(u[ 331221
3

1
2000012 βχ=ψ  

)()(u)()(u)(u 221331 20000 βχ−

)]1()1(u)23()3(u)2(u 10000 βχ+  

      2 分    )()(u)()(u)(u[ 331221
3

1
0001113 αχ=ψ  

)()(u)()(u)(u 221331 00011 αχ−

)]()(u)()(u)(u 112332 00011 αχ+  

HY制作 HY制作 HY制作

QQ：704999167 QQ：704999167 QQ：704999167



考
研
自
测
题
精
美
汇
总

      1 分     )()(u)()(u)(u[ 331221
3

1
0001114 βχ=ψ  

)()(u)()(u)(u 221331 00011 βχ−  

)]()(u)()(u)(u 112332 00011 βχ+  

b.   4 分    基态二重简并 
                    第一激发态四重简并 

六. (16 分)    

3 分   粒子的能量为 )nnn(
ma

zyx
222

2

22

2
++

π =
 

         第一激发态为 1 1 2 
                      1 2 1 
                      2 1 1 

2

22

2

22
0
1

3411
2 a

)(
ma

E
π

π
=++

π
=

==
，   

5 分   z
a

2siny
a

sinx
a

sin)
a
2(1r 23 πππ

=
G

 

z
a

siny
a

2sinx
a

sin)
a
2(2r 23 πππ

=
G

 

z
a

siny
a

sinx
a

2sin)
a
2(3r 23 πππ

=
G

 

dyy
a

sinydxx
a

sinx)
a
2(1Ĥ1

a

0

2
a

0

22 ∫∫
π

⋅
π

=′  

          
4

adxx
a

sinx
2a

0

2 =
π

∫  

∴ 2
22

2 ba
4
1b

4
a

4
a)

a
2(1H1 =⋅⋅⋅=′  

      03H12H1 =′=′  

2
a

0

2
a

0

22 ba
4
1dyy

a
2sinydxx

a
sinxb)

a
2(2H2 =

π
⋅

π
=′ ∫∫  
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dyy
a

siny
a

2sinyxdx
a

2sinx
a

sinxb)
a
2(3H2

a

0

a

0

2 ∫∫
ππ

⋅
ππ

=′  

4

2

2

2

2

2
2

81
64ba4)

9
a8)(

9
a8(b)

a
2(

π

⋅
=

π
−

π
−=  

          2
a

0

2
a

0

22 ba
4
1dyy

a
sinydxx

a
2sinxb)

a
2(3H3 =

π
⋅

π
=′ ∫∫  

    4 分     于是有： 0

Eba
4
1

81
ba4640

81
ba464Eba

4
10

00Eba
4
1

12
4

2

4

2
12

12

=

−
π

⋅
π

⋅
−

−

 

 2 分     ∴ 21
1 ba

4
1E =  

   2 分     242
44

2
21

32 3
4

4
1

81
464

4
1

81
464

4
1 ba])([ba)(babaE , π

±=
π

⋅
±=

π

⋅
±=  

 
 
 

量子力学自测题（19）参考答案 

Ⅰ. (35 分) 

   A. ϕ−⋅++= eBŜ
m
e)Âep̂(

m2
1Ĥ                             （4 分） 

   B. 碱金属原子能级偶数分裂                              （1 分） 
      光谱线偶数条                                        （1 分） 
      分裂能级间距与能级有关                              （1 分） 
      由于电子具有自旋                                    （1 分） 

   C. 10 ĤĤĤ += , k
0
kk0 EĤ ϕ=ϕ                                (2

分) 

      k1k
)1(

k ĤE ϕϕ= ， ∑
≠ −

ϕϕ
=

ks 0
s

0
k

2
k1s)2(

k EE

Ĥ
E            （2 分） 

   D. 0222 =σσ+σσ+σ−σ=σ+σσ+σ=σ+ )(i)i)(i( xyyxyxyxyx     （2 分） 
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      0222 =σσ+σσ−σ−σ=σ−σσ−σ=σ− )(i)i)(i( xyyxyxyxyx     （2 分） 

   E.   
2)t,x()t,x( ϕ=ρ               

（2 分） 

       )t,x(
dx
d)t,x()t,x(

dx
d)t,x([

m
i)t,x(j ** ϕϕ−ϕϕ

−
=

2
=

           （2 分） 

       ϕ
∂
ϕ∂

+
∂

ϕ∂
ρ=

ρ
tt

)t,x()t,x(
dt
d *

*  

)VV
m

p(
i

)V
m

p(
i

***x*x* ϕϕϕ−ϕϕ+ϕϕ=
2

1
2

1 22

==
 

          )
xdx

d(
xm2

i ** ϕ
∂
∂

ϕ−ϕϕ
∂
∂

=
=

          因 *VV =  

          
x

)t,x(j
∂

∂
−=                                             （2

分） 

   F.  a）  基态  0nn 21 ==        ω=      非简并              （1

分） 

          第一  
⎩
⎨
⎧

=
=

,1n
,0n

1

1
 

0n
1n

2

2
=
=

   ω=2      二重              （1 分） 

          第二  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,1n
,2n
,0n

1

1

1
 

1n
0n
2n

2

1

2

=
=
=

   ω=3      三重              （2 分） 

      b）  基态  0nn 21 ==    00χ （总周旋为0） ω=  非简并  （1 分） 

         第一  
⎩
⎨
⎧

=
=

,n
,n

1
0

1

1  
0
1

2

2
=
=

n
n

 
m1

00
χ
χ

)(
)(

二态相减

二态相加
  ω=2   四重  （2 分） 

         第二  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,n
,n
,n

1
2
0

1

1

1
 

1
0
2

2

1

2

=
=
=

n
n
n

 

00

1

00

χ
χ
χ

m   )(
)(

相减

相加

     ω=3   五重   （2 分） 

      c.   基态 0nn 21 ==                         ω=   非简并  （1

分） 
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      第一 
⎩
⎨
⎧

=
=

,n
,n

1
0

1

1  
0
1

2

2
=
=

n
n

     )(二态相加             非简并    （1 分） 

      第二 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

,n
,n
,n

1
2
0

1

1

1
 

1
0
2

2

1

2

=
=
=

n
n
n

     )(二态相加            二态简并   （2 分） 

Ⅱ. （14 分）  

     归一化  ∫∫
∞

−

∞−
==+

0

22
0

22 1aA)dxedxe(A axax ， 
a

A 1
=       （2 分） 

        ∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−−
ω+−

−
= dxexmdx]e

x
x

)
a

[(
dx
de

am
E a

x
a
x

a
x

)a(

2
22

2

2
11

2
=

 

            22
2

2
1

2
1121

2
amdx)e

a
e(e)

a
(

am
a
x

a
x

)x(
a
x

ω+−δ−
−

= ∫
∞

∞−

−−−=
 

            22
2

2

2
1

2
112

2
am)a

a
(

ma
ω+⋅−=

=
 

            22
2

2

4
1

2
am

ma
ω+=

=
            （6 分）（动能计算错扣 3分） 

     另一种求法 222
4
1

2
1 amdxep̂e
am

E a
x

x
a
x

)a( ω+=
−∞

∞−

−
∫  

                    

22
2

4
111

2
1 amdx)e

x
x

a
i()e

x
x

a
i(

am
a
x

*a
x

ω+
−

−
−

−=
−∞

∞−
∫ ==  

                    22
2

3

2

4
1

2
amdxe

ma
a
x

ω+= ∫
∞

∞−

−=
 

                    22
2

2

4
1

2
am

ma
ω+=

=
 

      0
2
1 2

3

2
=ω+

−
= am

ma
E'

)a(
=

,   22

2
4 2

ω
=

m
a =

                   （3 分） 

      ω=
ω

ω+
ω

= ==
=

=
2
12

4
1

22 22

2
2

2

22

m
mm

m
Emin               （3 分） 
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         a
x

e
a

−
=ψ

1
, 

ω
=

m
a =22                   （结果错扣 3分） 

Ⅲ. （16 分） 

   A. 0
0

0 =
−Δ

Δ
EEE

EE
,    ∴ EEE Δ±=± 0                        

      EEE Δ+=+ 0 ，  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+ 1

1
2

1u                             （2 分） 

      EEE Δ−=− 0 ,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=− 1
1

2
1u                            （2 分） 

   B. −+−−++ +=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ψ uuuaua)( 2

1
2

1
0
1

0                （4 分） 

      == t)EE(it)EE(i
)t( ee Δ+−Δ+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=ψ 00

1
1

2
1

1
1

2
1

 

          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ−
Δ

= −

=
==

Etsini
Etcos

e tiE0                              （4 分） 

   C. 几率                                                  

      )tEcos(tEcosp
==
Δ

+=
Δ

=ϕ
21

2
12

1
                        （2 分） 

（

2分） 
 

Ⅳ.（15 分） 

   

2

0
1000211211100

211
∫ ∫
∞

ω−τ−
− ψψ= dte]rd)eexE([p tt*

=
             （6 分） 
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2

111111

2

0

8
31

2
10212

2
0

2

4
1

3
20

2

∫∫ Ω
π

−
π

⋅= −

∞
′

−
τ

−
d)YY(YdteRrREe *

)
a
ei(t
=

=
 

                                                                   
（6 分） 

           

22
0

4
2

64
91

2
10212

2
0

2 1
6

=
=

a
e)(

RrREe

+
τ

⋅=           （结果正确 3分） 

Ⅴ. （10 分） 

         第一种做法：取a为z轴，b 在 )z,x( 平面与a夹角为θ  

              )cos(sin)b)(a( zxz 22121 θσ+θσσ=σ⋅σ⋅            （3 分） 

                由于 表象）（在 zx 22 01
10

σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ   

表象）（在 zz 21 10
01

σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=σ                  （2 分） 

则      

22
2

22
2

0
1

1
0

1
0

0
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

x

x
                              （2 分） 

               021 =σσ xz , 而   121 −=σσ zz                  （2 分） 

∴     bacos)b)(a( ⋅−=θ−=σ⋅σ⋅ 21
GGGG

              （1 分） 

      第二种做法：直接求 

)bbb)(aaa()b)(a( zzyyxxzzyyxx 2222111121 σ+σ+σσ+σ+σ=σ⋅σ⋅

 

              )bababa zxzxyxyxxxxx 212121 σσ+σσ+σσ+=  

               )bababa zyzyyyyyxyxy 212121 σσ+σσ+σσ+   

               )bababa zzzzyzyzxzxz 212121 σσ+σσ+σσ+   

              θ−=⋅−=−−−= cosbabababa zzyyxx  
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        第三种做法： b))[(a()b)(a( ⋅σ−σ+σ⋅σ=⋅σ⋅σ 121121  

                    )b)(a()b)(a( ⋅σ⋅σ+σ⋅⋅σ−= 111  

                        21 σ+σ=σ  

    而 0=σ ， ∴ )b)(a()b)(a( ⋅σ⋅σ−=⋅σ⋅σ 1121  

                               )]ba(iba[ ×⋅σ+⋅−= 1  

但 01 =σ ，∴ ba)b)(a( ⋅−=⋅σ⋅σ 21    

 
 
 

量子力学自测题（20）参考答案 

 
一．回答下列问题（共 30 分, 第 1、2 小题各 10 分，第 3、4小题各 5分）  
 
1、下列波函数所描写的状态是否为定态？并说明其理由。    

（1）、 ( ) ( ) ( )1 ,
E Ei t i tx t x e x eψ ϕ ϕ −= += =

  

（2）、 ( ) ( ) ( ) ( )
2 , ( )

E Ei x t i x tx t u x e v x eψ − − += += =

   

 答: (1) ),(1 txψ 为非定态，因

2 2
1( , ) 2 ( ) cos Ex t tψ ϕ χ=

= 与 t有关。 （5分） 

（2） ),(2 txψ 为定态，因

22
2 ( , ) ( ) ( )ix ixx t u x e x eψ υ −= +

与 t无关。 （5分） 

 

2、描写粒子状态的波函数在坐标表象中为 ( )tr ,Kψ  ，在动量表象中为 ( )tpC ,G  ，

在力学量 Q表象中为矩阵           

                 

( )

( )
( )

( )

1

2

n

a t
a t

A t
a t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

#
                    

且它们都是归一化的，试指出
( ) 2, trKψ

 ，
( ) 2 t,pC K

  与
( ) 2tan  的物理意义，并
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分别写出用这三个波函数计算力学量 ( )prF KK, 平均值的表示式。 

答:   
2),( trKψ
——t时刻粒子处在位置 rK处的概率。 （2分） 

2),( tpc K
——t时刻粒子的动量取 pK值的概率。 （2分） 

2)(tan ——t时刻测量粒子的力学量 F，测得值为其本征值 Fn 的几率。（2分） 

rdtrprFtrF KKKKK 3* ),()ˆ,(ˆ),( ψψ∫=                                   （1 分） 

pdtpCpiFtpCF p
KKK=K 3* ),(),(ˆ),( ∇= ∫                                （1 分） 

F =A+FA                                                       （2 分） 

3、己知 L L i L× =
G G G

= ，试问 x y zL L L
G G G

、 和
是否一定不能同时测定？说明其原由或举例

说明。 

答: 不一定不能同时测定。例如在 ( )00 ,Y θ ϕ
状态中， x y zL L L

G G G
、 和

可同时测定，它们

的测量值为零。                                                （5 分） 
4、量子力学的波函数与经典的波场有何本质性的区别？ 
   答: 量子力学的波函数是一种概率波，没有直接可测的物理意义，它的模方
表示概率，才有可测的意义；经典的波场代表一种物理场，有直接可测的物理意
义。                                                           (5 分)    
二、（15 分）在动量表象中，求线性谐振子的能量本征函数 
 
Solve:   

             

2
2 21

2 2
pH xμω
μ

= +
 

在动量表象中 

2 2
2 2

2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=

                         （2 分） 

本征方程 ：

2 2 2 2
2

2

1 ( ) ( )
2 2

d p p E p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

                 （3 分） 

2 2 2 2
2

2

1( ) ( ) 0
2 2

d p E p p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

2 2
2 2

2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=
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令     

1 2E pα λ ξ α
μω ω

= = =
= =  

2
2

2 ( ) ( ) ( ) 0d
d

ψ ξ λ ξ ψ ξ
ξ

+ − =
 

该方程在 ξ−∞ < < ∞区域上存在有限解的条件是要求 

2 1nλ = +  

1
2nE n ω⎛ ⎞∴ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

                                            （3 分 

本征函数：

2
2

2( ) ( )
p

n n np N e H p
α

ψ α
−

=                               （5 分） 

归一化常数：

1/ 2

2 !n n
N

n
α
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠                                   （2 分） 

即   

2

2

1/ 2

1( )
2 !

p

n nn

pp e H
n

ω μψ
ω μπ ω μ

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

==
 

二、（15 分）在动量表象中，求线性谐振子的能量本征函数 
 
Solve:   

2
2 21

2 2
pH xμω
μ

= +
 

在动量表象中 

2 2
2 2

2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=

                         （2 分） 

本征方程 ：  

2 2 2 2
2

2

1 ( ) ( )
2 2

d p p E p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

                （3 分） 

2 2 2 2
2

2

1( ) ( ) 0
2 2

d p E p p
dp

μ ω ψ ψ
μ μ

⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

令           

1 2E pα λ ξ α
μω ω

= = =
= =  

2 2
2 2

2

1ˆ
2 2

dH p
dp

μω
μ

= − +
=
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2
2

2 ( ) ( ) ( ) 0d
d

ψ ξ λ ξ ψ ξ
ξ

+ − =
 

该方程在 ξ−∞ < < ∞区域上存在有限解的条件是要求 2 1nλ = +  

1
2nE n ω⎛ ⎞∴ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

                                         （3 分） 

本征函数：

2
2

2( ) ( )
p

n n np N e H p
α

ψ α
−

=                            （5 分） 

归一化常数：

1/ 2

2 !n n
N

n
α
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠                                （2 分） 

即   

2

2

1/ 2

1( )
2 !

p

n nn

pp e H
n

ω μψ
ω μπ ω μ

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

=

==
 

能量一级修正： bHE =′= 11
)1(

1     bE =)1(
2  （2 分） 

能量二级修正：

2 2' ' 2
1 21(2)

1 (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 1 2 1 2

m

m m

H H aE
E E E E E E

′= = =
− − −∑

 （2 分） 

)0(
1

)0(
2

2

)0(
1

)0(
2

2'
12)2(

2 EE
a

EE

H
E

−
=

−
=

 （2 分） 

能量二级近似：
)0(

2
)0(

1

2
)0(

1
)2(

1
)1(

1
)0(

11 EE
abEEEEE
−

++=++=
 （1 分） 

)0(
1

)0(
2

2
)0(

2
)2(

2
)1(

2
)0(

22 EE
abEEEEE
−

++=++=
 （1 分） 

   设
( )0
1ψ 和

( )0
2ψ 为零级近似波函数, 则波函数一级近似 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 01
1 1 1 20 0 0 0

1 1 2

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑
             （3 分） 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 02
2 2 2 10 0 0 0

2 2 1

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑
            （3 分） 

直接计算：设 Ĥ 的本征矢为（ β
α

），本征值为 E，则本征方程为： 
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(0)
1

(0)
2

aE b
E

E ba
α α
β β

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0)0(
2

)0(
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−+
β
α

EbE
a

a
EbE

 （2 分） 

欠期方程：

0)0(
2

)0(
1 =

−+
−+

EbE
a

a
EbE

 （3 分） 

0))(( 2)0(
2

)0(
1 =−−+−+ aEbEEbE  

0]))([()2( 2)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

2 =−+++++− abEbEbEEEE  

2
4))((4)2()2( 2)0(

2
)0(

1
2)0(

2
)0(

1
)0(

2
)0(

1 abEbEbEEbEE
E

+++−++±++
=

能量一级修正： bHE =′= 11
)1(

1     bE =)1(
2  （2 分） 

能量二级修正：

2 2' ' 2
1 21(2)

1 (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1 1 2 1 2

m

m m

H H aE
E E E E E E

′= = =
− − −∑

 （2 分） 

)0(
1

)0(
2

2

)0(
1

)0(
2

2'
12)2(

2 EE
a

EE

H
E

−
=

−
=

 （2 分） 

能量二级近似： )0(
2

)0(
1

2
)0(

1
)2(

1
)1(

1
)0(

11 EE
abEEEEE
−

++=++=  （1 分） 

)0(
1

)0(
2

2
)0(

2
)2(

2
)1(

2
)0(

22 EE
abEEEEE
−

++=++=  （1 分） 

   设 ( )0
1ψ 和 ( )0

2ψ 为零级近似波函数, 则波函数一级近似 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 01
1 1 1 20 0 0 0

1 1 2

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑              （3 分） 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0 0 02
2 2 2 10 0 0 0

2 2 1

m
m

m m

H a
E E E E

ψ ψ ψ ψ ψ
′′= + = +
− −

∑             （3 分） 

直接计算：设 Ĥ 的本征矢为（
β
α
），本征值为 E，则本征方程为： 

(0)
1

(0)
2

aE b
E

E ba
α α
β β

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0)0(
2

)0(
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−+
β
α

EbE
a

a
EbE

 （2 分） 
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欠期方程： 0)0(
2

)0(
1 =

−+
−+

EbE
a

a
EbE

 （3 分） 

0))(( 2)0(
2

)0(
1 =−−+−+ aEbEEbE  

0]))([()2( 2)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

2 =−+++++− abEbEbEEEE  

2
4))((4)2()2( 2)0(

2
)0(

1
2)0(

2
)0(

1
)0(

2
)0(

1 abEbEbEEbEE
E

+++−++±++
=

=
2

4)()2( 22)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1 aEEbEE +−±++

 

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
+−±++ 2

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1 )2(1)()2(

2
1

EE
aEEbEE   

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+−±++ "2

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1

)0(
2

)0(
1 )2(

2
11)(

2
1)2(

2
1

EE
aEEbEE  （2 分） 

( )
)0(

2
)0(

1

2
0

11 EE
abEE
−

++≈  （1 分） 

( )
)0(

1
)0(

2

2
0

22 EE
abEE
−

++≈  （1 分） 

可见，用直接解能量算符本征方程的方法，求得的本征能量值在泰勒级数展
开的二级近似下与微扰法得到的能量二级近似值一致 
 
五．(14 分) 一体系由三个全同玻色子组成，玻色子之间无相互作用。玻色子只

有两个可能的单粒子态。问体系可能的状态有几个？它们的玻函数怎样
用单粒子态构成？ 

解：体系的可能状态有 4个： （2分） 

)()()(),,( 3213211 qqqqqq iii ϕϕϕ=Φ  （3 分） 

)()()(),,( 3213212 qqqqqq jjj ϕϕϕ=Φ  （3 分） 

[ ++=Φ )()()()()()(
3

1),,( 1323213213 qqqqqqqqq jiijii ϕϕϕϕϕϕ  

])()()( 213 qqq jii ϕϕϕ  （3 分） 
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   [ ++=Φ )()()()()()(
3

1),,( 1323213213 qqqqqqqqq jjijji ϕϕϕϕϕϕ  

])()()( 213 qqq jji ϕϕϕ  

 
 
 

量子力学自测题（21） 

1、已知一维运动的粒子在态 )(xψ 中坐标 x 和动量 xp 的平均值分别为 0x 和 0p ，

求在态 )()( 0
/0 xxex xip += − ψϕ = 中坐标 x和动量 xp 的平均值。 

解：已知粒子在态 )(xψ 中坐标 x 和动量 xp 的平均值分别为 

                         0
* )()( xdxxxxx == ∫

+∞

∞−

ψψ  

                       0
* )()( pdxx

x
ixpx =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−= ∫
+∞

∞−

ψψ =  

    现粒子处在 )(xϕ 态，坐标 x 和动量 xp 的平均值 

                 

0)())((

)()()()(

000
*

00
**

=−=′′−′′=

++==

∫

∫∫
∞+

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

xxxdxxxx

dxxxxxxdxxxxx

ψψ

ψψϕϕ
 

    

0)()(

)]()()[(

)]([)()()(

00
*

0

0
/

0
/

00
*/

0
/

0
*/*

000

00

=+−=′′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′∂
∂

−′+−=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−++−+=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=

∫

∫

∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−

−−

+∞

∞−

−
+∞

∞−

ppxdx
x

ixp

dxxx
x

iexxepxxe

dxxxe
x

ixxedxx
x

ixp

xipxipxip

xipxip
x

ψψ

ψψψ

ψψϕϕ

=

=

==

===

==

 

2、一体系服从薛定谔方程 

              ),(),(
2
1)(

2 2121
2

21
2
2

2
1

2

rrErrrrk
m

KKKKKK= ψψ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+∇+∇−  

  （1）指出体系的所有守恒量（不必证明）； 
（2）求基态能量和基态波函数。 

解：（1）体系的哈密顿量为 
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2

21
2
2

2
2
1

2

2
1

22
rrk

mm
H KK==

−+∇−∇−=  

引入质心坐标R
K
和相对坐标 rK：  )(

2
1

21 rrR KKK
+=     21 rrr KKK −=  

在坐标变换 rRrr KKKK ,, 21 ⇒ 下，体系的哈密顿量变为 

           22
2

2
2

2
1

22
kr

M
H rR +∇−∇−= KK

==
μ

    2/2 mmM == μ  

容易得知系统的守恒量为 zLLE ,, 2 。（中心力场） 

（2）相对运动哈密顿量为 

           222
2

22
2

2
1

22
1

2
rkrH rrr μω

μμ
+∇−=+∇−= KK

==
   

μ
ω k
=  

相对运动为三维各向同性谐振子，基态能量和波函数为 

          ω=
2
3

=NE      
22

2
1

2/3

3

)(
r

er
α

π
αψ

−
=    ",2,1,0=N  

=
μωα =  

3、设 t=0 时氢原子处在态 

              ]322[
10
1)0,( 121211210100 −+++= ψψψψψ rK  

  （1）求体系能量的平均值；（2）任意 t 时刻波函数 ),( trKψ ；（3）任意 t 时刻

体系处在 1,1 == ml 态的几率；（4）任意 t时刻体系处在 0=m 态的几率。 

解：氢原子定态能量和波函数为 

                ),()(),,(
2 2

2

ϕθϕθψ lmnlnlmn YrRr
an
eE =−=  

  （1）
a

eEEE
40
11

5
3

5
2 2

21 −=+=  

（2）任意 t时刻波函数 

)]}(3)(2)([)(2{
10
1),( 121211210

/
100

/ 21 rrreretr tiEtiE KKKKK ==
−

−− +++= ψψψψψ

 

（3）任意 t时刻体系处在 1,1 == ml 态的几率为 1/5； 

（4）任意 t时刻体系处在 0=m 态的几率为 1/2。 

4、一维谐振子受到微扰 2cxH =′ 作用，式中 c为常数。在粒子数表象中， 
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             )(
2

2/1
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= aa

m
x

ω
=

 

  +aa, 分别为湮灭算符和产生算符，满足 

             >++>=>−>= + 1|1|1|| nnnannna  

  （1）用微扰论求准确到二级近似的能量值； 
（2）求能量的准确值，并与微扰论给出的结果相比较。 

解：（1）由 1],[ =+aa    得 

          ]21)([
2

)(
2

2222 aaaacaaccxH +++ +++=+==′
μωμω
==

 

利用   >++>=>−>= + 1|1|1|| nnnannna 计算微扰矩阵元得  

        

})2)(1()12()1({
2

|]21)([|
2

||

2,2,

22

+−

++

+++++−=

>+++<>=′=<′

nmmnnm

mn

nnnnnc

naaaamcnHmH

δδδ
μω

μω
=

=

 

零级近似能量、一级和二级修正能量分别为 

       ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1)0( nEn         

μω
=cnHE nnn ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′=

2
1)1(  

       

32

2

32

2

)0()0(

2
)2(

22
1)]2)(1()1([

8 ωμωμ
== cnnnnnc

EE
H

E
nm mn

mn
n ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=++−−=

−

′
= ∑

≠

 

精确到二级近似的能量值为  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 42

2

2 2
1

2
1

ωμμω
ω ccnEn =  

（2）现求能量精确值   

          22
0

2
222

2

2
1

22
1

2
xpcxxpH μω

μ
μω

μ
+=++=  

             

2/1

2
2

0
212

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=
μω

ω
μ

ωω cc
 

     本征能量 

           ( ) 2/1
2/1

20 1
2
121

2
1

2
1 λω

μω
ωω +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += === ncnnEn  
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                     2

2,2,1,0
μω

λ cn == "  

   视λ为微小量，则 

           ""= +++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += )2()1()0(

2

82
1

2
1

nnnn EEEnE λλω  

其 中    ω=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1)0( nEn         

μω
=cnEn ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1)1(       

32

2
)2(

22
1

ωμ
=cnEn ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  

能量精确解的前三项与分别与零级近似能量、一级和二级修正能量相同。 

5、设 +aa, 分别为湮灭算符和产生算符，满足对易关系 1],[ =+aa 。体系的哈密顿

量为 

               DaCaaBaAaaH +++= +++  

  （1）问 DCBA ,,, 满足什么条件H 才是厄密算符？（2）求体系的能量。 

解：（1）容易得知H 是厄密算符的条件是 DCBA ,,, 均为实数，且 BA = ，则 

                  DaCaaaAH +++= ++ ])([ 22         （1） 

  （2）由（1）式得  

                  )(1)( 22 DH
A

aaaa
A
C

−=++ ++        （2） 

       令    ++= aab γλ      aab γλ += ++    其中 γλ, 为待定实数 

                  ],[],[],[],[ 22 aaaaaaaabb +++++ +=++= γλγλγλ  

       已知   1],[ =+aa       则得     22],[ γλ −=+bb  

       为使 +bb, 与 +aa, 满足相同的对易关系   1],[ =+bb   则   122 =− γλ  

       计算  =+bb )( aa γλ ++ ++++ +++=+ aaaaaaaa 2222 ])([)( γλγλγλ  

       利用  1],[ =+aa         aaaa ++ += 1  

       得        =+bb 22222 ])([)( γλγγλ ++++ ++ aaaa  

       所以     )(1)( 222
22

γ
λγλγ

γλ
−=++

+ +++ bbaaaa      （3） 
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       比较（2）式和（3）式，如令   
A
C

=
+
λγ
γλ 22

   则得 

                           )(1 DH
A

− )(1 2γ
λγ

−= +bb  

        由此可得        =H DbbA
+−+ )( 2γ

λγ
              （4） 

       如果已知 γλ, ，则H 的本征值为 

                       =nE DnA
+− )( 2γ

λγ
        ",2,1,0=n  

       现在来求 γλ, ,由于  122 =− γλ    
A
C

=
+
λγ
γλ 22

    解之得 

         
22

22

42
4
AC

ACC
−

−+
=λ       

22

22

42
4
AC

ACC
−

−−
=λ     

22 4AC
A
−

=λγ  

       所 以   =nE ACD
AC

ACCnAC 2
42

44
22

22
22 >+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−−
−−         

",2,1,0=n  

 
 
 

  量子力学自测题（22）参考答案 
 
1、（a），（b）各 10 分 

（a）能量有确定值。力学量（不显含 t）的可能测值及概率不随时间改变。 
（b）（n l m ms）→（n’ l’ m’ ms’） 

     选择定则： lΔ ＝ 1± ， mΔ ＝0, 1± ， smΔ ＝0 

     根据：电矩 m矩阵元-e
→

r n’l’m’ms’，n l m ms≠ 0 
2、（a）6分（b）7分（c）7分 

（a）
∧

K 是厄米算符，所以其本征值必为实数。 

（b）
∧

F Ψ ＝λ Ψ ， Ψ ∧

F ＝λ Ψ  
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     K ＝ Ψ ∧

K Ψ ＝i Ψ ∧

F
∧

G -
∧

G
∧

F Ψ  

       ＝iλ｛ Ψ ∧

G Ψ - Ψ G Ψ ｝＝0 

（c）(
∧

F +i
∧

G )(
∧

F -i
∧

G )=
∧

F 2+
∧

G 2-
∧

K  

     Ψ (
∧

F +i
∧

G )(
∧

F -i
∧

G ) Ψ =︱(
∧

F -i
∧

G ) Ψ ︱2≥0 

     ∴<
∧

F 2+
∧

G 2-
∧

K >≥0，即
2F +

2G ≥K  
3、(a)，(b)各 10 分 

(a) 
∧

H ＝ω
∧

zS +ν

∧

xS ＝ 2
=
ω［ 10

01
− ］+ 2

=
ν［ 01

10

］＝ 2
=
［ ων

νω
− ］ 

       
∧

H Ψ ＝EΨ ，Ψ ＝［b
a

］，令 E＝ 2
=
λ，则 

［ λων
νλω
−−

−

］［b
a

］＝0，︱ λων
νλω
−−

−

︱ ＝
2λ -

2ω -
2ν ＝0 

λ＝±
22 νω + ，E1＝- 2

=
22 νω + ，E2＝ 2

=
22 νω +  

当ω　ν，
22 νω + ＝ω（1+

2

2

ω
ν

）1/2≈ ω（1+
2

2

2ω
ν

）＝ω + ω
ν
2

2

 

E1≈- 2
=
［ω + ω

ν
2

2

］，E2 ＝ 2
=
［ω + ω

ν
2

2

］ 

（b）
∧

H ＝ω
∧

zS +ν

∧

xS ＝
∧

H 0+
∧

H ’，
∧

H 0＝ω
∧

zS ，
∧

H ’＝ν

∧

xS  

∧

H 0本征值为
ω=

2
1

±
，取 E1

（0）＝-
ω=

2
1

，E2
（0）＝

ω=
2
1

 

相当本征函数（Sz表象）为Ψ 1
(0)＝[1

0

]，Ψ 2
(0)＝[0

1

] 

则
∧

H ’之矩阵元（Sz表象）为 

'
11H =0，

'
22H =0，

'
12H ＝

'
21H ＝

ν=
2
1

 

E1＝E1
（0）+

'
11H +

)0(
2

)0(
1

2'
21

EE

H

− ＝-
ω=

2
1

+0- ω

ν

=

= 22

4
1

＝-
ω=

2
1

- ω
ν 2

4
1 =

 

E2＝E2
（0）+

'
22H +

)0(
1

)0(
2

2'
12

EE

H

− ＝
ω=

2
1

+ ω
ν 2

4
1 =

 

4、E1＝
2

2
2

2ma
=π

， )(1 xψ ＝
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

0

sin2
a
x

a
π

   axx
ax
≥≤
<<

,0
0
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x＝
dxx

a

∫
0

2
1ψ

＝ 2
sin2

0

2 adx
a
xx

a

a

=∫
π

 

xp ＝-i=
∫ =
a

dx
dx
d

0
11 ψψ

-i
∫ =
a

a
xd

a 0

2 0)sin
2
1(2 π=

 

xxp ＝-i=
∫∫ −=
aa

a
xd

a
xx

a
idx

dx
dx

00
11 )(sinsin2 ππψψ =

 

   ＝
∫−
a

a
xxd

a
i

0

2 )(sin1 π=
 

   ＝ 0
sin[1 2 a

a
xx

a
i π=−

-
∫
a

dx
a
x

0

2 ]sin π

 

   ＝0+
∫ =
a idxih

0

2
1 22

=ψ
 

四项各 5分 
5、（i），（ii）各 10 分 

（i）s＝0，为玻色子，体系波函数应交换对称。 

),( 21

→→

rrψ 有： )( 1

→

raψ
→

)( 2raψ ， )( 1

→

rbψ
→

)( 2rbψ ， )( 1

→

rcψ
→

)( 2rcψ ， 

               
)]()()()([

2
1

2121

→→→→

+ rrrr abba ψψψψ
 

                a      c         c      a 
                b      c         c      b 
共 6 种。 

（ii）s＝ 2
1
，单粒子态共 6种： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

aψ
，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

aψ
，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

bψ
，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

bψ
，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

cψ
，

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

cψ
。 

任取两个，可构成体系（交换）反对称态，如 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ →→→→

2
2

1
1

2
2

1
1 0

1
)(

0
1

)(
0
1

)(
0
1

)(
2

1 rrrr abba ψψψψ
 

＝
[

2
1

)()( 21

→→

rr ba ψψ - )]()( 21

→→

rr ab ψψ 21 0
1

0
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

 

体系态共有 152
6 =C 种 

或： aψ ， bψ ， cψ 三种轨道态任取两个，可构成一种轨道对称态
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rr ab ψψ ，前者应与自旋单态 x00相乘，而构成体系反对
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称态，共 3种。后者应与自旋三重态 x11， x10 ，x1-1相乘而构成体系反对称态，
共 3×3＝9 种。 

但轨道对称态还有 )( 1

→

raψ
→

)( 2raψ 型，共 3种型，各与自旋单态配合，共 3种体
系态，故体系态共 3+3+9＝15 种。 
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