
习题 1.2 
1．

dx
dy

=2xy,并满足初始条件：x=0,y=1 的特解。 

解：
y

dy
=2xdx   两边积分有：ln|y|=x +c 2

y=e +e =cex 另外 y=0 也是原方程的解，c=0 时，y=0 
2x c 2

原方程的通解为 y= cex ,x=0 y=1 时 c=1 2

特解为 y= e . 
2x

 

2. y dx+(x+1)dy=0 并求满足初始条件：x=0,y=1 的特解。 2

 解：y dx=-(x+1)dy    2
2y

dy
dy=-

1
1
+x

dx 

两边积分: -
y
1

=-ln|x+1|+ln|c|   y=
|)1(|ln

1
+xc

 

另外 y=0,x=-1 也是原方程的解    x=0,y=1 时 c=e 

特解：y=
|)1(|ln

1
+xc

 

3．
dx
dy

=
yxxy

y
3

21
+
+

 

   解：原方程为：
dx
dy

=
y
y 21+

3

1
xx +

 

y
y 21+

dy= 3

1
xx +

dx  

两边积分：x(1+x )(1+y )=cx  2 2 2

4. (1+x)ydx+(1-y)xdy=0 

  解：原方程为： 
y

y−1
dy=-

x
x 1+

dx 

两边积分：ln|xy|+x-y=c 
另外 x=0,y=0 也是原方程的解。 

5．（y+x）dy+(x-y)dx=0 



  解：原方程为： 
       

dx
dy

=-
yx
yx

+
−

 

令
x
y

=u  则
dx
dy

=u+x
dx
du

 代入有： 

-
1

1
2 +
+

u
u

du=
x
1

dx 

ln(u +1)x =c-2arctgu 2 2

即 ln(y +x )=c-2arctg2 2
2x
y

. 

6. x
dx
dy

-y+ 22 yx − =0 

  解：原方程为： 
dx
dy

=
x
y

+
x
x ||

- 2)(1
x
y

−  

则令
x
y

=u   
dx
dy

=u+ x
dx
du

 

21
1

u−
 du=sgnx 

x
1

dx 

arcsin
x
y

=sgnx ln|x|+c 

7. tgydx-ctgxdy=0 

  解:原方程为：
tgy
dy

=
ctgx
dx

 

两边积分：ln|siny|=-ln|cosx|-ln|c| 

siny=
xc cos

1
=

x
c

cos
  另外 y=0 也是原方程的解，而 c=0 时，y=0. 

所以原方程的通解为 sinycosx=c. 

8 
dx
dy

+
y

e xy 32 +

=0 

  解：原方程为：
dx
dy

=
y

e y2

e  x3

2 e -3e =c. x3 2y−

9.x(lnx-lny)dy-ydx=0 

  解：原方程为：
dx
dy

=
x
y

ln
x
y

 



令
x
y

=u ,则
dx
dy

=u+ x
dx
du

 

 

u+ x
dx
du

=ulnu 

ln(lnu-1)=-ln|cx| 

1+ln
x
y

=cy. 

10. 
dx
dy

=e  yx−

  解：原方程为：
dx
dy

=e e  x y−

e =ce  y x

11 
dx
dy

=(x+y)  2

   解：令 x+y=u,则
dx
dy

=
dx
du

-1 

dx
du

-1=u  2

21
1
u+

du=dx 

arctgu=x+c 
arctg(x+y)=x+c 

12. 
dx
dy

= 2)(
1
yx +

 

解：令 x+y=u,则
dx
dy

=
dx
du

-1 

    
dx
du

-1= 2

1
u

 

  u-arctgu=x+c 
  y-arctg(x+y)=c. 

13. 
dx
dy

=
12
12

+−
+−

yx
yx

 

解: 原方程为：（x-2y+1）dy=(2x-y+1)dx 
    xdy+ydx-(2y-1)dy-(2x+1)dx=0 
    dxy-d(y 2 -y)-dx +x=c 2

    xy-y 2 +y-x -x=c 2

14: 
dx
dy

=
2
5

−−
+−

yx
yx

 

解：原方程为：（x-y-2）dy=(x-y+5)dx 
    xdy+ydx-(y+2)dy-(x+5)dx=0 



    dxy-d(
2
1

y 2 +2y)-d(
2
1

x +5x)=0 2

    y 2 +4y+x +10x-2xy=c. 2

15: 
dx
dy

=(x+1) +(4y+1) +8xy  2 2 1+

   解：原方程为：
dx
dy

=（x+4y） +3 2

令 x+4y=u 则
dx
dy

=
4
1

dx
du

-
4
1

 

4
1

dx
du

-
4
1

=u +3 2

dx
du

=4 u +13 2

u=
2
3

tg(6x+c)-1 

tg(6x+c)=
3
2

(x+4y+1). 

16:证明方程
y
x

dx
dy

=f(xy),经变换 xy=u 可化为变量分离方程，并由此求下列方程： 

1） y(1+x y )dx=xdy 2 2

2） 
y
x

dx
dy

= 22

22

x-2
 y x2

y
+

 

   证明： 令 xy=u,则 x
dx
dy

+y=
dx
du

 

          则
dx
dy

=
x
1

dx
du

- 2x
u

，有： 

          
u
x

dx
du

=f(u)+1 

          
)1)((

1
+ufu

du=
x
1

dx 

        所以原方程可化为变量分离方程。 

1） 令 xy=u  则
dx
dy

=
x
1

dx
du

- 2x
u

      (1) 

原方程可化为：
dx
dy

=
x
y

[1+（xy） ]    (2) 2

将 1 代入 2 式有：
x
1

dx
du

- 2x
u

=
x
u

(1+u ) 2

u= 22 +u +cx 

17.求一曲线，使它的切线坐标轴间的部分初切点分成相等的部分。 
解：设（x +y ）为所求曲线上任意一点，则切线方程为：y=y’(x- x )+ y  



    则与 x 轴，y 轴交点分别为： 

    x= x 0  - 
'
0

y
y

    y= y 0  - x 0  y’ 

    则    x=2 x 0  = x  - 0 '
0

y
y

    所以 xy=c 

18.求曲线上任意一点切线与该点的向径夹角为 0 的曲线方程，其中α  =
4
π

 。 

解：由题意得：y’=
x
y

     
y
1

dy=
x
1

 dx 

    ln|y|=ln|xc|    y=cx. 

 α  =
4
π

      则 y=tgα x    所以 c=1   y=x. 

19.证明曲线上的切线的斜率与切点的横坐标成正比的曲线是抛物线。 
   证明：设(x,y)为所求曲线上的任意一点，则 y’=kx 

         则：y=kx  +c 即为所求。 2

                                   



 



常微分方程习题 2.1 
 
1. xy

dx
dy 2= ,并求满足初始条件：x=0,y=1 的特解. 

       解：对原式进行变量分离得 

。故它的特解为

代入得把即两边同时积分得：

e

ex
xyc

yxxcycyxdxdy
y
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2
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1,0,ln,21 2
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,0)1(.2
2

=++ dyxdxy 并求满足初始条件：x=0,y=1 的特解. 

解：对原式进行变量分离得： 

。

故特解是时，代入式子得。当时显然也是原方程的解当

即时，两边同时积分得；当
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  解：原式可化为： 
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xxyxy
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y
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x
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dy

222

22222

32

2

3

2

)1(1

)1)(1(),0(ln1ln
2
1ln1ln

2
1

1

1
,0

111

=++

=++≠++−=+

+
=

+
≠

+
•

+
=

+

）故原方程的解为（

即两边积分得

故分离变量得显然
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两边积分

解：变量分离

：

。代回原变量得：

则有：令

解：方程可变为：

解：变量分离，得

两边积分得：

解：变量分离，得：

：

也是方程的解。另外，

代回原来变量，得

两边积分得：

分离变量得：

则原方程化为：解：令

：

。两边积分得：

变量分离，得：则

令解：
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代回变量得：

两边积分变量分离得：

原方程可变为：

则解：令

两边积分得：

解：变量分离，

 

12． 2)(
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解 
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t
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，代回变量，两边积分变量分离

，原方程可变为，则令

 

变量分离

，则方程可化为：令

则有令

的解为解：方程组
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原方程的解。

，是，两边积分得分离变量

，，所以求导得，则关于令

解：方程化为
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u
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解： ，则原方程化为，，令 uy
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的解为

时。故原方程包含在通解中当或，又因为即（

，两边积分的（时，变量分离当

是方程的解。或）方程的解。即是（或，得当

，，，，所以，则

 

17. 
yyyx

xxyx
dx
dy

−+
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解：原方程化为
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z
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当

当

是原方程的解或的解。得，是方程时，，即 22222 2)2(1022 xyxytt −=−=±==−
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tt 52222
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≠− 两边积分的时，，分离变量得  

另外 

cxyxyxyxy 522222222 )2(2 +−=+−=−= 原方程的解为，包含在其通解中，故，或   



，这也就是方程的解。，两边积分得分离变量得

，则原方程化为令解

）（

并由此求解下列方程可化为变量分离方程，经变换证明方程
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dx
duuxy(2)   

0.x,c
2

故原方程的解为原

也包含在此通解中。0y,c
2

即,c
2

两边同时积分得：

dx
x
1

2u
du

变量分离得：),(2u
x
1

dx
du

则方程化为u,xy令

1
dx
dy

y
x

时，方程化为0sxy是原方程的解，当0y或0x当:(1)解

程。故此方程为此方程为变

u)(uf(u)
x
11)(f(u)

x
u

1)y(f(u)dx
duf(u),1

dx
du

y
1

得：

y
dx
du

dx
dyx所以,

dx
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dyxy求导导得x关于u,xy证明：因为

2
2).2(

)1(.1

)(18.

222

22

2

2
22

2

2
22

2

4
2

2

3
3

22

22

22

22

xyx
y

xyx
y

xu
u

uu

yx

 

 

19. 已知 f(x) ∫ . ≠=
x

xfxdtxf
0

)(,0,1)( 的一般表达式试求函数

解：设 f(x)=y, 则原方程化为 ∫ =
x

y
dtxf

0

1)(  两边求导得
'1

2 y
y

y −=
 

cx
y

y
cx

dyy
dx

dx
dyy

+
±==+−==−

2
1;;;;;1

2
1;;;;;;;;;;;;1;;;;;;;;;; 23

3 所以两边积分得

代入把
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y
+

±=
2

1
∫ =
x
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dtxf

0

1)(  
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yccxccxcxdt

ct

x

2
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± ∫ 所以得

 

 

20.求具有性质  x(t+s)=
)()(1
)()(
sxtx
sxtx

−
+

的函数 x(t),已知 x’(0)存在。 

解：令 t=s=0   x(0)=
)0(1

)0()0(
x

xx
−
+ =

)0()0(1
)0(2
xx

x
−

 若 x(0)≠ 0 得 x =-1 矛盾。 2

所以 x(0)=0. x’(t)= )(1)(0('
)()(1[

))(1)((lim)()(lim 2
2

txx
txtxt

txtx
t

txttx
+=

Δ−Δ
+Δ

=
Δ

−Δ+ ) 

))(1)(0(')( 2 txx
dt

tdx
+=     dtx

tx
tdx )0('

)(1
)(

2 =
+

  两 边 积 分 得 arctg 

x(t)=x’(0)t+c  所以 x(t)=tg[x’(0)t+c] 当 t=0 时  x(0)=0  故 c=0 所以 

x(t)=tg[x’(0)t] 
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习题 2.2 

求下列方程的解 

1．
dx
dy

=  xy sin+

解：  y=e (∫ dx

∫ xsin e ∫− dx
cdx + ) 

=e [-x

2
1

e ( )+c] x− xx cossin +

=c e -x

2
1

 ( )是原方程的解。 xx cossin +

2．
dt
dx

+3x=e  t2

为解：原方程可化 ：
dt
dx

=-3x+e  t2

所以：x=e  ( ∫ e  e −∫ − dt3 t2 ∫ − dt3
cdt + )      

       =e  (t3−

5
1

e +c) t5

       =c e +t3−

5
1

e   是原方程的解。 t2

3．
dt
ds

=-s +tcos
2
1 t2sin  

解：s=e (∫ − tdtcos
t2sin

2
1
∫ e dt

dt∫ 3
c+  ) 

=e ( ) tsin− ∫ + cdttet tsincossin

= e ( ) tsin− cete tt +− sinsinsin

=    是原方程的解。 1sinsin −+− tce t

4．
dx
dy nx xey

n
x

=−   ，   n 为 数常 . 

为解：原方程可化 ：
dx
dy nx xey

n
x

+=  

                  )( cdxexeey
dx

x
n

nxdx
x
n

+∫∫= ∫
−

 

                     是原方程的解. )( cex xn +=

 



5．
dx
dy

+ 121
2 −

− y
x

x
=  0

为解：原方程可化 ：
dx
dy

=- 121
2 +

− y
x

x
 

                  
∫=

− dx
x
x

ey 2
12

( cdxe
dx

x
x

+∫
−

2
21

) 

)
2
1(ln 2 +

=
x

e )(
1ln 2

∫ +
−−

cdxe x
x

 

= )1(
1

2 xcex +   是原方程的解. 

6． 
dx
dy

2

34

xy
xx +

=  

解：
dx
dy

2

34

xy
xx +

=  

       = 2

3

y
x

+
x
y

 

令
x
y u=    则  uxy =    

dx
dy

=u
dx
dux+  

因此：
dx
duxu + = 2u

x
 

          2

1
udx

du
=  

           dxduu =2

          cxu +=3

3
1

 

             （*） cxxu +=− 33

  将
x
y u= 带入  （*）中   得： 是原方程的解. 343 3 cxxy =−
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( )

2

27. ( 1)
1
2 ( 1)

1
2( ) , ( ) ( 1)

1

( 1)

( ( ) )

1
( 1)

dxP x dx x

P x dx

dy y x
dx x

dy y x
dx x

P x Q x x
x

e e x

e Q x dx c

x

+

−

− = +
+

= + +
+

= = +
+

∫∫ = = +

∫ ∫ +

+

∫

∫

P(x)dx

2 3

2

解：

方程的通解为：

             y=e

              =(x+1)( *(x+1)dx+c)

              =(x+1)( (x+

2

3

2

2

1

( 1)( )
2

1

1 , ( )

( ( ) )

dy
y

x c

dy y
dx x y
dx x y
dy y y

Q y y
y

e y

Q y dy c
−

+
+

+

= = +

=

∫∫ = =

∫ ∫ +

∫

∫

2

2 4

3

P(y)dy

P(y)dy P(y)dy

1)dx+c)      

              =(x+1)

  即：2y=c(x+1) +(x+1)为方程的通解。

 8.  =

x+y
解：

则P(y)=

     e

方程的通解为：

             x=e e

     2

3

3

1 * )

2

2

y dy c
y

y cy

y

+

+

∫         =y(

              =

即 x=  +cy是方程的通解 ，且y=0也是方程的解。 



( )

( ) ( )

19. ,

1) , ( )

( ( )

0

1

a dxP x dx ax

P x dx P x dx

a
a

dy ay x a
dx x x

a xP x Q x
x x

e e x

e e Q x dx

a

a

−

+
= +

+
= =

∫∫ = =

∫ ∫ )c+

=

=

∫

为常数

解：（

方程的通解为： y=

1 x+1
                =x ( dx+c)  

x x

       当 时，方程的通解为

                  y=x+ln/x/+c      

       当 时，方程

0 1a

a a

≠

a

的通解为

                  y=cx+xln/x/-1

       当 ，时，方程的通解为

x 1
                  y=cx + -  

1-

                    

     

 

3

3

3

1
( )

( ) ( )

3

10.

1

1( ) , ( )

1

( ( ) )

( * )

dxP x dx x

P x dx P x dx

dyx y x
dx

dy y x
dx x

P x Q x x
x

e e
x

e e Q x dx c

x x dx c

c
x

c
x

−

−

+ =

= − +

= − =

∫∫ = =

∫ ∫ +

+

+

+

∫

∫
3

3

解：

方程的通解为：　　 

            y=

1
             =

x

x
             =

4

x
方程的通解为：　y=

4  



( )

( ) ( )

2

2

3 3

3 3

2 3
3

2 3

2

3

3

2

3

11.

2( )

2( )

( ) 2 , ( ) 2

( ( ) )

( ( 2 )

p x xdx x

p x p x

x

dy xy x y
dx

xy x y
dx

xy x
y dx

xy x
dx
y z

dz xz x
dx
P x x Q x x

e dx e e

e dx e dxQ x dx c

e x

−

−

−

−

−

+ =

= − +

= − +

= − − +

=

= − − +

= = −

∫ ∫= =

∫ ∫ +

−

∫
∫

2

3

-2

x

dy
解：

两边除以y

dy

dy

令

方程的通解为：

            z= 

             =e

2

22

)

1

1) 1, 0

x

x

dx c

ce

y ce y

+

+ +

+ + = =

2

2

             =x

故方程的通解为： (x 且 也是方程的解。

 



2

2

2

1

2

1 1

1

( ) ( )

2 2
2

ln 112.( ln 2)
4 2 4

ln 2

ln 2

ln 2

2 ln

2 ln( ) , ( )

( ( ) )

ln 1( ( ) ) (

P x dx P x dx

dx dx
x x

c xy x ydx xdy x

dy x yy
dx x x

y
dy x y

y dx x x
dy x y
dx x x

y z
dz xz
dx x x

xP x Q x
x x

z e e Q x dx c

xz e e dx c x
x

−

− −

−

−

−

− = + +

= −

= −

= −

=

= −

= = −

∫ ∫= +

∫ ∫= − + =

∫

∫

解：

   两边除以

  令

方程的通解为：

2

2

2

ln( ) )

ln 1
4 2 4

ln 1: ( ) 1,
4 2 4

x dx c
x x

c xx

c xy x

− +

= + +

+ + =

∫

方程的通解为 且y=0也是解。

 

13 

2

2

2 (2 )
2 1

2 2

xydy y x dx
dy y x y
dx xy x y

= −

−
= = −

 

这是 n=-1 时的伯努利方程。 

两边同除以
1
y

， 

2 1
2

dy yy
dx x

= −  

令 2y z=     2dz dyy
dx dx

=  

22 21 1dz y z
dx x x

= − = −  



P(x)=
2
x

    Q(x)=-1 

阶线由一 性方程的求解公式 

2 2

( )
dx dx

x xz e e dx
−∫ ∫= − +∫ c  

  = 2x x c+  

2 2y x x c= +  

14  2

3ydy e x
dx x

+
=  

两边同乘以 ye    
2

2

( ) 3y y
y dy e xee

dx x
+

=  

令     ye = z ydz dye
dx dx

=  

2 2

2

3 3dz z xz z z
dx x x x

+
= = + 2    这是 n=2 时的伯努利方程。 

两边同除以     2z 2 2

1 3dz
z dx xz x

= +
1

   令
1 T
z
=  

2

1dT dz
dx z dx

= −     2

3 1dT T
dx x x

−
= +  

P（x）=
3
x
−

    Q(x)= 2

1
x
−

 

阶线由一 性方程的求解公式 

3 3

2

1( )
dx dx

x xT e e dx c
x

− −∫ ∫= +∫  

  = 3 21( )
2

x x c− − +  

  = 1 31
2

x cx− −− +  

1 31( )
2

z x cx− −− + =1 

1 31( )
2

ye x cx− −− + =1 

2 31
2

y yx e ce x− + =  

2 31
2

yx x e c−+ =  



 

15  3 3

1dy
dx xy x y

=
+

 

   3 3dx yx y x
dy

= +  

这是 n=3 时的伯努利方程。 

两边同除以 3x      3
3 2

1 dx y y
x dy x

= +  

  令 2x z− =     32dz dxx
dy dy

−= −  

  3
2

2 2dz y y
dy x

= − − = 32 2yz y− −    P(y)=-2y    Q(y)= 32y−  

  阶线由一 性方程的求解公式 

  
2 23( 2

ydy ydy
)z e y e dy

− − −∫ ∫= −∫ c+

)c

1

 

=  
2 23( 2y ye y e dy− − +∫

=  
22 1 yy ce−− + +

22 2( 1 )yx y ce−− + + =  

2y2 22 2( 1 )y yx e y ce e−− + + =  

2 2 2 2(1 )ye x x y c− + = 2x  

 

 

16  y= +  xe
0

( )
x
y t dt∫
( )xdy e y x

dx
= +  

xdy y e
dx

= +  

P(x)=1    Q(x)=    阶线由一 性方程的求解公式 xe



1 1
( )

dx dxxy e e e dx c
−∫ ∫= +∫  

  =  ( )x x xe e e dx c− +∫

  =  ( )xe x c+

0
( ) ( )

xx x xe x c e e x c dx+ = + +∫  

c=1 

y=  ( )xe x c+

17 设 数函 ϕ (t) 于 ∞ <t<− + 连 续∞ 上 ， 'ϕ (0) 满 关存 在 且 足 系 式

ϕ (t+s)=ϕ (t)ϕ (s) 

试 数求此函 。 

令 t=s=0  得ϕ (0+0)=ϕ (0)ϕ (0)  即ϕ (0)=   故2(0)ϕ (0) 0ϕ = 或 (0) 1ϕ =  

（1） 当 (0) 0ϕ = 时    ( ) ( 0) ( ) (0)t t tϕ ϕ ϕ ϕ= + =   即 ( ) 0tϕ =    

(t∀ ∈ −∞, ∞) +

 (2)   当 (0) 1ϕ = 时    '

0

( ) ( )( ) lim
t

t t tt
t

ϕ ϕϕ
Δ →

+ Δ −
=

Δ
=

0

( ) ( ) ( )lim
t

t t t
t

ϕ ϕ ϕ
Δ →

Δ −
Δ

 

                          

=
0

( )( ( ) 1)lim
t

t t
t

ϕ ϕ
Δ →

Δ −
Δ

=
0

( 0) (0) ( )lim
t

t t
t

ϕ ϕ ϕ
Δ →

Δ + −
Δ

 

                          = ' (0) ( )tϕ ϕ  

于是 ' (0) ( )d t
dt
ϕ ϕ ϕ=   变量分离得 ' (0)d dtϕ ϕ

ϕ
=   积分   

' (0)tceϕϕ =

由于 (0) 1ϕ = ，即 t=0 时 1ϕ =     1= c=1 0ce ⇒

故  
' (0)( ) tt eϕϕ =

  20.试证： 

   （1 阶 齐线）一 非 性方程（2 .28 两 为 应 齐线）的任 解之差必 相 的 性方程（2.3）



之解； 

   （2）若 是（2.3）的非零解，而( )y y x= ( )y y x= 是（2.28 则）的解， 方程（2.28）

为的通解可表 ( ) ( )y cy x y x= + ，其中c为 数任意常 . 

（3）方程（2.3 数 两）任一解的常 倍或任 解之和（或差）仍是方程（2.3）

的解. 

证明： ( ) ( )dy P x y Q x
dx

= +          （2.28） 

( )dy P x y
dx

=             （2.3） 

（1） 设 1y ， 2y 是（2.28 两个）的任意 解 

则    1
1( ) ( )dy P x y Q x

dx
= +      （1） 

2
2( ) ( )dy P x y Q x

dx
= +      （2） 

（1）-（2）得 

     
( )1 2

1 2( )( )
d y y

P x y y
dx
−

= −  

即 1 2y y y= − 满是 足方程（2.3） 

题所以，命 成立。 

（2） 题由 意得： 

( ) ( )dy x P x y
dx

=                （3） 

( ) ( ) ( ) ( )d y x P x y x Q x
dx

= +         （4） 

1 证）先 y cy y= + 是（2.28 个）的一 解。 

于是   得 ( ) ( )3 4c× +

( ) ( ) ( )cdy d y cP x y P x y Q x
dx dx

+ = + +  



( ) ( )( ) ( )d cy y P x cy y Q x
dx
+

= + +  

故 y cy y= + 是（2.28 个）的一 解。 

2 现证） 方程（4 写）的任一解都可 成 cy y+ 的形式 

设 1y 是(2.28) 个的一 解 

则      1
1( ) ( )dy P x y Q x

dx
= +          （4’） 

于是 （4’）-（4）得 

1
1

( ) ( )( )d y y P x y y
dx
−

= −  

从而   
( )

1
P x dx

y y ce cy∫− = =

即      1y y c= + y

题所以，命 成立。 

（3） 设 3y ， 4y 是（2.3 两个）的任意 解 

则     3
3( )dy P x y

dx
=             （5） 

4
4( )dy P x y

dx
=             （6） 

于是（5） 得     c× 3
3( )cdy cP x y

dx
=  

即     3
3

( ) ( )( )d cy P x cy
dx

=      其中c为 数任意常  

也就是 3y cy= 满足方程（2.3） 

（5）± （6）得 

  3 4
3 4( ) ( )dy dy P x y P x y

dx dx
± = ±  

即 3 4
3 4

( ) ( )( )d y y P x y y
dx
±

= ±  

也就是 3 4y y y= ± 满足方程（2.3） 

题所以命 成立。 



21.试 别 质 线 满 并建立分 具有下列性 的曲 所 足的微分方程 求解。 

（5） 线 线 纵 横 标曲 上任一点的切 的 截距等于切点 坐 的平方； 

（6） 线曲 上任 线 纵 横 标 纵 标 项一点的切 的 截距是切点 坐 和 坐 的等差中 ； 

解：设 为 线 则过曲 上的任一点，( , )p x y p 线 线 为点曲 的切 方程  

'( )Y y y X x− = −  

从 线与两 标轴 标为而此切 坐 的交点坐 ( ,0), (0,
'

y ')x y xy
y

− −  

即 横 为截距  
'

yx
y

− ， 

   纵 为截距  。 'y xy−

题由 意得： 

（5）  2'y xy x− =  

变 为方程 形  

       2dyx y x
dx

= −  

       
1dy y x

dx x
= −  

于是   
1 1( )

( ( ) )
dx dx

x xy e x e dx c
−∫ ∫= − +∫  

        ln ln( ( ) )x xe x e dx−= − +∫ c  

        
1

( ( ) )x x x dx c
−

= − +∫  

        
1( ( ) )x x dx c
x

= − +∫  

        ( )x x c= − +  

        2x cx= − +  

为所以，方程的通解 2y x c= − + x 。 

（6） '
2

x yy xy +
− =  



变 为方程 形    

        
2 2

dy y xx
dx

= −  

        
1 1
2 2

dy y
dx x

= −  

于是    
1 1( )
2 21( ( ) )

2
dx dx

x xy e e d
−∫ ∫ x c= − +∫  

         
1 1ln ln
2 21( ( ) )

2
x x

e e dx
−

c= − +∫  

         

1
1 2
2

1( ( ) )
2

x x dx c
−

= − +∫  

         
1 1
2 21( ( ) )

2
x x dx c

−
= − +∫  

         
1 1
2 2( )x x c= − +  

         
1
2x cx= − +  

为所以，方程的通解
1
2y x cx= − + 。 

22．求解下列方程。 

（1）  0')1( 2 =+−− xyyx

解：
1

1
1
1' 22 −

−
−
−

=
x

y
x
xyy  

    )
1

1( 1
2

1 22

∫ +∫
−

−∫= −
−

− ce
x

ey
dx

x
xdx

x
x

 

      = ]
/1/

1
1

1[/1/
2
1

2
2

2
1

2 cdx
x

x
x +

−
−

−− ∫     

      = ]
/1/

[/1/
2
3

2

2
1

2 c
x

dxx +
−

−− ∫  

      =c xx +− /1/ 2  

   

  （2） ' 3sin cos sin 0y x x y x− − =  



2sin
sin cos cos

dy y x
dx x x x

= +  

P(x)=
1

sin cosx x
    Q(x)=

2sin
cos

x
x

 

阶线由一 性方程的求解公式 

1 12
sin cos sin cossin( )

cos
dx dx

x x x xxy e e
x

−∫ ∫= +∫ dx c  

  =
sin ( sin )
cos

x xdx c
x

+∫  

  =
sin ( cos )
cos

x x c
x
− +  

  =  sintgxc x−

 

 



习题 2.3 

1、验证下列方程是恰当方程，并求出方程的解。 

1.   0)2()( 2 =−++ dyyxdxyx

解：   1=
∂
∂

y
M

，
x
N
∂
∂

=1 . 

则
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

 

所以此方程是恰当方程。 

凑微分，  0)(22 =++− xdyydxydydxx

得 ： Cyxyx =−+ 23

3
1

 

2．   0)4()3( 2 =−−− dyxydxxy

解：    1=
∂
∂

y
M

， 1=
∂
∂

x
N

 . 

则
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

 . 

所以此方程为恰当方程。 

凑微分，  043 2 =−−+ ydydxxxdyydx

得   Cyxyx =+− 23 2

3．   0]
)(

1[]1
)(

[ 2

2

2

2

=
−

−+−
−

dy
yx

x
y

dx
xyx

y
 

解：     34

22

)(
2

)(
)1)((2)(2

yx
xy

yx
yxyyxy

y
M

−
=

−
−−−−

=
∂
∂

 

34

22

)(
2

)(
)(2)(2

yx
xy

yx
yxxyxx

x
N

−
=

−
−−−

−=
∂
∂

 

则
y
N

x
M

∂
∂

=
∂
∂

 . 



因此此方程是恰当方程。 

xyx
y

x
u 1

)( 2

2

−
−

=
∂
∂

                                  （1） 

2

2

)(
1

yx
x

yy
u

−
−=

∂
∂

                                  （2） 

对（1）做 x的积分，则 )(1
)( 2

2

ydx
x

dx
yx

yu ϕ+−
−

= ∫∫  

= −
−

−
yx

y 2

)(ln yx ϕ+         （3） 

对（3）做 的积分，则y
dy

yd
yx

yyxy
y
u )(

)(
2)()1(

2

2 ϕ
+

−
−+−−

−=
∂
∂

 

=
dy

yd
yx

yxy )(
)(

2
2

2 ϕ
+

−
+−

 

= 2

2

)(
1

yx
x

y −
−  

则 11
)(

21
)(

2
)(

1)(
2

22

2

2

2

2

−=
−

+−
−=

−
−

−
−

−=
yyx

yxyx
yyx

xyy
yx

x
ydy

ydϕ
 

yydy
y

y −=−= ∫ ln)11()(ϕ  

yx
xy

x
y

yx
yxyy

x
yyyx

yx
yu

−
−=

−
−+

−=−+−
−

−= lnlnlnln
222

 

故此方程的通解为 C
yx

xy
x
y

=
−

+ln  

4、   0)2(3)23(2 2232 =+++ dyyyxdxxxy

解：   xy
y
M 12=
∂
∂

， xy
x
N 12=
∂
∂

 . 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂

 . 

则此方程为恰当方程。 



凑微分，  03646 2232 =+++ dyyydyxdxxdxxy

0)()()(3 3422 =++ xdxdyxd  

得 ：  Cyyxx =++ 3224 3

5.(
y
1 sin

y
x - 2x

y cos
x
y +1)dx+(

x
1  cos

x
y - 2y

x  sin
y
x + 2

1
y

)dy=0 

解：  M=
y
1 sin

y
x - 2x

y cos
x
y +1    N=

x
1  cos

x
y - 2y

x  sin
y
x + 2

1
y

 

y
M
∂
∂ =- 2

1
y

 sin
y
x - 3y

x cos
y
x - 2

1
x

 cos
x
y + 3x

y sin
x
y  

x
N
∂
∂ =- 2

1
y

 sin
y
x - 3y

x cos
y
x - 2

1
x

 cos
x
y + 3x

y sin
x
y  

所以，
y
M
∂
∂ =

x
N
∂
∂

，故原方程为恰当方程 

因为
y
1 sin

y
x dx- 2x

y cos
x
y dx+dx+

x
1  cos

x
y dy- 2y

x  sin
y
x dy+ 2

1
y

dy=0 

d(-cos
y
x )+d (sin

x
y )+dx+d(-

y
1 )=0 

所以，d(sin
x
y -cos

y
x +x -

y
1 )=0 

故所求的解为 sin
x
y -cos

y
x +x -

y
1 =C 

求下列方程的解： 

6．2x(y -1)dx+ dy=0 2xe
2xe

解：
y
M
∂
∂ =  2x   ,     2xe

x
N
∂
∂ =2x  2xe

所以，
y
M
∂
∂ =

x
N
∂
∂

，故原方程为恰当方程 

又 2xy dx-2xdx+ dy=0 2xe
2xe



所以，d(y -x )=0 2xe 2

故所求的解为 y -x =C 2xe 2

7.(e +3y )dx+2xydy=0 x 2

解：e dx+3y dx+2xydy=0 x 2

e x dx+3x y dx+2x ydy=0 x 2 2 2 3

所以，d e ( x -2x+2)+d( x y )=0 x 2 3 2

即 d [e ( x -2x+2)+ x 3 y ]=0 x 2 2

故方程的解为 e ( x -2x+2)+ x y =C x 2 3 2

8. 2xydx+( x +1)dy=0 2

解：2xydx+ x dy+dy=0 2

d( x y)+dy=0 2

即 d(x y+y)=0 2

故方程的解为 x y+y=C 2

9、 ( )dxyxxdyydx 22 +=−  

解：两边同除以  得22 yx + dx
yx
xdyydx

=
+
−

22  

即， dx
y
xarctgd =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

故方程的通解为 cx
y
xtg +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
arg  

10、 ( ) 03 =+− dyyxydx  

解：方程可化为： ydy
y

xdyydx
=

−
2  

即， ydy
y
xd =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  



故方程的通解为： cy
y
x

+= 2

2
1  即： ( )cyyx += 22  

同时，y=0 也是方程的解。 

11、  ( ) 01 =+−− xdydxxyy

解：方程可化为： ( )dxxyxdyydx +=+ 1  

( ) ( )dxxyxyd += 1   即：
( ) dx

xy
xyd

=
+1

 

故方程的通解为： cxxy +=+1ln  

12、 ( ) 02 =−− xdydxxy  

解：方程可化为： dx
x

xdyydx
=

−
2  

dx
x
yd =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−  

故方程的通解为 ： xc
x
y

−=  即： ( )xcxy −=  

13、 ( )  02 =++ xdydxyx

解：这里  ，xNyxM =+= ,2
x
N

y
M

∂
∂

≠
∂
∂  

xN
x
N

y
M

1
=

∂
∂

−
∂
∂

     方程有积分因子 xe
dx

x =∫=
1

μ  

两边乘以 μ得：方程 是恰当方程 ( ) 02 2 =++ dyxdxyxx

故方程的通解为： ( ) ( ) cdydxxyx
y

xdxxyx =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

−++ ∫ ∫∫ 22 222  

cyxx
=+ 3

3

3
 

即：  cyxx =+ 23 3

14、 ( ) ( )[ ] ( ) 0cossincos =+++++ dyyxxdxyxyxx  



解：这里 ( ) ( ) ( )yxxNyxyxxM +=+++= cos,sincos  

因为 ( ) ( yxxyx
x
N

y
M

+−+=
∂

)∂
=

∂
∂ sincos  

故方程的通解为： 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] cdydxyxyxx
y

yxxdxyxyxx =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

∂
∂

−+++++ ∫ ∫∫ sincoscossincos

        即：  ( ) cyxx =+sin

15、 ( ) ( odyxxxydxxxxy ) =+++ cossinsincos  

解：这里 xxxyNxxxyM cossin,sincos +=−=  
x
N

y
M

∂
∂

≠
∂
∂  

1=
−

∂
∂

−
∂
∂

M
x
N

y
M

 方程有积分因子：    两边乘以ydy
ee =∫=μ μ得： 

方程 ( ) ( ) 0cossinsincos =++− dyxxxyedxxxxye yy 为恰当方程 

故通解为 ： ( ) ( ) cdydxxxxye
y

Ndxxxxye yy =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

−+− ∫ ∫∫ sincossincos  

即： ( ) cxeyxe yy =+− cos1sin  

16、  ( ) ( 05324 3 =+++ xdyydxyxdyydxx )

解：两边同乘以 得： yx 2

( ) ( ) 05324 352423 =+++ ydyxdxyxydyxdxyx  

( ) ( ) 05324 =+ yxdyxd  

故方程的通解为：  cyxyx =+ 5324

17、试导出方程 0),(),( =+ dyYXNdxYXM 具有形为 )(xyμ 和 )( yx +μ 的

积分因子的充要条件。 

解：若方程具有 )( yx +μ 为积分因子， 



x
N

y
M

∂
∂

=
∂

∂ )()( μμ
     （ )( yx +μ 是连续可导） 

x
N

x
N

y
M

y
M

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ μμμμ

 

)(
x
N

y
M

x
N

y
M

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

−
∂
∂ μμμ

 

)1(  令 yxz +=  

dz
d

x
z

dz
d

x
μμμ

=
∂
∂
⋅=

∂
∂

，
dz
d

y
μμ

=
∂
∂

 . 

)(
y
M

x
N

dz
dN

dz
dM

∂
∂

−
∂
∂

=− μμμ
， 

)()(
y
M

x
N

dz
dNM

∂
∂

−
∂
∂

=− μμ
 ， 

NM
y
M

x
N

d
−
∂
∂

−
∂
∂

=
μ
μ

 ，   dzyxdz )( += ϕ  

方程有积分因子 )( yx +μ 的充要条件是：
NM

y
M

x
N

−
∂
∂

−
∂
∂

是 yx + 的函数， 

此时，积分因子为  . ∫=+
dzz

eyx
)(

)(
ϕ

μ

)2(  令 yxz ⋅=  

dz
dy

x
z

dz
d

x
μμμ

=
∂
∂
⋅=

∂
∂

 ，
dz
dx

y
z

dz
d

y
μμμ

⋅=
∂
∂
⋅=

∂
∂

 

)(
y
M

x
N

dz
dNy

dz
dMx

∂
∂

−
∂
∂

=− μμμ
 

)()(
y
M

x
N

dz
dNyMx

∂
∂

−
∂
∂

=− μμ
 

NyMx
y
M

x
N

d
−
∂
∂

−
∂
∂

=
μ
μ

 



此时的积分因子为
∫

= −
∂
∂

−
∂
∂

dz
NyMx

y
M

x
N

exy)(μ  

18. 设 及),( yxf
y
f
∂
∂

连续,试证方程 0),( =− dxyxfdy 为线性方程的充要

条件是它有仅依赖于 x的积分因子. 

证:必要性  若该方程为线性方程,则有 )()( xQyxP
dx
dy

+=  , 

此方程有积分因子 ,∫=
− dxxP

ex
)(

)(μ )(xμ 只与 x有关 . 

充分性  若该方程有只与 x有关的积分因子 )(xμ  . 

则 0),()()( =− dxyxfxdyx μμ 为恰当方程 , 

从而
dx

xd
y

yxfx )()),()(( μμ
=

∂
−∂

 ,
)(
)(

x
x

y
f

μ
μ′

−=
∂
∂

 , 

)()()(
)(
)()(

)(
)( xQyxPxQy

x
xxQdy

x
xf +=+

′
−=+

′
−= ∫ μ

μ
μ
μ

 . 

其中
)(
)()(

x
xxP

μ
μ′

−=  .于是方程可化为 0))()(( =+− dxxQyxPdy  

即方程为一阶线性方程. 

20. 设函数 f(u) ， g(u) 连续、可微且 f(u) ≠ g(u),\ ，试证方程

yf(xy)dx+xg(xy)dy=0 

有积分因子 u=(xy[f(xy)-g(xy)])  1−

证：在方程 yf(xy)dx+xg(xy)dy=0 两边同乘以 u 得： 

uyf(xy)dx+uxg(xy)dy=0 

则
y

uyf
∂
∂ =uf+uy

y
f
∂
∂ +yf

y
u
∂
∂ =

)( gfxy
f
−

+
)( gfxy

y
fy

−
∂
∂

-yf 222 )(

)(

gfyx
y
gxy

y
fxygfx

−
∂
∂

+
∂
∂

+−
 

= 2)( gfxy
y
fgy

y
gyf

−
∂
∂

−
∂
∂

= 2)( gfx
y
xy

xy
fg

y
xy

xy
gf

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

 



= 2)( gf
xy
fg

xy
gf

−
∂
∂

−
∂
∂

 

而
x

uxg
∂
∂ =ug+ux

x
g
∂
∂ +xg

x
u
∂
∂ =

)( gfxy
g
−

+
)( gfxy

x
gx

−
∂
∂

- xg 222 )(

)(

gfyx
x
gxy

x
fxygfy

−
∂
∂

−
∂
∂

+−
 

= 2)( gfxy
x
xy

xy
fxg

x
xy

xy
gxf

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

= 2)( gf
xy
fg

xy
gf

−
∂
∂

−
∂
∂

 

故
y

uyf
∂
∂ =

x
uxg
∂
∂

，所以 u 是方程得一个积分因子 

21．假设方程（2.43）中得函数 M（x,y）N(x,y)满足关系
x
N

y
M

∂
∂

−
∂
∂ = 

Nf(x)-Mg(y),其中 f(x),g(y)分别为 x 和 y 得连续函数，试证方程（2.43） 

有积分因子 u=exp( +∫ dxxf )( ∫ dyyg )( ) 

证明：M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 

即证
x

uN
y

uM
∂

∂
=

∂
∂ )()(

⇔ u
y
M
∂
∂ +M

y
u
∂
∂ =u

x
N
∂
∂ +N

x
u
∂
∂

⇔  

u(
y
M
∂
∂ -

x
N
∂
∂ )=N

x
u
∂
∂ - M

y
u
∂
∂

⇔ u(
y
M
∂
∂ -

x
N
∂
∂ )=Ne f(x) ∫∫ + dyygdxxf )()(

-M e g(y) u(∫∫ + dyygdxxf )()(
⇔

y
M
∂
∂ -

x
N
∂
∂ )=e (Nf(x)-Mg(y)) ∫∫ + dyygdxxf )()(

由已知条件上式恒成立，故原命题得证。 

22、求出伯努利方程的积分因子. 

解：已知伯努利方程为： ( ) ( ) ;, oyyxQyxP
dx
dy n ≠+=  

两边同乘以 ，令 ， ny − nyz −=

( ) ( ) ( ) ( ,11 xQnzxPn
dx
dz

−+−= ) 线性方程有积分因子： 



( ) ( ) ( ) ( )dxxPndxxPn
ee ∫=∫=

−−− 11
μ ，故原方程的积分因子为： 

( ) ( ) ( ) ( )dxxPndxxPn
ee ∫=∫=

−−− 11
μ ，证毕！ 

23、设 ( yx, )μ 是方程 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM 的积分因子，从而求得可微

函数 ， ( yxU , )

使得 ( ).NdyMdxdU += μ 试证 ( )yx,~μ 也是方程 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM 的

积分因子的充要条件是 ( ) ( ),,~ Uyx μϕμ = 其中 ( )tϕ 是 的可微函数。 t

证明：若 ( )uμϕμ =~ ，则

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) NuMu
y
M

y
uMu

y
M

y
Mu

y
M

μϕμϕμ

μϕμϕμμϕμ

′+
∂

∂
=

∂
∂′+

∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂ ~

 

又

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
y
MMuNu

y
M

MuNu
x
N

x
Nu

x
N

∂
∂

=′+
∂

∂
=

′+
∂

∂
=

∂
∂

=
∂

∂

μμϕμϕμ

μϕμϕμμϕμ

~

~

 

即μ~为 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM 的一个积分因子。 

24、设 ( ) ( yxyx ,,, 21 )μμ 是方程 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM 的两个积分因子，且

≠21 μμ 常数，求证 c=21 μμ （任意常数）是方程 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM

的通解。 

证明：因为 21 ,μμ 是方程 ( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM 的积分因子 

所以 oNdyMdx ii =+ μμ   ( )2,1=i  为恰当方程 

即 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M

y
M

x
N i

ii μ
μμ

， 2,1=i  

下面只需证
2

1

μ
μ

的全微分沿方程恒为零 

事实上： 
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⎛
∂
∂

−
∂
∂

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
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⎛
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∂

+
∂
∂
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

x
N

y
M

x
N

y
M

N
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y
M

x
N

y
M

x
N

N
dx

dx
yN

Mdx
x

dx
yN

Mdx
x
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y
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x
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y
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x

d
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μ

μ
μμ

μ
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μ

μ

μμ
μ
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μ

μ
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μ

μμ
μ

μ
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即当 c≠
2

1

μ
μ

时， c=
2

1

μ
μ

是方程的解。证毕！ 

 



习题 2.4 
求解下列方程 

1、  yyx ′+=′ 13

解：令
t

py
dx
dy 1

==′= ，则 23311 ttt
t

x +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ， 

   从而 ( ) ( ) cttcdttcttd
t

cpdxy ++=++=++=+= ∫∫∫ 2
2
3231 223 ， 

   于是求得方程参数形式得通解为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

ctty

ttx

2
2
3 2

23

. 

2、  ( ) 0133 =′−−′ yxy

解：令 txpy
dx
dy

==′= ，则 ( ) ( ) 0133 =−− txxtx ，即
t

t
t

tx 11 2
3

−=
−

= ， 

从而 c
t

td
t

ttcpdxy +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+= ∫∫

11 22  

     ( ) cdt
t

tt +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ 2

3 121  

     cdt
t

tt +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= ∫ 2

4 12  

     c
t

tt ++−=
1

2
1

5
2 25 ， 

于是求得方程参数形式得通解为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++−=

−=

c
t

tty

t
tx

1
2
1

5
2

1

25

2

. 

3、  yeyy ′′= 2

解：令 py
dx
dy

=′= ，则 ， pepy 2=

从而 ( ) cepd
p

x p += ∫ 21  



    ( ) cdpeppe
p

pp ++= ∫ 221  

     =  ( )∫ ++ cdppee pp2

     ， ( ) cep p ++= 1

于是求得方程参数形式的通解为
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

++=
p

p

eyy
cepx

2

1 , 

另外，y=0 也是方程的解. 

4、 ( ) ayy 21 2 =′+ , 为常数 a

解：令 ϕtgy
dx
dy

=′= ，则 ϕ
ϕϕ

2
22 cos2

sec
2

1
2 aa
tg
ay ==

+
= ， 

从而 ( ) cad
tg

cdy
p

x +=+= ∫∫ ϕ
ϕ

2cos211  

      cacda +
+

−=+−= ∫∫ 2
2cos14cos4 2 ϕϕϕ  

      ( ) ca ++−= ϕϕ 2sin2 ， 

于是求得方程参数形式的通解为
( )

⎩
⎨
⎧

=

++−=

ϕ

ϕϕ
2cos2

2sin2
ay

cax
. 

5、 1 =′+ 22 yx

解：令 tpy
dx
dy cos==′= ，则 ttx sincos1 2 =−= ， 

从而  ( ) cttdy += ∫ sincos

      cdttctdt +
+

=+= ∫∫ 2
2cos1cos2  

      ctt ++= 2sin
4
1

2
1

， 

于是求得方程参数形式的通解为
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

=

ctty

tx

2sin
4
1

2
1
sin

. 

6、  ( ) ( 22 21 yyy ′−=−′ )



解：令 ，则yty =′−2 11 −=′− yty ，得
t

ty 1
+= ， 

所以
( )

( ) dt
t

dt
tt

t
t

dtt

t
tt

t
td

yt
dy

y
dydx 222

2

2

2 1
1

1
1

1
12

1

2
−=

−
−

=
−

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−

=
′

=
−

， 

从而 c
t

cdt
t

x +=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∫

11
2 ， 

于是求得方程参数形式的通解为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

t
ty

c
t

x

1

1

， 

因此方程的通解为 cx
cx

y −+
−

=
1 . 



 习题 2.5 

2．   ydyxxdyydx 2=−

解：两边同除以 ，得： 2x

ydy
x

xdyydx
=

−
2  

cy
x
yd +−= 2

2
1

 

即 cy
x
y

=+ 2

2
1

 

4．
xyx

y
dx
dy

−
=  

解：两边同除以 x，得 

   

x
y

x
y

dx
dy

−
=

1
 

     令 u
x
y
=  

      则
dx
duxu

dx
dy

+=  

       即
dx
duxu

dx
dy

+=
u

u
−

=
1

 

得到 ( )2ln
2
11 yc

u
−= ， 

即

2

ln
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ycyx  

另外 0=y 也是方程的解。 

6． ( )  01 =−+ xdyydxxy

    解： 0=+− xydxxdyydx  

      xdx
y

xdyydx
−=

−
2  

        得到 cx
y
xd +−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 2

2
1

 



        即 cx
y
x

=+ 2

2
1

 

        另外 也是方程的解。 0=y

 

8. 3

2

x
y

x
y

dx
dy

+=  

            解：令 u
x
y
=   

则： 21 u
x

u
dx
duxu

dx
dy

+=+=  

     即 21 u
xdx

dux =  

          得到 22 x
dx

u
du

=  

        故 c
xu
+

−
=

− 11
 

           即 2

11
xx

c
y

+=  

            另外 也是方程的解。 0=y

10． 
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

dx
dy

dx
dyx  

            解：令 p
dx
dy

=  

           即
p
px

21+
=  

          而 p
dx
dy

= 故两边积分得到 

          cppy +−= ln
2
1 2  

           因此原方程的解为
p
px

21+
= ， cppy +−= ln

2
1 2 。 

       12. xy xe
dx
dye =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− 1  

           解： yxxe
dx
dy +=+1  



           令  uyx =+  

则 
dx
du

dx
dy

=+1   

  11 −=−= uxe
dx
du

dx
dy

 

  即 xdx
e
du

u =  

   cxe u +=− − 2

2
1

 

  故方程的解为 

    cxe yx =++ 2

2
1

 

14． 1++= yx
dx
dy

 

  解： 令  uyx =++ 1

       则
dx
du

dx
dy

=+1  

     那么 u
dx
du

dx
dy

=−= 1  

       dx
u
du

=
+1

 

      求得： ( ) cxu +=+1ln  

       故方程的解为 ( ) cxyx +=++ 1ln  

       或可写  为   xceyx =++ 1

 16． ( ) ye
dx
dyx −=++ 211  

       解：令   则ue y =− uy ln−=  

         ( ) 1211 −=+− u
dx
du

u
x  

( ) dx
x

du
uu 1

1
12

1
+

−=
−

 

c
xu

u
+

+
=

−
1̀

112
 

即方程的解为 ( ) cxyxe y +=+ 2  

18． ( ) 0124 322 =−+ dyyxdxyx  

 解： 将方程变形后得 
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4
3
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−
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dx
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3

4
1
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yxy
x

yx
yx

dy
dx

−=
−
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 同除以 得：2x 2

3
2

4
1

2 yy
x

dy
dxx −=  

 令   则3xz = 24
3

2
3

yy
z

dy
dz

−=  

  2
3

2

2
3 cyyz +=  

                即原方程的解为 2
3

23

2
3 cyyx +=  

19.X( 04)(2)2 =+− x
dx
dyy

dx
dy

 

解：方程可化为 2y(
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得由解：令

所以方程的解为解：方程可化为

也是解。另外即（所以方程的解为

得两边同除以解：

即所以方程的解为

所以方程有积分因子

解：

所以方程的解为

方程为则解：令

也得另外由（所以方程的解为

，）则解：令

时当时当或

求导得两边对则
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所以方程的解为：

得方程两边同乘所以方程有积分因子解：

（

，所以方程的解为：

得由则解：令

 
  
 

2 3 4
4 6 5

dy x y
dx x y

+ +
=

+ +
27.   

解： 令 ，2 3u x= + y 42 3 2 3
2 5

du dy u
dx dx u

+
= + = +

+
，则 

7 22
2 5

du u
dx u

+
=

+
，                  

2 5
7 22

u du dx
u
+

=
+

， 

9 1 71 =2214 2
7

dx
u

−
+

，  

两边积分得             
22 39ln 2 3 14(3 )
7 2

x y y x c+ + = − +  

即为方程的通解。 

另外， ，即7 22u + = 0 222 3
7

x y+ + = 0 也是方程的解。 

28.  2 2 22 (dy )x y x y y x
dx

− = −  

解： 两边同除以 x，方程可化为： 

                          2 22 ( )dy y xy y x
dx x

= + −  

令
y u
x
= ，则 

                       2 2 2 22 (du )x u u ux u x x
dx

+ = + −  



即                          3 32 ( )du x u u
dx

= − ， 

3
3 2du x dx

u u
=

−
 

31 1 1( )
2( 1) 2( 1)

du x dx
u u u

+ − =
+ −

2  

两边积分得                     
4

2

11 xce
u

−  

即                          
42 2 2 xx y cy e− =  

为方程的解。 

29.  xydy y e
dx x

+ =  

解： 令 ，则 xye = u ln uy
x

= ，   

2

lnx du udy u dx
dx x

−
= ， 

那么                    2 2

1 ln lndu u u u
ux dx x x

− + =  

即                           2

du xdx
u

=  

两边积分得                  21
2

xyx e c−+ =  

即为方程的解。 

30.  
3 3

2 2 5 2

4 2 2
3 6 3

dy x xy x
dx x y y y

− +
=

− +
 

解： 方程可化为   3 3 2 2 5 2(4 2 2 ) (3 6 3 ) 0x xy x dx x y y y dy− + − − + =

4 2 3 2 2 3 6 3( ) ( ) ( )d x x y dx x dy d y y+ − + + − = 0  

两边积分得               4 2 6 3 2 3x x y y x y+ + − − = c

)

0

 

即                        4 6 2 3( 1)( 1x x c x y+ + = + −

为方程的解。 

31.   2 ( ) ( )y xdx ydy x ydx xdy+ + − =

解： 方程可化为         2 3 2 0y xdx y dy xydx x dy+ + − =

两边同除以
2y ，得       2

( ) 0x ydx xdyxdx ydx
y
−

+ + =   



即                         2 21 ( )
2

dxd x y x
dy

0+ + =  

令 cosx ρ θ= ， siny ρ θ= ，则 

                           cos 0d dctgρ ρ ρ θ θ+ =  

即                            2

sin 0
sin
dd θρ ρ

θ
− =  

两边积分得                      
1

sin
cρ

θ
= − +  

将
1

sin y
ρ

θ
= 代入得，              c

y
ρρ = − +  

即                             2 2 2( 1) 2y c yρ + =  

故                        2 2 2 2 2( )( 1) 2x y y c y+ + =  

32.  
3

3

1 0
1

dy xy
dx x y

+
+ =

+
 

解： 方程可化为                
3

3

1
1

dy xy
dx x y

− −
=

+
 

两边同加上1，得            
2 2

3

( ) (
1

d x y xy x y
dx x y
+ −

=
+

)
                        （*） 

再由 ，可知  ( )d xy xdy ydx= +

2 2

3

( ) ( )( 1)
1

d xy dy x y x yx y
dx dx x y

− −
= + =

+
                   （**） 

将（*）/（**）得             2 2

( ) ( )
( ) 1

d x y xy x y
d xy x y

+ +
=

−
 

即                                2 1
du uv
dv v

=
−

 

整理得                           2 1
du v dv
u v

=
−

 

两边积分得                        2 1v cu− =  

即                            2 2( )c x y x y 1+ = −  

另外， 也是方程的解。 0x y+ =



33. 求一曲线，使其切线在纵轴上之截距等于切点的横坐标。 

解： 设 为所求曲线上的任一点，则在 点的切线 在 轴上的截距为： ( , )p x y p l y

                                   
dyy x
dx

−  

由题意得                          
dyy x x
dx

− =  

即                                
1 1dy y

dx x
= −  

也即                            ydx xdy dx− + = −  

两边同除以 2x ，得               2

ydx xdy dx
x x

− +
= −  

即                               ( ) lnyd d x
x

= −  

即                                lny cx x x= +  

为方程的解。 
34. 摩托艇以 5 米/秒的速度在静水运动，全速时停止了发动机，过了 20 秒钟后，艇的速度

减至 米/秒。确定发动机停止 2 分钟后艇的速度。假定水的阻力与艇的运动速度成正

比例。 

1 3v =

解：
dvF ma m
dt

= = ，又 ，由此 1F k v=

                                   1
dvm k
dt

= v  

即                                  
dv kv
dt

=  

其中 1kk
m

= ，解之得 

                                   ln v kt c= +  

又 时， ； 时， 。 0t = 5v = 2t = 3v =

故得                            
1 3ln
20 5

k = ， ln 5c =  

从而方程可化为                       2035( )
5

t

v =  

当 时，有      2 60 120t = × =
120
203(20) 5 ( ) 0.23328

5
v = × = 米/秒 

即为所求的确定发动机停止 2 分钟后艇的速度。 
35. 一质量为m的质点作直线运动，从速度等于零的时刻起，有一个和时间成正

比（比例系数为k1）的力作用在它上面，此质点又受到介质的阻力，这阻力和速



度成正比（比例系数为k2）。试求此质点的速度与时间的关系。 

解：由物理知识得： )F( 为质点受到的合外力为质点的加速度，其中 合

合 a
m
F

a =  

根据题意：  vktkF 21 −=合

故： )0( 221 >−= kvktk
dt
dvm  

即： (*))( 12 t
m
kv

m
k

dt
dv

+
−

=  

(*)式为一阶非齐线性方程，根据其求解公式有 

)(
22

1 cdtet
m
keV

dt
m
kdt

m
k

+∫⋅∫= ∫
−

 

)(
222

2
2

1

2

1 ce
k
mket

k
ke

t
m
kt

m
kt

m
k

+−⋅=
−

 

又当 t=0 时，V=0，故 c= 2
2

1

k
mk  

因此，此质点的速度与时间的关系为： )(
22

1
2
2

1
2

k
mt

k
ke

k
mkV

t
m
k

−+=
−

 

36. 解下列的黎卡提方程 

（1）  xxx eyeyey 22 12 −=−+′ −

解：原方程可转化为：  (*),2 322 xxxx eeyeyey −++−=′

观察得到它的一个特解为： ，设它的任意一个解为 ， xey = zey x +=

代入（*）式得到： (**))(2)()( 322 xxxxxx
x

eezeezee
dx

zed
−++++−=

+  

由（**）-（*）得： 2ze
dx
dz x−=  

变量分离得： dxe
z
dz x−=2  

两边同时积分： ce
z

x +−=−
1  

即：
ce

z x +
=

1  

故原方程的解为  x
x

ec
ey

+
+=

1  



（2）  xxxyyy 22 sincossin2 −=−+′

解：原方程可化为：  xxxyyy 22 sincossin2 −++−=′

由观察得，它的一个特解为 xy sin= ，设它的任意一个解为 ，故 zxy += sin

22)sin2sin2( zzzxx
dx
dz

−=−+−=  

变量分离再两边同时积分得： cx
z

+=
1

即
cx

z
+

=
1  

故原方程的解为
cx

xy
+

+=
1sin  

（3）  1222 ++=′ xyyxyx

解：原方程可化为： 2
2 11

x
y

x
yy ++=′  

由观察得到，它的一个特解为
x

y 1
−= ，设它的任一个解为 z

x
y +−=

1
，故 

21 zz
xdx

dz
+−= ，该式是一个 2=n 的伯努利方程 

两边同除以 得到：2z 1111
2 +⋅−=

zxdx
dz

z
 

即： 111
1

−=
zxdx

z
d

，令 u
z
=

1
， 

则： 11
−= u

xdx
du

，根据一阶非齐线性方程的求解公式得： 

∫ −=+−=
∫ −∫

|)|()(
11

xencxcdxeeu
dx

x
dx

x  

故：
|)|(

1
xencx

z
−

=  

因此：原方程的解为： 1
||

1
−

−
=

xenc
xy  

（4）  1)(4 22 =−′ yyx

解：原方程可化为： 2
2

4
1
x

yy +=′  

由观察得到，它的一个特解为
x

y
2
1

−= ，设它的任一个解为 z
x

y +−=
2
1

，于

是 
21 zz

xdx
dz

+−= ，这是 2=n 的伯努利方程 



两边同除以 得到：2z 1111
2 +⋅−=

zxdx
dz

z
 

即： 111
1

−⋅=
zxdx

z
d

 

则： ∫ −=+−=
∫ −∫

|)|()(1 11

xencxcee
z

dx
x

dx
x  

即：
|)|(

1
xencx

z
−

=  

故：原方程的解为： 1
||

22 −
−

=
xenc

xy  

（5）  2)( 22 =+′ yyx

解：原方程可化为： 2
2 2

x
yy +−=′  

由观察得，它的一个特解为
x

y 1
−= ，故设它的任一个解为 z

x
y +−=

1
，于是 

22 zz
xdx

dz
−= ，这是 2=n 的伯努利方程 

两边同除以 得到：2z 1121
2 −⋅=

zxdx
dz

z
 

即： 112
1

+⋅−=
zxdx

z
d

 

则： ∫ +=+=
∫∫ −

)
3

(1)(1 3

2

22

cx
x

cdxee
z

dx
x

dx
x  

故：原方程的解为：
xcx

xy 13
3

2

−
+

= ，即 3

32
xc

cxxy
+
−

= . 

（6）  0)2( 22 =−+′ xyyx

解：原方程可化为： 2
2 44

x
y

x
yy −+−=′  

由观察得到它的一个特解为
x

y 1
= ，设它的任一个解为 z

x
y +=

1
，于是 

22 zz
xdx

dz
−= ，这是 2=n 的伯努利方程 

两边同除以 得到：2z 1121
2 −⋅=

zxdx
dz

z
 



即： 112
1

+⋅−=
zxdx

z
d

 

则： ∫ +=+=
∫∫ −

)
3

(1)(1 3

2

22

cx
x

cdxee
z

dx
x

dx
x  

从而： ∫ +=
∫∫ −

)(1 22

cdxee
z

dx
x

dx
x )

3
(1 3

2 cx
x

+=  

故原方程的解为：
)(

431
3

3

3

2

cxx
cx

cx
x

x
y

+
+

=
+

+=  

即：
)(

4
3

3

cxx
cxxy

+
+

=  

（7）  xyxyxy +−+−=′ )21()1( 2

解：由观察得到它的一个特解为 1=y ，故设它的任一个解为 zy += 1 ，于是 

2)1( zxz
dx
dz

−+−= ，这是 n=2 的佰努利方程， 

两边同除以 得：2z )1(11
2 −+−= x

zdx
dz

z
 

即： )1(1
1

x
zdx

z
d

−+=  

从而： ))1((1 cdxexe
z

dxdx
+∫−∫= ∫

−  

xxx cexcxee +=+= − )(  

故原方程的解为： xcex
zy

+
+=+=

111  

 
 
 



习题 3.1 

 1  求方程
dx
dy

=x+y 通过点(0,0)的第三次近似解； 2

    解：  取 0)(0 =xϕ  

          2

00

2
001 2

1)()( xxdxdxyxyx
xx

==++= ∫∫ϕ  

          5222

00

2
102 20

1
2
1])

2
1([])([)( xxdxxxdxxxyx

xx
+=+=++= ∫∫ ϕϕ  

          dxxxxyx
x

])
20
1

2
1([)( 252

003 +++= ∫ϕ  

              = 11852

4400
1

160
1

20
1

2
1 xxxx +++  

 

 2  求方程
dx
dy

=x-y 通过点(1,0)的第三次近似解； 2

   解：  令 0)(0 =xϕ  

        则   2

00

2
001 2

1)()( xxdxdxyxyx
xx

==−+= ∫∫ϕ  

           5222

00

2
102 20

1
2
1])

2
1([])([)( xxdxxxdxxxyx

xx
−=−=−+= ∫∫ ϕϕ  

           dxxxxyx
x

])
20
1

2
1([)( 252

003 −−+= ∫ϕ  

                = 11852

4400
1

160
1

20
1

2
1 xxxx −+−  

 

  3 题  求初值问题：  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=

0)1(

2

y

x
dx
dy

       R： 1+x ≤1， y ≤1 

的解的存在区间，并求解第二次近似解，给出在解的存在空间的误差估计； 

解：  因为  M=max{ 22 yx − }=4  则 h=min(a,
M
b

)=
4
1
 

   则解的存在区间为 0xx − = )1(−−x = 1+x ≤
4
1
 

      令 =0  ;  )(0 XΨ

)(1 xΨ =y 0+ dx=∫ −
x

x

x
0

)0( 2

3
1
x 3+

3
1
; 



      =y 0+)(2 xΨ ])
3
1

3
1([ 2

1

32∫
−

+−
x

xx dx=
3
1
x 3-

9
x
-

18

4x
-

63

7x
+

42
11

 

 又 
y

yxf
∂

∂ ),( 2≤ =L 

则：误差估计为： )()(2 xx Ψ−Ψ ≤ 3
2

2

)12(
* hLM
+

=
24
11

 

 

 

 

4 题  讨论方程： 3
1

2
3 y

dx
dy

= 在怎样的区域中满足解的存在唯一性定理的条件， 

并求通过点（0，0）的一切解； 

 

解：因为
y

yxf
∂

∂ ),(
= 3

2

2
1 −

y 在 y 0≠ 上存在且连续； 

  而 3
1

2
3 y 在 y 0fσ≥ 上连续 

由 3
1

2
3 y

dx
dy

= 有： y =（x+c） 2
3

 

 

 

 

又 因为 y(0)=0    所以： y =x 2
3

 

另外 y=0 也是方程的解； 

故  方程的解为： y =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
00
02

3

px
xx  

或  y=0; 

 

 

 

 

6 题 证明格朗瓦耳不等式： 

  设 K 为非负整数，f(t)和 g(t)为区间 βα ≤≤ t 上的连续非负函数， 



且满足不等式： 

          f(t)≤k+ ,∫
t

dssgsf
α

)()( βα ≤≤ t  

    则有：f(t)≤kexp( ),∫
t

dssg
α

)( βα ≤≤ t  

证明：令 R（t）= ∫ ,则
t

dssgsf
α

)()( R ' (T) =f(t)g(t) 

         R ' (T)-R(t)g(t)= f(t)g(t)- R(t)g(t)  

       ≤kg(t) R ' (T)- R(t)g(t)≤kg(t); 

           两边同乘以 exp(- ∫ )   则有： 
t

dssg
α

)(

        R ' (T) exp(- )-R(t)g(t) exp(- ∫ ) ∫
t

dssg
α

)(
t

dssg
α

)(

        ≤ kg(t) exp(- ∫ ) 
t

dssg
α

)(

两边从α 到 t积分： 

R(t) exp(- ∫ )
t

dssg
α

)( ≤- exp(- )ds ∫
t

dsskg
α

)( ∫
t

drrg
α

)(

即  R(t) ≤  exp(- )ds ∫
t

dsskg
α

)( ∫
t

s

drrg )(

又 f(t) ≤1 k+R(t) ≤ ≤k+k exp(- )ds ∫
t

sg
α

)( ∫
t

s

drrg )(

    ≤k(1-1+ exp(- )=k exp( ) ∫
t

s

drrg )( ∫
s

t

drrg )(

即 f(t) ≤k ; ∫
t

drrg
α

)(

7 题  假设函数 f(x,y)于（x ,y ）的领域内是 y 的 不增函数，试证方程 0 0

dx
dy

= f(x,y)满足条件 y(x )= y 的解于 x  x 一侧最多只有一个解； 0 0 ≥ 0

证明：假设满足条件 y(x )= y 的解于 x  x 0一侧有两个0 0 ≥ ψ (x),ϕ (x) 



  则满足： 

         ϕ (x)= y + dx 0 ∫
x

x

xxf
0

))(,( ϕ

      ψ (x)= y 0+ dx ∫
x

x

xxf
0

))(,( ψ

 不妨假设ϕ (x)fψ (x)，则ϕ (x)- ψ (x) 0 ≥

而ϕ (x)- ψ (x)= dx- dx ∫
x

x

xxf
0

))(,( ϕ ∫
x

x

xxf
0

))(,( ψ

 = dx ∫ −
x

x

xxfxxf
0

))(,())(,([ ψϕ

又因为 f(x,y)在（x 0,y ）的领域内是 y的 增函数，则： 0

  f(x, ϕ (x))-f(x, ψ (x))≤0 

则ϕ (x)- ψ (x)= dx∫ −
x

x

xxfxxf
0

))(,())(,([ ψϕ ≤0 

则ϕ (x)- ψ (x)≤0 

所以  ϕ (x)- ψ (x)=0， 即 ϕ (x)= ψ (x) 

则原命题方程满足条件 y(x 0)= y 的解于 x  x 0一侧最多 0 ≥

只有一个解； 



习题 3.3 

1．Proof 若（1）成立则 0ε∀ > 及 0 0x x> ， 0( , )xδ δ ε∃ = ，使当 

          0 0 0| | | ( , , ) |y y x x y δ= ≤  

时，初值问题     

0 0 0 0

( , )

( ) ( , , )

dy f x y
dx
y x y y x x y

⎧ =⎪
⎨
⎪ = =⎩

 

的解 0 0( , , )y y x x y= 满足对一切 0x x≥ 有 0 0| ( , , ) |y x x y ε< ,                      

由解关于初值的对称性，（3，1）的两个解 0 0( , , )y y x x y= 及 0 0( , , )y y x x y= 都过点

0 0( , )x y ，由解的存在唯一性 

0 0 0 0( , , ) ( , , )y x x y y x x y= ，当 0x x≥ 时 

故 0 0 0| ( , , ) | ,y x x y x xε< ≥  

若（2）成立，取定 0 0x x> ，则 0ε∀ > ， 1 0( , ) ( )xδ δ ε δ ε∃ = = ，使当 

               0 0 1| ( , , ) |y x x y δ≤  

时,对一切 0x x≥ 有 

0 0| ( , , ) |y x x y ε<  

因初值问题

0

( , )

( ) 0

dy f x y
dx
y x

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

 

的解为 ，由解对初值的连续依赖性， 0y =

对以上 0ε > ， 0 0 0( , , ) ( , )x x xδ δ ε δ ε∃ = = ，使当 

0| |y δ≤ 时 

对一切 0 0( , ]x x x∈ 有 

0 0 1| ( , , ) | min{ , }y x x y ε δ ε< <  

而当 0x x≥ 时，因 



0 0 1 1| ( , , ) | min{ , }y x x y ε δ δ≤ <  

故 0 0| ( , , ) |y x x y ε<  

这样证明了对一切 0x x≥ 有 

0 0| ( , , ) |y x x y ε<  

2．Proof：因 ( , )f x y 及
f
y
∂
∂

都在 G 内连续，从而 ( , )f x y 在 G 内关于 满足局部

Lipschitz 条件，因此解

y

0 0( , , )y x x yϕ= 在它的存在范围内关于 0 0, ,x x y 是连续的。 

设由初值 0 0( , )x y 和 0 0 0( , )x y y+ Δ 0(| | ,y α αΔ ≤ 足够小）所确定的方程解分别为 

0 0( , , )y x x yϕ ϕ= ≡ ， 0 0 0( , , )y x x y yψ ψ= + Δ ≡  

dϕ ϕ≡ + ∫
0

0 0 ( , )
x

x
y y f x dxψ ψ≡ + Δ + ∫

dx

即 ，  
0

0 ( , )
x

x
y f x x

于是 

          
0

0 ( ( , ) ( , ))
x

x
y f x f xψ ϕ ϕ ψ− ≡ Δ + −∫

0
0

( , ( ))( ) 0
x

x

f xy d
y

1xϕ θ ψ ϕ ψ ϕ θ∂ + −
= Δ + − < <

∂∫  

因
f
y
∂
∂

及ϕ 、ψ 连续，因此 

1
( , ( )) ( , )f x f x r

y y
ϕ θ ψ ϕ ϕ∂ + − ∂

= +
∂ ∂

 

这里 具有性质：当 时，； 且当1r 0 0yΔ → 1 0r → 0 0yΔ = 时 1 0r = ，因此对 有 0 0yΔ ≠

0
1

0 0

( , )1 ( )
x

x

f x r dx
y y y

ψ ϕ ϕ ψ− ∂ −
≡ + +

Δ ∂ Δ∫
ϕ

 

即
0

z
y

ψ ϕ−
=

Δ
 

是初值问题 

1

0 0

( , )[ ]

( ) 1

dz f x r z
dy y
z x z

ϕ∂⎧ = +⎪ ∂⎨
⎪ = =⎩

 



的解，在这里 看成参数 0 显然，当0 0yΔ ≠ 0 0yΔ = 时，上述初值问题仍然有解。

根据解对初值和参数的连续性定理，知
0y

ψ ϕ−
Δ

是 0 0 0, , ,x x z yΔ 的连续函数，从而存

在 

0 0
0 0

lim
y y y

ψ ϕ ϕ
Δ →

− ∂
=

Δ ∂
 

而
0

f
y
∂
∂

是初值问题 

0

( , )

( ) 1

dz f x z
dx y
z x

ϕ∂⎧ =⎪ ∂⎨
⎪ =⎩

 

的解，不难求解 

          
0

expf
y
∂

=
∂ 0

( , )x

x

f x dx
y
ϕ∂

∂∫  

它显然是 0 0, ,x x y 的连续函数。 

3．解：这里 ( , ) ( ) ( )f x y p x y xψ= + 满足解对初值的可微性定理条件 

故： 

          0 0
0

( , ) expf x y
x
ϕ∂
= −

∂ 0

( , )x

x

f x dx
y
ϕ∂

∂∫  

0
0 0 0( ( ) ( )) exp ( )

x

x
p x y Q x p x dx= − + ∫  

0y
ϕ∂

∂ 0 0

( , )exp exp ( )
x x

x x

f x dx p x dx
y
ϕ∂

= =
∂∫ ∫  

0 0 0 0( , ( , , )) ( ) ( , , ) ( )f x x x y p x x x y Q x
x
ϕ ϕ ϕ∂
= = +

∂
 

( ) ( )dy p x y Q x
dx

= + 满足 0( ) 0y x y= 的解为 

              0 0

0

( ) ( )

0( ( )
x x

x x
p x dx p x dxx

x
y e Q x e dx y

−∫ ∫
= +∫ )

故
00

exp ( )
x

x
p x dx

y
ϕ∂
=

∂ ∫  



0 0 0
0 0

0

( ) exp ( ) ( ( )(exp( ( ) )) )
x x x

x x x
p x p x dx Q x p x dx dx y

x
ϕ∂
= − − +

∂ ∫ ∫ ∫  

      
0 0

0 0exp ( ) ( ( ) ( ) ( )
x x

x x
p x dx Q x p x Q x+ − +∫ ∫

0

[exp( ( ) )] )
x

x
p x dx dx−∫

0
0 0 0( ( ) ( )) exp ( )

x

x
p x y Q x p x dx= − + ∫  

0 0 0
0( ) exp ( ) ( ( )(exp( ( ) )) )

x x x

x x x
p x p x dx Q x p x dx dx y

x
ϕ∂
= −

∂ ∫ ∫ ∫ +  

      
0 0

exp ( ) ( ( ) exp( ( ) ))
x x

x x
p x dx Q x p x dx+ −∫ ∫

   0 0( ) ( , , ) ( )p x x x y Q xϕ= +  

4．解：这是 ( , ) sin( )yf x y
x

= 在（1，0）某领域内满足解对初值可微性定理条件，

由公式 

0

0 0
(1,0) 0 0 (1, 0)

0

( , , ) ( , )( , ) exp( ) 0
x

x

y x x y f x yf x y dx
x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂∫  

0 0

0 0
(1,0) (1, 0) (1, 0)

0

( , , ) ( , ) 1exp( ) exp cos
x x

x x

y x x y f x y ydx dx
x y x

∂
x

∂
= =

∂ ∂∫ ∫  

1

1 ( ,1,0)exp cos
x y x dx
x x

= ∫  

易见 是原方程满足初始条件0y = (1) 0y = 的解 

( ,1,0)( ,1,0) 0 cos cos0 1y xy x
x

= ∴ = =Q   

故
0

0 0
1 100

( , , ) 1exp | |
x

x
y

y x x y dx x
y x=

=

∂
= =

∂ ∫  



习题 3.4 

(一)、解下列方程，并求奇解（如果存在的话）： 

1、
4

22 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

dx
dyx

dx
dyxy  

解：令 p
dx
dy

= ，则 ， 422 pxxpy +=

两边对 x 求导，得
dx
dppxxp

dx
dpxpp 324 4222 +++=  

                ( ) 0221 3 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ p

dx
dpxxp  

从 得 时，021 3 =+ xp 0≠p 23 4
3,

2
1

p
y

p
x −=−= ； 

从 02 =+ p
dx
dpx 得 2

2

2, c
p
cy

p
cx +== ， 

0≠p  为参数， 0≠c 为任意常数. 

经检验得
3

3

1
2

3
4

x
p

y
p

⎧ = −⎪⎪
⎨
⎪ = −
⎪⎩

 ，是方程奇解. 

2、
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

dx
dyyx  

解：令 p
dx
dy

= ，则 ， 2pxy +=

两边对 x 求导，得
dx
dppp 21+=  

                 
p

p
dx
dp

2
1−

= ， 

解之得 ， ( ) cppx +−+= 21ln2

所以 ， ( ) cpppy +−++= 22 1ln2

且 y=x+1 也是方程的解，但不是奇解. 



3、
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=

dx
dy

dx
dyxy  

解：这是克莱洛方程，因此它的通解为 21 ccxy ++= ， 

从
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+

−

++=

0
1

1

2

2

c
cx

ccxy
  中消去 c, 

得到奇解 21 xy −= . 

4、 0
2

=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ y

dx
dyx

dx
dy  

解：这是克莱洛方程，因此它的通解为 ， 2ccxy +=

从   中消去 c, 
⎩
⎨
⎧

=+
+=

02

2

cx
ccxy

得到奇解 . 24 0y x+ =

5、 02
2

=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ y

dx
dyx

dx
dy  

解：令 p
dx
dy

= ，则 ， 22 pxpy +=

两边对 x 求导，得 
dx
dpp

dx
dpxpp 222 ++=  

                 22
−−= x

pdp
dx

， 

解之得 2

3
2 −+−= cppx ， 

所以 12

3
1 −+−= cppy ， 

可知此方程没有奇解. 

6、 01
23

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dx
dyy

dx
dyx  

解： 原方程可化为 2

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−=

dx
dydx

dyxy ， 



这是克莱罗方程，因此其通解为 2

1
c

cxy −= ， 

从
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

−=

− 02

1

3

2

cx
c

cxy  中消去 c，得奇解 . 0427 32 =+ yx

7、
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

dx
dy

dx
dyxy  

解：令 p
dx
dy

= ，则 ， ( ) 21 ppxy =+=

两边对 x 求导，得 ， 22 +−= − pcex p

所以 ， ( ) 21 2 +−+= − pepcy p

可知此方程没有奇解. 

8、 ( ) 02
2

=−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ax

dx
dyx  

解：
( )

x
ax

dx
dy 22 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

x
ax

dx
dy −

±=  

dx
x

axdy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±=  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−±= 2

1
2
3

2
3
2 axxy  

( ) ( 22 349 axxcy −=+ )  

可知此方程没有奇解. 

9、
3

3
12 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+=

dx
dy

dx
dyxy  

解：令 p
dx
dy

= ，则 3

3
12 ppxy −+= ， 

两边对 x 求导，得 
dx
dpp

dx
dpp 22 −+=  



                 21
2

p
p

dx
dp

−
−

=  

解之得 ( ) cppx +−−
+

−= 2ln3
2

2 2

， 

所以 cppppy +−−−−−−= 2ln643
3
1 23 ， 

且 
3
22 −= xy 也是方程的解，但不是方程的奇解. 

10、 ( ) 01
2

=−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ y

dx
dyx

dx
dy  

解：
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++=

dx
dy

dx
dy

dx
dyxy  

这是克莱罗方程，因此方程的通解为 ， 2cccxy ++=

从 中消去 c, 
⎩
⎨
⎧

++
++=

cx
cccxy

21

2

得方程的奇解 . ( ) 041 2 =++ yx

（二）求下列曲线族的包络. 

1、  2ccxy +=

解:对 c 求导，得 x+2c=0,  
2
xc −= , 

   代入原方程得，
442

222 xxxy −=+−= ， 

   经检验得，
4

2xy −= 是原方程的包络. 

2、  0122 =−+ cxyc

解：对 c 求导，得 
y

xcxyc
2

,02
2

2 −==+ ， 

代入原方程得 01
24

4

2

4

=−−
y

xy
y
x

，即 ， 044 =+ yx

经检验得 是原方程的包络. 044 =+ yx



3、  ( ) ( ) 422 =−+− cycx

解：对 c 求导，得 –2(x-c)-2(y-c)=0,  
2

yxc +
= , 

代入原方程得 . ( ) 82 =− yx

经检验,得 是原方程的包络. ( ) 82 =− yx

4、  ( ) cycx 422 =+−

解：对 c 求导，得 -2(x-c)=4, c=x+2, 

代入原方程得 ( )244 2 +=+ xy  ， ( )142 += xy , 

经检验，得 是原方程的包络. ( 142 += xy )

(三) 求一曲线，使它上面的每一点的切线截割坐标轴使两截距之

和等于常数 c. 

解：设所求曲线方程为 y=y(x),以 X、Y 表坐标系，则曲线上任一

点（x,y(x)）的切线方程为 ( )( ) ( )( )xXxyxyY −′=− ， 

它与 X 轴、Y 轴的截距分别为
y
yxX
′

−= ， yxyY ′−= ， 

按条件有 ayxy
y
yx =′−+
′

− ，化简得
y

yayxy
′−
′

−′=
1

， 

这是克莱洛方程，它的通解为一族直线
c

accxy
−

−=
1

， 

它的包络是

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

−
−=

−
−=

211
0

1

c
ac

c
ax

c
accxy

， 

消去 c 后得我们所求的曲线 ( )24 ayxax +−= . 

(四) 试证：就克莱洛方程来说，p-判别曲线和方程通解的 c-判别

曲线同样是方程通解的包络，从而为方程的奇解. 

证：克莱洛方程 y=xp+f(p)的 p-判别曲线就是用 p-消去法， 



从  中消去 p 后而得的曲线； ( )
( )⎩

⎨
⎧

′+=
+=

cfx
cfcxy

0

 c-判别曲线就是用 c-消去法，从通解及它对求导的所得的方程 

( )
( )⎩

⎨
⎧

′+=
+=

cfx
cfcxy

0
中消去 c 而得的曲线， 

显然它们的结果是一致的，是一单因式， 

因此 p-判别曲线是通解的包络，也是方程的通解. 



                           习题 4.1 
                  

1. 设 和 是区间 上的连续函数，证明：如果在区间( )tx ( )ty bta ≤≤ bta ≤≤ 上有
( )
( ) ≠ty
tx

常

数或
( )
( )tx
ty

常数，则 和 在区间( )tx ( )ty bta ≤≤ 上线形无关。 

证明：假设在 ， 在区间( )tx ( )ty bta ≤≤ 上线形相关 

则存在不全为零的常数α ， β ，使得 ( ) ( ) 0=+ tytx βα  

那么不妨设 ( )tx 不为零，则有
( )
( ) β

α
−=

tx
ty

 

显然
β
α

− 为常数，与题矛盾，即假设不成立 ( )tx ， ( )ty 在区间 bta ≤≤ 上线形无关 

2. 证明非齐线形方程的叠加原理：设 ( )tx1 ， ( )tx2 分别是非齐线形方程 

           ( ) ( ) =+++ −

−

xta
dt

xdta
dt

xd
nn

n

n

n

L1

1

1 ( )tf1         （1） 

           ( ) ( ) =+++
−

−

xta
dt

xdta
dt

xd
nn

n

n

n

L1

1

1 ( )tf 2         （2）  

的解，则 + 是方程   ( )tx1 ( )tx2 ( ) ( ) =+++
−

−

xta
dt

xdta
dt

xd
nn

n

n

n

L1

1

1 ( )tf1 + 的解。 ( )tf 2

证明：由题可知 ( )tx1 ， 分别是方程（1），（2）的解 ( )tx2

则：
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftxta

dt
txd

ta
dt

txd
nn

n

n

n

111
1

1

1
1 =+++

−

−

L              （3） 

    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tftxta

dt
txd

ta
dt

txd
nn

n

n

n

221
2

1

1
2 =+++

−

−

L             （4） 

那么由（3）+（4）得： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) =+++
+

+
+

−

−

txtxta
dt

txtxd
ta

dt
txtxd

nn

n

n

n

211
21

1

1
21 L ( )tf1 +  ( )tf 2

即 + 是方程是( )tx1 ( )tx2 ( ) ( ) =+++
−

−

xta
dt

xdta
dt

xd
nn

n

n

n

L1

1

1 ( )tf1 + 的解。 ( )tf 2



3. 试验证 =− x
dt

xd
2

2

0 的基本解组为 ，并求方程
tt ee −, =− x

dt
xd
2

2

tcos 的通解。 

 证明：由题将 代入方程te =− x
dt

xd
2

2

0 得： - =0,即 是该方程的解， te te te

同理求得 也是该方程的解 te −

又 显 然 线 形 无 关 ， 故 是
tt ee −, tt ee −, =− x

dt
xd
2

2

0 的 基 本 解 组 。                 

由题可设所求通解为： ( ) =tx ( ) ( ) tt etce −+ 2 ，则有： tc1

 ( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′−′
=′+′

−

−

tetcetc

etcetc
tt

tt

cos

0

21

21

 

解之得： ( ) ( ) ( ) ( ) 2211 sincos
4
1;sincos

4
1 cttetccttetc tt ++−=+−−= −  

故所求通解为： ( ) tecectx tt cos
2
1

21 −+= −  

4. 试验证 =
−

−
−

+ x
tdt

dx
t

t
dt

xd
1

1
12

2

0 有基本解组 t，e ，并求方程 t

=
−

−
−

+ x
tdt

dx
t

t
dt

xd
1

1
12

2

t-1 的通解。 

解：由题将 t 代入方程 =
−

−
−

+ x
tdt

dx
t

t
dt

xd
1

1
12

2

0 得： 

     0
111

1
12

2

=
−

+
−

=
−

−
−

+
t

t
t

tt
tdt

dt
t

t
dt

td
，即 t 为该方程的解 

     同理 也是该方程的解，又显然 t， e 线形无关， te t

     故 t，e 是方程t =
−

−
−

+ x
tdt

dx
t

t
dt

xd
1

1
12

2

0 的基本解组 

由题可设所求通解为 ( ) ( ) ( ) tetcttctx 21 += ，则有： 

 

( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=′+′
=′+′

1

0

21

21

tetctc

etcttc
t

t

 



解之得： ( ) ( ) ( ) 2211 , cetetccttc tt ++−=+−= −−  

故所求通解为 ( ) ( )2
21 1+−+= tectctx t  

5. 以 知 方 程 =− x
dt

xd
2

2

0 的 基 本 解 组 为 ， 求 此 方 程 适 合 初 始 条 件
tt ee −,

( ) ( ) ( ) ( ) 10,0000,10 =′==′= xxxx 及 的基本解组（称为标准基本解组，即有 ）

并求出方程的适合初始条件

( ) 10 =w

( ) ( ) ′=′= 00 0,0 xxxx 的解。 

 解： 时间方程
tt ee −, =− x

dt
xd
2

2

0 的基本解组，故存在常数 使得：   21 ,cc ( ) tt ecectx −+= 21

于是：  ( ) tt ecectx −−=′ 21

令 t=0,则有方程适合初始条件 ( ) ( ) 00,10 =′= xx ，于是有： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

0

1
0

2
0

1

0
2

0
1

ecec

ecec
解得： 1c

2
1,

2
1

2 == c    故 ( ) tt eetx −+=
2
1

2
1

 

又该方程适合初始条件 ( ) ( ) 10,00 =′= xx ，于是： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

1

0
0

2
0

1

0
2

0
1

ecec

ecec
解得：

2
1,

2
1

21 −== cc    故 ( ) tt eetx −−=
2
1

2
1

 

显然 ， 线形无关，所以此方程适合初始条件的基本解组为： ( )tx1 ( )tx2

( ) tt eetx −+=
2
1

2
1

，   ( ) tt eetx −−=
2
1

2
1

 

而此方程同时满足初始条件 ( ) ( ) ′=′= 00 0,0 xxxx ，于是： 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′=−

=+

0
0

2
0

1

0
0

2
0

1

xecec

xecec
解得：

2
,

2
00

2
00

1

′−
=

′+
=

xx
c

xx
c  

故 ( ) tt e
xx

e
xx

tx −
′−

+
′+

=
22

0000 满足要求的解。 

6. 设 是齐线形方程（4.2）的任意 n 个解。它们所构成的伏朗斯行列式

记为 ，试证明 满足一阶线形方程

( )txi ( ni ,,2,1 L= )

( )tw ( )tw ( ) 01 =+′ wtaw ，因而有： 



                ( ) ( )
( )∫=

−
t

t
dssa

etwtw 0
1

0 ( )bat ,∈         

 解： ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )n
n

n

n
n

n

n

n

n
n

n

n

n

n
n

n

n

n

xx
x

x

x

x
xx

xx

xx
xx

xx

xx
xx

tw

L

L

L

L

L

L

L

L

LL

L

L

L

L

L

LL

L

L

L

Q

1

22
1

1

1

1

1

1

11
1

1

1

−−
−−

′′

=
′′

++
′′

′′

=′  

又 满足( )txi ( )ni ,,2,1 L= ( ) ( ) 01

1

1 =+++
−

−

inn
i

n

n
i

n

xta
dt

xd
ta

dt
xd

L  

即 ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

−

−

xta
dt

xd
ta

dt
xd

nn
i

n

n
i

n

L1

1

1  

( ) ( ) ( )121 −′ nktaktw k ，，，为，加到最后一行行都乘以中第 L  

则： ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) twtata

xx
x

x

x

x
xx

tw

n
n

n

n
n

n

n

n

11

11
1

22
1

1

1

−=−

′′

=′

−−

−−

L

L

L

L

L

L

L

( )  

即        则有：( ) 01 =+′ wtaw ( )
( ) ( )dtta
tw
tw

1−=
′

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )∫−=−

−=

t

t
dssatwntw

dssa
t
t

twtt

0
10

1
0

0

ln

,ln 则积分：到两边从
 

即：      
( ) ( )

( )∫=
−

t

t
dssa

etwtw 0
1

0 ( )bat ,∈  

7. 假设 是二阶齐线形方程( ) 01 ≠tx ( ) ( ) 021 =+′+′′ xtaxtax （*）的解，这里 ( ) ( )tata 21 和   

在 区 间 上 连 续 ， 试 证 ：（ 1 ）[ ba, ] ( )tx2 是 方 程 的 解 的 充 要 条 件 为 ：

； （ 2 ） 方 程 的 通 解 可 以 表 示 为 ：[ ] [ ] 0,, 21121 =+′ xxwaxxw



( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= ∫ ∫ 212

1
11

0

exp1 cdtdssa
x

cxx
t

t , 其 中 为 常

数,  

21 ,cc

[ ]batt ,,0 ∈

 证：（１） [ ] [ ] 0,, 21121 =+′ xxwaxxw  

( )
的解。为即 (*)

0,0

0

0

0

2

121212

212121

21121121121121

2112112121

x
xxaxax

xaxaxx

xxaxxaxxaxxaxx

xxaxxaxxxx

≠=+′+″⇔

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +′+″⇔

=′−′++′+″⇔

=′−′+′″−″⇔

 

（２）因为 为方程的解，则由刘维尔公式 21 , xx

      

( )
( )

( )
( )∫=′−′

∫=′′

−

−

t

t

t

t

dssa

dssa

etwxxxx

etw
xx
xx

0
1

0
1

02121

0
21

21 :,即

 

       两边都乘以 2
1

1
x

则有：

( ) ( )∫=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

t

t
dssa

e
x
tw

dt
x
x

d
0

1

2
1

01

2

，于是： 

      

( )

( )
122

1
12

22
1

1
1

2

0
1

0
1

1

1

xcdte
x

cx

cdte
x

c
x
x

t

t

t

t

dssa

dssa

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∫=

+∫=

−

−

∫

∫

即：
 



      

( )

( )
( )

0

,1,0,1

0
1

0
1

21

21

2
1

1221

≠∫=′′=

∫===

−

−

∫
t

t

t

t

dssa

dssa

e
xx
xx

tw

dte
x

xxcc

又：

得：取

 

从 而 方 程 的 通 解 可 表 示 为 ：

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= ∫ ∫ 212

1
11

0

exp1 cdtdssa
x

cxx
t

t , 其 中 为 常

数, 。 

21 ,cc

[ ]batt ,,0 ∈

8. 试证 n 阶非齐线形微分方程（4.1）存在且最多存在 n+1 个线形无关解。 

 证：设 为（4.1）对应的齐线形方程的一个基本解组，( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 L ( )tx 是（4.1）

的一个解，则： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,,, 21 txtxtxtxtxtxtx n +++ L   （1），均为（4.1）的

解。同时（1）是线形无关的。 

    事实上：假设存在常数 ，使得： 121 ,,, +nccc L

    

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )tx
c

c
txc

c

ctxtxc

txctxtxctxtxctxtxc

i

i

n

i

i
n

i
i

n

i

i

n

i

i

n

i
ii

n

i

nnn

1

1

1

1

1

1

1

1

11

12211

0

0

0:

0

+

=

=

+

=

+

=

+

==

+

∑
∑−=≠∑

=∑

=∑+∑

=+++++++

，则有：否则，若

我们说：

即

L

 

（*）的左端为非齐线形方程的解，而右端为齐线形方程的解，矛盾！ 

从而有  ( ) 0
1

=∑
=

txc ii

n

i

又 为（4.1）对应的齐线形方程的一个基本解组， ( ) ( ) ( )txtxtx n,,, 21 L

故有： 0:,0 121 ===== +nn cccc 进而有L  

    即（1）是线形无关的。 
 

 
    



习题 4.2 
              

1. 解下列方程 

（1）  045)4( =+′′− xxx
 解：特征方程  1122045 4321

24 −==−===+− λλλλλλ ，，，有根

故通解为 x=  
tttt ecececec −− +++ 43

2
2

2
1

(2)  033 32 =−′+′′−′′′ xaxaxax

解：特征方程  033 3223 =−+− aaa λλλ

有三重根 a=λ  

故通解为 x=  atatat etctecec 2
321 ++

（3）  04)5( =′′′− xx
解：特征方程  04 35 =− λλ

有三重根 0=λ ， =4λ 2， =5λ -2 

故通解为 54
2

3
2

2
2

1 ctctcececx tt ++++= −
 

（4）   0102 =+′+′′ xxx

解：特征方程 有复数根01022 =++ λλ =1λ -1+3i, =2λ -1-3i 

   故通解为  tectecx tt 3sin3cos 21
−− +=

(5)   0=+′+′′ xxx

解：特征方程 有复数根012 =++ λλ =1λ ,
2

31 i+−
=2λ ,

2
31 i−−  

故通解为 tectecx
tt

2
3sin

2
3cos 2

1

2
2
1

1

−−
+=  



(6)  12 +=−′′ tsas

解：特征方程 有根022 =− aλ =1λ a, =2λ -a 

当 时，齐线性方程的通解为 s=  0≠a atat ecec −+ 21

BtAs +=~ 代入原方程解得 2

1
a

BA −==  

故通解为 s= -atat ecec −+ 21 )1(1
2 −t

a
 

当 a=0 时, )(~
21

2 γγ += tts 代入原方程解得
2
1,

6
1

21 == γγ  

故通解为 s= -tcc 21 + )3(
6
1 2 +tt  

(7) 32254 +=−′+′′−′′′ txxxx  

解：特征方程 有根0254 23 =−+− λλλ =1λ 2,两重根 =λ 1 

齐线性方程的通解为 x=  ttt tececec 32
2

1 ++

又因为 =λ 0 不是特征根，故可以取特解行如 BtAx +=~ 代入原

方程解得 A=-4，B=-1 

故通解为 x= -4-t ttt tececec 32
2

1 ++

(8)  32 2)4( −=+′′− txxx

解：特征方程  1212012 24 −===+− λλλλ 重根，重根有

故齐线性方程的通解为 x=  tttt tecectecec −− +++ 4321

取特解行如 代入原方程解得 A=1，B=0,C=1 cBtAtx ++= 2~

故通解为 x= +  tttt tecectecec −− +++ 4321 12 +t

(9)  txx cos=−′′′

解：特征方程 有复数根013 =−λ =1λ ,
2

31 i+−
=2λ ,

2
31 i−− 13 =λ  

故齐线性方程的通解为 ttt
ectectecx 3

2
1

2
2
1

1 2
3sin

2
3cos ++=

−−  



取特解行如 tBtAx sincos~ += 代入原方程解得 A=
2
1,

2
1

−=B  

故通解为 ttt
ectectecx 3

2
1

2
2
1

1 2
3sin

2
3cos ++=

−−
)sin(cos

2
1 tt +−  

(10)  txxx 2sin82 =−′+′′

解：特征方程 有根022 =−+ λλ =1λ -2, =2λ 1 

故齐线性方程的通解为 x=  tt ecec 2
21

−+

因为+-2i 不是特征根 

取特解行如 tBtAx 2sin2cos~ += 代入原方程解得 A=
5
6,

5
2

−=− B  

故通解为 x= tt ecec 2
21

−+ tt 2sin
5
62cos

5
2

−−  

（11）  texx =−′′′

解：特征方程 有复数根013 =−λ =1λ ,
2

31 i+−
=2λ ,

2
31 i−− 13 =λ  

故 齐 线 性 方 程 的 通 解 为 ttt
ectectecx 3

2
1

2
2
1

1 2
3sin

2
3cos ++=

−−     

=λ 1 是特征方程的根，故 代入原方程解得 A=tAtex =~
3
1  

故通解为 ttt
ectectecx 3

2
1

2
2
1

1 2
3sin

2
3cos ++=

−− + tte
3
1  

（12）  tesasas =+′+′′ 22

解：特征方程 有 2 重根02 22 =++ aaλλ =λ -a 

当 a=-1 时，齐线性方程的通解为 s= , tt tecec 21 +

=λ 1 是特征方程的 2 重根，故 代入原方程解得 A=teAtx 2~ =
2
1  

通解为 s= 2
21 2

1 ttecec tt ++ , 

当 a≠ -1 时，齐线性方程的通解为 s= , atat tecec −− + 21

=λ 1 不是特征方程的根，故 代入原方程解得 A=tAex =~
2)1(

1
+a

 



故通解为 s= +atat tecec −− + 21
te

a 2)1(
1
+

 

（13）  texxx 256 =+′+′′

解：特征方程 有根0562 =++ λλ =1λ -1, =2λ -5  

故齐线性方程的通解为 x=  tt ecec 5
21

−− +

=λ 2 不是特征方程的根，故 代入原方程解得 A=tAex 2~ =
21
1  

故通解为 x= +tt ecec 5
21

−− + te 2

21
1  

（14）  texxx t cos32 −=+′−′′

解：特征方程 有根0322 =+− λλ =1λ -1+ 2 i, =2λ -1- 2 i 

故齐线性方程的通解为 tectecx tt 2sin2cos 21 +=  

i±−1  不是特征方程的根, 取特解行如 tetBtAx −+= )sincos(~ 代入

原方程解得 A=
41
4,

41
5

−=B  

故通解为 tectecx tt 2sin2cos 21 += + tett −− )sin
41
4cos

41
5(  

(15)  ttxx 2cossin −=+′′

解：特征方程 有根012 =+λ =1λ i, =2λ - i 

故齐线性方程的通解为 tctcx sincos 21 +=  

txx sin=+′′ , =1λ i,是方程的解 )sincos(~ tBtAtx += 代入原方程解得 

A=
2
1

−  B=0 故 ttx cos
2
1~ −=  

txx 2cos−=+′′     tBtAx 2sin2cos~ += 代入原方程解得 

A=
3
1  B=0 故 tx 2cos

3
1~ =  

故通解为 tctcx sincos 21 += tt cos
2
1

− t2cos
3
1

+  

 

 



习题 5.1 

1.给定方程组 

x‘= x   x=        （*） ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
10

－ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

x
x

 a)试验证 u(t)= ,v(t)= 分别是方程组（*）的满足初始条件

u(0)= , v(0)= 的解. 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− t

t
sin

cos
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
t
t

cos
sin

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

 b)试验证 w(t)＝c u(t)+c v(t)是方程组（*）的满足初始条件 w(0)=

的解，其中 是任意常数. 

1 2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

c
c

21,cc

 解：a)      u(0)= =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 0sin

0cos
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

             u ' (t)= = u(t) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

t
t

cos
sin

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 01

10
sin

cos
01
10

t
t

        又  v(0)= =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0cos

sin o
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

            v ' (t)= = = v(t) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− t

t
sin

cos
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
10

－ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
t
t

cos
sin

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
10

－

因此 u(t),v(t)分别是给定初值问题的解. 

b)     w(0)= u(0)+ u(0)= + =  1c 2c 1c ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
0
1

2c ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

c
c

       w ' (t)=  u ' (t)+  v ' (t) 1c 2c

           = +  1c ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

t
t

cos
sin

2c ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− t

t
sin

cos

           =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
+

tctc
tc

sincos
cossintc

21

21－



           =  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
10

－ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
+

tctc
tctc

cossin
sincos

21

21

           = w(t) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
01
10

－

因此 w(t)是给定方程初值问题的解. 

2. 将下面的初值问题化为与之等价的一阶方程组的初值问题： 

a) x +2x’‘ ‘ +7tx=e ,x(1)=7, xt－ ‘(1)=-2 

b) x +x=te t ,x(0)=1, x）（4 ‘(0)=-1,x (0)=2,x (0)=0 ’‘ ‘’‘

c)  
⎩
⎨
⎧

tcosx15y13y2y
ey6x7y5x t

＝－＋－

＝＋－＋
‘’‘

’‘’

           x(0)=1, x‘ (0)=0,y(0)=0,y‘ (0)=1 

解：a）令 x1＝x, x = x2
‘, 得 
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⎨
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     即  ⎥
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又 x1＝x(1)=7  x (1)= x‘ (1)=-2 2

于是把原初值问题化成了与之等价的一阶方程的初值问题： 

x‘＝    x(1)＝  ,
0

x
27
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⎦
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⎦

⎤
⎢
⎣
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   b) 令 ＝x  ＝   ＝   ＝  则得： 1x 2x 'x 3x ''x 4x '''x
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     且 (0)=x(0)=1, = (0)=-1, (0)= (0)=2, 1x 2x 'x 3x ''x

        (0)= (0)=0 4x '''x

于是把原初值问题化成了与之等价的一阶方程的初值问题： 

'x =    x(0)= , 其中 x= . 
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c) 令 w1＝x， w 2 ＝ ，w ＝y，w ＝y‘，则原初值问题可化为： 'x 3 4
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3. 试用逐步逼近法求方程组 

             ＝ x   x＝  'x ⎥
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   满足初始条件     
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  的第三次近似解. 
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习题 5.2 

02412—02  02412—03 

1.试验证 =  ( )tΦ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

12

2

t
tt

是方程组 x ' =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

tt
22
10

2
x,x=  ，在任何不包含原点的区间 a 上

的基解矩阵。 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1

x
x

bt ≤≤

解：令 的第一列为( )tΦ 1ϕ (t)=  ,这时 (t)= =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

t
t
2

2
'
1ϕ ⎟⎟

⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
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⎜
⎜

⎝
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tt
22
10

2
 1ϕ (t)故

1ϕ (t)是一个解。同样如果以 2ϕ (t)表示 ( )tΦ 第二列，我们有 2ϕ (t)= = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

tt
22
10

2
2ϕ (t)这样 2ϕ (t)也是一个解。因此 ( )tΦ 是解矩阵。又因为

det =-t 故( )tΦ 2 ( )tΦ 是基解矩阵。 

2.考虑方程组 x ' =A(t)x        (5.15)其中 A(t)是区间 a 上的连

续 n×n 矩阵，它的元素为 a (t),i ,j=1,2,…,n 

bt ≤≤

ij

a) 如果 x1(t),x (t),…,x (t)是(5.15)的任意 n 个解，那么它们的伏朗斯

基行列式 W[x1(t),x (t),…,x (t)]

2 n

2 n ≡W(t)满足下面的一阶线性微分方

程 W ' =[a11 (t)+a (t)+…+a (t)]W 22 nn

b) 解 上 面 的 一 阶 线 性 微 分 方 程 ， 证 明 下 面 公 式 ：

W(t)=W(t 0 )e  t 0 ,tdssasasa nn
t
t )](...)()([ 22110 ++∫ ∈[a,b] 

解：w ' (t)=
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整理后原式变为 

（a11 +…+a nn ）

nnnn

n

n

xxx

xxx
xxx

...
....

...

...

21

22221

11211

=（a11 +…+a ）w(t) nn

=（a11 (t)+…+a (t)）w(t) nn

b)由于 w ' (t)=[ a11 (t)+…+a (t)] w(t),即nn )(
)(

tw
tdw =[ a11 (t)+…+a (t)]dt nn

两 边 从 t 到 t 积 分 ln0 )(tw -ln )( 0tw = 即

w(t)=w(t )e ,t∈[a,b] 

∫ ++
t

t nn dssasa
0

)](...)([ 11

0

dssasa
t

t nn ])(...)([
0

11∫ ++

3.设 A(t)为区间 a 上的连续 nbt ≤≤ ×n 实矩阵， ( )tΦ 为方程 x ' =A(t)x 的

基解矩阵，而 x=ϕ (t)为其一解，试证： 

a) 对于方程 y ' =-A T (t)y 的任一解 y=Ψ (t)必有Ψ T (t) ϕ (t)=常数； 

b) (t)为方程 y ' =-A (t)y的基解矩阵的充要条件是存在非奇异的常数

矩阵 C，使 (t) 

Ψ T

Ψ T ϕ (t)=C. 

解 a)[ (t) Ψ T ϕ (t)] ' = Ψ 'T ϕ (t)+ Ψ T ϕ ' (t)= Ψ T' ϕ (t)+ Ψ T (t)A(t)ϕ  

又因为 =-A T (t) (t)，所以Ψ ' Ψ Ψ T' =-Ψ T (t) A(t) 

[ (t) Ψ T ϕ (t)] ' =- (t) Ψ T ϕ (t)A(t)+ Ψ T (t) A(t) ϕ (t)=0, 



所以对于方程 y ' =-A T (t)y 的任一解 y=Ψ (t)必有Ψ T (t) ϕ (t)=常数 

b) “⇐”假设为方程 y ' =-A (t)y 的基解矩阵，则 T

[ (t) Ψ T ϕ (t)] ' = [ (t)]  Ψ T ' ( )tΦ + Ψ T (t) 'Φ (t)=[- A (t) (t)] + 

(t) A T (t) )

T Ψ ( )tΦ

Ψ T ( )tΦ + (t)[ A(t) Ψ T ϕ (t)]=- Ψ T (t) A T (t) ( )tΦ + (t) A (t) 

=0,故 (t) 

Ψ T T

( )tΦ Ψ T ϕ (t)=C 

“⇒”若存在非奇异常数矩阵 C，detc≠ 0,使Ψ T (t) ϕ (t)=C， 

则[ (t) Ψ T ϕ (t)] = ' Ψ
'T ϕ (t)+ Ψ T ϕ ' (t)=0，故Ψ

'T (t)ϕ (t)=- (t) Ψ T

ϕ (t)A(t) (t)=- (t) A(t) 所以Ψ
'T Ψ T Ψ T' (t)=- Ψ T (t) A(t), (t)=- 

(t) A (t)即

Ψ '

Ψ T T Ψ (t)为方程 y ' =-A (t)y 的基解矩阵 T

4.设 为方程 x ' =Ax（A 为 n( )tΦ ×n 常数矩阵）的标准基解矩阵（即 （0）

=E），证明: 

Φ

( )tΦ 1−Φ (t )=0 Φ (t- t 0 )其中 t 为某一值.  0

证明：（1） ( )tΦ , (t- t )是基解矩阵。 Φ 0

   （2）由于 为方程 x ' =Ax 的解矩阵，所以( )tΦ ( )tΦ 1−Φ (t 0 )也是

x ' =Ax 的解矩阵，而当 t= t 时，0 Φ (t )0
1−Φ (t )=E, 0 Φ (t- t 0 )= （0）

=E. 故由解的存在唯一性定理，得

Φ

( )tΦ 1−Φ (t )=0 Φ (t- t 0 ) 

5.设A(t),f(t)分别为在区间 a bt ≤≤ 上连续的n×n矩阵和n维列向量，

证明方程组 x ' =A(t)x+f(t)存在且最多存在 n+1 个线性无关解。 

证明：设 x ,x ,…x 是 x =A(t)x 的 n 个线性无关解， 1 2 n
' x 是

x ' =A(t)x+f(t)的一个解，则 x1+ x , x +2 x ,…, x +n x , x 都是非齐线性

方程的解，下面来证明它们线性无关，假设存在不全为零的常数

C ,(I=1,2,…,n)使得i )(
1
∑
=

+
n

i
ii xxc +c 1−n x =0,从而 x +1 x , x +2 x ,…, 



x +n x , x 在a bt ≤≤ 上线性相关，此与已知矛盾，因此x1+ x , x +2 x ,…, 

x +n x , x 线性无关，所以方程组 x ' =A(t)x+f(t)存在且最多存在 n+1

个线性无关解。 

6、试证非齐线性微分方程组的叠加原理： 

 )()( 1
' tfxtAx = +

)()( 2
' tfxtAx +=  

 的解，则 是方程组 )()( 21 txtx +

)()()( 21
' tftfxtAx ++=  

 的解。  

证明：   （1）      （2） )()( 1
' tfxtAx += )()( 2

' tfxtAx +=

分别将 代入（1）和（2） )(),( 21 txtx

则             )()( 11
'

1 tfxtAx += )()( 2
'

2 tfxtAx +=

则  )()()]()()[( 2121
'

2
'

1 tftftxtxtAxx +++=+

)()()]()()[()]()([ 2121
'

21 tftftxtxtAtxtx +++=+  

令  )()( 21 txtxx +=

即证    )()()( 21
' tftfxtAx ++=

7．考虑方程组 ，其中 )(' tfAxx +=

⎥
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a)试验证   是 的基解矩阵； ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Φ
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e
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t
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)( Axx ='

b)试求 的满足初始条件 的解)(' tfAxx += ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1

1
)0(ϕ )(tϕ 。 

证明：a)首先验证它是基解矩阵 



以 )(1 tϕ 表示 )(tφ 的第一列    ⎟⎟
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故 )(1 tϕ 是方程的解 

如果以 )(2 tϕ 表示 )(tφ 的第二列   ⎟⎟
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故 )(2 tϕ 也是方程的解 

从而 )(tφ 是方程的解矩阵 
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故 )(tφ 是 的基解矩阵； Axx ='
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8、试求 ，其中 )(' tfAxx +=
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满足初始条件 
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的解 )(tφ 。 

解：由第 7 题可知 的基解矩阵    Axx ='
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−

+−=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= ∫ −−

t

t

t

t

t

ttt

et

ett

te

et
e
tee

dssfsttt
2

22

2

22

2

22

0

11

)1(

)
2
11(

2
1

1
1

0
)()()(

1
1

)0()()( φφφφϕ

9、试求下列方程的通解： 

a)
22

,sec'' ππ
<<−=+ ttxx  

解：易知对应的齐线性方程 的基本解组为0'' =+ xx

ttxttx sin)(,cos)( 21 ==  

这时 1
cossin
sincos

]0(),([ 21 =
−

=
tt
tt

txtxW  

由公式得

∫∫ +=−=
−

=
tt

ttttdssttsdsststt
00

coslncossin)tancos(sinsec
1

sincoscossin)(ϕ  

∴  通解为 tttttctcx lncossinsincos 21 +++=  



b)  texx 2''' 8 =−

解：易知对应的齐线性方程 的基本解组为  08''' =− xx .)( 2
1

tetx =

 

 

tetxtetx tt 3sin)(,3cos)( 32
−− ==  

2=λQ  是方程的特征根 

故方程有形如 的根 tAtex 2=

代入得
12
1

=A  

故方程有通解 ttt teecetctcx 22
321 12

1)3sin3cos( +++= −  

c)  texxx =+− 96 '''

解：易知对应的齐线性方程 对应的特征方程为

故方程的一个基本解组为  

096 ''' =+− xxx

3,.096 2,1
2 ==+− λλλ tt tetxetx 3

2
3

1 )(,)( ==

tttst

s

stst

t
ttt

tt

eteedse
e

seeetet

e
teee

tee
txtxW

33

0 6

3333

6
333

33

21

4
1

2
1

4
1)(

33
)](),([

−+=⋅
⋅−

=

=
+

=

∫ϕ

 

因为 是对应的齐线性方程的解 tt ete 33 ,

故 tet
4
1)(1 =ϕ 也是原方程的一个解 

故方程的通解为 ttt etececx
4
13

2
3

1 ++=  

10、给定方程 其中 f(t)在)(78 ''' tfxxx =++ +∞<≤ t0 上连续，试利

用常数变易公式，证明： 

a)如果 f(t)在 上有界，则上面方程的每一个解在

上有界； 

+∞<≤ t0 +∞<≤ t0

b)如果当 时， ，则上面方程的每一个解∞→t 0)( →tf ∞→)(tϕ （当



∞→t 时）。 

证明：a)  )(tfQ +∞<≤ t0 上有界 

∴  存在 M>0,使得 ),0[,)( +∞∈∀≤ tMtf  

又 是齐线性方程组的基本解组 tt exex 7, −− ==Q

非齐线性方程组的解 ∴

∴ dssf
e

eeeedssf

ee
ee

eeeet
t

s

stsst

ss

ss

stst

)(
6

)(

7

)(
0 8

77

0

7

7

77

∫∫ −

−−−−

−−

−−

−−−−

−
−

=

−−

−
=ϕ  

∴ MeeMdseeeeMt ttt stst

21
4)

7
1

7
8(

66
)( 7

0

77 ≤−−≤−≤ −−−−∫ϕ  

又对于非齐线性方程组的满足初始条件的解 x(t)，都存在固定

的常数  21,cc

使得  )()( 2
7

1 tecectx tt ϕ++= −−

从而 Mcctecectx tt

21
4)()( 212

7
1 ++≤++≤ −− ϕ  

故上面方程的每一个解在 +∞<≤ t0 上有界 

b) 时，  Q ∞→t 0)( →tf

N∃>∀∴ ,0ε 当 t>N 时 ε<)(tf  

由 a)的结论 

)(,
21
4

21
4)()( 212

7
1 ∞→≤++≤++≤ −− tMcctecectx tt ϕ  

故 t 时，原命题成立  ∞→

11、给定方程组           （5.15） xtAx )(' =

这里 A(t)是区间 上的连续bxa ≤≤ nn× 矩阵，设 )(tφ 是（5.15）的一个

基解矩阵，n 维向量函数 F(t,x)在 bxa ≤≤ ， ∞<x 上连续， 试

证明初值问题：              （*） 

],[0 bat ∈

⎩
⎨
⎧

=
+=
ηϕ )(

),()(

0

'

t
xtFxtAx



的唯一解 )(tϕ 是积分方程组 

dssxsFsttttx
t

t
))(,(0()()()()(

0

1
0

1 ∫ −− += φφηφφ         （**） 

的连续解。反之，（**）的连续解也是初值问题（8）的解。 

证明：若 )(tϕ 是（*）的唯一解 

则由非齐线性方程组的求解公式 

∫ −− +=
t

t
dsssFstttt

0

))(,()()()()()( 1
0

1 ϕφφηφφϕ  

即（*）的解满足（**） 

反之，若 )(tϕ 是（**）的解，则有 

∫ −− +=
t

t
dsssFstttt

0

))(,()()()()()( 1
0

1 ϕφφηφφϕ  

两边对 t 求导： 

))(,()()(

))(,(]))(,()()()[()(

))(,(]))(,()()()[(

))(,()()())(,()()()()()(

0

1
0

1

0

1
0

1'

1

0

1'
0

1''

ttFttA

ttFdsssFstttA

ttFdsssFstt

ttFttdsssFstttt

t

t

t

ϕϕ

ϕϕφηφφ

ϕϕφηφφ

ϕφφϕφφηφφϕ

+=

++=

++=

++=

∫
∫

∫

−−

−−

−−−

 

即（**）的解是（*）的解 

 



习题 5.3 
 
1、 假设 A 是 n×n 矩阵，试证： 

a) 对任意常数 、 都有 1c 2c

exp( A+ A)=exp A·exp A 1c 2c 1c 2c

b) 对任意整数 k,都有 
(expA) =expkA k

                 (当 k 是负整数时，规定(expA) ＝[(expA) ] ) k 1− k−

 

证明：a) ∵（ A）·（ A）＝（ A）·（ A） 1c 2c 2c 1c

 ∴ exp( A+ A)= exp A·exp A 1c 2c 1c 2c

b)  k>0 时，(expA) ＝expA·expA……expA k

                  ＝exp（A+A+……+A） 
                  ＝expkA 
    k<0 时，-k>0 

            (expA) ＝[(expA) ] =[exp(-A)]  = exp(-A)·exp(-A)……exp(-A) k 1− k− k−

                   ＝exp[(-A)(-k)] 
                   ＝expkA 

 故∀ k，都有(expA) =expkA k

 
 

2、 试证：如果 )(tϕ 是 =Ax 满足初始条件'x )( 0tϕ ＝η的解，那么 

)(tϕ ＝[expA(t-t 0 )]η  

证明：由定理 8 可知 )(tϕ ＝Ф(t)Ф
-1
(t0) η＋Ф(t)   ∫

t

t
dssfs

0

)()(1-φ

又因为Ф(t)= expAt , Ф-1
(t0)=( expAt0)-1= exp(-At0),  f(s)=0, 

又因为矩阵 （At）·（- At0）=（- At0）·（At） 

所以 )(tϕ ＝[expA(t-t )]0 η  

 
 
 

3、 试计算下面矩阵的特征值及对应的特征向量 
 

 i



a）              b）  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
34
21

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

244
354
332

 

c）          d）  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

102
111
121

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−− 6116
100
010

  

解：a）det（λ E－A）=
34

21
−−
−−
λ

λ
=(λ－5)(λ +1)=0 

∴ 1λ =5,  2λ =－1 

对应于 1λ =5 的特征向量 u= ,  (⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α
α
2

0≠α )  

对应于 2λ =－1 的特征向量 v= , (⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− β
β

0≠β ) 

 
b) det（λ E－A）=(λ +1)(λ +2)(λ－2)＝0 

∴ 1λ ＝－1， 2λ ＝2， 3λ ＝－2 

对应于 1λ ＝－1 的特征向量u1＝α
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
1

， （ α ≠ 0 ） 

对应于 2λ ＝2 的特征向量u2＝ ，  （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
1
1

β 0≠β  ） 

对应于 3λ ＝－2 的特征向量u3＝ ，  （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
1
0

γ 0≠γ  ） 

 

c）det（λ E－A）=

102
111
121

−−
−+−
−−−

λ
λ

λ
＝(λ +1)2(λ－3)＝0 

   ∴ 1λ ＝－1（二重）， 2λ ＝3 

 ii



对应于 1λ ＝－1（二重）的特征向量 u＝ ， （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

2
2
1

α α ≠ 0 ） 

对应于 2λ ＝3 的特征向量 v＝ ,  （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2
1
2

β 0≠β  ） 

 

d) det（λ E－A）=

6116
10

01

+
−

−

λ
λ

λ
=(λ +3)(λ +1)(λ +2)=0 

   ∴ 1λ ＝－1， 2λ ＝－2， 3λ ＝－3 

   对应于 1λ ＝－1 的特征向量u1＝ ， （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
1
1

1
α α ≠ 0 ） 

   对应于 2λ ＝－2 的特征向量u2＝ ，  （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
4
2

1
β 0≠β  ） 

   对应于 3λ ＝－3 的特征向量u3＝ ，  （ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
9
3

1
γ 0≠γ  ） 

 
 

4、 试求方程组 =Ax 的一个基解矩阵，并计算 expAt，其中 A 为： 'x

a）          b）  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

21
12

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
34
21

c）        d）  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

244
354
332

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

115
118

301

解：a）det（λ E－A）=0 得 1λ ＝ 3 ， 2λ ＝－ 3  

对应于 1λ 的特征向量为 u＝ α⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 32
1

， （ α ≠ 0 ） 

 iii



对应于 2λ 的特征向量为 v＝ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 32
1

β ，  （ 0≠β  ） 

∴u＝ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ 32
1

，v＝ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 32
1

是对应于 1λ ， 2λ 的两个线性无关的特征向量 

Ф(t)= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+ −

−

tt

tt

ee
ee

33

33

)32()32(
是一个基解矩阵 

 ExpAt= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−++−
−++−−

−−

−−

tttt

tttt

eeee
eeee

3333

3333

)32()32(
)32()32(

32
1

 

 

b) 由 det（λ E－A）=0 得 1λ ＝5， 2λ ＝－1 

解得 u＝ ，v＝ 是对应于⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−1
1

1λ ， 2λ 的两个线性无关的特征向量 

则基解矩阵为Ф(t)＝  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

− −

−

tt

tt

ee
ee

5

5

2

Ф(0)＝      Ф⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−12
11

－1
(0)＝

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
3
1

3
2

3
1

3
1

 

则expAt＝Ф(t) Ф
－1
(0)＝ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
−+

−−

−−

tttt

tttt

eeee
eeee

55

55

222
2

3
1

 

 

  c） 由 det（λ E－A）=0 得 1λ ＝2， 2λ ＝－2， 3λ ＝－1 

      解得基解矩阵Ф(t)＝  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−

0

0

22

22

2

tt

ttt

tt

ee
eee
ee

 

Ф
－1
(0)＝  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

110
011
111

           则expAt＝Ф(t) Ф
－1
(0)＝  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−
−++−−
−+−

−−

−−−−

−−

ttttt

ttttttt

ttttt

eeeee
eeeeeee
eeeee

22222

22222

222

 iv



d）由 det（λ E－A）=0 得 1λ ＝－3， 2λ ＝2＋ 7 ， 3λ ＝2－ 7  

   解得基解矩阵Ф(t)＝

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−−−
−

++−

++−

−+−

ttt

ttt

ttt

eee

eee

eee

)72()72(3

)72()72(3

)72()72(3

3
71

3
714

3
574

3
5747

3

 

则expAt＝Ф(t) Ф
－1
(0)＝ 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
+

+
+

−−
+

−
+

+
+

+−
+

−

−+−

−+−

−+−

ttt

ttt

ttt

eee

eee

eee

)72()72(3

)72()72(3

)72()72(3

9
7226

9
7226

9
732

9
728122

9
728122

9
756

3
742

3
742

3
78

74
1

 

 

 

5、试求方程组 =Ax 的基解矩阵，并求满足初始条件'x )()0( tϕηϕ 的解=  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
0
1

102
111
121

)

7
2

0

115
118

301
)

3
3

34
21

)

η

η

η

Ac

Ab

Aa

 

 

   解：a）由第 4 题（b）知，基解矩阵为  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

− −

−

tt

tt

ee
ee

5

5

2

           ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

β
β

α
α

η
23

3

          所以 1,2 == βα  

           ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

=
−

−

tt

tt

ee
ee

t
5

5

4
2

)(ϕ

 

 v



b）由第 4 题（d）知，基解矩阵为 

  Ф(t)＝ 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−−−
−

++−

++−

−+−

ttt

ttt

ttt

eee

eee

eee

)72()72(3

)72()72(3

)72()72(3

3
71

3
714

3
574

3
5747

3

 

所以  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−−
+

−

+
+

+−
+

−

−−
+

−
+

=

−+−

−+−

−+−

ttt

ttt

ttt

eee

eee

eee

t

)72()72(3

)72()72(3

)72()72(3

9
722178

9
722178

9
7208

9
7146748

9
7146748

9
7364

3
7264

3
7264

3
752

74
1)(ϕ  

 

c) 由 3（c）可知，矩阵 A 的特征值为 1λ ＝3， 2λ ＝－1（二重） 

   1λ 对应的特征向量为u1＝ ，u
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α
α
α2

2＝

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

3
24 γβ

γ
β

 

   ∴ ＝ ＋

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α
α
α2

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

3
24 γβ

γ
β

 

   解得

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
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2
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4
1
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2
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4
1
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4
1
2
1
4
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γ

β
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3 )]([)( vEAtEeEvet tt +++= −ϕ

＝

⎟
⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
⎜
⎜
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6、 求方程组 =Ax＋f（t）的解'x )(tϕ ： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

−

t
t

tfAc

e
tfAb

e
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t

t
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sin

)(,
12
34

,)0()

0
0

)(,
6116

100
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,0)0()

1
)(,

34
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,
1
1

)0()
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1

η
η

ϕ

ϕ

ϕ

 

解：a）令 =Ax 的基解矩阵为Ф(t) 'x

15
0)1)(5()det()(

21 ＝－，＝所以 λλ
λλλλ =+−=−= AEp

 

解得Ф(t)＝ ， 则Ф⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

− −

−

tt

tt

ee
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5

5

2
－1
(t)＝ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
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−
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tt
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t ee
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Ф
－1
(0)＝ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
−

12
11

3
1

 

求得 )(tϕ ＝

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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−

−

5
1

2
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3

5
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4
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5

5
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eee

eee
 

 
 

b）由 det（λ E－A）=0 得 1λ ＝－1， 2λ ＝－2， 3λ ＝－3 

   设 1λ 对应的特征向量为v1，则 

   （ 1λ E－A）v1=0，得v1＝  0≠
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
α

α
α
α

    取v1＝ ，同理可得v
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1
1
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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−

2
1
2
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⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
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⎛
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−
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3
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    则Ф(t)＝

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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3
1

2
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从而解得

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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+−−

=

−−−−

−−−−

−−−−

tttt

tttt

tttt

teeee

teeee

teeee

t

2
1

4
7

4
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2
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4
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4
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2
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4
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4
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32
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ϕ  

 

c）令 =Ax 的基解矩阵为Ф(t) 'x

由 det（λ E－A）=0 得 1λ ＝1， 2λ ＝2 

解得对应的基解矩阵为Ф(t)＝
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

tt

tt

ee

ee
2

2

2
3

 

∴Ф
－1
(t)＝

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
−−

−−

tt

tt

ee

ee
22

2
3

2   从而Ф
－1
(0)＝  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
22

32

∴  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+++−−+−
−+++−−+−

=

+= ∫ −−

)1(2)324(sin2cos2
)1(3)324(sin2cos

)()()()0()0()()(

21
2
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2

21

0

11

ηηηη
ηηηη

φφϕφφϕ

tt

tt

t

eett
eett

dssfsttt

 
 

7、 假设 m 不是矩阵 A 的特征值。试证非齐线性方程组 

mtceAxx +='  

   有一解形如 

mtpet =)(ϕ  

   其中 c，p 是常数向量。 

   证：要证 是否为解，就是能否确定常数向量 p mtpet =)(ϕ

mtmtmt ceApepme +=  

则 p（mE－A）＝c 
由于 m 不是 A 的特征值 

 viii



故 0=− AmE  

mE－A 存在逆矩阵 

那么p＝c（mE－A）
－1    这样方程就有形如 的解 mtpet =)(ϕ

 
 

8、 给定方程组 

            
⎩
⎨
⎧

=++−
=−++−

0'2'
0'2'3''

2211

22111

xxxx
xxxxx

a） 试证上面方程组等价于方程组 u’=Au,其中 

u＝ ，A=  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2

1

1

3

2

1

'
x
x
x

u
u
u

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

112
244
010

b） 试求 a）中的方程组的基解矩阵 
c） 试求原方程组满足初始条件 

x1(0)=0,  x1’(0)=1,  x2(0)=0 
的解。 

 证：a）令    则方程组①化为 231211 ,', xuxuxu ===

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−==
+−−==

==

31223

331212

211

2''
'23'''

''

uuuxu
uuuuxu

uxu
 

即 u’＝ u’=Au   ① u
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

112
244
010

反之，设x1=u1,x1’=u2,x2=u3    则方程组②化为 

  

⎩
⎨
⎧

−−=
+−−=

⇒

⎩
⎨
⎧

−−=
++−=

2112

22111

2112

2111

'2'
'2'2''

'2'
2'44''

xxxx
xxxxx

xxxx
xxxx

b）由 det（λ E－A）=0 得 1λ ＝0， 2λ ＝1， 3λ ＝2 

由   得  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=−−

=−

02
0244

0

321

321

2

uuu
uuu

u
0

2
0
1

1 ≠
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ααu

同理可求得u2和u3
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取

⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎛
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0
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1
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,
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0
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321 vvv  

则

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
2
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20
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)( 2

2

t
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e
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tφ 是一个基解矩阵 

c ）令 ，则①化为等价的方程组①且初始条件变为

而②满足此初始条件的解为： 

231211 ,', xuxuxu ===

.0)0(,1)0(,0)0( 321 === uuu

⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
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e
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2
32

2
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0
1
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2

2

η     ③ 

于是根据等价性，①满足初始条件的解为③式 
 
 

9、 试用拉普拉斯变换法解第 5 题和第 6 题。 
证明：略。 
 
10、 求下列初值问题的解： 

42322111
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2

2

2
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1

211

2211

22111
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21

)0(',)0(,)0(',)0(
0''
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0'2'3''
)
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⎧
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b
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解：a)根据方程解得 '＝1x
2
1

 ， ＝－'2x
2
1

 

∴ ＝1x
2
1

t＋ ， ＝－1c 2x
2
1

t＋  2c

∵ 1)0(1 =ϕ  

 x



∴
2
1
×0＋ ＝1   ∴ ＝1    ∴ ＝1c 1c 1x

2
1

t＋1 

∵ 0)0(2 =ϕ  

∴－
2
1
×0＋ ＝0    ∴ ＝0    ∴ ＝－2c 2c 2x

2
1

t 

综上： ＝1x
2
1

t＋1 

      ＝－2x
2
1

t 

b）对方程两边取拉普拉斯变换，得 
   

解得 
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c）对方程两边取拉普拉斯变换，得 
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11、 假设 y＝ )(xϕ 是二阶常系数线性微分方程初值问题 

⎩
⎨
⎧

==
=++

1)0(',0)0(
0'''

yy
byayy

 

         的解，试证 是方程 ∫ −=
x

dttftxy
0

)()(ϕ

                   )(''' xfbyayy =++  

         的解，这里 f（x）为已知连续函数。 

 证明：y＝  dttftx
x

)()(
0∫ −ϕ

       ∵y’＝  dttftxdttftxxf
xx

)()(')()(')()0(
00 ∫∫ −=−+ ϕϕϕ

)()()()()0(')()(''
00

xfdttftxxfdttftxy
x nx n +−=+−= ∫∫ ϕϕϕ  

∴

 dttftxbdttftxaxfdttftxbyayy
xxx

)()()()(')()()('''''
000 ∫∫∫ −+−++−=++ ϕϕϕ

     
)(

)()()]()(')(')(''[
0

xf

xfdttftxbtxbtxatx
x

=

+−+−+−+−= ∫ ϕϕϕϕ

           
 
 
 
 
 
                                                       02412－04 丁晶晶 
                                                       02412－05 徐雪輝 
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习题 6.3      
1. 试求出下列方程的所有奇点,并讨论相应的驻定解的稳定性态 

 (1)
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−−=

)32(4/1

)1(

yxy
dt
dy

yxx
dt
dx

 

解:  由 得奇点(0,0),(0,2),(1,0),(1/2,1/2) 
⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

0)32(4/1
0)1(

yxy
yxx

对于奇点(0,0),   A=     由⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2/10

01
AE −λ =0 得λ1 =1>0,λ2 =1/2>0 

所以不稳定  

对于奇点(0,2),令 X=x,Y=y-2,   则 A=     得⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
2/12/3

01
λ1 =-1, λ2 =-1/2 

所以渐进稳定 
同理可知,对于奇点(1,0),驻定解渐进稳定 
        对于奇点(1/2,1/2),驻定解渐进不稳定 
 

(2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=

−+−=

y
x

xyyx
dt
dy

xyyx
dt
dx

2

2

4566

5469
 

解:   由   得奇点(0,0),(1,2),(2,1) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−

=−+−

04566

05469
2

2

y
x

xyyx

xyyx

对于奇点(0,0)可知不稳定 
对于奇点(1,2)可知不稳定 
对于奇点(2,1)可知渐进稳定 
 

(3) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−+−=

=

0),( 2 μμ xyx
dt
dy

y
dt
dx

 

解:由 得奇点(0,0),(-1/
⎩
⎨
⎧

>=−+−
=

0,0)(
0

2 μμ xyx
y

μ ,0) 

对于奇点(0,0)   驻定解不稳定 
对于奇点(-1/μ ,0)   得驻定解不稳定 
 



(4) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−−−=

−=

)3/22)(( 322 xyx xyyxy
dt
dy

xy
dt
dx

 

解:   由 得奇点(0,0),(1,1) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−−−

=−

0)3/22)((
0

322 xyx xyyxy
xy

对于奇点(0,0)得驻定解不稳定 
对于奇点(1,1)得驻定渐进稳定 
 
2. 研究下列纺车零解的稳定性 

(1) 065 2

2

3

3

=+++ x
dt
dxxx

dt
d

dt
d  

解: =1>0, =5>0, =6>0 a0 a1 a2

61
15

2Δ >0    =1>0    所以零解渐进稳定 a3

 

(2) )(,, 为常数μμμμ xz
dt
dzzy

dt
dyyx

dt
dx

−=−=−=  

 

解:A=    由
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

μ
μ

μ

01
10

01
AE −λ =0 得  0133

3223 =+−+− μμλλ λμ

   得λ1 = 1−μ , λ2 = i
2
3

2
1
±+μ  

i)  μ +1/2<0  即μ <-1/2,渐进稳定 
ii)  μ +1/2>0 即μ >-1/2 不稳定 
iii)  μ +1/2=0 即μ =-1/2 稳定 
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