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Dynkin型cluster倾斜代数及m-cluster倾斜代数

戈 文 旭

(山东大学数学学院，山东，济南250100)

中文摘要

2002年，Fomin和Zelevinsky在文【FZI，FZ2】中引入了cluster代数的概念，用

来研究量子群的典范基和代数群的整体正性之间的联系．这种理论很快就和数学中的

许多分支产生了密切的联系(参见【FZ3])．特别是近几年，cluster代数及其组合理论

给有限维代数表示理论带来了很大的影响．文fBMRRT]引入了cluster范畴和cluster

倾斜理论的概念，成为更好的理解Fomin和Zelevinsky的cluster代数的一个范畴化

模型．设Ⅳ是代数闭域上的有限维遗传代数，秒(Ⅳ)是日的有界导出范畴，cluster

范畴够(日)定义为轨道范畴砂(H)／r-1【1】，其中1-是砂(日)中的Auslander-Reiten变

换，【1】是砂(日)中的平移函子．Cluster范畴够(Ⅳ)中的cluster倾斜对象与cluster

代数的cluster——对应．

Cluster范畴的cluster倾斜理论完善了有限维代数表示理论中的经典倾斜理论，

cluster倾斜对象的自同态代数称为cluster倾斜代数．近年来，对这—类代数的大量

研究表明，它们具有很多好的性质，例如这是一类非平凡的1-Goreustein代数．参见

文【BMRl，BMR2，ABSI，KRI]．

在Dynkin型cluster范畴和cluster倾斜代数方面，P．Caldero，F．Chapoton和

R．Schittier在文【CCSl】中建立了An型cluster范畴的几何模型，为我们研究cluster

范畴提供了—个新的思路．随后，R．Schiffler在文【Sch】中构造了Dn型cluster范畴

的几何模型．

作为cluster范畴的推广，H．Thomas在文【Th】引入了m—cluster范畴的概念．

m-cluster范畴％(日)定义为轨道范畴秒(H)／r_1【仇】．随后，m-cluster倾斜对象和

m-cluster倾斜代数也被引入．若m-cluster范畴％，(日)上的一个对象丁满足以下条

件：

·Hom％(日)(Z x【l】)=0，1≤i≤m，当且仅当x∈add(T)，
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·Hom‰(日)(x，丁fi】)=0，1≤i≤m，当且仅当x∈add(T)，

则称T为m-cluster倾斜对象．m-cluster倾斜代数End‰(日)(T)op为m-cluster倾斜

对象丁的自同态代数．在这方面的研究，参见文【BaMl，BaM2，HJl，HJ2，KRl，KR2，

Ⅳ，P，Wr，Zh3，zz]．

本文分两部分：第一部分，我们研究了．D。型cluster倾斜代数，分类了所有的Dn

型cluster倾斜代数的箭图，并给出了两个Dn型cluster倾斜代数同构的充要条件．

第二部分，我们研究了A。型m-cluster倾斜代数，给出了An型m-cluster倾斜代数

连通的充要条件，进—步得到了两个连通的An型仇一cluster倾斜代数同构的充要条

件．

第一章给出引言和预备知识．介绍了与本论文有关的基本概念和结果，并阐述了

论文的工作背景和思路．

第二章利用R．Schiifler在文[Schl构造的几何模型进—步对风型cluster倾斜代

数进行研究．首先，我们给出了穿刺多边形P。中由标记弧构成的三角的等价分类．

进—步，我们得到了队型箭图的mutation等价类和所有的Dn型cluster倾斜代数

的箭图，并且我们还给出了它们的关系理想．最后我们给出了两个队型cluster倾斜

代数同构的充要条件．主要结果如下，

定理2．2．5．箭图Q是D。型cluster倾斜代数的箭图当且仅当箭图Q属于2．2

节描述的四种类型中的一种．

定理2．3．1． 设r和r是队(佗≥5)型cluster范畴V(H)中的两个cluster

倾斜对象， r=Endv(H)(T)op与r，=En曲(胃)(r)op是相应的cluster倾斜代数．则

r和r7同构的充要条件是存在整数i和歹使得T=7-‘r或T=盯一r，其中7．是

Auslander-Reiten变换，盯是Y(H)的—个自同构函子(仃的定义见2．3节)．

第三章，我们利用K．Baur和R．Marsh建立的An型m-cluster范畴的几何模型

进—步对月n型m-cluster倾斜代数进行研究．我们讨论了由m-cluster倾斜对象构成

的倾斜图的连通性，给出了An型m-cluster倾斜代数连通的充要条件，并且还证明了

两个连通的An型m-cluster倾斜代数同构的充要条件．主要结果如下t

定理3．2．7．设n是(n+1)m+2多边形，∑m是由n中的胁对角线分割构
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成的m-mutation无向图．则∑m是连通的．即。A。型m-cluster范畴的倾斜图是连

通的．

定理3．2．9． 设r是月。型m-cluster范畴中的一个cluster倾斜对象， B=

End‰(日)(T)op是相应m-cluster倾斜代数．则B是连通的充要条件是对T中任意一

个不可分解直和项M都存在丁中的另—个不可分解直和项Ⅳ使得肘和Ⅳ在同一

个ray或coray中．

定理3．2．10． 设∑乞是由An型m-cluster范畴中连通的m-cluster倾斜对象构

成的倾斜图，则∑幺是连通的．

定理3．3．3． 设T和r是An型m-cluster范畴％(日)中的两个连通的m-

cluster倾斜对象，B=Endvm(H)(T)。p与B7=End‰(日)(r)叩是相应的m-cluster倾

斜代数．则B和B7同构的充要条件是存在整数i使得T=rh其中【i】是平移函子

【1】的i次幂．

关键词：cluster范畴，cluster倾斜代数，三角，m—cluster范畴，m-cluster倾

斜代数，m-对角线分割．

111



■



，

山东大学博士学位论文

Dynkin cluster-tilted algebras and 7n-cluster—tilted

algebras

Wbnxu Ge

(School of Mathematics，Shandong University,Jinan，Shandong，250100)

Abstract

In 2002，cluster algebras were introduced by Fomin and Zelevinsky(FZI，FZ2J in

order to explain the connection between the canonical basis of a quantized enveloping

algebra and total positivity for algebraic groups．There are interesting connections

to their theory in many directions(see【FZ3I)．As a categorical model for better

understanding of cluster algebras，cluster categories and cluster-tilting theory were

introduced in【BMRRT]．Let H be a finite dimensional hereditary algebra over all

algebraically closed field and秒(日)be the bounded derived category of H．Then the

cluster category够(日)is the orbit category秒(H)／7．-1【1】，where 7-is the Anslander-

Reiten translation in矽6(日)and f1】is the shift functor of D6(日)．There is a one to one

correspondence between cluster tilting objects in cluster categories and the clusters of

cluster algebras．

Cluster-tilted algebras were introduced in【BMRl]，which together with cluster

categories provide all algebraic understanding of combinatorics of cluster algebras．

Here，cluster-tilted algebra is the endomorphism algebra of a cluster tilting object，is

the form En曲(日)(丁)叩．A large number of research of such algebra show that there

are many good properties，see【BMRl，BMR．2，ABSl，KRI]．

In the type of Dynkin，P．Caldero，F．Chapoton and R．Schiffier【CCSl】have

associated a category to the cluster algebra of type An，and proved that this category

is equivalent to the cluster category of type An．Later，R．Schiffler constructed a

geometric model for cluster category of typc Dn in fSch]．

V
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As a generalization of cluster categories，m—cluster categories％(何)were intro-

dueed in【Wh]．They are defined as the orbit category砂(H)／T一1【m】．An object T in

％(日)is all m-cluster tilting object if and only if the following hold：

·Hombre(H)(T,驯司)=0，1≤i≤仇，ifand only ifX∈add(T)；

·Homwm(H)(X，丁㈤=0，1≤i≤m，if and only if X∈add(T)．

Let T be an m-cluster tilting object．B=Endy。(H)(T)op is the m-cluster-tilted

algebra．Recently,there are a lot of reseach about these kinds of algebras，,see【BaMl，

BaM2，HJl，HJ2，KRl，KR2，IY，P’Wr，Zh3，zz]．

In this thesis，first，we investigate cluster-tilted algebras of type Dn，classify the

quivers of cluster-tilted algebras of type Dn，and moreover，we give a necessary and

sufficient condition for the isomorphism between two cluster-tilted algebras of type

Dn．Second，we investigate m-cluster-tilted algebras of type An，give a necessary

and sufficient condition for the isomorphism between two connected m-cluster-tilted

algebras of type An．This thesis is arranged as follows．

In Chapter l，we recall some definitions and basic results needed for our reseach，

give some recent developments in this dissertation and make a systemic exposition of

our main results．

In Chapter 2，by using the geometric model for cluster category of type队by R．

Schiffier in【sch】，we investigate the cluster-tilted algebras of type Dn．First，we give an

explicit description of the equivalence class of triangulations of the category of tagged

arCes of punctured polygon Pn．As an application，we obtain the mutation classes of

quivers of type Dn，and deduce all the quivers of cluster-tilted algebras of type Dn，

and moreover，we also give an explicit description for the relation ideal．Next，we give

a necessary and sufficient condition for the isomorphism between two cluster-tilted

algebras of type Dn．Our main results axe as follows．

Theorem 2．2．5．The quiver Q is口quiver oI cluster-tilted algebras巧type Dn

霹and only对Q belongs to one o|type l，type 2，type 3 or type 4仇section 2．2．

■
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Theorem 2．3．1．Let T and r be two cluster tilting objects in the cluster

category够(仃)o／type D。(礼≥5)，r=End曾(H)(T)。p and r’=End管(日)(r)op be the

corresponding cluster-tilted algebras．Then F is isomorphic to Ff if and only寸T=TiTI

or T=oTjTI for some integers i and J，where t is the Auslander-Reiten translation．

o is the automorphism 0{V(H、d币ned in section 2．3．

In Chapter 3，we use the geometric model for m-cluster category of type An

坶K．Baur and R．Marsh to investigate the m-cluster-tilted algebras of type An．

We prove that the tilting graph of m-cluster category of type An is connected，and

obtain a necessary and sufficient condition for the connected m-cluster-tilted algebras

of type An，and moreover，give a necessary and sufficient condition for the isomorphism

between two connected m-cluster-tilted algebras of type An．Our main results ale as

follows．

Theorem 3．2．7．Let∑m be the tilting graph巧an m—cluster category of type

An．Then∑m is connected．

Theorem 3．2．9．Let T be an m—cluster tilting object in m．cluster category o／

type Atl，B=End％(日)(丁)0p be the corresponding m·cluster-tilted algebra．Then B is

connected if and only iffo下any indecomposable direct summand M o{T．there exists

another indecomposable出rect summand N oyT such that N and M此e OR a same ray

Dr coray．

Theorem 3．2．10．Let rim be the tilting subgraph comsisting o，connected m—

cluster tilting objects in the m—cluster category o／type An．Then∑幺is connected．

Theorem 3．3．3．Let T and r are two connected m—cluster tilting objects抚the

cluster category它‰(日)oy type An，B=End％∽)(T)op and B’=End％(日)(r)op be

the corresponding m—cluster-tilted algebras．Then B is isomorphic to B’讨and only if

T=，吲／or some integeri．

Key words： cluster c曲ego隅cluster-tilted algebra，triangulation，m-cluster

category,m-cluster-tilted algebra．仇一diagonal division．
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第一章 引言及预备知识

§1．1 引言

2002年，为了研究量子群的典范基和代数群的整体正性之间的联系， Fomin和

Zelevinsky在文[FZl，FZ2】中引入了cluster代数的概念．设F=Q(ul，U2，．．．，“3)是

有n个变元的有理函数域，x∈F是Q上的一组超越元基， B=(‰)x,yEX是行和

列以X为标记的n×n符号反对称整数矩阵．也就是说，对任意的z，Y∈X，我们有

k掣=0§‰=o；6切>0§‰<o；k善=0．我们称这样的一个二元组(x，B)为一

个seed，X称为cluster．对—个给定的seed(X，B)和X中的—个元素z，通过下面的

二进制交换关系我们定义一个F中的新的元素7

zz'=Ⅱzk+Ⅱz也；．
xEX，kl>0 xEX，b2{<O

在这种情况下，我们称乙∥构成了—个交换对(exchange pair)．X’=X U{7}＼{z}是

F的—个新的超越元基，我们称矩阵B7=(％9)z,yEX，是矩阵B在z处的mutation，

其中
，

，， l一‰ 若z=z或y=z；
哪

l k可+互1、．bz：16：譬+k：I也j，I)其它．

二元组(x’，曰7)称为seed(X，B)在Z处的mutation．记集合5为我们通过对(五日)

重复做mutation得到的所有的seed构成的集合，5中所有seed里出现的超越元构成

了—个集合，我们记做x，它中的超越元我们叫做cluster变量．Cluster代数A(x，B)

定义为由集合X生成的F的子环．在同构的意义下，cluster代数和X的选取无关，

只和整数矩阵B有关，所以一般我们记为AB．

当矩阵B是反对称矩阵时，一个seed(X，B)决定了—个箭图QB．Q口的顶点对

应于矩阵B的行和列，b>0表示顶点i到J的箭向数．若集合X是有限集，那么

我们说cluster代数AB是有限型的．在【FZ2】中，证明了有限型cluster代数中存在

一个seed对应的箭图是Dynkin图．
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关于cluster代数及其组合的相关知识可参见文献【CFZ，FZ3，FZ4，FRI]．这种理

论很快就和数学中的许多分支产生了密切的联系．特别是近几年，cluster代数及其组

合理论给有限维代数表示理论带来了很大的影响．文【MRZ]首先给出了cluster代数

及其组合理论与箭图表示的关系．接着，当cluster代数中存在一个Seed(X，B)决定

的箭图QB为某个遗传代数日的箭图时，即H=kqB，文【BMRRT】引入了cluster

范畴和cluster倾斜理论的概念，成为更好的理解Fomin和Zelevinsky的cluster代数

的一个范畴化模型．

Cluster范畴的定义如下．设日是代数闭域上的有限维遗传代数， 秒(日)是日

的有界导出范畴， r是秒(日)中的Auslander-Reiten变换， 【1】是秒(Ⅳ)中的平移

函子．令F=T-1[11，cluster范畴够(日)定义为轨道范畴Z)6(H)IF，对象是秒(日)中

对象的n轨道，态射定义为：

Hom够(H)(2，矿)=o H0m砂(胃)(x，∥y)，
讵Z

这里X，y是砂(日)中的对象，贾，矿分别是x，y的n轨道(为了方便，我们有时

将x，y简记为x，y)．由文【K】，cluster范畴是三角范畴，而且是Calabi—Yau维数为

2的Calabi-Yau范畴． Cluster范畴够(Ⅳ)中的cluster倾斜对象丁满足如下两个条

件。

·Ext,(m(正T)=o；

·对cluster范畴V(H)中任意不可分解对象M，若脯参(日)(Z M)=0，则M是
丁的直和项．

现在cluster范畴已经成为acyclic型cluster代数及其组合的—个成功的模型，参

见文【BMR，CC，CKl，CK2]．在这个范畴化的模型中，cluster范畴中的不可分解例

外对象对应于文【FZl】中定义的cluster变量，而cluster倾斜对象对应于cluster代数

中的cluster，参见文【CKl，CK2]．特别的，对应于cluster代数的cluster-mutation，文

【BMRRT】定义了cluster范畴中的cluster倾斜对象上的一种mutation．简单来说，就

是cluster范畴中的—个几乎cluster倾斜对象亍恰好有2个互不同构的不可分解补

M和M+，而且它们通过下面的三角相联系。

M’与r上M—M‘f11 和 M二r与M’一MIll，
^ ， ，● ^●

2
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其中，r∈add亍，P∈add—T，，，g‘是极小右add--逼近，，+，g是极小左add--

逼近．

cluster范畴与有限维代数表示理论中的经典倾斜理论相结合，促成了cluster倾

斜代数理论的产生，参见文【BMRl]，这里cluster倾斜代数定义为cluster倾斜对象的

自同态代数，即为Endv(z)(T)。p．近年来，对这一类代数的大量研究表明，它们具有

很多好的性质．

文【BMRl】证明了cluster倾斜代数的模范畴很大程度上是由它所对应的cluster

范畴确定的．若丁是cluster范畴够(Ⅳ)的—个cluster倾斜对象，那么存在范畴等价

Hom够(日)(E一)： 够(H)／add(rT)—_÷mod End够(日)(丁)op

文【BMR2】给出了cluster倾斜代数理论和cluster代数理论之间的联系．证明

了。若亍是cluster范畴中的一个几乎倾斜对象，M和M+是它的两个补，记r=

En如(日)(亍o^，)叩，r，=End够(日)(亍0 M+op，k是M在r中对应的点，那么箭图

钉和Qr，'或者等价的说，矩阵Br=(幻)和Br，=(6：，)存在下面的关系式

，

。， J一幻 若i=k或j=k；
V

I幻+§(Ib,klbkj+biklbkjl)其它．

文【ABSl】给出了cluster倾斜代数和经典的倾斜代数之间的关系，证明了一个代

数C是—个cluster倾斜代数当且仅当存在—个倾斜代数C使得C是C的关系扩张

代数．

文【KRll考查了cluster倾斜代数的同调性质，特别是证明了cluster倾斜代数是

Gorenstein维数至多为1的Gorenstein代数．Cluster倾斜代数理论也为经典的倾斜

理论带来了新的视角，比如广义APR-倾斜，参见文【BMRl]．

Dynkin型(An，D。，岛，历，B)遗传代数作为最经典的一类有限维遗传代数，

在有限维遗传代数的发展中起到举足轻重的作用．同样由Dynkin型遗传代数生成的

cluster范畴在cluster范畴和cluster倾斜代数的发展中也起到了很好的推动作用，因

此对Dynkin型的研究成为我们研究cluster范畴及cluster倾斜代数的—个重要突破

点．
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文【BMR31证明了DynKin型cluster倾斜代数由其箭图唯一确定，从而对Dynkin

型我们可以把cluster范畴中的cluster倾斜对象的mutation转化为对应的cluster倾

斜代数箭图的mutation，即通过对箭图的mutation我们可以实现cluster代数上的

cluster-mutation．

文[CCSl】独立构造了一个几何化的厶型的范畴，并且证明了这个范畴等价于

An型cluster范畴．紧接着， H．Torkildsen在【Wod中利用【CCSl】中的几何化模型

给出了两个A。型cluster倾斜代数同构的等价条件，并算出了其个数．

同时，A．Buan和D．Vatne运用组合的方法给出了An型cluster倾斜代数的导

出等价分类； J．Bastian和T．Holm在【BH】中给出了E型cluster倾斜代数的导出

等价分类；对Dn型的导出等价分类至今没人解决．

D．Vatne在文[Vat】中运用组合的方法给出了玩型箭图的mutation等价类．

R．Schiffler在文【Sch】独立构造了—个几何化的Dn型的范畴，并证明了这个范畴等

价于Dn型的cluster范畴．

本论文第二章进一步对Dn型cluster倾斜代数进行研究．首先我们给出了穿刺

多边形Pn中由标记弧构成的三角的等价分类；进一步，我们得到了Dn型箭图的

mutation等价类和所有的￡k型cluster倾斜代数的箭图，并且我们还给出了它们的

关系理想；最后，我们证明了t设T和r是Dn(n≥5)型cluster范畴够(日)中的两

个cluster倾斜对象， r=End管(日)(T)op与r，=End够(Ⅳ)(r)op是相应的cluster倾斜

代数．则I、和r7同构的充要条件是存在整数i和J使得T=7-‘r或T=arJT'，其

中f是Auslander-Reiten变换，盯是cluster范畴够(日)中的—个自同构函子．

现在， cluster范畴和cluster倾斜代数已经成为代数表示论一个重要的组成部

分，关于最近的研究成果，可以参见文【ABSl，ABS2，ABS3，BMRl，BMR2，BMR3，

BMRT，BR，CKl，CK2，KRI，KR2，KZ，Zhl，Zh2]，也可参见综述性文献【BM，Re]．

任意给定正整数m，作为cluster范畴的推广，H．Thomas在文【Th】引入了m．

cluster范畴的概念．设Ⅳ是代数闭域上的有限维遗传代数， 砂(胃)是日的有界导

出范畴，丁是砂(日)上的Auslander-Reiten变换， 【1】1是砂(日)中的平移函子．令

Fm=T-1【m】，m-cluster范畴锦。(日)定义为轨道范畴1)b(H)lFm．对象是砂(日)中对
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象的R。．轨道，态射定义为t

Hom够m(n)(X。，穸)=o Homz弘(H)(X，碟y)，
iEZ

这里X，y是砂(日)的对象，X，y分别是X，y的R，一轨道． (为了方便，我们有

时将贾，矿简记为x，y)．由文【K】，％(日)是三角范畴，同时也是Calabi-Yau维数

为m+1的Calabi-Yau范畴．作为cluster范畴的推广，m-cluster范畴为Fomin和

Reading定义的m-cluster组合([FRl，FR2])提供了一种好的代数理解．

随后， m-cluster倾斜对象和m-cluster倾斜代数也被引入，若仇一cluster范畴

％。(仃)上的一个对象丁满足以下条件。

·Hom‰(日)(Ex吲)=0，1≤i≤m，当且仅当x∈add(T)，

·Homw,．(H)(X，T吲)=0，1≤i≤m，当且．仅当X∈add(T)，

则称丁为m-cluster倾斜对象．m-cluster倾斜代数End％(日)(丁)0p为m-cluster倾斜

对象T的自同态代数．在这方面的研究产生了很多成果，参见文【BaMl，BaM2，HJl，

HJ2，KRl，KR2，IY，P，Wr，Zh3，zz]．

在Dynkin型m-cluster范畴和m—cluster倾斜代数方面，K．Baur和R．Marsh

做了一系列的工作，在文【BaMl】和【BaM2】分别给出了An型和Dn型m-cluster范

畴的几何模型．Graham．J．Murphy在[Mul中利用【BaMll中的几何模型给出了j如

型m—cluster倾斜代数的导出等价分类．

本论文第三章进一步对An型m-cluster倾斜代数进行研究．首先我们讨论了由

m-cluster倾斜对象构成的倾斜图的连通性．其次，我们给出了A。型m-cluster倾斜

代数连通的充要条件．最后，我们证明了：设丁和r是An型m-cluster范畴％。(日)

中的两个连通的m-cluster倾斜对象， B=End‰(H)(丁)0p与B7=End‰(H)(r)op是

相应的m-cluster倾斜代数．则B和B7同构的充要条件是存在整数i使得T=r乩

其中[i】是平移函子【1】的i次幂．
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§1．2 预备知识

本节介绍代数表示论中的一些基本概念，符号和结论．

定义1．2．1．箭图(quiver)Q：=(Qo，Ql，s，t：Ql_Qo)，其中Qo是顶点集，Ql

是箭向集．vp∈Q1，s(p)是P的起点，￡(p)是P的终点，即s(p)—与t(p)．若与顶点

z相连的箭向都以z为起点，我们称点z为80urce点；若与顶点z相连的箭向都以

z为终点，我们称点z为sink点．

Dynkin型箭图(无赋值)是指底图(去掉方向得到的图)为以下五种的箭图．

图1．2-l

定义1．2．2．箭图mutation，对箭图Q=(Qo，Q1，8，t)和任一点i，定义Q在点i

处的mutation箭图Q+=(Qo，饼，s+，t‘)是Q通过如下变换得到。

·对所有和i相连的箭向反向；

·若有7．个从歹到i的箭向，有s个i从k到的箭向，那么添加rs个从J到k的

箭向，然后去掉极大的2．循环箭向．
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我们记Q4=胁(Q)，其中胁为Q在点i处的mutation作用．若箭图Q7由箭图Q

经过一系列mutation作用得到，那么我们称Q7和Q是mutation等价的．所有与An

型箭图mutation等价的箭图构成的集合我们记为M嚣；所有与D。型箭图mutation

等价的箭图构成的集合记为M7．

上个世纪七十年代左右， M．Auslander，I．Reiten，和S．0．Smal咖等人创立了

Auslander-Reiten理论，并迅速成为Artin代数表示理论的—个重要分支，参见【ARS]．

通过AuslanderoReiten理论，我们可以用Auslander-Reiten箭图来直观的描述—个代

数的表示范畴．上个世纪八十年代，D．Happel引入了导出范畴，并迅速发展了导出

范畴上的Auslander-Reiten理论．下面我们来回顾一下An型有限维遗传代数的导出

范畴的Auslander-Reiten箭图．

D．Happel证明了导出范畴D6(A。)的Auslander-Reiten箭图r伊(A。)同构与zA：，

参见【Hap]．例：当几=3时，A3：1—峥2—呻3的模范畴和导出范畴的Auslander-

Reiten箭图如下图：

rmodA3：

Pl

／＼
B 厶

／＼／＼
尼 ＆ S

FD6(A3)：

昆

Pl

1】 P1 B【11

＼／／＼／＼
B ，2 B

／＼／＼／
S2 S1

岛

／
【l】

＼
P1

】 岛

＼／
，2fl】

／＼
】 B

其中只，B，恳表示不可分解投射模，毋，岛，昆=R表示单模，，l=最，尼，，3=B

表示不可分解内射模．

在箭图FD-(A。)中，一个有礼个箭向的链^矗—一^毛—呻⋯—啼坛。若满足

Ⅵ∈{l，2，．．．，礼一2)，我们都有舰≠丁舰+2，我们则称它为一个ray或coray．在

箭图rD6(A。)中，若它是从下往上的，我们称为ray；若它是从上往下的，我们称为
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coray．例z FDb(A3)：中，B一岛一只和PI[-1】叫／2[-1】叫$1[-1】为ray；
S[-1】一恳一岛和尸1一如一S为coray．

从现在开始，如不特别说明，我们总假定日是代数闭域k上的有限维遗传代数．

我们所考虑的模或者对象都是基本(basic)的．关于代数表示论中更多的定义和gvq-，

参见文【ARS，ASS，Hap，mn】．
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第二章 Dn型cluster倾斜代数

设k是代数闭域， 日是Dn型遗传珏代数．本章主要分三部分，第一节，预

备知识，主要介绍Dn型cluster范畴的几何化描述；第二节，我们给出了穿刺多边形

P。中由标记弧构成的三角的等价分类，进一步我们得到了D礼型箭图的mutation等

价类和所有的日；型cluster倾斜代数的箭图；第三节，我们证明了，设丁和r是

D礼(n≥5)型cluster范畴够(日)中的两个cluster倾斜对象， r=En曲(何)(T)op与

r，=End够(日)(r)op是相应的cluster倾斜代数．则r和r，同构的充要条件是存在整

数i和J使得T=尹r或T=盯一r．

§2．1 预备知识

设P。是在中心有—个穿刺的穿刺多边形，其中佗为正整数且n≥4．例：当n=8

时，P8如下图。

开=8

图2．1—1

下面我们回顾一下【Sch】中的一些定义和结果，这对我们以后的讨论非常必要．

设a和b是穿刺多边形Pn的两个不同的顶点，以．b是按逆时针方向沿着边界从

a到b的—条路，并且同—个顶点不经过两次． I以，bf表示路以，6的顶点的个数(包含
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a和6)．对顶点a和b定义a和b相邻，若l以，bl=2或I以，bI=n；n和b逆时针相邻，

若I以，bI=2；a和b顺时针相邻，若I以，bI=n．以，口表示从a出发逆时针绕多边形一周

又回到a的一条路，显然I以，口l=n+1．

Pn中的一个弧是指—个三元组(口，Q，b)满足以下条件；

1．a和b是穿刺多边形P。的两个的顶点(a和b可以相同)，口表示从a到b的一条

路；

2．Q在Pn的内部，且自不相交；

3．Q与民，b同伦，且l屯，bI≥3．

两个弧(a，a，b)和(c，p，d)等价当且仅当a=c，b=d，并且Q同伦与p．定义集

合E表示所有弧的等价类构成的集合，显然E中任一元素有顶点构成的二元有序组

(a，b)唯一确定．因此，在E中我们用』I毛，b表示弧(n，Q，b)的等价类．

EI={蛭^I^厶，b∈E，e=士1若a=6；e=1若a≠耐表示由标记弧构成的

集合．若d≠b，蛭．6简记为M口，b．对Pn中的任意一个顶点a，存在∥中的两个标记

弧^锚和^砭，口'在Pn中我们用从n出发到穿刺点的弧来表示他们，其中^锚表示
带—个标记的弧，M：口表示不带标记的弧．例如：

S 4

6

7

8

靠=8

图2．1．2

2

3

为了下面证明方便，我们给出一些简单的定义．若a≠b，我们称帆，b的长度为

I瓦，6I；若a=b，^髭．口的长度为1．耽，b称为接近边界的，若它的长度为3；耽，b称为连

通的，若它的长度大于3；对任—个顶点a，^《．n称为退化的．
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我们用△。表示穿刺多边形P。的内部，设M=蛭，6和Ⅳ=屹为∥中的两
个标记弧，定义e(M，N)为M和Ⅳ在Ao中的交点个数的下确界．穿刺多边形P。

中的三角定义为极大的不相交的标记弧的集合．

引理2．1．1．【s出1(1)任一穿刺多边形P。中的三角都正好含有n个元素．

(2)对任意M∈E7，e(M，M)=0，并且有

“蚝㈣={。1 a舵≠b肌∥；
例s当几=8时，P8中的—个三角如图2．1—3：

6

7

8

疗=8

图2．1—3

3

在【Seh】中，我们定义Auslander-Reiten变换函子r为∥到E7的双射，满足如

下性质t对任意蜷．b∈∥，设∥(或6，)和n(或b)顺时针相邻，那么

1．若a≠b，丁耽，6=^幻，6，；

2．若口=b，7_蟛，口=屿二，，其中E=4-1．

定义2．1．2．单位运动(Elementary moves)

在穿刺多边形P。中，设c(或d)和o(或6)逆时针相邻，从标记弧蜷．6出发的单
位运动由下面四种情况构成t

1．若l以扣I=3，那么存在单位运动耽，6 H饩，d．

1 1
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2．若4≤I瓦，6I≤n一1，那么存在两个单位运动M。，6 H幌，b和^厶，b H尥，d．

3．若l&，bI=n，那么d=a，存在三个单位运动^厶，b H A死，6，耽，b H心．口和

眠'6 H屹．

4．若I以，6I=n+1，那么a=b，存在单位运动^笔．口H耽∥

标记弧范畴C是—个域南上的加法范畴，其中对象为F中标记弧的直和，从标记

弧M到Ⅳ的态射为从M到Ⅳ的所有单位运动序列张成的七线性空间在网格(mesh)

关系下的商空间，详细的描述参见【Sch]．

设日是Dn型遗传缸代数，够(日)是代数日对应的cluster范畴．如不特别

说明， 够(日)一般简记为够．由【BMRRT】知； cluster范畴够是—个三角范畴，

且够=T)b(H)17--1f1】．cluster范畴够中的cluster倾斜对象T满足如下条件： (1)

Ext,(T,T)=o；(2)对cluster范畴够中任意不可分解对象M，若Ext：c(T,M)=0，

则M是T的直和项．

下面的两个引理来自【Sch]，我们后面的证明要用到．

引理2．1．3．标记弧范畴C和Dn型cluster范畴够之间范畴等价，等价函子记

为妒：c一够，且c中平移函子【1】=r．

在标记弧范畴C中，我们定义两个不可分解对象M和Ⅳ之间的扩张函子Extl

如下z Ext5(M，N)=Homc(M，7-Ⅳ)．

引理2．1．4．设M和』v是标记弧范畴C中任意两个不可分解对象，则我们有：

dimkExt5(M，N)=e(M，Ⅳ)．

设磊是穿刺多边形Pn中所有三角构成的集合．通过引理2．1．3和引理2．1．4，我

们知。对任一磊中三角A，对应的妒(△)是够中cluster倾斜对象．cluster倾斜代数

为cluster倾斜对象的自同态代数，即为En曲(妒(△))op，其箭图我们记为Q△．显然，

所有D。型的cluster倾斜代数的箭图都可以通过这种方式得到．

一个三角△在给定的标记弧M处的mutation定义如下：去掉这个给定的标记

弧M，添加另—个标记弧M7使添加上之后得到的△7仍然是—个三角，详细的描述

参见【Sch]．设Q△是A对应的cluster倾斜代数的箭图，显然，三角△在标记弧M

处的mutation诱导出了Q△在与M对应顶点i处的箭图mutation．进一步，我们知
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道每—个三角可以诱导出一个cluster倾斜代数的箭图，并且每一个cluster倾斜代数

的箭图对应至少—个三角．

设朋2是所有与D。型箭图mutation等价的箭图构成的集合，即由D。型箭图

通过箭图mutation生成的所有的箭图．通过上面的论述，我们有态射，y：兀_M?，

对磊中的任一三角△，定义，y(△)=Q△，显然7是满射．设Hn是D。型cluster倾

斜代数的同构类构成的集合，由【BMR3】知。任一D。型cluster倾斜代数在同构的意

义下有它的箭图唯一确定，那么由，y诱导出了态射r：磊一冗。，显然丫也是满射．

定义2．1．5．设C是穿刺多边形P。中的标记弧范畴，定义函子口：C_C满足：

(1)仃(^厶^)=^厶，6，若a≠6；

(2)盯(蟾'b)=^缩，若n=b，其中e=士1．

注：仃是C到C的自同构函子，且cr2=1．对磊中的任一三角△，我们有

，y(△)=7(盯△)，并且盯和7．函子可交换，即：竹=矿7．．

在兀中我们定义等价关系一如下，若△=7-‘△7或△=仃丁J△7，其中i，J为任意

整数，则△一△7．我们记兀为磊中的等价类构成的集合，那么我们得到一个由，y

诱导的态射彳：‘_朋2，显然由，y(△)=7(盯△)知，彳是良定义的，即；当△一△7

时，Q△=Q△，．由7是满射我们易知彳也是满射，在2．3节我们将证明：当n≥5

时，彳也是单射．

§2．2 D扎型cluster倾斜代数的箭图

本章，通过几个引理，我们对兀中的元素进行了分类，进一步我们对Dn型cluster

倾斜代数的箭图进行了细致的刻画，把它们分成了四类．

设△是磊中的—个三角， Q△是对应的cluster倾斜代数End够(妒(△))op的箭

图，M是△中的一个标记弧，我们记Vk为在Q△中与M对应的顶点．若标记弧

M在△中是连通的，则我们说相应的顶点V■在Q△中也是连通的；若顶点％，和

Vk在箭图Q△中有—个箭向相连，则我们说相应的标记弧M和Ⅳ也是相连的．

设△是兀中的—个三角， M=耽．b∈△是△中的—个连通的标记弧，那么

M把穿刺多边形P。分成两部分，一部分P7在其中间没有穿刺点，另一部分PⅣ在

13
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其中间有穿刺点．同样的，M也把三角△分成了两部分，一部分△l在P，中，另一

部分△2在P，，中，并且有△=△l U A2 U{^，}．对△·和△2，我们有如下引理．

引理2．2．1．Al和△2定义如上，设M1∈Al，jI毛∈A2，‰和VM2是Q△中

对应的顶点．则‰和VM2在Q△中必没有箭向相连，且任何‰和‰之间的路
必然经过顶点％．

证明：反证法．不失一般性，我们不妨设存在一条‰到VM2的箭向，也就是

说，E)(t{(尬，7---1M2)=Homc(M1，M2)≠0，贝0由引理2．1．4知：e(M1，T-1 JI如)≠0，

也就是说，M1和7-．1A毛在穿刺多边形P。的内部相交．又由M分△为△-和△2两

部分，并且M1∈△1，Ms∈A2知，M和T-1且龟在穿刺多边形Pn的内部必相交．

则e(M，T-1％)≠0．同样由引理2．1．4知，Ext5(M，T-1Ms)=Homc(M，Ms)≠0．同

理，我们也可以证明；Homc(Mt，M)≠0．由Homc(M1，M)≠0和Homc(M，M2)≠0

知。在箭图Q△中，存在—条从VM。到％的路‰_K—K一，．．．，一Ⅵ_％和
—条从Vk到V‰的路Vk_w_，．．．，W_h如，从而我们有一个Q△的子箭图．如

图2．2．1．

图2．2-1

在箭图Q△中，依次作用箭图mutation弘Ⅵ，pu，．．．，pK，p‰，pW，．．．，pV，我们

将得到另一条‰到vM2的箭向，这与D。型cluster倾斜代数的箭图没有重箭向矛
盾，从而命题得证． 口

注；我们用P7仇代替P7，其中m表示P7中顶点的个数．在箭图Q△中去掉△2

对应的顶点得到子箭图Q：，l，由【CCSl】知Q乞是Am型cluster倾斜代数的箭图．

14
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引理2．2．2．设M是三角A中的一个连通的标记弧， Q乞是Q△的子箭图，定

Y．4mA-．则Q-中和％相连的顶点个数为一个或两个．若个数为两个，则顶点‰

和这两个相连的顶点构成一个长度为3的箭向圈．

证明：设¨是箭图Q：，l中和％相连的—个顶点，由引理2．2．1知，我们只须考

虑以下三种情况即可，如图2．2—2．

图2．2—2

前两种情况，和Vk相连的顶点只有vm第三种情况，1／k在长度为3的箭向圈

VM_圪_h_％中． 口

设M0是凡型箭图的mutation等价类，所有mutation等价类朋考(七≥1)中

的箭图构成的集合我们记为M^．若Q是一个MA中的箭图，由【BV】知Q具有如

下性质．

1．所有箭向圈的长度均为3；

2．和任意—个顶点相连的箭向的个数最多为四个；

3．若和某个顶点相连的箭向的个数为四个，则其中两个箭向属于—个长度为3的箭

向圈，另两个箭向属于另—个长度为3的箭向圈；

4．若和某个顶点相连的箭向的个数为三个，则其中两个箭向属于一个长度为3的箭

向圈，另外—个箭向一定不属于某个长度为3的箭向圈．

设^“是An型cluster-倾斜代数，由【BMR2，BV]知存在M2中的—个箭图Q，

使点h=七Q／，，其中关系理想，由所有长度为3的箭向圈中所有长度为2的路构成的

集合生成．详细证明参见【BMR2]．

15
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现在我们开始考虑分类兀=磊／一中元素，其中兀表示穿刺多边形P。中所有

三角构成的集合，等价关系一定义如下t△一△7当且仅当△=TiA’或A=盯一△，，

其中i，J为任意整数．为后面叙述方便，我们用三角△本身表示△等价类．由上一

节知，存在满射彳：瓦_朋2，下—节我们将证明彳也是单射．后面我们将对朋2中

元素进行分类．

为了后面叙述方便，我们下面给出—些简单的定义．我们称两个退化的标记弧峨。
和^彳矗为成双的(double)．若顶点a和b在穿刺多边形Pn中相邻，我们称两个退化

的标记弧蜷，。和^纭6为成对的(mi,-ing)．设△是兀中的—个元素，彳(△)=Q△

是对应的朋?中的—个元素，显然△中至少含有两个退化的标记弧．首先我们来讨

论一下瓦中元素的性质．

引理2．2．3．设△是兀中的一个元素， MI口和^继b是A中的两个退化的标

记弧．若A按逆时针方向在孵。口和懈6之间没有其它的退化的标记弧，则标记弧
耽．b必属于△．

证明：反证法．假设标记弧尥，b不属于△，根据三角的定义，那么必存在一个

△中非退化的标记弧帆，d，使e(耽，d，^厶，b)≠0．由此可知， e(尥，d，M¨1)≠0或

e(^厶，d，^钍6)≠0，这与三角△的定义矛盾，故命题得证． 口

命题2．2．4．设△是兀中的一个元素．

j．若三角△中有一个长度为n的标记弧，则△中只含有两个退化的标记弧，且是

成双的或成对的．

2．若三角△中只有两个的退化的标记弧且为成双的，记为M叩1和硝，并且A中
没有长度为n的标记弧．则在穿刺多边形Pn中必存在一个顶点6(6≠口)，使尥'6

和慨．。属于三角A．

只若三角A中只有两个退化的标记弧但不是成双的，并且△中没有长度为n的标

记弧．则这两个退化的标记弧也不是成对的．

名．若三角A中有三个或三个以上的退化的标记弧，则△中必没有长度为n的标记

弧．

证明t 1．由引理2．1．1易得．
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2．设Mo，b是三角A中从a出发的长度最大的标记弧，下面我们证明慨，。也在三

角△中．由△中不含长度为n的标记弧知，坛，b的终点b一定不和起点n相邻．若慨。口

不在三角△中，那么必存在一个A中的非退化的标记弧Mc，d，使e(ic，d，Mb，。)≠0．

由此可知，e(Mc，d，坛，b)≠0，与标记弧^乱，b属于三角△矛盾．因此尥，b和舰，。都

属于三角△．

3．由引理2．2．3易得．

4．由三角的定义易得． 口

设△是磊中的一个元素，Q△=々(△)是对应的M?中的箭图，五么是对应

的cluster倾斜代数．由命题2．2．4知，我们可以把兀中的元素分为四类．通过对兀

中的元素的划分和引理2．1．3，我们可以对M2元素进行划分，这和[vat】中M2的

划分是一致的．并且我们这种新的分类途径还可以分类对应的cluster倾斜代数，即给

出cluster倾斜代数的箭图Q△中的关系理想，这与[BMR3】中给出的理想是一致的．

类型一：三角△中含有长度为n的标记弧M=^厶'6，如图2．2-3．

图2．二3

其中Q，-Q△＼．[％，圪)是朋A中箭图，顶点％是连通的．cluster倾斜代数

HA=七Q△／I，其中关系理想，由集合∑Q，生成，集合∑Q，表示由Q7中所有长度为3

的箭向圈中所有长度为2的路构成．

类型二：三角△不含有长度为n的标记弧，但恰好只有两个的退化标记弧且为

17
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成双的．

此时，我们记成双的标记弧为^让。和M2．，由命题2．2．4知，存在顶点b(b≠口)

使得帆，6和^磊，口属于三角△．并且^厶，b和^死，n把三角△分成三部分，△l，△2和

{尥’6，耽，口，M叩1，吲)．

图2．2．4

如图2．2—4，箭图Q1和Q2属于朋^．cluster倾斜代数玩=kQA／I，其中关系理

想I由集合∑Q。U∑Q。U{A／2一gi92，九^，厶^，h91，92h)生成．

类型三：三角△不含有长度为n的标记弧，且恰好只有两个的退化标记弧但不

是成双的，如图2．2—5．

图2．2-5

此时，我们记两个退化的标记弧为峨n和M6'6I．由引理2．2．3和命题2．2．4知，
两个顶点a和b一定不相邻并且坦，b和JI死，口属于三角△．

在图2．2-5中，箭图Q1和Q2属于朋A．cluster倾斜代数冠△=kQa／I，其中关

系理想，由集合∑Q。U∑Q：U{AAg,，]29192，g192fl，92A，2}生成．

类型四t三角△含有t个退化的标记弧，其中t≥3．

此时，按逆时针方向我们把这t个退化的标记弧依次记为Mall，⋯^佳，幻，．．．，^让，m．

为了方便，我们记￡+t兰i(rood￡)，若ai和啦+l相邻，记』l气，口l+。=0．由

18
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引理2．2．3我们知，所有％。，蚴耽。，幻，．．．，慨“毗，‰，口。中的非零元都属于三角△．
并且耽。，幻，眠。，∞⋯．，％“嘶，％，。。把三角△分成t+1部分， △1，△2，．．．，△t和

{Mo。'口2，Mo：'口3'⋯，％“毗，尥印。，膨，’口1，．．．，M嘶1恕，，如图2．2-6．

图2．2—6

在图2．2-6中，V钇一。和V钇伊Ⅲ简记为K和K件z．对应的箭图Q△的子箭

图Q1，Q2，．．．，Qt属于MA，其中，若毗和口件l相邻，则箭图Q不含任何顶点；若

^缸，啦+。的长度l屯，啦+。l=3，则Q只含有唯一的一个顶点．对应的cluster倾斜代

数如=kQ△／t，其中关系理想I由集合(U：：l∑识)U∑7U∑Ⅳ生成，其中∑7为集合
{flgl，f292，．．．，五仇，glhl，92k，．．．，gtk，hifl，h2f2，．．．，‰^}，∑Ⅳ为下面两个集合的并，

{五^+lf,+2⋯五+￡，其中1≤i≤t，ai+t和毗不相邻}

和{^五+l五十2⋯五+(t—1)，其中l≤i≤t，啦+t和m相邻)．

由以上讨论可得下面的定理，在[vatI中D．Vatne首先用另一种方法给出了证

明．

定理2．2．5．箭图Q是Dn型cluster倾斜代数的箭图当且仅当箭图Q属于上面

四种类型中的一种．
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§2．3 D佗型cluster倾斜代数的同构类

本节，主要想法来自【TorJ中H．Torkildsen关于An型cluster倾斜代数的讨论，

我们把它推广到Dn型cluster倾斜代数．

设Pn(n≥5)是穿刺多边形，按逆时针方向我们把P。的顶点记为{l，2，⋯，n)．

日是Dn型有限维遗传代数七Qn，其中箭图Q。如下t

／
1_2—一⋯—_n一3_n一2

设够是代数日对应得cluster范畴，T和r是cluster范畴够中的两个cluster

倾斜对象，本节我们将对cluster倾斜代数End管(T)。p和End，c(T')。p什么时候同构给

出充分必要条件．

下面，我们先来回顾一下cluster范畴够的AuslanderoReiten箭图的知识，参考

【Hap]．记够的Auslander-Reiten箭图为r管，它是由箭图Qn重复他次构成的稳定箭

图．我们记R的顶点y(够)：：ZtI×{1，2，⋯，扎)，箭向为， ![‘，刃，一(i，27)当在
(i，z)_(i+1，z)

Qn中存在—个J—Z的箭向时．

最后，Auslander-Reiten变换函子7-定义如下s

下(i，歹)=

1，n一1)，若i=0，J=n且n是奇数，

1，佗)， 若i=0，J=佗一1且扎是奇数，

1，歹)， 其它．

设C是2．1节定义的标记弧范畴，由引理2．1．3知，存在三角范畴的等价妒：C一钐．

在够中我们定义不可分解对象正J与够的箭图F够中的顶点(i，J)相对应．显然利用

三角范畴的等价我们知，妒(尬，i+2)=正'l，妒(峨i)=五，n—l和妒(^仨1)=五，n．

在上一节我们定义了标记弧范畴C上的自同构函子仃，有它我们可以导出cluster

范畴够上的一个自同构函子，我们仍然用记号∥．显然盯在够上的作用如下，

a(T,j)=正J，其中1≤j≤n一2；口(置，n)=正，。一l；口(正，n—1)=正，n．

20
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设7≯表示cluster范畴够中所有cluster倾斜对象构成的集合，显然由三角范

畴等价妒诱导出了双射∥：磊_7≯．与在磊中类似，在7≯中我们也可以定义等

价关系”一”如下，T—r当且仅当T=Tir或T=盯一P其中i和J为任意整

数．我们用7≯表示?≯的所有等价类构成的集合．由双射∥：兀一?≯我们知，

存在双射∥：磊_砰．

下面我们给出本节最重要的—个结果．

定理2．3．1．设T和r是Dn(佗≥5)型cluster范畴够中的两个cluster倾斜对

象，r=End够(T)op与r，=End够(r)op是相应的cluster倾斜代数．则r和r，同构的

充要条件是存在整数i和J使得T=Tir或T=盯一r，其中7．是Auslander-Reiten

变换．

为了证明定理2．3．1，我们先来证明几个引理．

引理2．3．2．设三角△是瓦中的一个元素，Q△=：『(△)是对应的M?中的箭

图．若三角△中的标记弧M是接近边界的，则M在Q△中对应得顶点％要么是 ．

5D“僦点，要么是sink点，要么在一个箭向圈中．

证明。对M在三角△中的位置进行分析，总共有以下八种情况，如图2．3-1·
‰

t”

蛙蛙蛭÷

哑蛙
‘l'

图2．孓l
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由引理2．2．2知，在第一种情况，顶点Vk是source点；在第二种情况，顶点Vk

是sink点；剩下的六种情况，顶点‰依次在如下箭向圈中·

呖一％，场一‰，

‘＼／ ＼／
％ ％

从而命题得证．

场一‰

f＼f
％一％．

图2．3-2

，VM一‰和％一‰．

／＼I／ ＼I／
％一％ ％

口

设△是穿刺多边形P。(n≥5)中的一个三角， Q△=彳(△)是对应的箭图， M

是△中的—个标记弧，顶点Vk是M在Q△对应的点．我们定义商三角A／M为三

角△去掉M得到的三角．显然若M是接近边界的标记弧，则AIM是穿刺多边形

Ppl中的—个三角，如图2．3-2．我们用Q△／Vk表示AIM对应的箭图，由引理2．3．2

知，我们有如下推论．

推论2．3．3．设△是兀(铊≥5)中的一个三角，Q△=彳(△)是对应的箭图．若M

是三角A中一个接近边界的标记弧，％是M在Q△中对应的顶点，贝lJ箭图Q△IVM

是连通的且属于MD_1．

引理2．3．4．设△是五(n≥5)中的一个三角， Q△=彳(△)是对应的箭图．若

M是三角△中一个退化的标记弧，％是M在Q△中对应的顶点，则箭图Q△／％

是连通的且属于M是1．

证明s由定理2．2．5知，我们只须考虑以下四种情况，如图2．3-3．

讯0‰

一

一％，‰



o<‰
II’

一⋯．．盥
图2．3．3

由【B、1知，命题成立． 口

注t若M是三角△中—个连通的标记弧，也就是说，对应的顶点Vk是在Q△

中是连通的，由引理2．2．1和引理2．2．2知，箭图Q△／Vk必不连通．

命题2．3．5．设△是五(n≥5)中的一个三角， Q△=彳(△)是对应的箭图．若

M是三角A中一个标记弧，％是M在Q△中对应的顶点，则我们有s

1．箭图Q△／％是连通的且属于MD．1当且仅当M是接近边界的标记弧；
露

2．箭图Q△／％是连通的且属于M。A一1当且仅当M是退化的标记弧．

证明：由推论2．3．3，引理2．3．4和上面的备注易得． ．口

引理2．3．6．态射彳：磊一MP是双射．

证明：由2．1节知，态射々是满射，下面我们来证彳也是单射．由2．2节的讨论我

们知，磊中的三角分为四类．首先，我们很容易知道磊中属于第—种类型的三角的

个数为十五个，并且显然它们通过态射彳对应着互不同构的箭图．接着，我们列出了

磊中所有属于第二种类型，第三种类型和第四种类型的三角以及它们所对应的箭图，

如图2．3-4．显然，它们对应着互不同构的箭图，那么态射彳：磊一朋字是单射，从

而命题得证． 口

@@
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Q一姻Q．一Q
图2．3-4

现在，我们来证明2．1节最后提到的结果．

命题2．3．7．态射亏：兀_朋2是双射，其中正整数n≥5．

证明t由2．1节知，态射彳是满射，下面我们只须证彳也是单射．假设在M2中

Q△=彳(△)=々(△’)=Q△，'下面我们用归纳法来证在兀中A=A’．

当n=5时，由引理2．3．6知，彳：磊一朋P是单射．

假设彳：：7～．-1_朋。D一1是单射，我们来证当为n时也成立．

若三角△中不含有接近边界的标记弧，那么△中的标记弧全是退化的．显然此

时，箭图Q△=Q△，为有n个顶点构成的箭向圈．从而我们可知，三角△’中的所有

标记弧也全是退化的，那么在互中，A=A’．

若三角△中含有—个接近边界的标记弧，不妨记为^f，Vk是M在Q△对应

的顶点．由假设Q△=Q△，和命题2．3．5知，三角△’中也必含有一个接近边界的标

记弧M7，并且^，’在箭图Q△=Q△，中对应的顶点Vk，=Vk．由推论2．3．3知，

Q△／M=QIV^f=Q7ivy,，=Q△，IM，且属于集合朋nD廿由假设我们知，在兀一1中，

AIM=A’IM’．

我们要从三角AIM=A7IM7得到三角△和△，，我们只须把穿刺多边形Pn一1在

24
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某个边扩充成—个接近边界的标记弧即可．固定三角△中的一个标记弧Ⅳ使得顶点

Vk和V，Ⅳ在Q△中有箭向相连．由Q△=Q△，我们知，在三角△7中必有—个标记弧

Ⅳ7和顶点V，Ⅳ对应．

一匿一呕眨一砭

一眨一眨匡一《
图2．3-5

如图2．3-5，只有八种情况在三角A／M上扩充—个接近边界的标记弧使得它和Ⅳ

相连．很容易验证这些扩充得到的三角通过态射彳作用后，得到互不同构的箭图．同

理，也只有八种情况在三角A’／M'上扩充—个接近边界的标记弧使得它和Ⅳ7相连，

并且这些扩充得到的三角通过态射彳作用后，得到互不同构的箭图．因此，我们得到

在集合兀中，A=A7． 口

注：命题2．3．7对D4不成立，如图2．3_6．
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睁<

睁H<

睁<

伟口

睁因睁I＼Il 斗

图2．3-6

睁H<

睁<

睁<

睁因睁卜iL∑

一口

定理2．3．1的证明．设T和r是cluster范畴中的两个cluster倾斜对象，△和

△7是兀中对应的三角．若r—r，那么显然有F=End管(T)。p和r，=End够(TI)。p

同构．反过来，若T啪r，那么A和A’．由命题2．3．7知，箭图Q△与箭图Q△，不

同构，又因为Dn型cluster-倾斜代数由它的箭图唯一确定，那么cluster倾斜代数

F=End管(T)。p和r，=En如(r)0p不同构，从而定理得证． 口

备注：当本文第二章完成并投稿后。A．Buan和H．Torkildsen告知他们也做了

类似的结果，参见【BT]．

因图囡闽囟因因囡图因



第三章 A几型m-cluster倾斜代数

设k是代数闭域，Ⅳ是A。型遗传肛代数．本章主要分三部分：第一节，预备知

识，主要介绍A。型m-cluster范畴的几何化描述；第二节，我们主要讨论了m-cluster

范畴的倾斜图的连通性；第三节，我们给出了两个连通的如型m-cluster倾斜代数同

构的充要条件．

§3．1 预备知识

定义3．1．1． 设日是代数闭域k上的有限维遗传代数，我们定义代数日的

m-cluster范畴％。(日)：=D6(何)／7．-1fm】，其中沙(日)为日上的有界导出范畴，下为

砂(日)上的Auslander-Reiten变换，【1】为D6(H)上的平移函子，【仇】为【1】的m次

幂，即t【1】m=【m】．我们用ind够m(H)表示％。(日)中不,--f分解对象构成的加法满子

范畴．

若m-cluster范畴％。(日)上的—个对象丁满足以下条件，

(1)Homwm(H)(T,x【i】)=0，1≤i≤m，当且仅当X∈add(T)；

(2)H锄％(日)(x，丁㈤=0，1≤i≤m，当且仅当X∈add(T)．

则称T为m．cluster倾斜对象．

我们称m-cluster倾斜对象T的自同态代数End％(日)(T)op为m-cluster倾斜代

数．本章，我们主要研究日为九型遗传代数时的情况．

下面我们回顾一下【BaM2，Mu，Th，Tz，Zh3】中的一些定义和结果，这对我们后

面的证明非常必要．

设Ⅱ是—个(n+1)m+2多边形，其中m，n∈N，且礼≥2．我们把多边形n的

顶点按顺时针方向依次标记为1，2，．．．，(他+1)m+2．II中的对角线D我们记为(i，歹)，

其中i，歹为D的两个端点．显然我们有(i，J)=0，i)．我们用％J表示i和J之间较

短的边界弧所经过的顶点的个数(含两个端点i和J)．

定义3．1．2．我们定义多边形Ⅱ的逆时针单位转动u(。+1)。+2满足u(n+1)。+2(i，歹)=

27
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(1—1，J—1)，其中i，J∈z(n+1)m+2．也就是说，u(n+1)m+2把对角线(i，ji)沿逆时针转

动了一条边的距离．不特别说明， u(n+1)m+2一般简记为u．

我们记u一1=u(n+1)m+1，其中u(叶1)m+1表示u的(n+1)m+1次幂．显然我们

有u(n+1)m+2=1，u一1(1，歹)=(i+1，歹+1)．我们称u一1为顺时针单位转动．

例。当佗=3，m=2时，#xo(1，4)=(10，3)，如图3．1·1．

9

8

图3．1．I

3

4

定义3．1．3．若n中的对角线D满足t D把Ⅱ分成m歹+2多边形和re(n+1一歹)+2

多边形，其中歹=1，2，．．．，(n／2】，则我们称D为m一对角线．对m-对角线D=(i，歹)，

我们记它的长度IDI=％J，记Ⅱ中长度最小的"扣对角线为接近边界的，显然它们

的长度为m+2．

对多边形Ⅱ中的m．-对角线，我们可以定义箭图r夏．

定义3．I．4．箭图r夏中的顶点和箭向定义如下t

(I)箭图唿中的顶点为多边形Ⅱ中的m．对角线．

(2)箭图r夏中的箭向定义如下t若D和D7为Ⅱ中的两个m-对角线，且它们

有一个共同的端点i，设J和k分别是D和D7的另—个端点．按顺时针方向，顶点

i，j，七把多边形n的边界分成三个弧， 吩，岛女，以i，如图3．1-2(为了方便，我们用圆来

表示多边形n)．若对角线D和D’及弧啾构成—个m+2多边形，并且D以点i为

中心，在多边形Ⅱ内部顺时针转动可以得到D’，那么我们说在r夏中存在—条从D

到D’的箭向．
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图3．1—2

注。(1)若D和D7为箭图rmn中的两个顶点，那么它们之间最多存在一条箭向

相连．即m。。没有重箭向．

(2)在r夏中我们定义变换Tm=um

Tm：r夏_吼

D_D7

其中D7由D沿逆时针方向转动m个边得到，显然‰为双射．

下面我们给出【BaM2】中的两个定理，它们为我们后面的讨论提供了理论支持．。

定理3．1．5．(r夏，Tm)是连通的稳定的translation箭图，且与An型m。cluster范

畴％(日)的Auslander-Reiten箭图同构．

定理3．1．6．由translation箭图rmn的mesh范畴生成的加法范畴％与An型

m．cluster范畴％(H)等价．

注：关于稳定的translation箭图和mesh范畴的定义参考fBaM2，A，Hap]．后面

如果不特别说明，我们把％；(日)简记为够；n．

例。当n=3，m=2时，箭图(rZ，丁m)如下图3．1—3．

9) (1

＼／
(1，6)

／＼
4) (3

8) (3，10) (2，5) (4

＼／＼／＼／
(3，8) (5，10) (2，7)

／＼／＼／＼
6) (5，8) (7，10) (2

／，＼
6

，＼o／，

9

4o／，＼●

毛

，＼o／，
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定义3．1．7．若Ⅱ中的一个分割丁满足如下条件。

1．丁有几个在Ⅱ内部不相交的m-对角线构成；

2．T把12分成n+1个m+2多边形．

则称丁为m．对角线分割．

注：由定理3．1．6知，Ⅱ中的m-对角线分割和m-cluster范畴铭，中的m-cluster

倾斜对象——对应．即存在双射

妒：名_只

丁_T

其中名表示n中的所有m-对角线分割构成的集合，只。表示％。中所有”扣

cluster倾斜对象构成的集合．

设丁是Ⅱ中的—个m-对角线分割，我们定义箭图9T的顶点一一对应与丁中

的m-对角线；对9T中的顶点t和J，存在—个箭向i—J当且仅当它们满足如下条

件。

1．t和J对应得m-对角线Di和B在多边形Ⅱ中有—个共同端点；

2．分割丁把政和岛分割在同一m+2多边形中；

3．功在矾的顺时针方向．

对Q丁中的一条长度为2的路d：i_歹一k，若对应的现，功和D七被丁分割

在同—个m+2多边形中，那么我们定义此路d为零，在路代数k97中由所有这样

关系生成的理想我们记为乃．

J．Murphy在【Mu]中证明了如下定理，其中m=1的情况，首先由P．Caldero，

F．Chapoton，R．Schif[ier在【COSl】证明．

定理3．1．8．设T是m一对角线分割丁在m—cluster范畴％中对应的m—cluster

倾斜对象，则代数kQT／ZT同构与m．cluster倾斜代数End‰(丁)0p．

注1：箭图97中每个顶点最多连4个箭向，并且只有长度为m+2的箭向圈．
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注2：由【BMRRT】和fBMR3】知cluster倾斜代数是连通的(有限维代数连通也

就是说它们的箭图连通)，并且Dynkin型的cluster倾斜代数由它的箭图唯一确定．但

是对m—cluster倾斜代数(m≥2)来说，不一定连通，也不是有它的箭图唯一确定的．

例：3个A3型2-cluster倾斜代数如图3．1—4．

图3．1—4

o。：：：嚣二．-o

《2)

图(1)和(2)的2-cluster倾斜代数的箭图一样，但他们对应的2-cluster倾斜代数

显然不同构，图(3)对应的2-cluster倾斜代数显然不是连通的．

§3．2 An型m—cluster范畴的倾斜图

定义3．2．1．设磊是Ⅱ中的—个m-对角线分割，选定而中的一个m-对角线

风．在Ⅱ中风所在的两个仇+2多边形构成一个2m+2多边形，在此多边形中我

们逆时针旋转Do依次得到册．对角线D1’D2，．．．，Dm．因此，我们定义作用pm：

p。(Di)=Di+1，0≤i≤m一1

31
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和

‰(Dm)=Do

我们令p：=弘：：：，其中p嚣为‰的m次幂．则我们有Di=p'ADo)，

m=2时，如图3．2-1．

图3．筘1

我们记互=五＼{Do，u{破=p采(Do))，其中1≤i≤m，显然互仍然是Ⅱ中

的m-对角线分割，我们记集合0={磊，互，．．．，瓦)．

进—步，通过作用pm，我们可以诱导出一个名上的作用，我们仍然记为pm：

和

‰(正)=互+1，0≤i≤m一1

‰(磊)=To

pm(7-)=0，丁垡。

我们令卢：=p嚣，其中p：为pm的m次幂，我们称pm和睹为单位m-mutation
作用，p‰(七∈z)称为m-mutation作用．

注：(1)m-mutation作用p袅(七∈z)和五以及风的选取有关．

(2)m-mutation作用和【zz}[n】中的几乎m-cluster倾斜对象有m+1个补是一

致的．

(3)任意两个m-mutation作用，我们可以自然地定义它们的乘法运算．

定义3．2．2．对Ⅱ中任意两个m-对角线分割丁和丁，若存在一系列的m-mutation

作用入1，入1，⋯，札使得丁=入1Al⋯扎(丁)，那么我们称丁和r是m—mutation等价

的．

定义3．2．3．下面我们定义有Ⅱ中m-对角线分割构成的m-mutation无向图∑m：
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1．∑m中的顶点一一对应于Ⅱ中的m-对角线分割；

2．∑m中的两个顶点i和歹，若存在—个m-mutation作用p袅使得对应的竹p对角线

分割满足互=∥袅(巧)，那么我们说在∑m中存在—条连接i和J的边．

注：由双射

妒：。磊一只

丁_T

知，∑。与Y．Zhou，B．Zhu在【zz】中建立的m-cluster范畴的倾斜图是—致的．

定义3．2．4．对Ⅱ中的m-对角线分割丁，若丁中的所有m-对角线有一个共同

的端点，我们则称丁为Ⅱ的基本m一对角线分割，如图a．2-2(当n=3，m=2时)．

图3．2-2

注。基本对角线分割丁中的m．·对角线对应到Auslander-Reiten箭图r夏中构

成—个ray或coray．

引理3．2．5．设丁是Ⅱ中的任一m．对角线分割，

的m．对角线．

证明：由m-对角线分割的定义易得．

命题3．2．6．设丁是Ⅱ中的任一m．对角线分割，

的基本m一对角线分割m．mutation等价．

则丁至少含有两个接近边界

则丁与以端点1为共同端点

证明t对n用数学归纳法．当n=2时，册-对角线分割中只含有两个"卜对角

线，命题显然成立．
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假设对礼时成立，即(n+1)m+2多边形中的所有"扣对角线分割都m—mutation

等价与以端点1为共同端点的基本"扣对角线分割，下面证明(n+2)m+2多边形中

也成立．

任取(n+2)m+2多边形n(n+2)m+2中的一个m-对角线分割T，由引理3．2．5

知，丁含有—个接近边界的m-对角线D=(i，J)，且顶点1不在较短的边界弧尻J中

间．去掉边界弧五J，把对角线D看成—个边，那么剩下的就构成了—个(几十1)m+2

多边形l-I(n+1)m+2，并且八D构成Ⅱ(n+1)m+2的—个m-对角线分割，由假设知，存在

—个基本77卜对角线分割“与它m-mutation等价，如图3．2—3．

图3．2-3

显然甜U{D)是Ⅱ(n+2)m+2的—个m-对角线分割，并且存在m-对角线D，和

m-mutation作用p袅使得p；!；I似u{D))=bIu{D，)'从而丁和Uu{D’)是m-mutation

等价的．又甜u{D7}是Ⅱ(n+2)m+2中的以端点1为共同端点的基本m·对角线分割，

从而命题得证． 口

Y．Zhou和B．Zhu在【zzl中证明了由m-cluster倾斜对象构成的倾斜图是连通

的，利用命题3．2．6，我们也可以证明A。型m-cluster范畴的倾斜图的连通性，即有如

下推论．

定理3．2．7．设∑m是由n中的m一对角线分割构成的m-mutation无向图，则

∑m是连通的．即； An型m—cluster范畴的倾斜图是连通的．

由上一节我们知道，由m-对角线分割对应的m-cluster倾斜代数不一定是连通

的，若m-对角线分割丁对应的m-cluster倾斜代数kQT／IT是连通的，那么我们称

丁是连通的．
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引理3．2．8．m一对角线分割丁是连通的当且仅当丁中的任意一个m一对角线都

存在丁中的另一条m．对角线使得它们有一个共同的端点．

证明。由箭图Q丁的定义可得． 口

定理3．2．9．设T是A。型m—cluster范畴中的一个cluster倾斜对象， B=

End‰(丁)op是相应m—cluster倾斜代数．则B是连通的充要条件是对T中任意一个

不可分解直和项M都存在T中的另一个不可分解直和项Ⅳ使M和Ⅳ在同一个

ray或coray中．

证明。m-cluster倾斜代数End‰(T)op是连通的，也就是说，对应的m-对角线

分割丁是连通的，由引理3．2．8知，只须对丁中的任意—个m-对角线M都存在丁

中的另一条m．-对角线Ⅳ使得它们有—个共同的端点．由定义3．1．4箭图rZ的构造

知， M和Ⅳ在Auslander-Reiten箭图中必在同一个ray或coray中． 口

我们记∑幺表示∑m中由连通的m--对角线分割构成的子图．利用命题3．2．6同样

的证明思路，我们可以证明∑：r|也是连通的，从而有如下定理．

定理3．2．10．设∑幺是由An型m—cluster范畴中连通的m—cluster倾斜对象构成

的倾斜图，则∑鲁是连通的．

§3．3 连通的An型m-cluster倾斜代数的同构类

茹 。

本节，我们主要是把cluster倾斜代数的一些想法推广到m-cluster倾斜代数，由

3．1节定理3．1．8知，我们要考虑连通的m-cluster倾斜代数的性质，我们首先可以考

虑连通的m-对角线分割的性质．

由3．1节知，存在—个从磊到嗣名的满射≯，

％J■只

丁一丁一kQl-／勿=End％(T)op
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其中％表示n中的所有m．．对角线分割构成的集合，只表示％。中所有"p

cluster倾斜对象构成的集合，盈咯表示所有An型m-cluster倾斜代数的同构类构成

的集合，妒是双射．

我们记亭警为Ⅱ中的所有连通的"卜对角线分割构成的集合，则有妒在磊‘上的

限制，

0=咖I四： 露土器一簖
只：表示％。中所有连通的m-cluster倾斜对象构成的集合， 簖表示所有连通

的A。型m-cluster倾斜代数的同构类构成的集合．

显然态射0是满射，但不是单射．下面我们在。露中定义—个等价关系，从而由

0导出—个双射．

。露中定义一个等价关系一：

五一正々号五=u。正

其中五，五∈少’，i∈Z，u为多边形Ⅱ的逆时针单位转动．

显然，若五一正，那么口(五)=p(乃)．记乡≥为。露中所有等价类构成的集合，

那么我们有满射压

万：爵一簖口：露一·略
丁一kQr／Zr

下面我们来证明态射口是双射，首先我们来看个引理．

引理3．3．1．设丁是Ⅱ中一个连通的仇一对角线分割，D是丁中一个接近边界

的m．对角线．则对应的顶点场在箭图Qr中的位置只有以下四种情况s

J．％是SOUnf'_,e点。且只有一条以％为起点的箭向；

2．％是sink点，且只有一条以％为终点的箭向；

舅％在一个长度为m+2的箭向圈中；

彳．％不在箭向圈中，但有一条以％为起点和一条以％为终点的箭向．
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@⑧◎
(5) (6)

图3．孓1

证明：由图的性质和m-对角线分割的定义知，只有以下六种情况我们需要考虑，

如图3．3-1．

显然，图(1)和(2)中，对应得顶点％是source点，且只有一条以场为起点的

箭向；图(3)和(4)中，％是sink点，且只有一条以1／b为终点的箭向；图(5)中，

％在—个长度为m+2的箭向圈中；图(6)中，％不在箭向圈中，但有一条以场

为起点和一条以V岛为终点的箭向． 口

设丁是(礼+1)m+2多边形Ⅱ中的—个连通的m-对角线分割，记所=七Q丁／乃

为对应的m-cluster倾斜代数．设D是丁中—个接近边界的m-对角线，％是在箭

图Q丁中对应的顶点，我们定义—个商分割T／D为去掉D得到的m-对角线分割，如

图3．3-2，丁／D对应的商代数我们记为S，／Yo．显然BT／V9是—个An—l型m-cluster

倾斜代数．

图3．3-2

定理3．3．2．态射口：爵一簖是双射．
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证明；万显然是满射，考查(礼+1)m+2多边形II，我们对n用归纳法证明万也

是单射．

当n=2时，命题显然成立．假设当小于n时，命题成立．即秽是单射，下面我

们证明当为礼时也成立．即要证若所=BT'，那么在。露中T=r．

在(n+1)m+2多边形II(。+1)m+2中，由引理3．2．5知，丁含有一个接近边界的

m-对角线，记为D，％是在箭图Q丁中对应的顶点，由假设BT=姊和引理3．3．1
知，r中也必含有—个接近边界的m-对角线D’，并且D7在箭图Q丁=QT,中对应

的顶点％=场，那么我们有B，-／o=sT／yo=BT,／VD,=B7-,／D,．由引理3．3．1的
证明我们知，T／D只有六种情况如图3．3．1．前五种情况，T／D仍然是连通的，第六

种情况，D的位置相对固定，且BT／D=Bz',／o，为两个连通的m-cluster倾斜代数的

直和，所以由归纳假设知，在。稚1中T／D=T'／D’．

(1)

(3)

——，．J
、

(4)

(5)

图3．3-3

(6)
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我们要从mid=T'／D7得到丁和丁，，只须把nm+2多边形的—个边扩充为接

近边界的m-对角线即可．固定丁中一个"扣对角线E使得顶点％和场在箭图

Q丁中有箭向相连．如图3．3-3，只有以下六种情况．很容易验证这六种情况对应着不

同的扩充，也就是说它们对应着不同的m-cluster倾斜代数，从而我们知，在露中
丁=丁，． 口

利用双射

妒I露：鬈一器
下面我们讨论定理3．3．2对应到m-cluster范畴上的情况，首先，由定理3．1．6知，存

在范畴等价

，7：cm_％

其中cm中的函子‰对应于％中的Auslander-Reiten变换7．．在C■中，由Auslander-

Reiten箭图r夏的构造知，多边形Ⅱ的逆时针单位转动u对应于％，的平移函子[1】．

利用定理3．3．2．我们有

定理3．3．3．设T和r是An型m—cluster范畴％中的两个连通的m—cluster

倾斜对象，B=End‰(丁)op与B7=End_jcm(Tt)op是相应的m·cluster倾斜代数．则

B和B7同构的充要条件是存在整数i使得T=F∽其中吲i是平移函子【1】的i次

幂．

注： 当m=1的情况，即为An型cluster倾斜代数的情况，H．Torkildsen在

【’ror】中已经给出了证明．
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