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第一章  练习题 

1． 记 ([ , ])C a b 是闭区间[ , ]a b 上连续函数全体构成的集合, 在 ([ , ])C a b 上定义距离如下: 

( , ) | ( ) ( ) | , , ([ , ])
b

a
f g f x g x dx f g C a b     ， 

（1） ([ , ])C a b 按  是否完备?  

（2） ( ([ , ]), )C a b  的完备化空间是什么? 

答：(1) 不完备, 例如对于[ , ] [0,2]a b  以及 1,2,n  ,定义 

, 0 1,
( ) :

1, 1 2.

n

n

x x
f x

x

  
 

 
 

则{ ( )} ([0,2])nf x C 在本题所定义的距离的意义下是 Cauchy 列, 因为 

1

0

1 1

0 0

( , ) | ( ) ( ) |

1 1
0, ( , ).

1 1

n m n m

n m

f f f x f x dx

x dx x dx

m n
n m

  

 

   
 



   

另一方面, 点列{ ( )}nf x 并不能在本题所定义的距离的意义下收敛到 ([0,2])C 中的某个元. 

事实上, 在几乎处处收敛的意义下, 我们有 

0, [0,1)
( ) ( )

1, [1,2].
n

x
f x g x

x


  


 

因此, 根据 Lebesgue 有界收敛定理, 可以得到 

1

0

1 1

0 0

( , ) | ( ) ( ) |

1
| 0 | 0.

1

n n

n n

f g f x g x dx

x dx x dx
n

  

    




 
 

但 ( ) ([0,2])g x C .  

(2) ([ , ])C a b 的完备化空间是
1([ , ])L a b . 因为 

(i) 在距离  的意义下, ([ , ])C a b 是
1([ , ])L a b 的稠密子集. 事实上, 任意取定一个

1( ) ([ , ])f x L a b , 需要证明: 对于任意的 0  , 存在 ( ) [ , ]g x C a b , 使得 

[ , ]
( , ) | ( ) ( ) |

a b
f g f x g x dx    . 

事实上, 首先根据积分的绝对连续性, 存在 0  , 使得当 [ , ]E a b , 只要mE  , 就有  
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| ( ) |
3E

f x dx


 . 

因为 ( )f x (Lebesque)可积, 故几乎处处有限, 即 

1

0N

N

m E




 ,  

其中 { [ , ] | | ( ) | }NE x a b f x N   . 由此可以得到 lim ( ) 0N
N

m E


 (因为{ }NE 是渐缩集

列并且 [ , ]a b 的测度有限),故存在某个自然数 N , 使得
NmE  且  

| ( ) |
3NE

f x dx


 , 

因此有 

| ( ) |f x N ,  [ , ] \ Nx a b E . 

引入一个新函数定义为 

( ), [ , ] \
( ) :

0, ,

N

N

f x x a b E
f x

E


 


 

显然对于 [ , ]x a b 恒有 | ( ) |f x N . 由 Lusin 定理, 存在连续函数 ( ) ( , )g x C   和

闭集 [ , ]F a b , 使得 ([ , ] \ ) min{ , / 3 }m a b F N  且 | ( ) |g x N , 进而 

( ) ( )g x f x ,  x F . 

则 ( )g x 限制在 [ , ]a b 即为所求, 因为:  

   
[ , ]

( , ) | ( ) ( ) |
a b

f g f x g x dx    

   
([ , ]\ )

| ( ) ( ) |
a b F F

f x g x dx


   

[ , ]\
| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |

a b F F
f x g x dx f x f x dx      

[ , ]\

\

(| ( ) | )

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |
N N

a b F

F E F E

f x N dx

f x f x dx f x f x dx


 

   



 
 

   
[ , ]\

| ( ) | ([ , ] \ )
a b F

f x dx Nm a b F   

     
\

| ( ) | 0
N NF E F E

f x dx dx


    

   
3 3 3

  
    . 
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    (ii) 1( ([ , ]), )L a b  是完备的空间.  

2． 设 ( , )X  是距离空间， A是 X 的子集，对任意的 x X ，记 

( , ) inf ( , )
y A

x A x y 


 ， 

则（1） ( , )x A 是 x 的连续函数.  

（2） 若{ }nx 是 X 中的点列, 使 ( , ) 0nx A  ,{ }nx 是否为 Cauchy列? 为什么? 

证：(1) 任意取定
1 2,x x X , 对于任意的 y X 根据三角不等式, 有 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )x y x x x y    , 
2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )x y x x x y    . 

对两端关于 y A 取下确界, 可以得到 

1 1 2 2inf ( , ) ( , ) inf ( , )
y A y A

x y x x x y  
 

  , 
2 2 1 1inf ( , ) ( , ) inf ( , )

y A y A
x y x x x y  

 
  . 

即 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )x A x x x A    ,  

2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )x A x x x A    . 

由此可得 

1 2 1 2| ( , ) ( , ) | ( , )x A x A x x    . 

由此容易证明 ( )f x ( , )x A 是 X 上的连续函数, 实际上, ( , )x A 还满足 Lipschitz 常数

等于 1 的 Lipschitz 条件. 

(2) 答: 未必是 Cauchy 列. 例如取X R , 其中的距离是 Euclid 距离. 对于 { 1,1}A   , 对

于 1,2,n  , 定义点列为 

1
( 1) .n

nx
n

    

对于点列{ }nx ,不难验证, 

1
( , ) 0nx A

n
   ;  

但显然{ }nx 不是 Cauchy 列. 这里的原因就在于 ( , )x A 不是点到点之间的距离, 而是点到

集合的距离, 当这个集合 A含有不止一个点时, ( , )x A 不再具有点点之间距离的性质. 

3． E 是
n

R 中的 Lebesgue 可测集合, 试证 ( )L E
按距离 
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( , ) esssup | ( ) ( ) |
x E

f g f x g x


   

是不可分空间. 

证法一：记为方便起见, 设 [ , ]E a b . 定义 

[ , ]

1, [ , ],
( ) ( )

0, ( , ].
a

x a
f x x

x b
 







  


 

显然 ( )f x 有界,可测, 因此必属于 ([ , ])L a b . 记 

{ ( ) | ( , ]}A f x a b   . 

则 ([ , ])A L a b .既然对于不同的
1 2, [ , ]a b   , 

1
f 与

2
f 不同的部分是正测度集, 容易

看出 A的势是.进而有(不妨设
1 2  ) 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

[ , ] [ , ]\
0

[ , ] [ , ]\
0

[ , ] [ , ]
[ , ] [ , ]\

0

( , ]
[ , ] [ , ]\

0

( , ) inf sup | ( ) ( ) |

inf sup | ( ) ( ) |

inf sup | ( ) ( ) |

inf sup ( ) 1.

E a b x a b E
mE

E a b x a b E
mE

a a
E a b x a b E
mE

E a b x a b E
mE

f f f x f x

f x f x

x x

x

   

 

 

 



 



 


 


 


 


 

 

 

 

 

我们用反证法证明所需的结论.设 ([ , ])L a b 是可分的，则其必有可数的稠密子集

1 2 3{ , , , , , }ig g g g , 因此至少有一个 ig 属于两个不同的
1

( ,1/ 3)S f 和
2

( ,1/ 3)S f .而由

三角不等式, 我们有 

1 2 1 2
1 ( , ) ( , ) ( , )

1 1 2
.

3 3 3

i if f f g g f       

  
 

这是一个矛盾. 因此 ([ , ])L a b
不可能是可分的.  

证法二：既然E 是正测度集,存在 0R  使得 ( (0, ) ) 0m S R E  . 不难验证, 存在一列正数

1{ }i iR 

 满足:  

1 20 iR R R R      ; 

且 

1( [ (0, ) \ (0, )]) 0i im E S R S R  .  
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对于每一个
1 2( , , , , )i    ,其中 0i  或 1, 定义 

1( ) , [ (0, ) \ (0, )]i i if x x E S R S R     , 

1,2,i  . 显然 ( )f x 有界,可测, 因此必属于 ( )L E . 记 

{ ( ) | {0,1} }A f x   N , 

其中{0,1}N 表示具有上述性质的 的全体. 则 ( )A L E .既然对于不同的 , {0,1}N , 

(不妨设
1( , , , )i   , 

1( , , , )i   且对于某个 i , 0i  1i  ) f 与 f 不同

的部分至少是正测度集
1[ (0, ) \ (0, )]i iE S R S R , 容易看出 A的势与{0,1}N 的势都是连续

统的势.进而有 

1

1

\
0

( (0, )\ (0, ))\
0

( (0, )\ (0, ))\
0

1 ( , ) inf sup | ( ) ( ) |

inf sup | ( ) ( ) |

inf sup | | 1.

i i

i i

F E x E F
mF

F E x E S R S R F
mF

i i
F E x E S R S R F
mF

f f f x f x

f x f x

   

 



 





 


  


  


  

 

  

 

我们用反证法证明所需的结论.设 ( )L E 是可分的，则其必有可数的稠密子集

1 2 3{ , , , , , }ig g g g , 因此至少有一个 jg 属于两个不同的 ( ,1/ 3)S f 和 ( ,1/ 3)S f .而由

三角不等式, 我们有 

1 ( , ) ( , ) ( , )

1 1
.

3 3

j jf f f g g f       

 
 

这是一个矛盾. 因此 ( )L E
不可能是可分的. 

补充题．证明 [ , ]L a b
是不可分空间.  

证：记 

 [ , ]( )a tK x a t b   ,  

其中 

[ , ]

1, ,
( ) :

0, .
a t

a x t
x

t x b


 
 

 
 

显然 [ , ]K L a b , 且只要 1 2, [ , ]t t a b , 1 2t t , 则有 

1 2[ , ] [ , ],a t a t K   , 且因为(不妨设 1 2t t ) 1 2( , ]t t 的测度为正, 故 
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1 2 1 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ][ , ]
|| || sup | ( ) ( ) |a t a t a t a tL a b

ess x x       

1 2

1 2

( , ]
( , ]

sup | ( ) | 1t t
x t t

x


  . 

因此, 由( , )a b 是不可数集, 而K 的基数与 ( , )a b 的基数相同, 故也是不可数集,且 K 中任

何两个不同元的距离均为 1.  

如果 [ , ]L a b 是可分的, 因此有一个可数的稠密子集合 { ( ) | 1,2, }kA f x k  , 且 

1

1
( , )

3
k

k

S f K




 .  

但这是荒谬的, 因为上式左端只有可数多个开球, 右端有不可数多个元, 所以至少有 K 中

的两个不同的
1 2[ , ] [ , ],a t a t  属于同一个开球

0

1
( , )

3
kS f , 由此得到矛盾:  

1 2

1 0 0 2

[ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ][ , ] [ , ]

1 || ||

|| || || ||

1 1 2
.

3 3 3

a t a t L a b

a t k k a tL a b L a b
f f

 

 



 

 

   

  

 

此矛盾表明 [ , ]L a b 不可能是可分的.  

 

4． 设 ([ , ])kC a b 是闭区间[ , ]a b 上具有 k 阶连续导数的函数全体, 定义: 

( ) ( )

[ , ]
0

( , ) max | ( ) ( ) |, , ([ , ])
k

i i k

x a b
i

f g f x g x f g C a b




    

试证: 

（1） ([ , ])kC a b 是完备的距离空间;  

（2）若定义 

|| || ( ,0)f f , 

则 ( ([ , ]),|| ||)kC a b  是 Banach 空间.  

证：(1) 这里只证明该距离是完备的. 设 1{ ( )}n nf x 

 是 ([ , ])kC a b ( 0k  时, 
0([ , ])C a b 就理

解为 [ , ]C a b )中该距离意义下的 Cauchy 列. 因此当 ,m n时，有 

( ) ( )

[ , ]
0

( , ) max | ( ) ( ) | 0
k

i i

m n m n
x a b

i

f f f x f x




   . 

由此容易知道对于每一个 0,1, ,i k , 
( )

1{ ( )}i

n nf x 

 是
0([ , ])C a b 中的 Cauchy 列. 根据
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0([ , ])C a b 的完备性,知 ( )

1{ ( )}i

n nf x 


收敛到 0([ , ])C a b 中的某个元, 记其为 ( )if x , 则

0( ) ([ , ])if x C a b , 且 

( )( ) ( )i i

nf x f x


， , 0,1, ,n i n  , 

其中“ 


”表示是一致收敛. 如果我们记 0( ) ( )f x f x
,
利用数学分析中函数序列一致收

敛的分析性质, 可以得到 

1 2

( )

( ) ( ), ( ) ( ), ,

( ) ( ).k k

f x f x f x f x

f x f x

  


  (*) 

例如, 因为 1( ) ( )nf x f x


 , 故 

1( ) ( )

x x

n

a a

f t dt f t dt


  , 

即 

1( ) ( ) ( )

x

n n

a

f x f a f t dt


  , 

又 0( ) ( )nf x f x


及 0( ) ( )nf a f a


, 故 

0 0 1( ) ( ) ( )

x

a

f x f a f t dt   .  

求导即可得到 

0 1( ) ( )f x f x  , 即  
1( ) ( )f x f x  . 

归纳地可得(*). 

    因此
0( ) ( )f x f x ([ , ])kC a b 且 

( )

[ , ]
0

( , ) max | ( ) ( ) |
k

i i

n n
x a b

i

f f f x f x




   

( ) ( )

[ , ]
0

max | ( ) ( ) | 0
k

i i

n
x a b

i

f x f x




   . 

即 ([ , ])kC a b 是完备的距离空间. 

（2）证略. 

 

7． 证明有限维线性赋范空间是完备的.  

证：记该有限维(实)线性赋范空间为E , 是n 维的，范数记为 || ||x ,需要证明 ( ,|| ||)E  是完备



 

 8 

的. 记 E 中的一组基为:  

1 2, , , nv v v .  

因此对于任意的 x E , 存在唯一一组实数
1 2, , , nx x x , 使得

1 1 2 2 n nx x x x   v v v , 

反之亦然.  

(i) 我们断言存在一个与 x 无关的常数 0K  , 使得 

| | || ||ix K x ,    1,2, ,i n .   (*) 

    首先定义一个映射 : nf  为: 对于任意的
1 2( , , , )nx x x n ,  

1 2 1 1 2 2( , , , ) : || || || ||n n nf x x x x x x x    v v v . 

则对于任意的 ,x y E (
1 1 2 2 n ny y y y   v v v )有 

1 1 2 2|| || ( , , , )n nx y f x y x y x y      

1 1 1| | || || | | || ||n n nx y x y      v v  

2 2 2 2

1 1 1( ) ( ) || || || ||n n nx y x y       v v . 

由 此 容 易 知 道 f 是 n
R 上 的 连 续 函 数 . 记 1B 是 n

R 中 的 单 位 球 面 , 即

2

1 1 2

1

{( , , , ) | 1}
n

n k

k

B x x x x


   . 则对于任意的 1 1( , , )nx x B , 有 1( , , ) 0nf x x  . 

(事实上, 若有 1( , , ) 0nf x x  则 

1 1 1( , , ) || || 0n n nf x x x x   v v , 

因此 1 1 0n nx x  v v , 但 1 2, , , nv v v 线性无关, 故必有 1 2 0nx x x    , 此与

1 1( , , )nx x B 相矛盾. )注意到 1B 是
n

R 中的有界闭集(紧子集), 连续函数 f 必可在其

上达到正的最小值1/ 0K  .  

 现在我们可以证明式(*). 事实上, 对于任意的 x E ,存在唯一的一组实数

1 2, , , nx x x , 使 得 1 1 2 2 n nx x x x   v v v , 不 失 一 般 性 , 可 设 0x  因 此 , 

1 2, , , nx x x 不全为零, 注意到 
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1 1
1

2 2 2

1 1 1

, , , n

n n n

k k k

k k k

x x x
y B

x x x
  

 
 
  
 
 
 
  

,  

故 

1 1
1 2

2 2 2

1 1 1

1 1

2 2 2

1 1 1

( )

1
, , , ,

n
nn n n

k k k

k k k

n

n n n

k k k

k k k

x x x
f y

x x x

x x x
f

K
x x x

  

  

   

 
 
  
 
 
 

  

  

v v v

 

或 

2

1 1 2 2

1

1
|| ||

n

n n k

k

x x x x x
K 

     v v v . 

由此容易得出(*)式.  

(ii) 设 ( )

1{ }k

kx 


是 E 中的基本列, 这里 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

k k k k

n nx x x x   v v v ,  

即 

( ) ( )|| || 0k lx x  , 当 ,k l  . 

利用(*)式便可以得到对于每一个 1,2, ,i n , 成立 

( ) ( ) ( ) ( )| | || || 0k l k l

i ix x K x x    , 当 ,k l  . 

即
( )

1{ }k

i kx 

 是
1
中的基本列, 因此收敛. 设 

( ) (0)k

i ix x , ( k  , 1,2, ,i n ). 

记
(0) ( ) (0) (0)

1 1 2 2

k

n nx x x x   v v v , 显然
(0)x E . 根据E 中收敛的等价性(即按范数收

敛意味着每个分量收敛或即按坐标收敛), 容易得到 

( ) (0)|| || 0kx x  , 当 k  . 

因此 ( ,|| ||)E  是完备的.  

9． 设 X 为线性赋范空间, 0X 是 X 的线性闭子空间. 在 X 中定义等价关系 为
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0x y x y X   . 对任意的 x X , 以 [ ]x 记 x 的等价类, 令 

0/ {[ ] | }X X x x X  . 

称
0/X X 为商空间, 在

0/X X 上定义线性运算如下:  

(i) [ ] [ ] [ ]x y x y   , ,x y X , 

(ii) [ ] [ ]x x  , , x X C . 

并定义 

0
0|| [ ] || inf || ||

y X
x x y


  . 

试证: 
0/X X 按

0|| [ ] ||x 也是一个线性赋范空间.  

证：(一) 
0/X X 按照所定义的线性运算是线性空间 (证明略). 

(二) 0|| [ ] ||x 是 0/X X 中的范数. 按照定义, 对于每一个 0[ ] /x X X 显然

0
0|| [ ] || inf || ||

y X
x x y


  是一个确定的数, 因此 0 0|| || : /X X R 是映射.  

(i)  (非负性) 对于 x X , 显然 

0
0|| [ ] || inf || || 0

y X
x x y


   . 

(正定性) 当 0[ ]=[0]=x X 时, 有 

0
0 0|| [ ] || || [0] || inf || || 0

y X
x y


   . 

反之, 如果我们假设
0

0 0 0|| [ ] || inf || || 0
y X

x x y


   , 需要证明 0 0[ ]=[0]=x X , 也只需证明

0 0x X . 事实上, 根据下确界的定义, 对每一个自然数 1,2,k  , 存在 0ky X , 使得  

0
0 0 0 0

1 1 1
|| || || [ ] || inf || ||k

y X
x y x x y

k k k
       , 

由此得到一个序列 0{ }ky X 且 

0|| ||

0ky x


 . 

因为 0X 是闭子空间因此 0 0x X  故 0 0x X , 即 0 0[ ]=[0]=x X . 

(ii)  (正齐性) 对于 , x X C , 如果 0  , 则 

00 0x x X    , 故 0[ ] [0] 0[ ] [ ]x X x x     . 如果 0  , 则当 y 取遍 0X 中的所
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有元时, 
y


也取遍

0X 中的所有元, 反之亦然, 因此 

0 0
0|| [ ] || inf || || inf | | || ||

y X y X

y
x x y x  

 
      

0
0

| | inf || || | | inf || ||
yy X

X

y y
x x



 
 



     

0

| | inf || || | | || [ ] ||
z X

x z x 


    , 

(iii)  (三角不等式) 设 ,x y X . 设
0,u v X , 当 ,u v 取遍

0X 中的所有元时, u v 也取遍

0X 中的所有元, 反之亦然, 进而, ,u v 的取法是相互独立的, 因此 

0
0|| [ ] || inf || ||

u X
x y x y u


     

0,
inf || ||

u v X
x y u v


     

 
0,

inf || || || ||
u v X

x u y v


     

0 0

inf || || inf || ||
u X v X

x u y v
 

     

0 0|| [ ] || || ||x y  . 

也可用下面的证明方法: 对于任意的 0  , 由下确界的定义, 存在 0,u v X   使得 

0|| || || [ ] ||x u x    ,  0|| || || [ ] ||y v y    , 

因此可以得到 

0
0|| [ ] || inf || || || ||

u X
x y x y u x y u v 


         

|| || || ||x u y v      

0 0|| [ ] || || [ ] || 2x y    . 

因为 0  的任意性, 可得 

0|| [ ] ||x y 0 0|| [ ] || || [ ] ||x y  . 

10． 设 X 为线性赋范空间, 
1

n

n

x




 收敛, 即
1

k

k n

n

S x


 按 X 中的范数收敛, 则 

1 1

n n

n n

x x
 

 

  . 

证：记 
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1

k

k n

n

S x


 . 

对于有限项之和, 利用三角不等式, 成立 

1 1 1

|| ||
k k

k n n n

n n n

S x x x


  

     .        (*) 

又因为
1

k

k n

n

S x


 在范数意义下收敛, 其极限自然可以记为
1

n

n

x




 , 即 

1

k n

n

S x




 ,  

再一次利用三角不等式, 可以得到当 k 时 

1 1

|| || 0k n k n

n n

S x S x
 

 

     , 

即
1

|| ||k n

n

S x




  , 因此在(*)式中令 k  , 可得 

1 1

n n

n n

x x
 

 

  . 

 

11． 设 {0}X  为线性赋范空间, 试证 X 是 Banach 空间当且仅当{ | || || 1}x X x  是完

备的. 

证：记 { | || || 1}T x X x   .  

(必要性) 设 X 是 Banach 空间, { }nx T 是T 中的 Cauchy 列, 即 || || 1nx  且

|| || 0m nx x  (当 ,m n ).  

因为 X 是 Banach 空间, 故{ }nx 收敛, 即存在 0x X , 使得
|| ||

0nx x , 由三角不等式容

易得到:  

|| || || || || ||x y x y   , 

因此 

0 0|| || || || || || 0n nx x x x    ,  

知 0|| || || ||nx x , 故 0|| || 1x  因此 0x T , 即T 完备.  

(充分性)  设T 是完备的, 并设{ }nx X 是 X 中的 Cauchy 列, 即 || || 0m nx x  当
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,m n . 由 

|| || || || || || 0m n m nx x x x    , 

知{|| ||}nx 是 1 中的 Cauchy 数列, 因此收敛, 即存在某个数 A 使得 

|| ||nx A .  

如果 0A  , 显然{ }nx 收敛于 X 中的零元, 故不妨设 0A . 由此知当n 充分大时, 总有

|| || 0nx  , 不失一般性, 可设对所有的n , 都有 || || 0nx  . 考虑新的点列 

:
|| ||

n
n

n

x
y

x
 ,  

显然
ny T . 进而 

   || ||
|| || || ||

m n
m n

m n

x x
y y

x x
    

   
|| || || || || || || ||

m m m n

m n n n

x x x x

x x x x
     

   
1 1 1

|| ||
|| || || || || ||

m m n

m n n

x x x
x x x

    ，  

由此易知{ }ny T 是T 中的Cauchy列. 因为T 作为距离空间是完备的, 故{ }ny 收敛, 即存

在 0y T , 使得
|| ||

0ny y . 最后我们断言:  

|| ||

0nx Ay .  

事实上,  

   
0

0|| || || ||
|| || || ||

n
n n

n n

x Ay
x Ay x

x x
    

   
0|| ||

|| ||
n n

n

Ay
x y

x
   

   0
0 0|| ||

|| ||
n n

n

Ay
x y y y

x

 
    

 
 

   
0 0|| || 1

|| ||
n n

n

A
x y y y

x

 
    

 

0 . 
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综上可得 X 是 Banach 空间.  

 

15．试证定理 4 中(f)式定义的 ( , )x y 的确满足内积分的定义.  

证明: 即要证明: 对于赋范线性空间 ( ,|| ||)X  , 如果范数满足平行四边形法则:  

2 2 2 2|| || || || 2(|| || || || )x y x y x y       (*) 

则由 

2 21
( , ) : [|| || || || ]

4
x y x y x y   R

 ( K R 时) (f’) 

或 

2 21
( , ) : [|| || || ||

4
x y x y x y   C

 

2 2|| || || || ]i x iy i x iy     ( K C时)  (f) 

所定义的确实是内积. 

(i) 对于 x X ,  

2 21
( , ) [|| || || ||

4
x x x x x x   C

 

2 2|| || || || ]i x ix i x ix    2|| || 0x  ,  

因为 |1 | |1 |i i   , 并且根据范数的性质 

2( , ) 0 0 ( , ) || || 0x x x x x x     
C C

. 

同理可证 ( , ) 0x x 
R 且 ( , ) 0 0x x x  

R . 

(ii)首先考虑 K R 时的情形, 对于 , ,x y z X ,  

可将 ( , ) ( , )x z y z
R R 表示为如下形式:  

     ( , ) ( , )x z y z
R R  

2 21
[|| || || ||

4
x z x z    2 2|| || || || ]y z y z     

   2 2 2 21
|| || || || || || || ||

4
x z y z x z y z        

 
 

2 2
1

4 2 2 2 2

x y x y x y x y
z z

    
       

 

 

2 2
1

4 2 2 2 2

x y x y x y x y
z z

    
       

 

, 

再由平行四边形法则 
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2 2

2 2 2 2

x y x y x y x y
z z

   
      

2 2

2
2 2

x y x y
z

  
    

 

; 

2 2

2 2 2 2

x y x y x y x y
z z

   
      

2 2

2
2 2

x y x y
z

  
    

 

. 

因此 

( , ) ( , )x z y z
R R

2 2
1

2 2 2

x y x y
z z

  
     

 

 

2 ,
2

x y
z

 
  

 R

.  

进而, 令 0y  可以得到 

( , )x z
R

2 ,
2

x
z

 
  

 R

,  

这里利用了 (0, ) 0z 
R . 因为 x 是任意的, 故可将 x 换为 

x y , 即可得到 

( , )x y z
R

2 ,
2

x y
z

 
  

 R

. 

对照上述二式, 即有 

( , ) ( , )x z y z
R R = ( , )x y z

R .      (**) 

至于 K C时的情形, 注意到从形式上看 

( , ) =( , ) ( , )x y x y i x iy
C R R ,  

利用上述已经证明了的等式(**)不难得到 

( , ) ( , )x z y z
C C = ( , )x y z

C . 

(iii) 首先考虑 K R 时的情形, 对于 ,x z X 和任意实数 ,s tR , 由已经证明的(**)式有 

( , ) ( , )sx z tx z
R R = (( ) , )s t x z

R , 

可知函数 ( ) : ( , )f t tx z
R 满足如下的函数方程:  
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( ) ( ) ( )f s f t f s t   .   (***) 

又 ( ) : ( , )f t tx z
R
关于 t是连续的, 因此必有 

( ) (1) ( , )f t f t t x z 
R

. 

(事实上, 由(***)式对于任意的正整数n 和m , 利用数学归纳法有 

( ) ( )f ns f s s s     

( ) ( ) ( ) ( )f s f s f s nf s     ; 

进而取
1

s
n

 , 有
1 1

( ) (1)f f
n n

 , 因此 

1
( ) ( ) (1)
n n

f nf f
m m m

  .  

又(***)中取 0s t  可得 (0) 0f  , 取s t  可得 ( ) ( )f s f s   . 因此对于所有的有理

数, 均成立 

( ) (1)f s sf . 

利用 ( )f s 的连续性, 可知对所有的实数也成立. ) 

因此得到 

( , ) ( ) (1) ( , )tx z f t f t t x z  
R R . 

至于 K C时的情形, 注意到由(f) 

2 21
( , ) [|| || || ||

4
ix y ix y ix y   C

2 2|| || || || ]i ix iy i ix iy     

2 21
[|| || || ||

4
ix y ix y    2 2|| || || || ]i x y i x y     

2 2 2 21
[ || || || ||

4
i ix y i ix y     2 2|| || || || ]i x y i x y      

2 2[ || || || ||
4

i
i x iy i x iy     2 2|| || || || ]x y x y      

( , )i x y
C . 

由此也容易得到, 对于 tC  

( , ) ( , )tx z t x z
C C .  

(iv) 当 K R时, 容易知道 

2 21
( , ) [|| || || || ] ( , )

4
x y x y x y y x    R R ;  

而当 K C时, 直接计算也可得到 
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2 21
( , ) [|| || || ||

4
x y x y x y   C

2 2|| || || || ]i x iy i x iy     

2 21
[|| || || ||

4
y x y x    2 2|| || || || ]i y ix i y ix     

( , )y x
C

. 

16．设 D是C中单位开圆盘, 即 { || | 1}D z z  C . dA是D 上的面积测度, 2 ( )aL D 定

义为 

2 2( ) { | ( ) | }aL D f f D f z dz 在 中解析且 | .  

(见课本第六页例 4)在 2 ( )aL D 中定义内积为 

, ( ) ( )
D

f g f z g z dA  . 

试证(1)
1( ) n

n

n
z z



  ( 1,2,n  )构成 2 ( )aL D 的正交基. 

(2) 若 2 ( )af L D 的 Taylor 展开式是
0

( ) k

k

k

f z a z




 , 则

2

0 1

k

k

a

k





 


 ; 

(3) 若 2 ( )ag L D 的展开式是
0

( ) k

k

k

g z b z




 , 则 

0

,
1

k k

k

a b
f g

k









 . 

证：先给出一个预备性结果: 对于
2 ( )af L D ，因为 ( )f z 是解析函数, 因此可以展开为幂

级数: 
0

( ) k

k

k

f z a z




 .由此可以断言：  

( ), ( )nf z z  1 .na
n


      （*） 

事实上，因为 ( )f z 是解析函数,幂级数
0

k

k

k

a z




 在D中内闭一致收敛, 即对于D 的任意闭子

集 F , 
0

k

k

k

a z




 在 F 上一致收敛.  对于0 1  , 以下取闭子集F 为 

: { || | 1 }D z D z     .  

容易知道 D 是 D中的闭子集.  
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 对于每一个 1,2,n  , 注意到级数 1

0

k n

k

k

n
a z z








 在D
中仍旧一致收敛, 以下的积分

号和求和号可以交换顺序:  

( ), ( ) ( ) ( )n n
D

f z z f z z dA    

0
lim ( ) ( )n

D
f z z dA





   

1

0
0

lim k n

k
D

k

n
a z z dA

 







   

1

0
0

lim k n

k
D

k

n
a z z dA

 







    

1

0
0

lim (cos sin )

(cos( 1) sin( 1) )

k n

k
D

k

n
a r k i k

n i n dA


 



 


 




  

   

   

2 1
1

0 00
0

lim (cos sin )

(cos( 1) sin( 1) )

k n

k

k

n
a d r k i k

n i n rdr

 


  



 

 
 




  

   

    

1 2
1

0 00
0

lim (cos sin )

(cos( 1) sin( 1) )

k n

k

k

n
a r rdr k i k

n i n d

 


 



  

 
 




  

   

    

1
2 1

1
00

lim 2 n

n

n
a r dr














   

2

1
0

(1 )
lim 2

2

n

n

n
a

n










  

1 .na
n


  

因此（*）式得证.  

(1) 首先证明  1

1

1

( ) n

n n

n

n
z z





 





  
  
  

是正交集.  

事实上, 对于复数 (cos sin )z r i   ,根据所给的定义 
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1 1

1 1 2

( ), ( )

(cos sin ) (cos sin )

m n

m n
D

m n n m

D

m n
z z z z dA

m n
i i r dA

 
 

   
 

 

   



  





2(cos( 1) sin( 1) )

(cos( 1) sin( 1) )

n m

D

mn
r m i m

n i n dA

 


 

     

   

  

2 1
2

0 0
(cos( 1) sin( 1) )

(cos( 1) sin( 1) )

n mmn
d r m i m

n i n rdr



  


 

     

   

   

1 2
2

0 0
(cos( 1) ( 1)sin )

(cos( 1) sin( 1) )

n mmn
r rdr m i m

n i n d



 


  

    

   

   

1
2 1, ,

2

0, .

mm
m n

m

m n





 

 
 

 

因此 
1

( )n n
z




是正交集. 因为 2 ( )aL D 是完备的空间, 故只需再证 

1
( )n n
z




是完备的即

可得知其也是正交基. 设有
2 ( )af L D 且  

1
( ) ( )n n

f z z



 . 因为 ( )f z 是解析函数, 因

此可以展开为幂级数:  

0

( ) k

k

k

f z a z




 . 

根据（*）式，可以得到，对于每一个 1,2,n  ,  

0 ( ), ( )nf z z 1 .na
n


  

由此即得 1 0na   , ( 1,2,n  ). 所以 ( ) 0f z  . 即 

 
1

( )n n
z




是完备的, 因此是

2 ( )aL D 中的正交基.  

(2) 既然 
1

( )n n
z




是基,由 Parseval 等式可以得到 

2 2

1

( ), ( ) || ||n

n

f z z f




   . 

利用（*）式，上式的左端可以表示为:  
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2

1

2 2 2

1

1

1 1 0

( ), ( )

.
1

n

n

n n

n

n n n

f z z

a a
a

n n n




 





  




  

  




  

 

由此可得所预期的结论.  

(3) 对于
0

( ) k

k

k

f z a z




 和
0

( ) k

k

k

g z b z




 , 有 

1

0

( ) ( )
1

k k

k

f z a z
k













 和
1

0

( ) ( )
1

k k

k

g z b z
k













 ，利用内积的连续性和（*）式， 

1

0

, ( ), ( )
1

k k

k

f g a z g z
k













  

1

0

( ), ( )
1

k k

k

a z g z
k













  

1

0

( ), ( )
1

k k

k

a g z z
k













  

0 1 1
k k

k

a b
k k

 



 
  

  
  

0

.
1

k k

k

a b

k









  

18．设 H 是内积空间,{ }ne 是 H 中的正交集, 求证:  

1

( , )( , ) || || || ||n n

n

x e y e x y




  , ( ,x y H  ). 

证： 对于任意的正整数 k , 由 Cauchy 不等式和 Bessel 不等式可以得到 

2 2

1 1 1

( , )( , ) ( , ) ( , )
k k k

n n n n

n n n

x e y e x e y e
  

     

2 2

1 1

( , ) ( , )n n

n n

x e y e
 

 

   || || || ||x y  , 

由 k 的任意性, 知正项级数
1

( , )( , )n n

n

x e y e




 收敛, 因此级数
1

( , )( , )n n

n

x e y e




 绝对收敛,并

且 



 

 21 

1 1

( , )( , ) ( , )( , ) || || || ||n n n n

n n

x e y e x e y e x y
 

 

    . 

19．试证
2

sin nt


  
 
  

构成 2([0, ])L  的正交基, 但不是 2([ , ])L   的正交基. 

证：(1) 首先证明 
1

1

2
( ) sinn n

n

t nt










  
  
  

是 2([0, ])L  中的正交集. 事实上,  

   

 

0

0

2 2
( ), ( ) sin sin

2
cos( ) cos( )

2

m nt t mt ntdt

m n t m n t dt





 
 





    





 

   

1
( ) 1, ,

0, .

m n

m n





   

 
 

 

因此 
1

( )n n
t




是 2([0, ])L  中的正交集. 同理, 也容易证明 

1
( )n n
t




还是 2([ , ])L   中

的正交集. 

(2) 因为 2([0, ])L  是完备的空间, 故只需再证 
1

( )n n
t




是完备的即可得知其也是正交基. 

设有
2([0, ])f L  且  

1
( ) ( )n n

f t t



 . 将 ( )f t 做奇延拓成为 ( )f t :  

( ), [0, ],
( ) :

( ), [ ,0).

f t t
f t

f t t






 

   
 

则 ( )f t 
2([ , ])L   .  

    注意到对于 1,2,n  , 利用  
1

( ) ( )n n
f t t




 ,  

     , ( ) sinnf f t ntdt








   

0

0

( ) sin ( ) sinf t ntdt f t ntdt





      

0

0

( ) sin ( ) sinf t ntdt f t ntdt





        

0

0

( ) sin ( ) sinf t ntdt f t ntdt





        
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0

0

( ) sin ( ) ( ) sinf s n s ds f t ntdt





        

       

0

2 ( ) sin 0f t ntdt



   . 

设   
0 0

( ) cosn n n
t nt

 

 
 ,对于 0,1,2,n  ,利用 ( )f t 是奇函数, 可得 

, ( ) cos 0nf f t ntdt








   . 

因此 

    1 0
( ) ( ) ( )n nn n

f t t t 
 

 
  . 

进而也容易得到 

( )f t 
1 cos sin cos sin

, , , , , ,
2

t t nt nt

    

 
 
 

. 

又已经知道与 

       
1 0 1 0

( ) ( ) sin ) cosn nn n n n
t t t nt 

   

   
    

仅相差一个常数因子的三角函数系 

1 cos sin cos sin
, , , , , ,

2

t t nt nt

    

 
 
 

 

是 2([ , ])L   中的正交基, 因此 

( ) 0f t  , a.e. [ , ]t    ,  

即有 

( ) 0f t  , a.e. [0, ]t  . 

因此 
1

( )n n
t




是

2([0, ])L  中的正交基. 

(3) 注意到
2

sin nt


  
 
  

在
2([ , ])L   中不是完备的, 例如对于恒等于常数 1 的函数

2( ) 1 ([ , ])f t L     是非零元, 但对于 1,2,n  ,  

, 1 sin 0nf ntdt








   . 
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因此, 
2

sin nt


  
 
  

虽然是 2([ , ])L   的正交集, 但不是正交基. 

 

24． 试给出 1([ , ])C a b 中列紧集的判别条件. 

证：设子集 1([ , ])A C a b 且
0x 是[ , ]a b 中一个数. 记 

{ ( ) | ( ) }A f x f x A   及
0{ ( ) | ( ) }B f x f x A  . 

则 A是 1([ , ])C a b 中的列紧集的充分必要条件是 

(i) A在 ([ , ])C a b 中有界; 

(ii) B 是R 中的有界集;  

(iii) A是 ([ , ])C a b 中等度连续的集合. 

[充分性] 设 1([ , ])A C a b 满足条件(i), (ii)和(iii).  

根据 1([ , ])C a b 中范数的定义: 对于 1([ , ])f C a b , 

1([ , ]) [ , ] [ , ]
: max | ( ) | max | ( ) |

C a b x a b x a b
f f x f x

 
  , 

容易看出,  

1([ , ]) ([ , ])C a b C a b

k kf f f f   且
([ , ])C a b

kf f   

因此只需证明 A和 A分别是 ([ , ])C a b 中的列紧集即可, 根据Arzela-Ascoli定理, 这也只

需证明 A和 A分别在 ([ , ])C a b 中有界且等度连续即可. 事实上, A在 ([ , ])C a b 中有界性

和等度连续已由所给条件得到保证(即(i)和(iii)). 还需证明 A在 ([ , ])C a b 中的有界性和

等度连续性. 记 A在 ([ , ])C a b 中的一个界为 AM  , B 作为R 中的有界集, 一个界纪为 BM .

对于任意的 [ , ]x a b , 利用中值定理, 有 

0 0

0 0

| ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) |

| ( )( ) | | ( ) |

( ) .A B

f x f x f x f x

f x x f x

M b a M





  

  

  

 

此 即 表 明
[ , ]

m a x | ( ) | ( )A B
x a b

f x M b a M


   , 所 以 A 在 ([ , ])C a b 中 有 界 , 且 界 为

( )A BM b a M   . 进而对于 , [ , ]x y a b  
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| ( ) ( ) | | ( )( ) |

| | .A

f x f y f x y

M x y





  

 
 

由此易知 A具有等度连续性. 

[必要性] 设 A是 1([ , ])C a b 中的列紧集, 即对于 A 的任何点列
1{ ( )}n nf x 


, 

1{ ( )}n nf x 


在

1([ , ])C a b 中的范数(距离) 

1([ , ]) [ , ] [ , ]
: max | ( ) | max | ( ) |

C a b x a b x a b
f f x f x

 
   

意义下都有收敛的子列 1{ ( )}
kn kf x 

 . 因此, 
1{ ( )}n nf x 


和

1{ ( )}n nf x 


 分别在 ([ , ])C a b 中有

收敛的子列的 1{ ( )}
kn kf x 

 和 1{ ( )}
kn kf x 


 . 这表明, 根据 Arzela- Ascoli 定理, A 和 A均

是 ([ , ])C a b 中的列紧集, 因此 A 和 A均在 ([ , ])C a b 中有界且等度连续, 因此得到(i)和

(iii). 由 A的有界性, 可以知道集合 

0{ ( ) | ( ) }B f x f x A   

对于任意的 0x [ , ]a b 都是R 中的有界集, 因此得到(ii). 

26． 设 ( , )X  是紧距离空间，映射 :f X X 满足 

1 2 1 2( ( ), ( )) ( , )f x f x x x  .  ( 1 2x x ) 

则 

(1) f 是否有唯一的不动点? 

(2) f 是否为压缩映射? 

解答:  (1) f 存在唯一的不动点, 证明如下: 

(存在性) 定义映射 :h X R为 

( ) ( , ( ))h x x f x . 

由所给条件知此映射是连续的, 而 X 是紧空间表明此映射能在 X 中取得上下确界. 因此存

在 y X , 使得  

( ) ( , ( )) inf ( )
x X

h y y f y h x


  . 

断言 ( ) inf ( ) 0
x X

h y h x


  ，则 y 是 f 的不动点： ( )y f y . 若不然, ( ) 0h y  , 则在所给的

条件中取 ( )x f y 有 
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( ( )) ( ( ), ( ( ))) ( , ( )) ( )h f y f y f f y y f y h y    , 

此与 y 达到 ( )h x 的下确界相矛盾.  

(唯一性) 若还有 z X 使得 ( )z f z 但 z y . 仍由所给的条件, 有 

0 ( , ) ( ( ), ( )) ( , )z y f z f y z y     . 

这是个矛盾. 故必有 z y . 

(2) f 可以不是压缩映射. 反例如下:  

[反例 1] 记 [0,1]X  , 其中距离定义为两点之间的 Euclid 距离: ,x y X  , 

( , ) : | |x y x y   .  

因为 X 是R 的闭子集, 因此是完备的, 显然也是紧的. 定义映射 :T X X 为: 对于

x X ,  

( ) :
1

x
T x

x



.  

显然T 是自映射, 且有唯一的不动点 0.  

对于任意的 ,x y X , 设 x y , 则 ,x y 中至少有一个不为零, 由此容易得到 

| |
( , )

1 1 (1 )(1 )

x y x y
Tx Ty

x y x y



  

   
 

| |x y  ( , )x y .  

所以T 满足所需的条件, 但T 不是压缩映射, 因为 

, [0,1] , [0,1]

( , ) 1
sup sup 1

( , ) (1 )(1 )x y x y
x y x y

Tx Ty

x y x y



 
 

 
 

.  

因此不存在常数 [0,1) , 使得对于所有的 ,x y X ,   

( , ) ( , )Tx Ty x y  .  

[反例 2] 记
1

{0} 1,2,X n
n

 
   

 
, 其中距离定义为两点之间的 Euclid 距离: 

,x y X  , ( , ) : | |x y x y   .  

因为 X 是R 的闭子集, 因此是完备的, 显然也是紧的. 定义映射 :T X X 为: 对于

x X ,  

1 1
, ,

( ) : 1

0, 0,

x
T x n n

x




 
 
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显然T 是自映射, 且有唯一的不动点 0.  

对于任意的 ,x y X , 设 x y , 如果 , \ {0}x y X , 则有正整数 ,m n , m n , 使得  

1 1
,x y

n m
  ,  

且 

1 1 | |
( , )

1 1 ( 1)( 1)

m n
Tx Ty

n m n m



  

   
 

| |m n

nm




1 1
( , )x y

n m
   ;  

如果 ,x y 中有一个为零, 例如 0x  , 也有 

1 1
( , ) 0

1 1
Tx Ty

m m
   

 

1

m
 ( , )x y .  

所以T 满足所需的条件, 但T 不是压缩映射, 因为例如对于 
1 1

,x y
n m

  , 当 ,m n

时, 成立 

1 1

( , ) 1 1
1

1 1( , ) ( 1)( 1)

Tx Ty mnn m

x y n m

n m






 

  
 



,  

即不存在 [0,1) , 使得 ( , ) ( , )Tx Ty x y  ..  

补充题. 设二元函数 ( , ) ([ , ] [ , ])g x y C a b a b  , A是 ([ , ])C a b 中的一个有界集, 记 

( ) : ( , ) ( ) ( )

b

a

A F x g x y f y dy f x A
  

   
  

 . 

(i) 证明 A是 ([ , ])C a b 中的列紧集;  

(ii) 问当 A还是 ([ , ])C a b 中的闭集时, A是不是紧集? 

证：(i) 因为 ( , ) ([ , ] [ , ])g x y C a b a b  , 不难得知 A  ([ , ])C a b . 根据 Arzela-Ascoli

定理, 只需再证明 A在 ([ , ])C a b 中有界且等度连续即可.  

(a) A在 ([ , ])C a b 中有界, 即 A作为由连续函数组成的集合是一致有界的. 事实上, 如

果记 A的一个界为 M , | ( , ) |g x y 在[ , ] [ , ]a b a b 上的最大值为K , 则对于任意取定的
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( )F x A , 有某个 ( )f x A , 使得 

( ) ( , ) ( )

b

a

F x g x y f y dy  , 由此得知 

| ( ) | ( , ) ( )

b

a

F x g x y f y dy   

| ( , ) ( ) |

b

a

g x y f y dy   

max | ( , ) | max | ( ) |

b

a x b a y b
a a y b

g x y f y dy
   
 

   

[ , ]|| ||

b

C a b

a

f Kdy   

[ , ]|| || ( )C a bf K b a   

( )KM b a  . 

因此 A是 ([ , ])C a b 中有界集, 且 A的一个界为 ( )KM b a .  

(b) A在 ([ , ])C a b 中等度连续. 对于 ( )F x A ,有某个 ( )f x A , 使得

( ) ( , ) ( )

b

a

F x g x y f y dy  . 因为 ( , ) ([ , ] [ , ])g x y C a b a b  , 因此在[ , ] [ , ]a b a b 上一致

连续, 故对于任意的 0  ,存在 0  , 当 , [ , ]x x a b 且 | |x x   时,  有 

| ( , ) ( , ) |g x y g x y       ( [ , ]y a b  ), 

由此可以得到 

| ( ) ( ) | ( , ) ( ) ( , ) ( )

b b

a a

F x F x g x y f y dy g x y f y dy      

        [ ( , ) ( , )] ( )

b

a

g x y g x y f y dy   

| ( , ) ( , ) || ( ) |

b

a

g x y g x y f y dy   

max | ( ) || ( , ) ( , ) |

b

a y b
a

f y g x y g x y dy
 

   
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[ , ]|| || | ( , ) ( , ) |

b

C a b

a

f g x y g x y dy   

         ( )M b a   . 

由此易知 A具有等度连续性. 

(ii) 当 A还是 ([ , ])C a b 中的闭集时, A未必是紧集!  

反例可以构造如下: 考虑 ([0,1])C 中的集合 

{ | 1,2, }kA x k  , 

显然 A是 ([0,1])C 中的有界集, 一个界可以取为 1.可以断言 A是 ([0,1])C 中的闭集, 因为

对于任意的 ,k lx x A , 不妨设 l k , 则 

[0,1] [0,1]
max | |k l k l

C x
x x x x


    

1

k l k

l k l k l kk k k k

l l l l

         
                 

, 

对于任意固定的 k , 当 l 趋于无穷大时, 右端项趋向于 1, 由此容易知道, 作为 ([0,1])C 中的

子点列, 集合 A不是 Cauchy 列, 因此不可能在 ([0,1])C 中有收敛的子列, 故集合A 没有聚

点, 因此是 ([0,1])C 中的闭集.  

定义 ( , ) 1K x y  ,显然 ( , ) ([0,1] [0,1])K x y C  .  

对于上述的集合 A , 不难计算 

 
1

0

1
( ) | 1,2, | 1,2,

1

kA F x x dx k k
k

 
     

 
  

显然， A是 ([0,1])C 中列紧集，唯一的聚点是零函数，但零函数不在 A 中，因此不是闭集.  

补充题. 设 A是 ([ , ])C a b 中的一个有界集, 记 

( ) : ( ) ( )

x

a

B F x f t dt f x A
  

   
  

 . 

证明 B 是 ([ , ])C a b 中的列紧集. 

证：根据 Arzela-Ascoli 定理, 需证明 B 在 ([ , ])C a b 中有界且等度连续即可.  
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(i) B 在 ([ , ])C a b 中有界, 即 B 作为由函数组成的集合是一致有界的. 事实上, 如果记

A的界为 M ,则对于任意取定的 ( )F x B , 有某个 ( )f t A , 使得 

( ) ( )

x

a

F x f t dt  , 由此得知 

| ( ) | ( ) | ( ) |

x x

a a

F x f t dt f t dt    

[ , ]max | ( ) | || ||

x x

C a b
a t b

a a

f t dt f dt
 

    

[ , ]|| || ( ) ( )C a bf b a M b a    . 

因此 B 是 ([ , ])C a b 中有界集, 且 B 的界为 ( )M b a .  

(ii) B 在 ([ , ])C a b 中等度连续. 对于 ( )F x B ,有某个 ( )f t A , 使得 ( ) ( )

x

a

F x f t dt  . 

对于 , [ , ]x x a b  

| ( ) ( ) | ( ) ( )

x x

a a

F x F x f t dt f t dt     

        ( ) | ( ) |

x x

x x

f t dt f t dt    

[ , ]max | ( ) | || ||

x x

C a b
a t b

x x

f t dt f dt
 

    

         | |M x x  . 

由此易知 B 具有等度连续性. 

 

补充题．证明课本 20 页定理 8:  

对于距离空间 ( , )X  中的任何集合G , G与G 均是闭集.  

证：(i) 根据闭集的定义, 仅需证明 

 G G  . 

事实上, 设  y G  , 则对于任意的 0   

( ( , ) \{ })S y y G   . 
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设 ( ( , ) \{ })x S y y G   , 根据极限点的定义, 对于 

min{ ( , ), ( , )} 0x y x y      , 

有 

( ( , ) \{ })S x x G   .  

又 

( , ) ( , )S x S y  ,  

因此有 

( ( , ) \{ }) ( ( , ) \{ })S y y G S x x G     . 

注意到 0  的任意性, 即可得到 y G . 因此G是闭集. 

(ii) 需证明的是G G  . 因为G G G  , 又 

( )A B A B     ,    (*) 

故由(i)中已经证明了的结果, 有 

 G G G G G G G          ,  

因此G 是闭集.  

如下证明(*): 设 y A B   , 则 

y A ,   且   y B .  

由前者知存在某个 0 0  , 使得 

0( ( , ) \{ })S y y A   ; 

由后者知存在某个 1 0  , 使得 

1( ( , ) \{ })S y y B   .  

取 0 0 1min{ , }   , 则 0 0  , 且 

0( ( , ) \{ }) ( )S y y A B    ,  

所以 ( )y A B   , 即(*)得证. 
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补充题． 判断集合 

2

1 2

1
( , , , , ) | | , 1,2,m mA y y y y l y m

m

 
     
 

 

是否为 2l 中的列紧集?  

答： A是 2l 中的列紧集, 证明如下. 

因为 21 1
(1, , , , )

2
l

m
 ，即级数

2
1

1

m m





 收敛，因此，对于任意的 0  ，存在某个
0m ，

使得 

0

2
1

1

m m m




 

 .  

考虑集合： 

 
0 01 2 1 2( , , , ,0, ) ( , , , , )m m mA y y y y y y y A    

容易知道
0mA 是 A 的  网，且如果视其为 0m

R 空间中的子集，
0mA 是有界集(一个界是

0

2
1

1
m

m m

 )，因此列紧，在 2l 中仍然是列紧的.  进而知道 2l 是完备的，因此根据前面补充题

的结论（ A是列紧集的充分必要条件是对于任意的 0  , A有列紧的 -网），可以得到 A

是
2l 中的列紧集. 

 

补充题． 设 ( , )X  是完备的距离空间, A X . 证明:  

  A是列紧集的充分必要条件是对于任意的 0  , A有列紧的 -网.  

 

证明： 

 

[必要性] 设 A是列紧集, 因此 A 是完全有界集, 即对于任意的 0  , A 存在有限 -网

B , 

1 2{ , , , }nB x x x . 

又有限集一定是列紧集, 因此 B 是 A的列紧的 -网.  

 

[充分性] 设条件成立, 即对于任意的 0  , A有列紧的 / 2 -网B . 因为B 列紧, 因此

全有界, 即存在有限的 / 2 -网C . 不难证明C 是 A的有限 -网. 由此可以得知, A 是

全有界集, 又 ( , )X  是完备的距离空间,因此 A是列紧集. 
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第二章  练习题 

3.  设 X 是有限维线性赋范空间，试证： X 上任意两个范数都是等价的.  

证明一: 不妨设 X 是 n维的, 
1{ }n

i ie 
是其基底, 

1|| || 和
2|| || 是其上的任意两个范数. 因为

“有限维线性赋范空间是完备的” (参见第一章,习题 7)，因此
1|| || 和

2|| || 都完备.在 X 中

引入一个新的范数 || ||E 如下：对于
1 1 n nx x e x e X    ，定义 

1
|| || : max | |E k

k n
x x

 
 . 

则容易验证, ( ,|| || )EX  是 Banach空间. 显然, 对于任意的
1 1 n nx x e x e X    , 成立 

1 1 1 1|| || || ||n nx x e x e    

1 1 1 1|| || || ||n nx e x e    

1 1 1 1| | || || | | || ||n nx e x e      

1 1 1
1
max | | (|| || || || )k n

k n
x e e

 
     

1 1 1(|| || || || ) || || .n Ee e x     

因此范数 || ||E 强于范数 1|| || , 根据范数等价性定理, 即知范数 || ||E 等价于范数 1|| || . 同

理可证范数 || ||E 等价于范数 2|| || , 由此易知范数 1|| || 等价于范数 2|| || . 

证明二: 设 1|| || 和 2|| || 是 X 上的任意两个范数, 因为 X 是有限维线性赋范空间，因此

1( ,|| || )X  和 2( ,|| || )X  都是 Banach 空间(参见第一章,习题 7), 在 X 中再引入一个新范数: 

对于任意的 x X , 定义 

1 2|| ||: || || || ||x x x  .  

非常容易地可以证明这个新范数也是完备的, 即 ( ,|| || )X  也是 Banach空间. 而新范数 || ||

强于 1|| || , 即 

1|| || || ||x x ,  ( x X  ).  

因此, 根据范数等价性定理(58 页引理 1), 新范数 || || 与 1|| || 等价, 即存在正数 | 0K  , 

使得 

|| ||x  1|| ||K x   ( x X  ). 
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又因为新范数 || || 强于
2|| || , 即

2|| || || ||x x , 因此得到 

2|| || || ||x x  1|| ||K x ,  ( x X  ). 

此即表明: 
1|| || 和

2|| || 等价. 

4. 设 X 是有限维线性空间, 试证 X 中的弱收敛等价于按范数收敛.  

证明： 设 X 是 n 维空间, 
1{ }n

i ie 
其一个基底, X 中的范数记为 || ||X . 则在 X 中按范数收

敛等价于按坐标收敛, 即: 若 ( ) (0)

1{ } ,k

kx X x X

   , 在基底
1{ }n

i ie 
 意义下可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

k k k k

n nx x e x e x e    (0) (0) (0) (0)

1 1 2 2 n nx x e x e x e    ).  

则可以断言:  

|| ||( ) (0)Xkx x


  || ||( ) (0)Xk

i ix x


 ( 1,2, ,i n ). 

由此便可以证明本题的结论, 即如果我们假设有 ( ) (0)

1{ } ,k

ky X y X

   并且在基底
1{ }n

i ie 

的意义下表示为 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

k k k k

n ny y e y e y e   
, 

(0) (0) (0) (0)

1 1 2 2 n ny y e y e y e    ), 

则 

|| ||( ) (0)Xky y  ( ) (0)wky y .  

[充分性()] 设 ( ) (0)wky y . 

根据 Hahn-Banach 定理, 对于每一个 1,2, ,i n , 存在泛函 *if X , 使得 

1,
( )

0, .
j i ij

i j
f e

i j



  


 

根据弱收敛的定义, 对于每一个 *f X  

( ) (0)( ) ( )kf y f y , 

尤其是对于上面所取的 if , ( 1,2, ,i n )我们有 

( ) ( ) (0) (0)( ) ( )k k

i i i if y y f y y   , 

即, 序列
( )

1{ }k

ky 

 每一个坐标
( )

1{ }k

i ky 

 收敛到
(0)y 的相应的坐标

(0)

iy : 

( )k

i k
y


 (0)

iy , ( 1, 2, ,i n ) 
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因此, 根据 X 中按范数收敛等价于按坐标收敛, 就有 

|| ||( ) (0)Xky y


 .  

[必要性(  )] (结论是一般性的, 即对于一般的赋范线性空间均有此性质) 设

|| ||( ) (0)Xky y , 则对于任意的 *f X ,当 k 时, 均有 

( ) (0) ( ) (0)| ( ) ( ) | | ( ) |k kf y f y f y y    

( ) (0)

*|| || || || 0k

X Xf y y    ,  

即 

( ) (0)( ) ( )kf y f y .  

因此, 根据弱收敛的定义, 知道 ( ) (0)wky y .  

 

5．设 X 是 Banach 空间， , ( )T S L X ， 由 0TS  能否推出 

(1) T 与 S 至少有一个为零? 或 

(2) 0ST  ? 

答：(1) 由 0TS  不能推出T 与 S 至少有一个为零. 反例如下: 定义 2, ( )T S L R 分别为: 

对于任意的 2( , )x y R , 

( , ) ( ,0),

( , ) (0, ).

T x y x

S x y y




 

则容易验证, ,T S 都是上的线性算子, 但 ,T S 都不是零算子, 而 

( , ) (0, ) (0,0),TS x y T y   

即 0TS  .  

(注:在标准基底下, ,T S 分别对应矩阵
1 0

0 0

 
 
 

和
0 0

0 1

 
 
 

, 而映射 ,T S 的复合映射TS 对

应于矩阵的乘法运算
1 0

0 0

 
 
 

0 0

0 1

 
 
 

=
0 0

0 0

 
 
 

) 

(1) 由 0TS  不能推出 0ST  . 反例如下: 定义
2, ( )T S L R 分别为: 对于任意的

2( , )x y R , 

( , ) (0, ),

( , ) ( ,0).

T x y y

S x y y




 



 

 35 

则容易验证, ,T S 都是上的线性算子, 且 ,T S 都不是零算子, 而 

( , ) ( ,0) (0,0),TS x y T y   

即 0TS  , 但 

( , ) (0, ) ( ,0)ST x y S y y  , 

即 0ST  . (注意, 也可以习题 6 为例.  

(注:在标准基底下, ,T S 分别对应于矩阵
0 0

0 1

 
 
 

和
0 0

1 0

 
 
 

, TS 对应于矩阵乘法

1 0

0 0

 
 
 

0 0

1 0

 
 
 

=
0 0

0 0

 
 
 

; 而映射 T 和 S 的复合映射 ST 对应于矩阵的乘法运算

0 0

1 0

 
 
 

1 0

0 0

 
 
 

=
0 0 0 0

1 0 0 0

   
   

   
) 

6．定义 2 ([0,1])L 上算子 1 2,T T 分别为 

1

1 2
0

( ) ( ), ( ) ( ) ,T f t tf t T f t tsf s ds    

试 证 1 2,T T 是 2 ([0,1])L 上 的 有 界 线 性 算 子 , 但 1T 与 2T 不 可 交 换 , 即

1 2 1 2 2 1[ , ] 0T T TT T T   . 

证： 容易证明算子 1 2,T T 都有意义, 且是线性的. 对于任意的 2([0,1])f L , 由 1T 的定义 

2

2

1 2

1 1
0

1 12 2

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ,

L

L

T f T f s ds

sf s ds f s ds f



  



 

 

因此 1T 是有界的且 1 1T  . 

由 2T 的定义 

2

2

1 2

2 2
0

1 12 2

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ,

L

L

T f T f s ds

tsf s ds f s ds f



  



 

 

因此 2T 是有界的且 2 1T  . 

注意到  

1 1 1
2

1 2 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,TT f t T tsf s ds t tsf s ds t sf s ds      
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1 1
2

2 1 2
0 0

( ) [ ( )] ( ) ( ) ,T T f t T tf t tssf s ds t s f s ds     

因此 

1 1
2 2

1 2 2 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,TT T T f t t sf s ds t s f s ds     

显然如果我们取 ( ) 1f t  , 则 

1 1
2 2

1 2 2 1
0 0

2

( ) ( )

1 1
0.

2 3

TT T T f t t sds t s ds

t t

  

  

 
 

注: 
1 ( ) ( )T f t tf t 是乘法算子, 而

1

2
0

( ) ( )T f t tsf s ds  是以 ( , )K s t st 为核的积分算子. 

7．设 ([0,1])L  ，定义 2 ([0,1])L 上的算子M 为 

,M f f   

试证 M 有界线性算子,并求M 的范数. 

证：因为 ([0,1])L  , 其范数定义中的下确界可以达到, 即存在零测集 0 [0,1]E  , 使

得 

0
[0,1] [0,1]\ [0,1]\

0

: inf sup | ( ) | sup | ( ) |
L E t E t E

mE

t t  
  


  . 

(i) 算 子 M
2 2: ([0,1]) ([0,1])L L 有 意 义 . 这 也 只 需 证 明 对 于 2( [ 0 , 1 ] )f L , 

2([0,1])M f f L   即可. 事实上, 容易得知M f f  是可测函数, 且 

 

2

0

0
0

2

1 2

0

1 2

0

2 2

[0,1]\

2

2

[0,1]\ [0,1]\

1 2 2

0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) sup ( )

( )

,

L

E

E s E

L

L L

M f M f s ds

s f s ds

s f s ds

f s s ds

f s ds

f

 























 
  

 



  











 

由此得知
2([0,1])M f f L   .  

(ii) M 是线性的. 事实上，对于
2, ([0,1])f g L 以及任意的数a 和b ，  
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( ) [ ]

( ) ( ).

M af bg af bg

a f b g

aM f bM g



 



 

  

 

 

 

所以 M 是线性算子.  

(iii) 
L

M    

对于任意的 2([0,1])f L , 由M 的定义 

2

1 2

0

1 2

0

( ) ( )

( ) ( )

L
M f M f s ds

s f s ds

 











 

0

2 2

[0,1]\
( ) ( )

E
s f s ds   

 

0
0

2

2

2

[0,1]\ [0,1]\

1 2 2

0

( ) sup ( )

( )

,

E s E

L

L L

f s s ds

f s ds

f













 
  

 







  

因此 M 是有界的且
L

M   . 

反之, 我们要证明
L

M   . 不失一般性, 可假设 0
L

   . 因为L 范数中的

下确界可以达到, 不妨设有零测集 0 [0,1]E  , 使得 

0[0,1]\

sup | ( ) |
L

t E

t 



 . 

对于任意的0
L

    , 由上确界的定义,存在正测度的子集 0[0,1] \E E ,使得 

( )
L

t    , t E . 

(若不然, 使得 ( )
L

t    的点 t E 所组成的集合 E 是零测集, 在 0([0,1] \ ) \E E 上

恒有 ( )
L

t    ,此与
L

  的定义相矛盾). 定义 

1
, ,

( )

0, [0,1] \ .

t E
f t mE

t E






 
 

 

则
2( ) ([0,1])f t L  且 
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2

2
1 2

0

1
|| || ( ) 1

L E
f f t dt dt

mE
     . 

根据算子范数的性质, 我们可以得到 

2|| || || || || ||
L

M f M    

2

2

2

2

|| ( ) ||

|| ||

1
( )

L

L

E

M f

f

t dt
mE

 









 

 

2
2 1

( )
LE

t dt
mE

    

 
2

1
( )

( ) .

L E

L

t dt
mE

t

 

 





 

 

  

鉴于 的任意性, 我们最终得到
L

M   . 

8．定义 2l 上的算子 S 为 

1 2 1 2( , , , , ) (0, , , , , )n nS x x x x x x . 

试证 S 有左逆, 但无右逆. 

证： (i) S 的左逆算子是左位移算子T :  

1 2 2 3( , , , , ) ( , , , , )n nT x x x x x x .  

事实上, 对于任意的
2

1 2( , , , , )nx x x x l  , 

1 2

1 2

1 2

( ) ( , , , , )

(0, , , , , )

( , , , , )

( ).

n

n

n

TS x TS x x x

T x x x

x x x

x I x







 

 

即TS I , 因此 S 有左逆算子为T . 

(ii) 因为S 不是满射, 因此 S 无右逆算子. 若不然, 设 S 存在右逆算子是T , 则ST I . 

但是, 对于例如 

2(1,0,0, ,0, )y l  , 

记 1 2( ) ( , , , , )nT y y y y , 则 
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1 2

1 2

( ) ( , , , , )

(0, , , , , )

(1,0, ,0, )

.

n

n

ST y S y y y

y y y

y









 

由此产生的矛盾表明 ST I 是不可能的.  

9．试证微分算子 1: ([0,1]) ([0,1])
d

T C C
dt

  有右逆, 但无左逆. 

证： (i) 
d

T
dt

 的右逆算子是积分算子
0

t

P   : 即对于任意的 ( ) ([0,1])x t C  

0
( ) ( )

t

P x x d   .  

显然 ([0,1])CTP I , 因为对于任意的 ( ) ([0,1])x t C  

 

 
0

0

( ) ( )

( )

( ).

t

t

TP x T x d

d
x d

dt

x t

 

 









  

(ii) 因为 T 不是单射, 因此T 无左逆算子. 若不然, 设T 存在左逆算子是Q , 则

1 ([0,1])C
QT I . 但是, 对于例如 1( ) 1 ([0,1])x t C  , 有 

(1) (1) (0) 0
d

QT Q Q
dt

 
   

 
 

(线性算子将零元映射为零元). 由此产生的矛盾表明 1 ([0,1])C
QT I 是不可能的. 

10． 设 X 是 Banach 空间, 0X 是 X 的线性闭子空间. 映射 0: /X X X  定义为 

: [ ]x x   ( x X ),  

试证:  是开映射.  

证： 已知商空间 0 0( / ,|| || )X X  是赋范线性空间(见上一章第九题), 其中范数定义为 

0
0|| [ ] || inf || ||

y X
x x y


  .  

根据同态定理, 自然映射 0: /X X X  是满射, 因此根据 Banach 开映射定理, 只要能证

明 0 0( / ,|| || )X X  是 Banach 空间, 则 : [ ]x x 是开映射.  

如下证明商空间的范数 0|| || 是完备的. 设 1{[ ]}n nx 

 是含于 0/X X 中在范数 0|| || 意义下
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的 Cauchy 列, 即 

0 0|| [ ] [ ] || || [ ] || 0m n m nx x x x    , 当 ,m n .   

(i) 
1{[ ]}n nx 


包含一个子列使得

1{ }n nx 


所对应的子列成为 X 中的 Cauchy 列. 事实上, 因为

1{[ ]}n nx 


是 Cauchy 列, 由此得知存在一个正整数的子列

1{ }k kn 


, 满足 

1 2 kn n n    ,  

且 

1 10 0|| [ ] [ ] || || [ ] || 2
k k k k

k

n n n nx x x x
 

    . 

对于每一个 1,2,k  , 根据下确界的定义, 存在
0ky X , 使得(不失一般性, 可设

1 0y  ) 

1 11 0

1 2
|| ( ) ( ) || || [ ] ||

2 2k k k kn k n k n n k k
x y x y x x

        . 

由此我们断言 1{ }
kn k kx y 

 是 X 中的 Cauchy 列, 因为对于任意的正整数 p  

|| ( ) ( ) ||
k p kn k p n kx y x y
     

1 11 1|| ( ) ( ) ( )
k p k p k pn k p n k p n k px y x y x y
               

1 1( ) ( ) ||
k kn k n kx y x y
       

1 1|| ( ) ( ) ||
k p k pn k p n k px y x y
          

1 1|| ( ) ( ) ||
k kn k n kx y x y
      

1 2

2 2 2

2 2 2k p k p k   
     

1
1

2 2
12 1
2

k p

k








4

2k
 .  

(ii) 既然 1{ }
kn k kx y 

 是 X 中的 Cauchy 列, 因此存在某个 0x X , 使得当k 时 

|| ||

0kn kx y x  .  

进而, 当 k 时 

0
0 0 0 0|| [ ] || inf || || || || 0

k k kn n n k
y X

x x x x y x y x


        , 

即 

0|| ||

0[ ] [ ]
knx x .  
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(iii) Cauchy 列
1{[ ]}n nx 


有一个子列 1{[ ]}

kn kx 

 收敛, 则其自身必是收敛的, 即 

0|| ||

0[ ] [ ]nx x ,  

即得
0|| || 是完备的, 所以

0 0( / ,|| || )X X  是 Banach 空间.  

18  有界线性算子与闭算子有什么关系？ 

解：设 ,X Y 是赋范线性空间, : ( )T D T X Y  是线性算子.  

(i) 如果 ( ( ), )T L D T Y 并且 ( )D T 是 X 的闭子空间, 则 ( ( ), )T C D T Y , 即T 是闭线性

算子.  

证明: 设
1{ } ( )n nx D T

  且 

|| ||

0
X

nx x , 

|| ||

0
Y

nTx y .  

因为 ( )D T 是 X 的闭子空间, 故 0 ( )x D T , 利用 ( ( ), )T L D T Y , 即T 是连续的, 有 

|| ||

0( )Y

nTx T x .   

根据极限的唯一性, 得到 0 0( )y T x , 因此T 是闭算子.  

(ii) (闭图像定理 ) 如果 ,X Y 是 Banach 空间, T 是闭算子 , 并且 ( )D T X , 则

( , )T L X Y . 

(iii) 闭算子 ( ( ), )T C D T Y 可以是无界算子, 例如微分算子 :
d

T
dt

 , 其中 

: [ , ]X C a b , 

1( ) : [ , ]D T C a b ,  

: [ , ]Y X C a b  .  

则 : ( ( ), )
d

T C D T Y
dt

  , 但
d

T
dt

 本身是无界算子.  

19．设 X 是线性赋范空间， 1{ }n nx 

 是 X 中线性无关的序列. 试证, 存在一列 1{ }n nf X 

  , 

使得 || || 1nf  且 

1, ,
( )

0, .
n k nk

n k
f x

n k



  


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证：记
1 2 1 1Span{ , , , , }n n nM x x x x  , 则

nM 是 X 的闭子空间 , 且
n nx M . 根据

Hahn-Banach 延拓定理(参见 47 页推论 2)知, 存在
nf X  使得 

| 0
nn Mf  , 且 || || 1/ dist( , )n n nf x M , ( ) 1n nf x  . 

因此显然有 

1, ,
( )

0, .
n k nk

n k
f x

n k



  


 

或(参见 47 页推论 2 后面的注)存在
nf X  使得 

| 0
nn Mf  , 且 || || 1nf  , ( ) dist( , )n n n nf x x M . 

如果定义 =
dist( , )

n
n

n n

x
y

x M
, 则显然

1{ }n ny 


仍然是线性无关的, 且 

( )n nf y 
1

( ) 1
dist( , ) dist( , )

n
n

n n n n

x
f f x

x M x M

 
  

 
. 

因此也显然有 

1, ,
( )

0, .
n k nk

n k
f y

n k



  


 

20. 设 0 ( , )t a b , 定义 1[ , ]C a b 上的泛函为 0( ) ( )F f f t , 证明 1[ , ]*F C a b . 

证明： 显然 0( ) ( )F f f t 对于任意的 1[ , ]f C a b 都有意义, 因此F 是 1[ , ]C a b 上的一个

泛函. 又对于任意的 1, [ , ]f g C a b 和任意的数 ,  , 容易验证：  

0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),

F f g f g t

f t g t

F f F g

   

 

 

  

  

 

 

因此 F 是
1[ , ]C a b 上的一个线性泛函. 进而 

1

0

[ , ]

[ , ][ , ] [ , ]

( ) | ( ) |

max | ( ) |

max | ( ) | max | ( ) | || || .

t a b

C a bt a b t a b

F f f t

f t

f t f t f



 





   

 

由此可以得知, 线性影射 F 是
1[ , ]C a b 上的一个有界线性泛函, 即 

1[ , ]*F C a b , 且 

|| || 1F  . 
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21.  设序列{ }na 使得对于任意 1{ }nx l  , 
1

n n

n

a 




 收敛, 试证 

(1) 
1{ } ( , , )n na a a l  ; 

(2) 记
1

( ) ({ })n n n

n

f x f a 




  , 则 1( )*f l , 且 

1

|| || sup | |n
n

f a


 . 

解：记 1l l 中的范数为
1

|| || | |k

k

x 




 . 进而可知 

( , )l  是 Banach 空间.  

(i) 考虑由
1 2( , , , , )na a a 的前有限项所组成的 l 中的点列:  

1 1 2( ,0, ,0, ), ( , ,0, ,0, ), ,a a a  

1 2( , , , ,0, ), .na a a ( 1,2, ,)n   

其中的每一个可以视为只有有限个分量不为零的无穷维向量, 当然属于 1l l . 对应于每一

个这样的向量我们定义一个对应的 l 上的泛函如下:  

1

( )
n

n k k

k

T x a 


 ,  

其中 1( , , )nx l   ,( 1,2,n  ). 

(ii) 不难证明 :nT l R 是线性泛函(证明略); 

(iii) 可断言 nT 是有界的泛函, 事实上我们有 

11 1

1 11

| ( ) | | | sup | | | |

sup | | | | sup | | || || .

n n

n k k k k
k nk k

k k k
k n k nk

T x a a

a a x

 



  



   

 

  

 


 

即 :nT l R 是有界线性泛函, 且 

1

|| || sup | |n k
k n

T a
 

 ,  ( 1,2,n  .) 

(iv) 对于每一个固定的 n，( 1,2,n  ), 我们断言:  
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1

|| || sup | |n k
k n

T a
 

 . 

事实上, 不妨设
1 2( , , , ,0, ) 0na a a  且 

0
1

sup | | | |k k
k n

a a
 

  (对于某个
01 k n  ).  

可取一个特殊的
1 2( , , , ,0, )nx l    , 其中的每一个分量按照下面的形式定义:  

0 0

0

sgn

0

k

k

a k k

k k



 



, ( 1,2, ,k n ), 

且对于 k n ，定义 0k  . 不难计算 

0

1

|| || | | | sgn | 1k k

k

x a




   .  

进而根据 ( )nT x 的定义, 可以得到 

0 0 0
11

|| || || || || || ( )

| | sup | | .

n n n

n

k k k k k k
k nk

T T x T x

a a a a 
 

  

   
 

(v) 考虑l 上的有界线性泛函族: 1{ }n nT 

 . 对于每一个, 由所给的条件, 级数
1

n n

n

a




 的收

敛性蕴涵数列
1 1

{ ( )}
n

n k k

k n

T x a



 

 
  
 
 当n时是收敛的, 故{ ( ) | 1,2, }nT x n  是有界

集:  

1 1 1

sup | ( ) | sup
n

n k k
n n k

T x a
  

   . (点点有界) 

因此根据一致有界原理(这里我们利用了事实：
1l l 和R 都是 Banach 空间), 我们知道

1{ }n nT 

 是一致有界的, 即 

1 1 1 1

sup | | sup sup | | sup || ||n k n
n n k n n

a T
    

 
    

 
.  

(2) 由所给的定义: 对于任意的 1( , , , )nx l   ,级数 
1

n n

n

a 




 均收敛, 由此知道上

面所定义的泛函
1

( ) ({ })n n n

n

f x f a 




  有意义,因此 ( )f x 确实是
1l 上的泛函. 对于任
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意的
1( , , , ) p

ny l   , 
1

( ) n n

n

f y a 




 也收敛, 根据收敛级数的性质, 我们有 

1 1

1

( ) ( )

( ) ( ).

n n n n

n n

n n n

n

f x f y a a

a f x y

     

   

 

 





  

   

 


 

此即表明 ( )f x 具有线性性质. 进而, 我们有 

1

1

1

11

1 1

1

| ( ) |

| || |

| |sup | |

sup | | | |

sup | | || || .

k k

k

k k

k

k k
nk

k k
n k

k l
n

f x a

a

a

a

a x























 











 









 

此即表明 f 是有界的， 且 

1

|| || sup | |k
n

f a


 . 

反之, 仿照(1), 选取
1

1 2{ , , , ,0, }nx l    , 0 0

0

sgn

0

k

k

a k k

k k



 


,

 ( 1,2, ,k n ), 

且对于 k n ，定义 0k  . 不难计算 

0

1

|| || | | | sgn | 1k k

k

x a




   . 

进而,  

0 0 0
11

|| || || || || || ( )

| | sup | | .

pl

n

k k k k k k
k nk

f f x f x

a a a a 
 

  

   
 

注意到 n的任意性, 我们立即得到 

1

|| || sup | |k
k

f a


 .  
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综上可得
1

1

|| || sup | || || ( , , ) ||k n l
k

f a a a 



  . 

21.  设序列{ }na 使得对于任意 1{ }nx l  , 
1

n n

n

a 




 收敛, 试证 

(1) { }na l ; 

(2) 记
1

( ) ({ })n n n

n

f x f a 




  , 则 1( )*f l , 且 

1

|| || sup | |n
n

f a


 . 

解：记 1l l 中的范数为
1

|| || | |k

k

x 




 .  进而可知 

( , )l  是 Banach 空间. 

(1) { }na l [解法二] 

不用一致有界原理的反证法: 设题目的条件满足但结论不成立, 即{ }na l , 因此 

1

sup | |n
n

a


  . 

故对于每一个 1,2,k  , 存在 kn , 满足 

1 1k kn n n   ,  

且 

| |
kna k .  

现在定义一个特殊 的 1( , , , )nx l   为: 其第 kn 个分量
kn 定义为

2sgn /
k kn na k  , 

其余的分量为零, 即 

1 2

1 2

0 2 2 2

sgnsgn sgn
(0, ,0, ,0, ,0, ,0, 0, ,0, )

1 2

k

k

nn n

nn n
aa a

x
k

 则容易知道
1

0x l 因为正项级

数
2

1

1

k k





 收敛. 但 

2

2 2
1 1 1

| |
k

k k

n

n n

k k k

a k
a

k k


  

  

      ,  

此与条件”对于任意
1{ }nx l  , 

1

n n

n

a 




 收敛”相矛盾.  
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(注记. 解法二实际上用到了共鸣定理, 即一列泛函
1{ }n nT 


----见解法一的定义----不是一致

有界的, 则必有一个共鸣点
0x , 上述的证明实际上是找出了具体的共鸣点

0x ) 

(2) 由所给的定义: 对于任意的
1( , , , )nx l   ,级数 

1

n n

n

a 




 均收敛, 由此知道上

面所定义的泛函
1

( ) ({ })n n n

n

f x f a 




  有意义,因此 ( )f x 确实是 1l 上的泛函. 对于任

意的
1( , , , ) p

ny l   , 
1

( ) n n

n

f y a 




 也收敛, 根据收敛级数的性质, 我们有 

1 1

1

( ) ( )

( ) ( ).

n n n n

n n

n n n

n

f x f y a a

a f x y

     

   

 

 





  

   

 


 

此即表明 ( )f x 具有线性性质. 进而, 我们有 

1

1

1

11

1 1

1

| ( ) |

| || |

| |sup | |

sup | | | |

sup | | || || .

k k

k

k k

k

k k
nk

k k
n k

k l
n

f x a

a

a

a

a x























 











 









 

此即表明 f 是有界的， 且 

1

|| || sup | |k
n

f a


 . 

反之, 仿照(1), 选取
1

1 2{ , , , ,0, }nx l    , 0 0

0

sgn

0

k

k

a k k

k k



 


,

 ( 1,2, ,k n ), 

且对于 k n ，定义 0k  . 不难计算 

0

1

|| || | | | sgn | 1k k

k

x a




   . 
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进而,  

0 0 0
11

|| || || || || || ( )

| | sup | | .

pl

n

k k k k k k
k nk

f f x f x

a a a a 
 

  

   
 

注意到 n的任意性, 我们立即得到 

1

|| || sup | |k
k

f a


 .  

综上可得
1

1

|| || sup | || || ( , , ) ||k n l
k

f a a a 



  . 

 

22.  设1 p 且
1 1

1
p q
  ，若序列{ }na 使得对于任意 { } p

nx l  , 
1

n n

n

a 




 均收敛, 

试证 

(1) { } q

na l ; 

(2) 记
1

( ) ({ })n n n

n

f x f a 




  , 则 ( )*pf l , 且 

1/

1

|| || | |

q

q

n

n

f a




 
  
 
 . 

{ } q

ny l  ,这里.  

解： (1) (i) 考虑由 1 2( , , , , )na a a 的前有限项所组成的
pl 中的点列:  

1 1 2( ,0, ,0, ), ( , ,0, ,0, ), ,a a a  

1 2( , , , ,0, ), .na a a ( 1,2, ,)n  . 

其中的每一个可以视为只有有限个分量不为零的无穷维向量, 当然属于
ql  (1 q   ). 对

其中的每一个无穷维向量, 我们定义一个对应的
pl 上的泛函如下:  

1

( )
n

n k k

k

T x a 


 ,  

其中 1( , , )nx l   ,( 1,2,n  ) 

(ii) 不难证明 : p

nT l R 是线性泛函; 

(iii) 由 Holder 不等式, 我们有 
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1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

| ( ) | | | | | | |

| | | | | | || || p

n n np q
p q

n k k k k

k k k

n np q q
p q q

k k k l
k k k

T x a a

a a x

 



  



  

   
     

   

     
      
     

  

  

, 

即 : p

nT l R 是有界线性泛函, 且 

1

1

|| || | |
n q

q

n k

k

T a


 
  
 
 ,  ( 1,2,n  .) 

(iv) 对于每一个固定的 n，( 1,2,n  ), 我们断言:  

1

1

|| || | |
n q

q

n k

k

T a


 
  
 
 . 

事实上, 不妨设
1 2( , , , ,0, )na a a  . 可取一个特殊的

1 2( , , , ,0, ) p

nx l    , 

其中的每一个分量按照下面的形式定义:  

1

1

| | | | sgn

qn p
q p

k k k k

k

a a a





 
  
 
 , ( 1,2, ,k n ). 

不难计算(这里用到了 p q pq  和1 /q p q  .) 

1

1 1 1

|| || | | | | | | 1
p

p

n n n
p q q

k k kl
k k k

x a a



  

 
   

 
   .  

进而根据 ( )nT x 的定义, 我们不难得到 

1

1 1 1

1

1

|| || || || || || ( )

| | | | | |

| | .

pn n nl

qn n np
q p

k k k k k

k k k

n q
q

k

k

T T x T x

a a a a

a





  



  

 
   

 

 
  
 

  



 

(v) 考虑
pl 上的有界线性泛函族: 1{ }n nT 

 . 对于每一个 { } p

nx l  , 由所给的条件, 级数

1

n n

n

a




 的 收 敛 性 蕴 涵 数 列
1 1

{ ( ) }
n

n k k

k n

T x a



 

 
  
 
 当 n 时 是 收 敛 的 , 故

{ ( ) | 1,2, }nT x n  是有界集:  

1 1 1

sup | ( ) | sup
n

n k k
n n k

T x a
  

   .  
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因此根据一致有界原理(试确定这里用到了哪些 Banach空间), 我们知道
1{ }n nT 


是一致有界

的, 即 

1

sup || ||n
n

T


  .  

因而可以得到 

1 1

1 1

1

| | lim | |

lim || || sup || || ,

nq q
q q

n k
n

n k

n n
n n

a a

T T




 

 

   
   

   

   

 
 

此即表明: { } q

ny a l  . 

(2) 由所给定义: 对于任意 { } p

nx l  , 
1

n n

n

a 




 均收敛, 由此知道上面所定义的

1

( ) ({ })n n n

n

f x f a 




  有意义, 因此 ( )f x 是 pl 上的泛函. 对于任意的 { } p

ny l  , 

1

( ) n n

n

f y a 




 也收敛, 根据收敛级数的性质, 我们有 

1 1

1

( ) ( )

( ) ( ).

n n n n

n n

n n n

n

f x f y a a

a f x y

     

   

 

 





  

   

 


 

此即表明 ( )f x 具有线性性质. 由 Holder 不等式, 我们有 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

1

| ( ) | lim

lim | | | |

| | | |

| | || || .p

n

k k k k
n

k k

n np q
p q

k k
n

k k

p q
p q

k k

k k

q
q

k l
k

f x a a

a

a

a x

 








 


 

 

 





 

   
    

   

   
    
   

 
  
 

 

 

 



 

此即表明 

1

1

|| || | |
q

q

k

k

f a




 
  
 
 . 
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反之, 仿照(1), 选取
1 2{ , , , ,0, } p

nx l    , 其中的每一个分量按照下面的形式定义:  

1

1

| | | | sgn

qn p
q p

k k k k

k

a a a





 
  
 
 , ( 1,2, ,k n ). 

则 

1

1 1 1

|| || | | | | | | 1
p

p

n n n
p q q

k k kl
k k k

x a a



  

 
   

 
   .  

进而,  

1

1 1 1

1

1

|| || || || || || ( )

| | | | | |

| | ,

pl

qn n np
q p

k k k k k

k k k

n q
q

k

k

f f x f x

a a a a

a





  



  

 
   

 

 
  
 

  



 

注意到 n的任意性, 我们立即得到 

1

1

|| || | |
q

q

k

k

f a




 
  
 
  

23.  设 X 是 Banach 空间, M 是 X 的闭子空间, 试证: 0x M , 当且仅当对任意的

*f X , 只要 | 0Mf  必有 0( ) 0f x  .  

证： (必要性) 对于任意的 *f X , 如果 | 0Mf  , 则对于 0x M ,当然有 0( ) 0f x  . 

(充分性) 设题目中的条件成立, 即对任意的 *f X , 只要 | 0Mf  必有 0( ) 0f x  . 我们

用反证法证明所需证结论,即假设 0x M , 因为M 是 X 的闭子空间, 由 Hahn-Banach 泛

函延拓定理(见课本 47 页推论 2),存在 *f X 满足:  | 0Mf  且 0( ) 1f x  . 此与所给定

的条件相矛盾, 因此必有 0x M . 

36.  设 X 是 Banach 空间, x X , 若对任意 *f X , 有 ( ) 0f x  , 试证 0x  .  

证： 用反证法. 如果 0x  , 由 Hahn-Banach 泛函延拓定理(见课本 47 页推论 1),存在

*f X 满足:  || || 1f  且 ( ) || || 0f x x  . 此与所给定的条件相矛盾, 因此必有 0x  . 

 

补充题.  设 X 是赋范线性空间, x X , 证明 

0x  的充分必要条件是对任意 *f X , 有 ( ) 0f x  .  
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证： (必要性) 设 0x  , 则对于任意的 *f X ,  

因为 f 是线性泛函, 故将零元映射为零, 即 

( ) (0) 0f x f  . 

(充分性 ) 用反证法, 设条件满足, 即对任意 *f X , 有 ( ) 0f x  , 如果 0x  , 由

Hahn-Banach 泛函延拓定理(见课本 47 页推论 1),存在 *f X 满足:  || || 1f  且

( ) || || 0f x x  . 此与所给定的条件相矛盾, 因此必有 0x  . 

 

29．设 nR 是开集, 2( , ) ( )K s t L  . 定义 

( ) ( , ) ( )Tf s K s t f t dt


  ， 2( ) ( )f t L   

试证 2( ( ))T L L  . 

证明：可以证明 

( ) ( , ) ( )Tf s K s t f t dt


 
2( )L  , 

因此 

2 2: ( ) ( )T L L    

是映射.  

(1) 
2 2: ( ) ( )T L L   是线性的，因为对于任意的 

2( ), ( ) ( )f t g t L  ，对于任意的数

, ( )K    R C ，利用积分的线性性质，我们有  

( )( )T f g t   ( , )[ ( ) ( )]K s t f t g t dt 


  

( , ) ( ) ( , ) ( )K s t f t dt K s t g t dt 
 

    

[ ( ) ( )]( )T f T g t   ， 

即得 

( )T f g  ( ) ( )T f T g   .  

所以
2 2: ( ) ( )T L L   是线性映射.  

(2) 
2 2: ( ) ( )T L L   是有界的，因为对于任意的

2( ) ( )f t L  ，根据 Lebesgue 积分的

Holder 不等式，我们有 
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2

2

( )
( )

L
T f




2

( , ) ( )K s t f t dt ds
 

   

2

| ( , ) ( ) |K s t f t dt ds
 

 
  

 
   

2

2 2| ( , ) | | ( ) |K s t dt f t dt ds
  

 
   

 
    

2 2| ( , ) | | ( ) |K s t dt f t dt ds
  

 
  

 
    

2 2| ( , ) | | ( ) |K s t dt ds f t dt
  

 
  

 
    

2 2| ( , ) | | ( ) |K s t dtds f t dt
 

    

2

22

( )
| ( , ) |

L
K s t dtds f





  .  

两边开平方可以得到 

2 ( )
( )

L
T f

 2 ( )L
M f


 ， 

其中 

2| ( , ) |M K s t dtds


   

是有限数，因为由所给条件知 2( , ) ( )K s t L  . 

由此可以得知 2 2: ( ) ( )T L L   是有界算子，即 

2( ( ))T L L  ，且 

2| ( , ) |T M K s t dtds


    

31．在
2([ , ])L   上定义泛函 nf 为 

( ) ( ) int

nf x x t e dt





  ，
2([ , ])x L      

试证: nf 弱收敛到 0. 

证明：因为 cos sininte nt i nt  ，所以只需证明： 对于任意的
2([ , ])x L      
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( )sin 0x t ntdt





 , n .  

注意到由 [ , ]  上所有阶梯函数所构成的集合 K 是 2([ , ])L   的稠密子集，即

2( [ , ] )K L    ，因此根据 Banach-Steinhaus 定理的推论，这也只需再证明： 

(i) 
1{sin }nnt 


是 2([ , ])L   中的有界集； 

(ii) ( )sin 0x t ntdt





 , （n） x K  . 

第一点的证明是显然的，因为 

2

2 2

[ , ]
sin | sin | 1

L
nt nt dt



 







  . 

对于第二点，可证明如下：当 x K 时， ( )x t 是阶梯函数，因此可以表示为  

1

( ) ( )
j

k

j E

j

x t C t


 ， 

其中 jC 是常数 jE 是[ , ]  中的可测集，且 

1

[ , ]
k

j

j

E 


  ； 

( )
jE t 是可测集 jE 上的集特征函数，即 

1, ,
( ) :

0, .j

j

E

j

t E
t

t E



 


 

由此可以得到 

1

( )sin ( )sin
j

k

j E

j

x t ntdt C t ntdt

 

 


 

    

1

( )sin
j

k

j E

j

C t ntdt






 

  .  

因此也只需再证明，对于 1,2, ,j k ，成立 

( )sin 0
jE t ntdt








 ， n . 

但这是显然的，因为 
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( )sin | ( )sin |
j jE Et ntdt t nt dt

 

 

 
 

   

| ( )sin |
jE t nt dt








   

| sin |nt dt





   

0

2 sin ntdt



   

0

2
cos 0nt

n


   ，当n .    

 

注. 本题的结论，即是数学分析中 Fourier 级数部分的一个著名结果-----“Riemann 引

理”。 

32. 设 X 是 Banach 空间, 试问 

(1) *X 中的弱收敛与弱*收敛是什么关系？ 

(2) 若 X 是自反空间，在这样的空间中，弱收敛与弱*收敛是什么关系？ 

解答： (1)  *X 中的弱收敛蕴含弱*收敛. 即若 

1{ } *, *k kf X f X

   且 

w

kf f , 

则对于任意的 **F X  

( ) ( )kF f F f . 

尤其是对于每一个 x X , 我们有 ** **x X , 因此 

**( ) **( )kx f x f , 

即等价地有 

( ) ( )kf x f x , x X  . 

此即表明 

*w

kf f . 

即,在 *X 空间中, 弱收敛蕴含弱*收敛.  

(2) 若 X 是自反空间，则弱收敛与弱*收敛是等价的, 因为此时, **X X , 上面的 

( ) ( )kF f F f ,  **F X   

等价于 

( ) ( )kf x f x , x X  . 
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即 

w

kf f    *w

kf f . 

33. 设 X 是有限维线性空间, 则 X 中的的弱收敛与范数收敛是什么关系？ 

解答： 当 X 是有限维线性赋范空间时, X 中的的弱收敛与范数收敛是等价的. (详见第 4

题) 

 

39.  设 ,X Y 是 Banach 空间， ( , )nT L X Y . 对于任意的 x X 及 *f Y ,  ( )nf T x 是

有界数列, 试证{|| ||}nT 有界. 

证明 ：  对于任意取定的 x X , 将
nT x 视为 *Y 上的一列有界线性泛函 , 即

 
1

**n n
T x Y




 , 由所给条件, 知对于所有的 *f Y , 

 
**

1 1

sup ( ) sup | ( ) |n n
n n

T x f f T x
 

  , 

即  
**

nT x 对每一个 *f Y 是有界的. 根据一致有界性定理(即共鸣定理)知道 

 
**

**
1 1

sup || || sup || ||n Y n Y
n n

T x T x
 

   . 

因此 x X 是任意的, 上式恰好说明
1{ }n nT 


是点点有界的, 因此再一次利用共鸣定理知 

( , )
1

sup || ||n L X Y
n

T


  . 

 

有界算子范数求法总结 

设 ( , )
X

X  和 ( , )
Y

Y  是赋范线性空间, :T X Y 是有界线性算子, 即

( , )T L X Y . 为求出算子T 的范数
( , )L X Y

T T ,  

(i) 估计出最小的 0M  , 使得对于所有的 x X , 都有 

Y X
Tx M x , 

则可以得到
( , )L X Y

T T M  ; 

(ii) 找一个特定的 0x X , 使得 

0 1
X

x  , 且 0 X
Tx M , 

则可以得到 

0 0X Y
T T x Tx M    . 
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综合以上两点, 即得 T M .  

 

注 （一）为找到特定的
0x X ，当 X 是函数空间时，可选择

0x X 是符号函数，例如

当 [ , ]X C a b 时， 

0

1 0

sgn 0 0

1 0.

t

x t t

t




  
 

 

再适当地连续性连接；当 X 是无穷维向量空间时，可选取 

0 (0,0, 0,sgn ,0, )
i

x x ； 

（二）如果在证明第(ii)点时不容易找到满足所述条件的特定的
0x X , 可以考虑用一

列特定的
kx X 加以逼近 M .  

例． 记 [ , ]X C a b . 考虑区间 [ , ]a b 的一个分划： 

0 1 1n na t t t t b      .  

0 1, , , nA A A 是任意取定的 1n  个常数，定义 :f X R为：对于任意的 [ , ]x C a b  

0

( ) : ( )
n

k k

k

f x A x t


 . 

则，  
*

[ , ]f C a b 且 

0

n

k

k

f A


 .  

证明： 容易证明 :f X R是映射并且是线性的. 对于任意的
1[ , ]x X C a b  ,  

0

( ) ( )
n

k k

k

f x A x t


   

[ , ]
0 0

| || ( ) | | | max | ( ) |
n n

k k k
t a b

k k

A x t A x t


 

    

[ , ]
0

| |
n

k C a b
k

A x


 
  
 
 . 
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因此知道 f 是有界的, 且
0

|| || | |
n

k

k

f A


 .  

 反之, 要证明
0

|| || | |
n

k

k

f A


 . 事实上, 我们可以取特殊的
0 [ , ]x X C a b  如下:  

0

0 1

sgn , , 0,1, , ,
( )

[ , ] \ { , , , }.

k k

n

A t t k n
x t

t a b t t t

 
 

线性连接,
  

则容易知道
0 [ , ]x C a b ，并且 

10 [ , ]
|| || 1

C a b
x  .  

易算出 

0 0

0 0 0

( ) ( ) sgn | |
n n n

k k k k k

k k k

f x A x t A A A
  

     .  

由此得到 

0 0[ , ]
0

( ) | |
n

kC a b
k

f f x f x A


    . 

综上可得 

0

n

k

k

f A


 . 

补充题 1．    

设 1 2( , , , , )ky y y y l  . 定义
2 2:K l l 为,  

对于任意的
2

1 2( , , , , )kx x x x l   

1 1 2 2( ) : ( , , , , )k kK x x y x y x y . 

求证
2 2( , )K L l l , 并求算子范数 K  

证. (i) K 是由 l 到 l 的映射(证略, 或可见下面的(iii));  

(ii) K 是线性的(证略); 

(iii) K 是有界的: 对于任意的
2

1 2( , , , , )kx x x x l  , 利用
2l 中范数的定义, 可以得到 

2

2

1

|| ( ) || | |k kl
n

K x y x




   

2

2

11

sup | | | |k k
kk

y x




   
 

  
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2

1 1

= sup | | | |k k
k k

y x


 

 
 
 

  

2|| || || ||
l l

y x , 

因此得到 K 是有界的，并且 

1

|| || || || sup | |kl
k

K y y



  .  

 (iv) 只需再证
1

|| || || || sup | |kl
k

K y y



  . 事实上, 对于任意一个固定的正整数
0i 可取 

0

0( )
(0,0, 0,1,0, )

i
i

x  ,  

则显然 0( ) 2i
x l , 且 0

2

( )
|| || 1

i

l
x  . 利用算子范数的性质, 可以得到 

0
2

( )
|| || || || || ||

i

l
K K x   

0
2

( )
|| ( ) ||

i

l
K x  

0

0
2

( )

(0, 0, 0, 1, 0, )
i

i

l

y   

0
| | .iy  

既然 0i 是任意的, 因此 

0

0 1 1

|| || sup | | sup | | || ||i n l
i k

K y y y 

 

   .  

综上即得所欲求: 

1

|| || = || || sup | |kl
k

K y y



 . 

 

补充题 2．    

记
1[ , ]X C a b ， [ , ]Y C a b . 定义 :

d
D X Y

dt
  为微分算子.  

(i)证明 || || 1D  .  

(ii)解释: 
d

D
dt

 将有界集 1{sin }nn t 

 映射为无界集 1{ cos }nn n t  

 . 

 

解：(i) 容易证明
d

D
dt

 :
1[ , ] [ , ]C a b C a b 是映射并且是线性的. 对于任意的

1[ , ]x X C a b  ,  
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[ , ]

[ , ]

[ , ][ , ]

|| || ( )

max | ( ) |

C a b

C a b

C a bt a b

d
Dx x t

dt

x t x




  

 

1[ , ][ , ] [ , ]
max | ( ) | max | ( ) |

C a bt a b t a b
x t x t x

 
   . 

因此知道 :
d

D X Y
dt

  是有界的, 且 || || 1D  .  

 反之, 我们要证明 || || 1D  . 事实上, 我们可以取特殊的 1[ , ]x X C a b   如下:  

1

( )x t t   ,  

这里,  是小于 1 的正数, 并且不失一般性假设0 a b  . 则显然

1

1( ) [ , ]x t t C a b
   且

容易算出 

1

1 1

[ , ] [ , ] [ , ]
|| ( ) || max | | max

C a b t a b t a b

d
x t t t

dt
 

  
 

 
   

 
 

1 1 1 1
1 1

[ , ]
max | |
t a b

b t b b    
 


     

因此 

1

1 1
1

[ , ]
|| || || ( ) || || ||

C a b
b b D x t D 


 

  
 

 

1

[ , ] [ , ]|| ( ) || || ( ) ||d
C a b C a bdt

D x t     

1 1 1
1 1 1

[ , ]
[ , ]

|| || max | |C a b
t a b

t t b  
  


   . 

由此得到 

1
1

1 1
1

1
|| ||

1

b
D

b
b b



 







 




. 

又因为 可以是任意小的正数, 因此 || || 1D  . 

解法二: 对于 1,2,k  设 

( ) kt

k kx x t e  .  

则
1[ , ]kx C a b . 容易算出 

 1[ , ] [ , ] [ , ]
|| ( ) || max | | maxkt kt

k C a b t a b t a b

d
x t e e

dt 
   
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[ , ] [ , ]
[ , ]

|| || max | | (1 ) || ||kt kt kt

C a b C a b
t a b

e ke k e


    , 

其中 

[ , ]
[ , ]

|| || maxkt kt bt

C a b
t a b

e e e


   

因此 

  1[ , ] [ , ]
1 || || || || || ( ) || || ||kt

C a b k C a b
k e D x t D   

[ , ] [ , ]|| ( ) || || ( ) ||ktd
k C a b C a bdt

D x e   

[ , ]|| ||kt kb

C a bke ke  . 

由此得到 

[ , ]

[ , ]

|| ||
|| ||

(1 ) || || 1

kt

C a b

kt

C a b

k e k
D

k e k
 

 
. 

又因为 k 可以是任意大的正整数, 因此 || || 1D  . 

 

(ii) 解释: :
d

D X Y
dt

  是有界算子, 因此必将有界集映射为有界集. 进而注意到

1{sin }nn t 


并不是 1[ , ]X C a b 中的有界集, 因此“

d
D

dt
 将有界集

1{sin }nn t 


映射为

无界集 1{ cos }nn n t  

 ” 是指
d

D
dt

 视为由 [ , ]C a b 到 [ , ]Y C a b 的算子(此时
d

D
dt

 的

定义域选为 ( )D D  1[ , ]C a b ). 在这种情况下, 1{sin }nn t 

 和 1{ cos }nn n t  

 分别是

[ , ]C a b 中的有界集和无界集, 而 1{sin }nn t 

 其实是 [ , ]C a b 中的无界集. 

 

注: 也可解释为:  

1( [ , ], [ , ])

1
L C a b C a b

d

dt
 , 

( [ , ], [ , ])L C a b C a b

d

dt
  . 

即 

1: [ , ] [ , ]
d

C a b C a b
dt

  

是有界线性算子; 而 

: [ , ] [ , ]
d

C a b C a b
dt

  
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是无界线性算子(此时 1[ , ]
d

R C a b
dt

 
 

 
). 

补充内容．(习题 30)    

在 ([ , ])C   或 2([ , ])L   上定义算子
nT 为 

sin(2 2)
1 2( ) : ( )

2sin
2

n

t
n

T f t f d
t







 








 , 

试计算 nT . 

解：以 ([ , ])C   为例 

(i) 补充定义 ( , )nK t 为 

sin(2 2)
1 2 , ,

2sin( , ) :
2

1
, .

n

t
n

t
t

K t

n
t














 
 


 


 

则 ( , )nK t 是 [ , ] [ , ]      上的连续函数, 因此 nT 以 ( , )nK t 为核的积分算子, 即  

:nT [ , ] [ , ]C C      是映射并且是线性的. 

对于任意的 [ , ]f C    ,  

[ , ]

[ , ]

|| || ( ) ( , )n C n

C

T f f K t d



 

  

  

 

   

[ , ]

sin(2 2)
1 2max ( )

2sin
2

t

t
n

f d
t



 




 
 







  

[ , ]

sin(2 2)
1 2max ( )

2sin
2

t

t
n

f d
t



 




 
 







  

 
[ , ] [ , ]

sin(2 2)
1 2max max ( )

2sin
2

t

t
n

d f
t



    




 
   







  

[ , ]n C
M f

 
 , 
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其中
[ , ]

sin(2 2)
1 2max

2sin
2

n
t

t
n

M d
t



 





 







 . 

因此知道
nT 是有界线性算子, 且有界的, 且 || ||n nT M .  

 (ii) 反之, 我们要证明 || ||n nT M .  

 

(补充题) 设 ( ,|| || )XX  是赋范线性空间, A是 X 的一个闭真子空间, 证明 A 是疏朗集.  

 

[证法一]： 如若不然，设 A是 X 一个真闭子空间， 但 A不是疏朗集.因此 

A A ， 

即存在某个
0x A ， 0  使得  

0( , )S x A  .  

注意到 A是线性子空间，因此对于 1,2,k  ，也有  

0 0( , ) ( , )kS x S x k A   . 

故 

0

1

( , )
k

X S x k A




  .  

此与 A是 X 的真子空间相矛盾。 

[证法二]： 因为 A是 X 一个真闭子空间， 故存在某个 0 \x X A 并且 

0dist( , ) 0x A  . 

由此可以断言: 对于每一个 0y A , 0y 都不可能是 A的内点. 

事实上, 考虑 0y 和 0x 连线 

0 0{ (1 ) | 0 1}tz tx t y t      

上的点 tz , 容易看出除非 0t  , 必有 tz A . 因为如果对于某个0 1t  , 使得 tz A , 

则 

0 0(1 )tz t x t y A
     ,  

根据线性空间的封闭性, 知 
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0
0

(1 ) tt y z
x A

t


 

 


, 

此与
0 \x X A 相矛盾.  

 鉴于
0 0{ (1 ) | 0 1}tz tx t y t A       , 所以

0y 不可能是 A 的内点. 又
0y A

是任意的, 故 A A 无内点, 因此是疏朗集.  

 

定义 3  设( ,( , ))H   是内积空间, ,x y H , 如果( , ) 0x y  , 则称 ,x y 为相互直交的, 

记为 x y . 特别地, 若 x与 y 是相互直交的单位向量, 即 || || || || 1x y  , 则称它们是正规

直交向量, 简称为正交向量.  

命题 (Pythagoras定理) 设 ( ,( , ))H   是内积空间, ,x y H , 如果 x y , 则 

2 2 2|| || || || || ||x y x y   . 

一般地, 若有限个向量 1 2, , nx x x 两两相互直交, 则 

2 2 2 2

1 2 1 2|| || || || || || + +|| ||n nx x x x x x     . 

 

定义 4 设 ( ,( , ))H   是内积空间, M H 是相互正交的点集(即对任意 ,x y M , 

|| || || || 1x y  , 且若 x y , 有( , ) 0x y  ), 通常称M 为H 中的正规直交集, 简称为正交集. 

若 M 中不存在与 H 中每个向量都直交的非零向量, 则称M 为H 的完备正交集.  

 

 

 

引理 1 (Bessel 不等式)  设( ,( , ))H   是内积空间, 若 =M  { | }e  是H 中的正交

集, 则对任意 x H , 有 

2 2| ( , ) | || ||x e x



 .     (h) 

定义 5 设 { | }M e   是内积空间 ( ,( , ))H   中的正交集,若对任意的 x H , 有 

( , )x x e e 



 , 

则称 M 为 H 的一个正交基, 其中{( , ) | }x e  称为 x 关于基M 的 Fourier 系数. 
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注记  (i) 定义中所出现的和式表示只对至多可数个非零项求和，且级数按由内积导出

的范数收敛;  

(ii) 进而当内积空间还是 Hilbert 空间时，成立 

2

2 2( , ) || || | ( , ) |x x e e x x e  

  

    .   (j) 

定理 6(正交基的判别法则) 设 ( ,( , ))H   是 Hilbert 空间, =M { | }e  是正规直交

集，则下列各断言等价： 

(1) M 是正交基，即对每一个 x H , ( , )x x e e 



 ;  

(2) M 是完备的，即 H 中不存在与M 垂直的非零向量； 

(3) Parseval 等式成立，即对于任意的 x H , 则 

2 2|| || | ( , ) |x x e


 . 

 

定理 7 (正交基的存在性)  

每个非零的 Hilbert 空间都有正交基. 

 

定义 (可分性)  

距离空间称为是可分的，如果该距离空间存在可数的稠密子集. 

 

定理 8 (正交基的存在性)  

如果 H 是可分的 Hilbert 空间，则 H 有一个可数的正交基. 

 

定理 1 (Cauchy-Schwarz 不等式) 设( ,( , ))X   是内积空间, 则对于任意的 ,x y X , 有 

| ( , ) | ( , ) ( , )x y x x y y .        

定理 2 (内积导出的范数) 设 ( ,( , ))X   是内积空间, 对于任意的 x X , 定义 

        | | | | : ( , )x x x . 

则 ( ,|| ||)X  是线性赋范空间, || || 称为由内积 ( , )  诱导出的范数.  

 

内积诱导出的范数具有性质:  

2|| || ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x x x y y x y y     ,   (b) 

2|| || ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x x x y y x y y     ,   (c) 
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2|| || ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x iy x x i x y i y x y y     ,   (d) 

2|| || ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x iy x x i x y i y x y y     .   (e) 

 

定理 3 (极化恒等式)  设 ( ,( , ))X   是内积空间, 则对于任意的 ,x y X , 有 

2 21
( , ) || || || ||

4
x y x y x y          (当K  时);   (f ’) 

或 

2 2 2 21
( , ) || || || || || || || ||

4
x y x y x y i x iy i x iy           

(当K  时).   (f) 

其中 || || 是由内积 ( , )  导出的范数, 即 || ||: ( , )x x x . 

 

定理 4 (范数和内积的关系) 设( ,|| ||)X  是线性赋范空间, 则( ,|| ||)X  可以赋予内积的

充分必要条件为范数 || || 满足平行四边形法则:  

2 2 2 2|| || || || 2 || || 2 || ||x y x y x y     .    (g) 

当范数 || || 满足平行四边形法则时, 可以定义 

2 21
( , ) || || || ||

4
x y x y x y          (当K  时); 

或 

2 2 2 21
( , ) || || || || || || || ||

4
x y x y x y i x iy i x iy           

(当 K  时).  

进而, 此时原范数 || || 还是由内积 ( , )  导出的范数.  

定义 2 完备的内积空间称为 Hilbert 空间. 即设( ,( , ))X   是内积空间, 如果( ,|| ||)X  是

完备的线性赋范空间, 则称内积空间 ( ,( , ))X   为 Hilbert 空间, 其中|| || 是由内积 ( , )  导出

的范数. 

定理 5 设( ,( , ))H   是内积空间, 则H 按范数 || || ( , )    的完备化空间是 Hilbert 空

间.  

定义 3  设( ,( , ))H   是内积空间, ,x y H , 如果( , ) 0x y  , 则称 ,x y 为相互直交的, 

记为 x y . 特别地, 若 x与 y 是相互直交的单位向量, 即 || || || || 1x y  , 则称它们是正规
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直交向量, 简称为正交向量.  

命题 (Pythagoras定理) 设 ( ,( , ))H   是内积空间, ,x y H , 如果 x y , 则 

2 2 2|| || || || || ||x y x y   . 

一般地, 若有限个向量
1 2, , nx x x 两两相互直交, 则 

2 2 2 2

1 2 1 2|| || || || || || + +|| ||n nx x x x x x     . 

 

定义 4 设 ( ,( , ))H   是内积空间, M H 是相互正交的点集(即对任意 ,x y M , 

|| || || || 1x y  , 且若 x y , 有( , ) 0x y  ), 通常称M 为H 中的正规直交集, 简称为正交集. 

若 M 中不存在与 H 中每个向量都直交的非零向量, 则称M 为H 的完备正交集.  

 

 

 

引理 1 (Bessel 不等式)  设( ,( , ))H   是内积空间, 若 =M  { | }e  是H 中的正交

集, 则对任意 x H , 有 

2 2| ( , ) | || ||x e x



 .     (h) 

 

 

补充作业 

证明 
pl (1 p  )中的三角不等式(Minkowski 不等式):    

|| || || || || ||p p px y x y   ,  

其中 

1

|| || : | |pp
p k

k

x x




  ,  

1 2 1 2( , , , , ), ( , , , , ) p

k kx x x x y y y y l   . 

证： 当 1p  时, 不等式显然成立, 以下不妨设1 p   , 并记 /( 1)q p p  . 对于

1( , ) px x l  和 1( , ) qy y l  , 不失一般性, 设 

1 1

|| || | | 0,|| || | | 0p qp q
p k q k

k k

x x y y
 

 

     .  
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在不等式 

1 1p qab a b
p q

   

中取 

| |

|| ||

k

p

x
a

x
 , 

| |

|| ||

k

q

y
b

y
 ,  

则可得, ( 1,2,k  ) 

| | | | 1 | | 1 | |

|| || || || || || || ||

p q

k k k k

p q

p q p q

x y x y

x y p x q y
  . 

对 k 求有限和:  

1 1 1

| | | | 1 | | 1 | |

|| || || || || || || ||

p qN N N
k k k k

p q
k k kp q p q

x y x y

x y p x q y  

     

1 1

1 1
= | | | |

|| || || ||

N N
p q

k kp q
k kp q

x y
p x q y 

   

1 1

1 1
| | | |

|| || || ||

p q

k kp q
k kp q

x y
p x q y

 

 

    

        
1 1

1
p q

   . 

令 N  , 可得  

1

| | | |
1

|| || || ||

k k

k p q

x y

x y





 , 

整理可得(无穷和的 Holder 不等式) 

1

| | | | || || || ||k k p q

k

x y x y




   . 

此即表明: 对于 1 1( , ) , ( , )p qx x l y y l    ,  

1

1 1 2 2: ( , , , , )k kx y x y x y x y l   ,  

并且 

1|| || || || || ||p qx y x y   . 

以下设 1 1( , , , ), ( , , , ) p

k kx x x y y y l   , 记 

1 1(| | , ,| | , )

p p

q q

k kz x y x y   , 则容易看出
qz l . 由上述的结果知道

1,x z y z l   且 
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1

1

1 1

/

|| || | | | |

| | | |

|| || || || ,

p

q

k k k

k

p
q

p qqp
k k k

k k

p q

p p

x z x x y

x x y

x x y





 

 

  

 

 



   

同理 

/

1

1

|| || | | | | || || || || .

p

p qq

k k k p p

k

y z y x y y x y




      

由此可以得到 

1

1

/

1

/ /

1 1

|| || | | | |

| | | |

| || | | | | |

p p

p k k k k

k

p q

k k k k

k

p q p q

k k k k k k

k k

x y x y x y

x y x y

x x y y x y










 

 

   

  

   





 

 

/ /|| || || || || || || ||p q p q

p p p px x y y x y     

进 而 如 果 || || 0px y  所 欲 证 明 的 不 等 式 显 然 成 立 , 故 不 妨 设

1

|| || | | 0p p

p k k

k

x y x y




    , 则由上式得 

/|| ||p p q

px y   || || || ||p px y , 

其中 / 1p p q  , 由此得所欲求.  

泛函分析第一章部分补充内容 

1. 证明 ( )L E
的“本性上确界”定义中的下确界可以达到, 即对于 ( ) ( )f x L E , 存在E

中的零测集 0E , 使得 

0
0

0

0

\
0

\

|| || inf sup | ( ) |

sup | ( ) | .

E E x E E
mE

x E E

f f x

f x


 




 
  

 



 

证明: 由下确界的定义, 对于 1/ k  ( 1,2,k  ),存在零测集 kE E , 使得 

\

1
sup | ( ) | || ||

kx E E

f x f
k




  . 
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取
0

1

k

k

E E




 . 则
0E E 且仍是零测集(可数多个零测集的并仍是零测集). 进而对每个

1, 2,k  有
0 kE E , 因而 

0\ \

1
sup | ( ) | sup | ( ) | || ||

kx E E x E E

f x f x f
k


 

    

令 k  , 即可得到 

0\

sup | ( ) | || ||
x E E

f x f 


 . 

另一方面, 因为
0E E 是零测集, 因而 

0\

|| || sup | ( ) |
x E E

f f x


 . 

结合上述两个方面的结果, 可以得到所需结论.  

2. 证明 ( )L E 中的按距离收敛等价于函数列的几乎处处一致收敛. 

证明: 设有点列
0{ } ( )k kf L E 

  .  

先设 kf 按 ( )L E 中的距离收敛于 0f . 因为“本性上确界”定义中的下确界可以达到（见上

一题目）, 则对于 1,2,k  ,存在[ , ]a b 中的零测集 kE , 使得 

0 0
\

0

0
\

|| || inf sup | ( ) ( ) |

sup | ( ) ( ) | .
k

k k
F E x E F
mF

k
x E E

f f x t x t

f x f x


 




    
 

 

 

取
0

1

k

k

E E




 . 则 0 [ , ]E a b 且仍是零测集(可数多个零测集的并仍是零测集). 进而对每个

1,2,k  有 0 kE E , 因而当 k 时 

0

0 0
\ \

0

sup | ( ) ( ) | sup | ( ) ( ) |

|| ( ) ( ) || 0

k

k k
x E E x E E

k

f x f x f x f x

f x f x

 



  

  
 

即 ( )kf x 在 0\E E 中一致收敛于 0( )f x ，故 ( )kf x 在E 中几乎处处一致收敛于 0( )f x ，因为

0 0mE  . 

再设 ( )kf x 在 E 中几乎处处一致收敛于 0( )f x . 因此存在零测集 0E E 使得当k 时 
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0

0
\

sup | ( ) ( ) | 0k
x E E

f x f x


  . 

因此 

0

0 0
[ , ]\

|| || sup | ( ) ( ) | 0k k
t a b E

f f f x f x


    . 

即 ( )kf x 按 ( )L E 中的距离收敛于
0( )f x . 

 

当1 p 时, 记 q 为 p 的相拌数,即共轭数, 即 q 满足
1 1

1
p q
  . 

当 1p  时, 可以认为 q  ;当 p 时, 可以认为 1p  .进而因为 p q pq  故

1q

p
q  .  

pl 和 l中的范数记分别记为(
1 1 2{ } ( , , , , )n n nx    

  ) 

1

|| || || || : | |p

pp
p kl

k

x x 




   ;    
1

|| || || || : sup | |nl
n

x x 


  . 

命题 2. 设
1 1 2{ } ( , , , , )n n ny    

  ql , 定义: 对任何 px l ,  

1

( ) n n

n

T x  




 .  

则 T 是
pl 上的有界线性泛函, 且 

|| || || ||qT g  

证明：情形一：1 p  .  

(i) 利用 Holder 不等式容易证明 : pT l R是有意义的.  

(ii) : pT l R是线性泛函 (证略); 

(iii) 由 Holder 不等式, 我们有 

1 1

1 1 1

| ( ) | | | | | | | || || || ||
p q

p q

k k k k p q

k k k

T x x y   
  

  

   
     

   
   , 

即 : pT l R是有界线性泛函, 且 

|| || || ||qT y ,        (*) 

(iv) 我们再证明: || || || ||qT y .不失一般性，可设 || || 0qy  .  
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取一个特殊的
0 1 2( , , , , ) p

nx l    , 其中的每一个分量按照下面的形式定义:  

1

: || || | | sgn

q

p p

k q k ky  


 , ( 1,2, ,k  ). 

不难计算(这里用到了 p q pq  和1 /q p q  .) 

0

1 1

|| || | | || || | | 1p p q q

p k q k

k k

x y 
 



 

    .  

进而根据 ( )T x 的定义, 我们不难得到 

0 0

1

1 1

|| || || || || || ( )

|| || | | | |

|| || .

q

p p

k k q k k

k k

q

T T x T x

y

y

   
 

 

  

 



   

情形二： 1p  (即 q  ). 

(i) 容易证明 1:T l R 是有意义的. 

(ii) 
1:T l R是线性泛函 (证略); 

(iii) 我们有 

1
11 1

| ( ) | | | sup | | | | || || || ||n n n n
nn n

T x y x   
 


 

    , 

即
1:T l R是有界线性泛函, 且 || || || ||T y  . 

(iv) 我们断言: || || || ||T y  . 不失一般性, 可设 || || 0y  .  

取
( )

( ) (0, ,0,sgn ,0, )
i

i

ix  , 则显然
( ) 1ix l 且

( )

1|| || 1ix  ，因此有 

( ) ( )

1

1

|| || || || || || ( ) sgn | |i i

n n i i i

n

T T x T x     




      .  

而 i是任意的自然数, 因此得到: 
1

|| || sup | |i
i

T 


 .  

情形三： p  (此时 1q  ). 

(i) 易证 :T l R 是有意义的. 

(ii) :T l R 是线性泛函 (证略); 

(iii) 对于 x l , 我们有 
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1
11 1

| ( ) | | | sup | | | | || || || ||n n n n
nn n

T x x y   
 


 

    , 

即 :T l R 是有界线性泛函, 且 

1|| || || ||T y . 

(iv) 我们断言: 
1|| || || ||T y . 不失一般性, 可设

1|| || 0y  .  

取
0 1 2(sgn ,sgn , ,sgn , )nx    , 则显然

0x l 且
0|| || 1x  ，因此有 

0 0 1

1 1 1

|| || || || || || ( ) sgn | | || ||n n n n n

n n n

T T x T x y    
  



  

         .  

以下设G 是可测集, 不失一般性, 可设 [ , ]G a b .  

当1 p 时, 记 q 为 p 的相拌数,即共轭数, 即 q 满足
1 1

1
p q
  . 

当 1p  , 可以认为 q  ; 

当 p , 可以认为 1p  . 

进而因为 p q pq  故 1q

p
q  .  

( )pL G 和 ( )L G 中的范数记分别记为 

 
1

( )
|| || || || : | ( ) |p

b pp

p L G a
f f f x dx   ;   

( )
\

0

|| || || || : inf sup | ( ) |
L G E G x G E

mE

f f f x
 


  . 

命题 1. 设 ( )g  ( )qL G , 定义: 对任何 ( )pf L G , 定义 

( ) ( ) ( )
b

a
T f g x f x dx  .  

则 T 是 ( )pL G 上的有界线性泛函, 且 

|| || || || | ( ) |
b

qq
q

a
T g g x dx    

证明：情形一：1 p  .  

(i) 利用 Holder 不等式容易证明 : ( )pT L G R是有意义的.  

(ii) : ( )pT L G R是线性泛函 (证略); 
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(iii) 由 Holder 不等式, 我们有 

   

 

1 1

1

| ( ) | | ( ) ( ) |

| ( ) | | ( ) |

| ( ) | || || .

b

a

b bp qp q

a a

b qq

p
a

T f f x g x dx

f x dx g x dx

g x dx f









 



, 

即 : ( )pT L G R是有界线性泛函, 且 

 
1

|| || | ( ) |
b qq

a
T g x dx  , 

(iv) 我们再证明:  
1

|| || | ( ) |
b qq

a
T g x dx  .不失一般性，可设 | ( ) | 0

b
q

a
g x dx  . 取一个特

殊的
0 ( )f x 如下:  

 
1

0 ( ) | ( ) | | ( ) | sgn ( )

q
b pq p

a
f x g x dx g x g x



  . 

显然 0 ( )f x 是可测的, 且不难计算 

 

 

0 0

1

|| || | ( ) |

| ( ) | | ( ) | sgn ( )

| ( ) | | ( ) | 1.

b
p p

p
a

pp q
b bpq p

a a

b b
q q

a a

f f x dx

g x dx g x g x dx

g x dx g x dx









 



 

 

 

进而根据 ( )T f 的定义, 我们可以得到 

 

 

 

   

0 0 0

1

1
1

1

1 1
1

|| || || || || || ( ) ( ) ( )

| ( ) | | ( ) | sgn ( ) ( )

| ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) |

| ( ) | | ( ) | .

b

p
a

q
b b pq p

a a

q
b b pq p

a a

b bpq q

a a

b bp qq q

a a

T T f T f f x g x dx

g x dx g x g x g x dx

g x dx g x dx

g x dx g x dx

g x dx g x dx



 





   

  
  

  





 



 

 

 

 
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情形二： 1p  (即 q  ). 

(i) 利用 Holder 不等式容易证明 1: ( )T L G R是有意义的. 

(ii) : ( )T L G R是线性泛函 (证略); 

(iii) 既然 ( )g x 是本性有界的，记其在G 上的本性上确界为
\

0

|| || inf sup | ( ) |
E G x G E
mE

g g x
 


 . 我们

有 

| ( ) | | ( ) ( ) | || || | ( ) |
b b

a a
T f f x g x dx g f x dx   , 

即 : ( )pT L G R是有界线性泛函, 且 || || || ||T g  ,   

(iv) 我们断言:对于任意取定的 1q  成立, 

|| || || ||qT g . 

不失一般性,可设 | ( ) | 0
b

q

a
g x dx  . 取一个特殊的 0 ( )f x 如下(其中 p q pq  ):  

 
1/

/

0 ( ) | ( ) | | ( ) | sgn ( )
p

b
q q p

a
f x g x dx g x g x



  . 

显然 0 ( )f x 仍是有界可测的, 注意到 

 

 

0

1

|| || | ( ) | | ( ) | sgn ( )

| ( ) | | ( ) | 1.

pp q
b bpp q p

p
a a

b b
q q

a a

f g x dx g x g x dx

g x dx g x dx







 

 

 

 

因为 ( ) ( )pL G L G ，因此 nT 也是 ( )pL G 上的泛函(作用方式仍然相同), 并且T 在 ( )pL G 上

的算子范数不会超过T 在 ( )L G 上的算子范数. 故根据 ( )T f 的定义得到 

 

 

0 0 0

1

1

|| || || || || || ( ) ( ) ( )

| ( ) | | ( ) | sgn ( ) ( )

| ( ) | .

b

p
a

q
b b pq p

a a

b qq

a

T T f T f f x g x dx

g x dx g x g x g x dx

g x dx



   

  
  

  





 



 

注意到 1q  的任意性和下述事实(可见参考文献)：  

 
1/

lim | ( ) | || || ,
q

b
q

aq
g x dx g 


  
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最后我们得到 || || || ||g T .  

这一部分还有另外一种证法如下：我们断言: || || || ||T g  . 不失一般性, 可设 || || 0g  .  

任取 0  使得 || || 0g    . 记 

{ [ , ] | | ( ) || || }E x a b g x g     . 

则 0mE  . 再定义 

0

1
sgn ( ),

( )

0, [ , ] \

g x x E
mEf x

x a b E










 
 

 

显然
0 ( )f x 是可测的, 且 

0 1

1
|| || | sgn ( ) | 1

E
f g x dx

mE


  . 

而 

0 1 0 0|| || || || || || ( ) ( ) ( )

1
| ( ) |

1
(|| || )

|| ||

b

a

E

E

T T f T f f x g x dx

g x dx
mE

g dx
mE

g

















   



 

 







 

令 0  可以得到 || || || ||T g  . 

情形三： p  (此时 1q  ). 

(i) 易证 : ( )T L G R是有意义的. 

(ii) : ( )T L G R是线性泛函 (证略); 

(iii) 对于 ( ) [ , ]f x L a b , 我们有 

| ( ) | | ( ) ( ) | || || | ( ) |
b b

a a
T f f x g x dx f g x dx   , 

即 : ( )T L G R是有界线性泛函, 且 

1|| || || ||T g ,   
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(iv) 我们断言:
1|| || || ||T g .不失一般性,可设 | ( ) | 0

b

n
a

g x dx  . 取一特殊的
0 ( )f x 如下:  

0( ) sgn ( )f x g x . 

显然
0 ( )f x 仍是有界可测的, 注意到 

0|| || || sgn ( ) || 1.f g x    

根据 ( )T f 的定义得到 

0 0 0|| || || || || || ( ) ( ) ( )

( )sgn ( ) | ( ) | .

b

p
a

b b

a a

T T f T f g x f x dx

g x g x dx g x dx

   

 



 
 

最后我们得到
1|| || || ||g T . 

 

 

 

 

 

 

 


