
《初等数论》习题集 

第 1 章 
第 1 节 

1.  证明定理 1。 
2.  证明：若 m − p⏐mn + pq，则 m − p⏐mq + np。 
3.  证明：任意给定的连续 39 个自然数，其中至少存在一个自然数，

使得这个自然数的数字和能被 11 整除。 

4.  设p是n的最小素约数，n = pn1，n1 > 1，证明：若p > 3 n ，则n1是

素数。 
5.  证明：存在无穷多个自然数 n，使得 n 不能表示为 

a2 + p（a > 0 是整数，p为素数） 
的形式。 
 
第 2 节 

1.  证明：12⏐n4 + 2n3 + 11n2 + 10n，n∈Z。 
2.  设 3⏐a2 + b2，证明：3⏐a且 3⏐b。 
3.  设n，k是正整数，证明：nk与nk + 4的个位数字相同。 
4.  证明：对于任何整数n，m，等式n2 + (n + 1)2 = m2 + 2 不可能成立。 
5.  设a是自然数，问a4 − 3a2 + 9 是素数还是合数？ 

6.  证明：对于任意给定的 n 个整数，必可以从中找出若干个作和，使得

这个和能被 n 整除。 
第 3 节 

1.  证明定理 1 中的结论(ⅰ)—(ⅳ)。 
2.  证明定理 2 的推论 1, 推论 2 和推论 3。 
3.  证明定理 4 的推论 1 和推论 3。 
4.  设 x，y∈Z，17⏐2x + 3y，证明：17⏐9x + 5y。 
5.  设a，b，c∈N，c无平方因子，a2⏐b2c，证明：a⏐b。 

6.  设 n 是正整数，求 的最大公约数。 12
2

3
2

1
2 C,,C,C −n

nnn L

第 4 节 
1.  证明定理 1。 
2.  证明定理 3 的推论。 
3.  设 a，b 是正整数，证明：(a + b)[a, b] = a[b, a + b]。 
4.  求正整数 a，b，使得 a + b = 120，(a, b) = 24，[a, b] = 144。 
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5.  设 a，b，c 是正整数，证明： 

),)(,)(,(
),,(

],][,][,[
],,[ 22

accbba
cba

accbba
cba

= 。 

    6.  设k是正奇数，证明：1 + 2 + L + 9⏐1k + 2k + L + 9k。 
 
第 5 节 

1.  说明例 1 证明中所用到的四个事实的依据。 
2.  用辗转相除法求整数 x，y，使得 1387x − 162y = (1387, 162)。 
3.  计算：(27090, 21672, 11352)。 
4.  使用引理 1 中的记号，证明：(Fn + 1, Fn) = 1。 
5.  若四个整数 2836，4582，5164，6522 被同一个大于 1 的整数除所

得的余数相同，且不等于零，求除数和余数各是多少？ 
6.  记Mn = 2n − 1，证明：对于正整数a，b，有(Ma, Mb) = M(a, b)。 

 
第 6 节 

1.  证明定理 1 的推论 1。 
2.  证明定理 1 的推论 2。 
3.  写出 22345680 的标准分解式。 
4.  证明：在 1, 2, L, 2n 中任取 n + 1 数，其中至少有一个能被另一个

整除。 

5.  证明：
n
1

2
11 +++ L （n ≥ 2）不是整数。 

6.  设a，b是正整数，证明：存在a1，a2，b1，b2，使得 
a = a1a2，b = b1b2，(a2, b2) = 1， 

并且[a, b] = a2b2。 
第 7 节 

1.  证明定理 1。 
2.  求使 12347!被 35k整除的最大的k值。 

3.  设 n 是正整数，x 是实数，证明：∑
∞

=

−+

1

1
][

2
2

r
r

rn = n。 

4.  设 n 是正整数，求方程 
x2 − [x2] = (x − [x])2 

在[1, n]中的解的个数。 
5.  证明：方程 

f(x) = [x] + [2x] + [22x] + [23x] + [24x] + [25x] = 12345 
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没有实数解。 
6.  证明：在 n!的标准分解式中，2 的指数 h = n − k，其中 k 是 n 的二

进制表示的位数码之和。 
 
第 8 节 

1.  证明：若 2n + 1 是素数，则n是 2 的乘幂。 
2.  证明：若 2n − 1 是素数，则n是素数。 
3.  证明：形如 6n + 5 的素数有无限多个。 

4.  设 d 是正整数，6 d，证明：在以 d 为公差的等差数列中，连续

三项都是素数的情况最多发生一次。 

|/

5.  证明：对于任意给定的正整数 n，必存在连续的 n 个自然数，使得

它们都是合数。 

6.  证明：级数∑
∞

=1

1
n np

发散，此处使用了定理 1 注 2 中的记号。 

 

第 2 章 
第 1 节 

1.  证明定理 1 和定理 2。 
2.  证明定理 4。 
3.  证明定理 5 中的结论(ⅰ)—(ⅳ)。 
4.  求 81234被 13 除的余数。 
5.  设 f(x)是整系数多项式，并且 f(1), f(2), L, f(m)都不能被 m 整除，

则 f(x) = 0 没有整数解。 

6.  已知 99⏐ 42762αβ ，求α与β。 

第 2 节 
1.  证明定理 1。 
2.  证明：若 2p + 1 是奇素数，则 

(p!)2 + (−1)p ≡ 0 (mod 2p + 1)。 
3.  证明：若 p 是奇素数，N = 1 + 2 + L + ( p − 1)，则 

(p − 1)! ≡ p − 1 (mod N)。 
4.  证明 Wilson 定理的逆定理：若 n > 1，并且 

(n − 1)! ≡ −1 (mod n)， 
则 n 是素数。 

5.  设m是整数，4⏐m，{a1, a2, L, am}与{b1, b2, L, bm}是模m的两个完
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全剩余系，证明：{a1b1, a2b2, L, ambm}不是模m的完全剩余系。 
6.  设m1, m2, L,mn是两两互素的正整数，δi（1 ≤ i ≤ n）是整数，并且 

δi ≡ 1 (mod mi)，      1 ≤ i ≤ n， 
δi ≡ 0 (mod mj)，i ≠ j，1 ≤ i, j ≤ n。 

证明：当bi通过模mi（1 ≤ i ≤ n）的完全剩余系时， 
b1δ1 + b2δ2 + L + bnδn

通过模m = m1m2Lmn的完全剩余系。 
 
第 3 节 

1.  证明定理 1。 
2.  设m1, m2, L, mn是两两互素的正整数，xi分别通过模mi的简化剩余

系（1 ≤ i ≤ n），m = m1m2Lmn，Mi =
im

m
，则 

M1x1 + M2x2 + L + Mnxn

通过模 m 的简化剩余系。 
3.  设m > 1，(a, m) = 1，x1, x2, …, xϕ(m)是模m的简化剩余系，证明： 

∑
=

=
)(

1
)(

2
1}{

m

i

i m
m
axϕ

ϕ 。 

其中{x}表示 x 的小数部分。 
4.  设 m 与 n 是正整数，证明： 

ϕ(mn)ϕ((m, n)) = (m, n)ϕ(m)ϕ(n)。 
5.  设 a，b 是任意给定的正整数，证明：存在无穷多对正整数 m 与 n，

使得 
aϕ(m) = bϕ(n)。 

6.  设 n 是正整数，证明： 

(ⅰ)  ϕ(n) > n
2
1

； 

(ⅱ)  若 n 是合数，则ϕ(n) ≤ n − n 。 

 
第 4 节 

1.  证明：1978103 − 19783能被 103整除。 
2.  求 313159被 7 除的余数。 
3.  证明：对于任意的整数a，(a, 561) = 1，都有a560 ≡ 1 (mod 561)，但

561 是合数。 
4.  设 p，q 是两个不同的素数，证明： 
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pq − 1 + qp − 1 ≡ 1 (mod pq)。 
5.  将 612 − 1 分解成素因数之积。 

6.  设n∈N，b∈N，对于bn + 1 的素因数，你有甚麽与例 6 相似的结论？ 
第 5 节 

1.  证明例 2 中的结论。 
2.  证明定理 2。 

3.  求∑
nd d|

1
。 

4.  设 f(n)是积性函数，证明： 

(ⅰ)  ∏∑ −=
npnd

pfdfd
||

))(1()()(μ  

(ⅱ)  。 ∏∑ +=
npnd

pfdfd
||

2 ))(1()()(μ

5.  求ϕ(n)的 Mobius 变换。 

第 3 章 
第 1 节 

1.  证明定理 3。 
2.  写出 789 的二进制表示和五进制表示。 

3.  求
21
8

的小数的循环节。 

4.  证明：七进制表示的整数是偶数的充要条件是它的各位数字之和

为偶数。 

    5.  证明：既约正分数
n
m

的b进制小数(0.a−1a−2a−3L)b为有限小数的充

要条件是n的每个素因数都是b的素因数。 
第 2 节 

1.  设连分数〈 α1, α2, L, αn, L 〉的第k个渐近分数为
k

k

q
p

，证明： 

k

k

k

k

a
a

a
a

k

a
a

a
a

a

k qp

1000
1100

00110
00120
000001

1000
1100

00110
00121
00011

1

3

1

3

LL

LL

LL

LL

L

LL

L

LL

LL

LL

LL

L

LL

LL

−

−
−

−

−
−

−

−−

== ， ， 

2.  设连分数〈 α1, α2, L, αn, L 〉的第k个渐近分数为
k

k

q
p

，证明： 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

1

121

01
1

01
1

01
1

kk

kkk

qq
ppaaa

L ，k ≥ 2。 

3.  求连分数〈 1, 2, 3, 4, 5, L 〉的前三个渐近分数。 
4.  求连分数〈 2, 3, 2, 3, L 〉的值。 
5.  解不定方程：7x − 9y = 4。 

 
第 3 节 

1.  证明定理 4。 

2.  求 13 的连分数。 

3.  求 32 + 的误差≤ 10 − 5的有理逼近。 

4.  求sin18°的误差≤ 10 − 5的有理逼近。 
5. 已知圆周率π = 〈 3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 21, L 〉，求π的误差 

≤ 10 − 6的有理逼近。 

6. 证明：
2

51+
连分数展开的第k个渐近分数为

k

k

F
F 1+ 。此处{Fn}是

Fibonacci数列。 
第 4 节 

1.  将方程 3x2 + 2x − 2 = 0 的正根写成连分数。 

2.  求α = 〈 〉之值。 3,2,1 &&

3.  设 a 是正整数，求 12 +a 的连分数。 

4.  设无理数 d = 〈 a1, a2, L, an, L 〉的第k个渐近分数为
k

k

q
p

，证明：

〉〈= 121 2,,,, aaaad n &L& 的充要条件是 

pn = a1qn + qn −1，dqn = a1pn + pn −1。 

5.  设无理数 d = 〈 a1, a2, L, an, L 〉的第k个渐近分数为
k

k

q
p

，且正整

数n使得 
pn = a1qn + qn −1，dqn = a1pn + pn −1， 

证明： 
(ⅰ)  当n为偶数时，pn，qn是不定方程x2 − dy2 = 1 的解； 
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(ⅱ)  当n为奇数时，p2n，q2n是不定方程x2 − dy2 = 1 的解。 
 

 

第 4 章 
第 1 节 

1.  将
105
17

写成三个既约分数之和，它们的分母分别是 3，5 和 7。 

2.  求方程x1 + 2x2 + 3x3 = 41 的所有正整数解。 
3.  求解不定方程组： 

⎩
⎨
⎧

=+−
=++

112052
732

321

321

xxx
xxx

。 

4.  甲班有学生 7 人，乙班有学生 11 人，现有 100 支铅笔分给这两个

班，要使甲班的学生分到相同数量的铅笔，乙班学生也分到相同数量的铅

笔，问应怎样分法？ 
5.  证明：二元一次不定方程 ax + by = n，a > 0，b > 0，(a, b) = 1 的

非负整数解的个数为 ][][
ab
n

ab
n

或 + 1。 

    6.  设 a 与 b 是正整数，(a, b) = 1，证明：1, 2, L, ab − a − b 中恰有

2
)1)(1( −− ba
个整数可以表示成 ax + by（x ≥ 0，y ≥ 0）的形式。 

第 2 节 
1.  证明定理 2 推论。 
2.  设 x，y，z 是勾股数，x 是素数，证明：2z − 1，2(x + y + 1)都是平

方数。 
3.  求整数 x，y，z，x > y > z，使 x − y，x − z，y − z 都是平方数。 
4.  解不定方程：x2 + 3y2 = z2，x > 0，y > 0，z > 0，(x, y ) = 1。 
5.  证明下面的不定方程没有满足 xyz ≠ 0 的整数解。 

(ⅰ)  x2 + y2 + z2 = x2y2； 
(ⅱ)  x2 + y2 + z2 = 2xyz。 

    6.  求方程x2 + y2 = z4的满足(x, y ) = 1，2⏐x的正整数解。 
第 3 节 

1.  求方程x2 + xy − 6 = 0 的整数解。 
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2.  求方程组 的整数解。 
⎩
⎨
⎧

−=++

=++

18

0
333 zyx

zyx

3.  求方程 2x − 3y = 1 的正整数解。 

4.  求方程
zyx
111

=+ 的正整数解。 

5.  设 p 是素数，求方程
yxp
112

+= 的整数解。 

6.  设 2n + 1 个有理数a1, a2, L, a2n + 1满足条件P：其中任意 2n个数可

以分成两组，每组n个数，两组数的和相等，证明： 
a1 = a1 = L = a2n + 1。 

 

第 5 章 
第 1 节 

1.  证明定理 1。 
2.  解同余方程： 
(ⅰ)  31x ≡ 5 (mod 17)； 
(ⅱ)  3215x ≡ 160 (mod 235)。 
3.  解同余方程组： 

⎩
⎨
⎧

≡−
≡+

)47(mod10
)47(mod3853

yx
yx

。 

4.  设 p 是素数，0 < a < p，证明： 

!
)1()2)(1()1( 1

a
apppbx a +−⋅⋅⋅−−

−≡ − (mod p)。 

是同余方程 ax ≡ b (mod p)的解。 
5.  证明：同余方程a1x1 + a2x2 + L + anxn ≡ b (mod m)有解的充要条件

是 
(a1, a2, L, an, m) = d⏐b。 

若有解，则恰有d⋅mn −1个解，mod m。 
    6.  解同余方程：2x + 7y ≡ 5 (mod 12)。 
第 2 节 
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1.  解同余方程组：  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≡
≡
≡
≡

。)11(mod
)7(mod
)6(mod
)5(mod

4

3

2

1

bx
bx
bx
bx

2.  解同余方程组：  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡
≡
≡

。)25(mod13
)8(mod5
)15(mod8

x
x
x

3.  有一队士兵，若三人一组，则余 1 人；若五人一组，则缺 2 人；

若十一人一组，则余 3 人。已知这队士兵不超过 170 人，问这队士兵有几

人？ 

4.  求一个最小的自然数 n，使得它的
2
1
是一个平方数，它的

3
1
是一

个立方数，它的
5
1
是一个 5 次方数。 

5.  证明：对于任意给定的n个不同的素数p1, p2, …, pn，必存在连续n
个整数，使得它们中的第k个数能被pk整除。 

6.  解同余方程：3x2 + 11x − 20 ≡ 0 (mod 105)。 
 
第 3 节 

1.  证明定理的推论。 
2.  将例 2 中略去的部分补足。 
3.  将例 4 中略去的部分补足。 
4.  解同余方程x2 ≡ −1 (mod 54)。 
5.  解同余方程f(x) = 3x2 + 4x − 15 ≡ 0 (mod 75)。 
6.  证明：对于任意给定的正整数n，必存在m，使得同余方程x2 ≡ 1 

(mod m)的解数T > n。 
 
第 4 节 

1.  解同余方程： 
(ⅰ)  3x11 + 2x8 + 5x4 − 1 ≡ 0 (mod 7)； 
(ⅱ)  4x20 + 3x12 + 2x7 + 3x − 2 ≡ 0 (mod 5)。 
2.  判定 
(ⅰ)  2x3 − x2 + 3x − 1 ≡ 0 (mod 5)是否有三个解； 
(ⅱ)  x6 + 2x5 − 4x2 + 3 ≡ 0 (mod 5)是否有六个解？ 
3.  设(a, m) = 1，k与m是正整数，又设x0

k ≡ a (mod m)，证明同余方程 
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xk ≡ a(mod m) 
的一切解x都可以表示成x ≡ yx0 (mod m)，其中y满足同余方程yk ≡ 1 

(mod m)。 
4.  设n是正整数，p是素数，(n, p − 1) = k，证明同余方程xn ≡ 1 (mod p)

有k个解。 
5.  设 p 是素数，证明： 
(ⅰ)  对于一切整数x，xp − 1 − 1 ≡ (x − 1) (x − 2)L(x − p + 1) (mod p)； 
(ⅱ)  (p − 1)! ≡ − 1 (mod p)。 
6.  设 p ≥ 3 是素数，证明：(x − 1)(x − 2)L(x − p + 1)的展开式中除首

项及常数项外，所有的系数都是 p 的倍数。 
 
第 5 节 

1.  同余方程x2 ≡ 3 (mod 13)有多少个解？ 
2.  求出模 23 的所有的二次剩余和二次非剩余。 
3.  设 p 是奇素数，证明：模 p 的两个二次剩余的乘积是二次剩余；

两个二次非剩余的乘积是二次剩余；一个二次剩余和一个二次非剩余的乘

积是二次非剩余。 

4.  设素数 p ≡ 3 (mod 4)， )(
p
n = 1，证明 x ≡ ± 4

1+p

n (mod p)是同余方

程 
x2 ≡ n (mod p) 

的解。 
5.  设 p 是奇素数，(n, p) = 1，α是正整数，证明同余方程 

x2 ≡ n (mod pα) 

有解的充要条件是 )(
p
n = 1。 

6.  设 p 是奇素数，证明：模 p 的所有二次剩余的乘积与 2
1

)1(
+

−
p

对模

p 同余。 
 
第 6 节 

1.  已知 769 与 1013 是素数，判定方程 
(ⅰ)  x2 ≡ 1742 (mod 769)； 
(ⅱ)  x2 ≡ 1503 (mod 1013)。 

是否有解。 
2.  求所有的素数 p，使得下面的方程有解： 
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x2 ≡ 11 (mod p)。 
3.  求所有的素数 p，使得 −2∈QR(p)，−3∈QR(p)。 
4.  设(x, y) = 1，试求x2 − 3y2的奇素数因数的一般形式。 
5.  证明：形如 8k + 5（k∈Z）的素数无穷多个。 
6.  证明：对于任意的奇素数 p，总存在整数 n，使得 

p⏐(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 − 2)。 
 
第 7 节 

1.  证明定理的结论(ⅱ)，(ⅲ)，(ⅳ)。 
2.  已知 3019 是素数，判定方程x2 ≡ 374 (mod 3019)是否有解。 

3.  设奇素数为 p = 4n + 1 型，且 d⏐n，证明： )(
p
d = 1。 

4.  设 p，q 是两个不同的奇素数，且 p = q + 4a，证明： )()(
q
a

p
a

= 。 

5.  设 a > 0，b > 0，b 为奇数，证明： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≡−

≡
=

+ 。，当

，当

)4(mod32

)4(mod10

2 )(

)(
)(

a
b
a

a
b
a

ba
a  

    6.  设 a，b，c 是正整数，(a, b) = 1，2 b，b < 4ac，求|/ )()(
4 b

a
bac

a
与

−
的关系。 

 

第 6 章 
第 1 节 

1.  设n是正整数，证明：不定方程x2 + y2 = zn总有正整数解x，y，z。 
2.  设 p 是奇素数，(k, p) = 1，则 

1)(1

0
)( −=

+∑
−

=

p

i p
kii

， 

此处 )(
p
a

是 Legender 符号。 

3.  设素数 p ≡ 1 (mod 4)，(k, p) = 1，记 
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∑
−

=

+
=

1

0

2
)( )()(

p

i p
kiikS ， 

则 2⏐S(k)，并且，对于任何整数 t，有 

)()( )(2 kS
p
tktS = ， 

此处 )(
p
a

是 Legender 符号。 

4.  设 p 是奇素数， 11 )()( −==
p
n

p
m

， ，则 

222222 )
2

1(21
2

121 )( −
⋅⋅⋅

−
⋅⋅⋅

pnnnpmmm ，，，，，，， LL  

构成模 p 的一个简化剩余系。 
5.  在第 3 题的条件下，并沿用第 2 题的记号，有 

22 )()( )(
2
1)(

2
1 nSmSp += 。 

即上式给出了形如 4k + 1 的素数的二平方和表示的具体方法。 
6.  利用题 5 的结论，试将 p = 13 写成二平方和。 

 
第 2 节 

1.  若(x, y, z) = 1，则不存在整数 n，使得 
x2 + y2 + z2 = 4n2。 

2.  设k是非负整数，证明 2k不能表示三个正整数平方之和。 
3.  证明：每一个正整数 n 必可以表示为 5 个立方数的代数和。 
4.  证明：16k + 15 型的整数至少需要 15 个四次方数的和表之。 

    5.  证明：16k⋅31 不能表示为 15 个四次方数的和。 

 

第 7 章 
第 1 节 

 
2.  求模 14 的全部原根。 
3.  设 m > 1，模 m 有原根，d 是ϕ(m)的任一个正因数，证明：在模 m

的简化剩余系中，恰有ϕ(d)个指数为 d 的整数，并由此推出模 m 的简化剩

余系中恰有ϕ(ϕ(m))个原根。 
4.  设m ≥ 3，g是模m的原根，x1, x2, L, xϕ(m)是模m的简化剩余系，证
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明： 

(ⅰ)  2
)(m

g
ϕ

≡ −1 (mod m)； 

(ⅱ)  x1x2Lxϕ(m) ≡ −1 (mod m)。 
5.  设p = 2n + 1 是一个奇素数，证明：模p的全部二次非剩余就是模p

的全部原根。 
6.  证明： 
(ⅰ)  设p奇素数，则Mp = 2p − 1 的素因数必为 2pk + 1 型； 

    (ⅱ)  设n ≥ 0，则Fn = + 1 的素因数必为 2
n22 n + 1k + 1 型。 

第 2 节 
1.  求模 29 的最小正原根。 
2.  分别求模 293和模 2⋅293的原根。 
3.  解同余方程：x12 ≡ 16 (mod 17)。 
4.  设 p 和 q = 4p + 1 都是素数，证明：2 是模 q 的一个原根。 
5.  设m ≥ 3，g1和g2都是模m的原根，则g = g1g2不是模m的原根。 
6.  设 p 是奇素数，证明：当且仅当 p − 1 n 时，有 |/

1n + 2n + L + (p − 1)n ≡ 0 (mod p)。 

 

第 8 章 
第 1 节 

1.  补足定理 1 的证明。 

2.  证明定理 2。 

3.  证明：有理数为代数整数的充要条件是这个有理数为整数。 

 
第 2 节 

1.  证明例中的结论。 

2.  证明连分数 

LL +++++ !!3!2 10
1

10
1

10
1

10
1

n  

是超越数。 

3.  设ξ是一个超越数，α是一个非零的代数数，证明：ξ + α，ξ α，
α
ξ

都是超越数。 

 
第 3 节 
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1.  证明引理 1。 

2.  证明定理 3 中的 F )(
b
a

+ F(0)是整数。 

 

第 9 章 
第 1 节 

1.  问：1948 年 2 月 14 日是星期几？ 

2.  问：1999 年 10 月 1 日是星期几？ 

 
第 2 节 

1.  编一个有十个球队进行循环赛的程序表。 

2.  编一个有九个球队进行循环赛的程序表。 
 
第 3 节 

1.  利用例 1 中的加密方法，将“ICOMETODAY”加密。 

2.  已知字母 a，b，L，y，z，它们分别与整数 00，01，L，24，25 对应，又已

知明文 h 与 p 分别与密文 e 与 g 对应，试求出密解公式： 

P ≡ a ′E + b ′ (mod 26)， 

并破译下面的密文：“IRQXREFRXLGXEPQVEP”。 

 
第 4 节 
    1.  设一 RSA 的公开加密钥为 n = 943，e = 9，试将明文 P = 100 加密成密文 E。 

    2.  设RSA(nA, eA) = RSA(33, 3)，RSA(nB, eB BB) = RSA(35, 5)，A的签证信息为M = 3，

试说明A向B发送签证M的传送和认证过程。 
第 5 节 

1.  设某数据库由四个文件组成：F1 = 4，F2 = 6，F3 = 10，F4 = 13。试设计一个

对该数据库加密的方法，但要能取出个别的Fi（1 ≤ i ≤ 4），同时不影响其他文件的保密。 

2.  利用本节中的秘密共享方案，设计一个由三方共管文件M = 3 的方法，要求：

只要有两方提供他们所掌握的数据，就可以求出文件M，但是，仅由任何一方的数据，

不能求出文件M。（提示：取p = 5，m1 = 8，m2 = 9，m3 = 11） 

 
第 6 节 

1.  设明文P的二进制表示是P = (p1p2p3p4p5p6p7p8)2，与P对应的密文是E是E = a1p1 

+ a2p2 + L + a8p8，如果这里的超增背包向量(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8) = (5, 17, 43, 71, 

144, 293, 626, 1280)，并且已知密文E = 1999，求明文P。 
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2.  给定超增背包向量(2, 3, 7, 13, 29, 59)，试设计一个背包型加密方法，将明文 P 

= 51 加密。（提示：取 M = 118，k = 77）。 
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附录 1 习题参考答案 

第一章  习 题 一 

1.  (ⅰ)  由a⏐b知b = aq，于是b = (−a)(−q)，−b = a(−q)及 −b = (−a)q，即−a⏐b，
a⏐−b及−a⏐−b。反之，由 −a⏐b，a⏐−b及 −a⏐−b也可得a⏐b；  (ⅱ)  由a⏐b，b⏐c
知b = aq1，c = bq2，于是c = a(q1q2)，即a⏐c；  (ⅲ)  由b⏐ai知ai = bqi，于是a1x1 + 
a2x2 + L + akxk = b(q1x1 + q2x2 + L + qkxk)，即b⏐a1x1 + a2x2 + L + akxk；(ⅳ)  由b⏐a
知a = bq，于是ac = bcq，即bc⏐ac；  (ⅴ)  由b⏐a知a = bq，于是|a| = |b||q|，再由a 
≠ 0 得|q| ≥ 1，从而|a| ≥ |b|，后半结论由前半结论可得。 

2.  由恒等式mq + np = (mn + pq) − (m − p)(n − q)及条件m − p⏐mn + pq可知m 
− p⏐mq + np。 

3.  在给定的连续 39 个自然数的前 20 个数中，存在两个自然数，它们的个

位数字是 0，其中必有一个的十位数字不是 9，记这个数为 a，它的数字和为 s，
则 a, a + 1, L, a + 9, a + 19 的数字和为 s, s + 1, L, s + 9, s + 10，其中必有一个能被

11 整除。 
4.  设不然，n1 = n2n3，n2 ≥ p，n3 ≥ p，于是n = pn2n3 ≥ p3，即p ≤ 3 n ，矛盾。 
5.  存在无穷多个正整数k，使得 2k + 1 是合数，对于这样的k，(k + 1)2不能表

示为a2 + p的形式，事实上，若(k + 1)2 = a2 + p，则(k + 1 − a)( k + 1 + a) = p，得k + 
1 − a = 1，k + 1 + a = p，即p = 2k + 1，此与p为素数矛盾。 

第一章  习 题 二 

1.  验证当 n =0,1，2，… ,11 时，12|f(n)。 
2. 写a = 3q1 + r1，b = 3q2 + r2，r1, r2 = 0, 1 或 2，由 3⏐a2 + b2 = 3Q + r1

2 + r2
2知

r1 = r2 = 0，即 3⏐a且 3⏐b。 
    3.  记 n=10q+r, (r=0,1,…,9)，则nk+4- nk被 10 除的余数和rk+4- rk = rk( r4-1)被
10 除的余数相同。对r=0,1,…,9 进行验证即可。 

4.  对于任何整数n，m，等式n2 + (n + 1)2 = m2 + 2 的左边被 4 除的余数为 1，
而右边被 4 除的余数为 2 或 3，故它不可能成立。 
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5  因a4 − 3a2 + 9 = (a2 − 3a + 3)( a2 + 3a + 3)，当a = 1，2 时，a2 − 3a + 3 = 1，
a4 − 3a2 + 9 = a2 + 3a + 3 = 7，13，a4 − 3a2 + 9 是素数；当a ≥ 3 时，a2 − 3a + 3 > 1，
a2 + 3a + 3 > 1，a4 − 3a2 + 9 是合数。 

6.  设给定的n个整数为a1, a2, L, an，作 
s1 = a1，s2 = a1 + a2，L，sn = a1 + a2 + L + an， 

如果si中有一个被n整除，则结论已真，否则存在si，sj，i < j，使得si与sj被n除的余

数相等，于是n⏐sj − si = ai + 1 + L + aj 。 

第一章  习 题 三 

1.  (ⅰ)  因为d⏐a和d⏐|a| 是等价的，所以a1, a2, L, ak的公约数的集合与|a1|, 
|a2|, L,|ak| 的公约数的集合相同，所以它们的最大公约数相等；  (ⅱ)，(ⅲ)  显
然；  (ⅳ)  设(p, a) = d，则d⏐p，d⏐a，由d⏐p得d = 1 或d = p，前者推出(p, a) = 1，
后者推出p⏐a。 

2.  (ⅰ)  由d⏐ai推出d⏐y0 = (a1, a2, L, ak)；  (ⅱ)  分别以y0和Y0表示集合A = 

{ y；y = ，x∑
=

k

i
ii xa

1
i∈Z，1 ≤ i ≤ k }和A* = { y；y = ，x∑

=

k

i
ii xma

1
i∈Z，1 ≤ i ≤ k }中的

最小正整数，显然有Y0 = |m|y0；  (ⅲ)  在推论 2 中取m = δ，并用
δδδ

kaaa ,,, 21 L 代

替a1, a2, L, ak即可。 
3.  (ⅰ)  若p a，则(p, a) = 1，从而由p⏐ab推出p⏐b；  (ⅱ)  在(ⅰ)中取a = 

b可得；  (ⅲ)  (a, b

|/
1b2Lbn) = (a, b2Lbn) = L = (a, bn) = 1。 

4.  由恒等式 9(2x + 3y) − 2(9x + 5y) = 17y 及 17⏐2x + 3y 得 17⏐2(9x + 5y)，又

(17, 2) = 1，故 17⏐9x + 5y。 
5.  设(a, b) = d，则a = da1，b = db1，(a1, b1) = 1，由a2⏐b2c得a1

2⏐b1
2c，a1

2⏐c，
因为c无平方因子，所以a1 = 1，a = d，b = ab1，即a⏐b。 

6.  设 知d⏐21212
2

3
2

1
2

12
2

3
2

1
2 2CCC)C,,C,(C −−− =+++= nn

nnn
n
nnn d LL ，由 2n−1，设 2k|n

并且 2k+1不整除n，由 2k +1|| 1
122

11
2 C2C2C | −

−
+ = i

n
i

n
k

n i
n

及 ，i = 3, 5, L, 2n − 1，得d = 2k 

+ 1。 

第一章  习 题 四 

1.  (ⅰ)，(ⅱ)  显然；  (ⅲ)  设m1 = [a1, a2, L, ak]，m2 = [ |a1|, |a2|, L, |ak| ]，
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则由ai⏐m1推出|aI|⏐m1，即m2⏐m1，同理可得m1⏐m2，故m1 = m2；  (ⅳ)  显然a⏐|b|，
b⏐|b|，又若a⏐m′，b⏐m′，m′ > 0，则|b| ≤ m′，故有[a, b] = |b|。 

2.  设m是a1, a2, L, an的任一个公倍数，由a1⏐m，a2⏐m知[a1, a2] = m2⏐m，由

m2⏐m，a3⏐m知[m2, a3] = m3⏐m，L，由mn − 1⏐m，an⏐m知[mn − 1, an] = mn⏐m，即[a1, 
a2, L, an]⏐m。 

3.  只须证
),(
)(

),(
)(

bab
baba

ba
abba

+
+

=+ ，即只须证(b, a + b) = (a, b)，此式显然。 

4.  由 a + b = 120 及 ab = (a, b)[a, b] = 24 × 144 = 3456 解得 a = 48，b = 72 或

a = 72，b = 48。 

5.  因为
),)(,)(,(

],][,][,[
),,(

],,[
222

2

222
2

accbba
cbaaccbba

cabcab
cbacba == ， ，故只须证

明(a, b, c)(ab, bc, ca) = (a, b)(b, c) (c, a)，此式用类似于例 3 的方法即可得证。 
6.  设s = 1k + 2k + L + 9k，则由 2s = (1k + 9k) + (2k + 8k) + L + (9k + 1k) = 10q1

及 2s = (0k + 9k) + (1k + 8k) + L + (9k + 0k) = 9q2得 10⏐2s和 9⏐2s，于是有 90⏐2s，从

而 1 + 2 + L + 9 = 45⏐s 。 

第一章  习 题 五 

1.  (ⅰ)  a⏐b知b = ab1，由性质(ma, mb) = |m|(a, b)得(a, b) = (a, ab1) = a(1, b1) 
= a；  (ⅱ)  由性质(ma, mb) = |m|(a, b)得(a, b) = (2αa1, 2βb1) = 2β (2α − βa1, b1)；  (ⅲ)
由性质(a, b) = 1 ⇒ (a, bc) = (a, c)得(a, b) = (a, 2βb1) = (a, b1)；  (ⅳ)  由性质(a, b) 

= (|a − b|, b)及(a, b) = 1 ⇒ (a, bc) = (a, c)得(a, b) = ( ||
2

ba − , b)。 

2.  作辗转相除：1387 = (−162)⋅(−8) + 91，−162 = 91⋅(−2) + 20，91 = 20⋅4 + 11，
20 = 11⋅1 + 9，11 = 9⋅1 + 2，9 = 2⋅4 + 1，2 = 1⋅2 + 0，由此得n = 6，q1 = −8，q2 = −2，
q3 = 4，q4 = 1，q5 = 1，q6 = 4，x = (−1)n−1Qn = 73，y = (−1)nPn = 625，又(1387, 162) 
= rn = 1，故 1387⋅73 − 162⋅625 = 1 = (1387, 162)。 

3.    (27090, 21672, 11352) = (4386, 10320, 11352) = (4386, 1548, 2580) 
= (1290, 1548, 1032) = (258, 516, 1032) = (258, 0, 0) = 258。 

4.  (Fn + 1, Fn) = (Fn + Fn − 1, Fn) = (Fn − 1, Fn) = L = (F1, F2) = 1。 
5.  设除数为 d，余数为 r，则由 

d⏐4582 − 2836 = 1746，d⏐5164 − 4582 = 582，d⏐6522 − 5164 = 1358 
知 d⏐(1746, 582, 1358) = 194，由此得 d = 97，r = 23 或 d = 194，r = 120。 

6.  作辗转相除： 
a = bq1 + r1，  0 < r1 < |b|， 
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b = r1q2 + r2，  0 < r2 < r1， 
L L 

rn − 2 = rn − 1qn + rn，0 < rn < rn − 1， 
rn − 1 = rnqn + 1 + rn + 1，rn + 1 = 0。 

由第一式得 
2a − 1 = ， )12()12()12(]1)2[(21222 11111111

1 −+−=−+−=−+−+ rbrqbrrrrbq Q

即 等，

于是 。 
),(),(),(),(

211111 rrrbrbbarba MMMMMMMMMQMM ==+= 。类似可得，

),(),(),(),(
11 barrrrbba MMMMMMMM

nnn
=====

+
L

第一章  习 题 六 

1.  (ⅰ)  显然d = （0 ≤ γk
kppp γγγ L21

21 i ≤ α i，1 ≤ i ≤ k）是n的正因数。反之，

设d为n的任一个正因数，由d⏐n知对每一个pi，d的标准分解式中pi的指数都不超过

n的标准分解式中pi的指数，即d必可表示成 （0 ≤ γk
kppp γγγ L21

21 i ≤ α i，1 ≤ i ≤ k）
的形式；  (ⅱ)  类似于(ⅰ)可证得。 

2.  (ⅰ)  显然对于λi = min{αi, δi}，1 ≤ i ≤ k， ，而

且若d
bppapp kk

kk || 11
11

λλλλ LL ，
 ′⏐a，d ′⏐b，则d ′的标准分解式中pi的指数同时不超过a和b的标准分解式中pi

的指数，即d ′⏐ ，这就证明了(a, b) = ，λk
kpp λλ L1

1
k

kpp λλ L1
1 i = min{αi, δi}，1 ≤ i ≤ k；  

(ⅱ)  类似于(ⅰ)即可证得。 
3.  22345680 = 24⋅3⋅5⋅7⋅47⋅283。 
4.  写i = ，i = 1, 2, L, 2n，则λii

i λλα |22 /， i为 1, 2, L, 2n中的奇数，即λi只能

取n个数值，在n + 1 个这样的数中，必存在λi = λj（i ≠ j），于是易知i与j成倍数关

系。 
5.  写i = ，i = 1, 2, L, n，令α = max{αii

i λλα |22 /， 1, α2, L,αn} = αk，显然α ≥ 
1，且由第一节例 5 知使α = αk的k（1 ≤ k ≤ n）是唯一的，取T = 2α − 1λ1λ2Lλn，若

S是整数，则ST =
k

n

k

n
kk n

TTT
λ

λλλ
λ

λλλ
α

α

α

α

2
2

2
2

2
21

1
21

1 L
L

L
L

−−

+++++ 中除 项外都是整

数，矛盾。 
6.  设 ，令 kk

kk pppbpppa βββααα LL 2121
2121 == ，
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，
其它，，

，当，
，

，
其它，，

，，
，

2
1212

2
1212

0
},max{

0
},max{

21

21

b
bbpppb

a
aapppa

iiiii
ik

iiii
ik

k

k

=
⎩
⎨
⎧ ≠=

==

=
⎩
⎨
⎧ =

==

αβαββ
δ

βααα
γ

δδδ

γγγ

L

L

 

则a1，a2，b1，b2使得a = a1a2，b = b1b2，(a2, b2) = 1，并且[a, b] = a2b2。 

第一章  习 题 七 

1.  (ⅰ)，(ⅱ)，(ⅲ)  显然；  (ⅳ)  由[x + y] = [[x] + {x} + [y] + {y}] = [x] + [y] 
+ [{x} + {y}]即可证得；  (ⅴ)  由[−x] =[−([x] + {x})] = −[x] + [−{x}]即可证得；  
(ⅵ)  由{−x} = {−([x] + {x})} = {−{x}}即可证得。 

2.  ][][][ 32 7
12347

7
12347

7
12347

++ + L = 1763 + 251 + 35 + 5 = 2054。 

3.  由例 4 得 ][
2
1

+x = [2x]− [x]，于是 

∑∑ ∑
∞

=
−

∞

=

∞

=

−

−=+=
+

1
1

1 1

1
])[]([][][

222
1

22
2

r
rr

r r
rr

r nnnn =[n] = n 。 

4． 设x = a + α，a=1,2,…,n-1，0 ≤ α < 1。代入原方程得到[2aα + α2] = 2aα, 

知 2aα∈Z，α的可能取值是 
a

a
a 2

12,,
2
1,0 −

L ，即有 2a 个解。由于 x=n 也是解，

因此，共有 1)121(2 +−+++ nL 个解。 
5.  设x = n + α，n∈Z，1 ≤ α < 1，则f(x) = [x] + [2x] + [22x] + [23x] + [24x] + [25x] 

= n + 2n + 22n + 23n + 24n + 25n + [2α] + [22α] + [23α] + [24α] + [25α]，由此得 63n ≤ 
f(x) ≤ 63n + 1 + 3 + 7 + 15 + 31 ≤ 63n + 57，另一方面，12345 为 63k + 60 型，故f(x) 
≠ 12345。 

6.  设n = a0 + 2a1 + 22a2 + L + 2sas，ai = 0 或 1，则 

h = ][][][ 32 222
nnn

++ + L  

= (a1 + 2a2 + 22a3 + L + 2s−1as) + (a2 + 2a3 + L + 2s−2as) + L + as

= (2 − 1)a1 + (22 − 1)a2 + L + (2s − 1)as

= (a0 + 2a1 + 22a2 + L + 2sas) − (a0 + a1 + a2 + L + as) = n − k 。 
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第一章  习 题 八 

1.  设不然，则n = 2mn1，  < 
2

121)12(1212 222
11

1| +<+=+>/
mmm

Qnn n ，，，
n + 1，表明 2n + 1 是合数，矛盾。 

2.  设不然，则n = n1n2， 1 < n1 < n，则 2n − 1 =  
< 2

121)12(12 1121 −<−=− nnnn Q，
n + 1，表明 2n − 1 是合数，矛盾。 

3.  若 6n + 5 型的素数只有有限个，记为p1, p2, L, pk，作A = 6 p1p2Lpk − 1， 
显然A > 1，A是奇数，且A是 6n + 5 型的整数，故A必存在一个 6n + 5 型的素因数p，
从而p = pi（1 ≤ i ≤ k），由p⏐A，p⏐p1p2Lpk推出p⏐1，矛盾。 

4.  设p1，p2 = d + p1，p3 = 2d + p1，首先p1 ≠ 2 且d是偶数，于是 3 | d，从而

对任意给定的d，p
/

1，p2，p3中有且只有一个被 3 整除，即p1，p2，p3有且只有一个

等于 3，故p1，p2，p3最多只有一组。 
5.  显然下面 n 个正整数(n + 1)! + 2，(n + 1)! + 2，L，(n + 1)! + (n + 1)满足

要求。 

6.  设不然，则存在k，使得
2
11

1
<∑

∞

+=kn np
，设Q = p1p2Lpk，考虑 1 + nQ，n∈N， 

显然它们都不能被p1, p2, L, pk整除， 即 1 + nQ的标准分解式中的素数都只能在pk 

+ 1, pk +2, L中，从而对于任意的r ≥ 1，有 

∑ ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

+==
<≤

+ 1 111
)()(

2
11

1
1

n n

nn

km m

r

n pnQ
， 

右边是一个收敛的级数，故由比较判别法知 ∑
∞

= +11
1

n nQ
也收敛，但事实上 ∑

∞

= +11
1

n nQ
是一个发散级数，矛盾。 

第二章  习 题 一 

1.  定理 1 的证明：如果(ⅰ)成立，m⏐a − b，a − b = mq，a = b + mq，知(ⅱ)
成立；如果(ⅱ)成立，写a = q1m + r1, b = q2m + r2， 0 ≤ r1, r2 ≤ m − 1，则q1m + r1 = 
q2m + r2 + mq，由此得r1 = r2，知(ⅲ)成立；如果(ⅲ)成立，a = q1m + r, b = q2m + r，
0 ≤ r ≤ m − 1，则a − b = m(q1 − q2)，m⏐a − b，知(ⅰ)成立。 定理 2 的证明：结论(ⅰ)
与(ⅱ)显然。  (ⅲ)  由定理 1 及a ≡ b，b ≡ c (mod m)可知存在整数q1，q2，使得a = 
b + q1m，b = c + q2m，因此a = c + (q1 + q2)m，推出a ≡ c (mod m)。定理 2 得证。 

2.  由x ≡ y (mod m)得xi ≡ yi (mod m)，由ai ≡ bi (mod m)得aixi ≡ biyi (mod m)，
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再由可加性得 (mod m)。 ∑∑
==

≡
n

i

i
i

n

i

i
i ybxa

00

3.  (ⅰ)  由a ≡ b (mod m)得m⏐a − b，又d⏐m，故d⏐a − b，即a ≡ b (mod d)；(ⅱ)  
由a ≡ b (mod m)得m⏐a − b，故km⏐ka − kb，即ak ≡ bk (mod mk)；  (ⅲ)  由a ≡ b 
(mod mi )得mi⏐a − b，故[m1, m2, L, mk]⏐a − b，即a ≡ b (mod [m1, m2, L, mk])；  (ⅳ)  
由a ≡ b (mod m)得a = mq + b，故(a, m) = (b, m)；  (ⅴ)  由ac ≡ bc (mod m)得m⏐ac 
− bc = c(a − b)，又(c, m) = 1，故m⏐a − b，即a ≡ b (mod m)。 

4.  因为 82 ≡ −1(mod 13)，所以 81234 = (82)617 ≡ (−1)617 ≡ −1 ≡ 12 (mod 13)，即

81234被 13 除的余数是 12。 
5. 对任意的整数 x，x ≡ r (mod m)，1 ≤ r ≤ m，于是 f(x) ≡ f(r) ≡/ 0(mod m)，从

而 f(x) ≠ 0，所以方程 f(x) = 0 没有整数解。 
6. 由 42762|942762|1142762|942762|99 αβαβαβαβ 从。，得 得α + β = 6 或

α + β = 15，从 42762|11 αβ 得α − β = −2 或α − β = 9，于是解关于α，β的方程组 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

⎩
⎨
⎧

=−
=+

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

9
15

2
15

9
6

2
6

βα
βα

βα
βα

βα
βα

βα
βα

或或或  

得α = 2，β = 4。 

第二章  习 题 二 

1.  若 A 是模 m 的完全剩余系，显然(ⅰ)与(ⅱ)成立。反之，满足(ⅰ)与(ⅱ)
的一组数必分别来自于模 m 的每一个不同的剩余类，即 A 是模 m 的完全剩余系。 

2.  由威尔逊定理知 −1 ≡ (2p)! = p!(p + 1)L(2p) ≡ (−1)p(p!)2(mod 2p + 1)，由

此得(p!)2 + (−1)p ≡ 0 (mod 2p + 1)。 
3.  由(p − 1)! ≡ p − 1 (mod p)，(p − 1)! ≡ p − 1 (mod p − 1)以及(p, p − 1) = 1 得

(p − 1)! ≡ p − 1 (mod p(p − 1))，又 2N = p(p − 1)，故(p − 1)! ≡ p − 1 (mod N)。 
4.  设不然，n = n1n2，1 < n1 < n，由(n − 1)! ≡ −1 (mod n1)得 0 ≡ −1 (mod n1)，

矛盾。 
5.  设 4⏐m，如果{a1b1, a2b2, L, ambm}是模m的完全剩余系，则其中的奇数与

偶数各半，又{a1, a2, L, am}与{b1, b2, L, bm}也是模m的两个完全剩余系，故aibi必

须使ai，bi同为奇数或偶数，即aibi ≡/ 2 (mod 4)，这对于 4⏐m的模m的完全剩余系是

不可能的。 
6.  (ⅰ)  由bi通过mi个数可知b1δ1 + b2δ2 + L + bnδn通过m = m1m2Lmn个数；  

(ⅱ)  如果b1′δ1 + b2′δ2 + L + bn′δn ≡ b1′′δ1 + b2′′δ2 + L + bn′′δn (mod m)，则b1′δ1 + 
b2′δ2 + L + bn′δn ≡ b1′′δ1 + b2′′δ2 + L + bn′′δn (mod mi)，即bi′ ≡ bi′′(mod mi)，bi′ = bi′′。
故b1δ1 + b2δ2 + L + bnδn通过模m = m1m2Lmn的完全剩余系。 
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第二章  习 题 三 

1.  若 A 是模 m 的简化剩余系，显然(ⅰ)，(ⅱ)与(ⅲ)成立。反之，满足(ⅰ)，
(ⅱ)与(ⅲ)的一组数必分别来自于模 m 得每一个不同的与模 m 互素的剩余类，即

它是模 m 的简化剩余系。 
2.  对n施行数学归纳法。当n = 2 时，由定理 3 知命题成立，假定命题在n时

成立，即x = M1′x1 + M2′x2 + L + Mn′xn通过模m = m1m2Lmn的简化剩余系，则 
mn+1x + m1m2Lmnxn + 1

 = mn + 1M1′x1 + mn + 1M2′x2 + L + mn + 1Mn′xn + m1m2Lmnxn + 1

 = M1x1 + M2x2 + L + Mnxn + M n + 1x n + 1

通过模m1m2Lmnmn + 1的简化剩余系，由归纳原理知命题对一切n ≥ 2 成立。 
3.  写axi = mqi + ri，0 ≤ ri < m，由xi通过模m的简化剩余系知ri通过模m的最小

非负简化剩余系，于是由例 1 得 

∑ ∑ ∑ ∑
= = = =

====+=
)(

1

)(

1

)(

1

)(

1
)(

2
1)(

2
11}{}{

m

i

m

i

m

i

m

i
i

ii
i

i mmm
m

r
mm

r
m
rq

m
axϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ 。 

4.  设 ，则 1),( 11111111 ||11 === // nmnpmpnppnmppm ikk
kk ，，，， ββαα LL

，

，

∏

∏

=

=

++++

−==

−==

k

i i
k

k

i i
kk

p
nmppnm

nm
p

ppnmppmn

kk

kkkk

1

},min{},min{
1

1
111111

)(

)(

11),()()),((

)()(11)()(

11

1111

βαβα

βαβαβαβα

ϕϕ

ϕϕϕϕ

L

LL

 

由此得 

ϕ(mn)ϕ((m, n)) = (m,n) )(11)(11 1
1

11
1

1 )()( 11 n
p

ppm
p

pp
k

i i
k

k

i i
k

kk ϕϕ ββαα ∏∏
==

−− LL  

  = (m, n)ϕ(m)ϕ(n)。 
5.  设 ， 取

，(k, a) = (k, b) = 1，则可得

1),( 11111111 ||11 === // nmnpmpnppbmppa ikk
kk ，，，， ββαα LL

knmppnkmnppm kk
kk 1

2
111

2
1

1
1

1 ααββ LL == ，
a
b

n
m

=
)(
)(

ϕ
ϕ

，

即 aϕ(m) = bϕ(n)。 

6.  (ⅰ)  当n = 1 时显然； 当n = 2α 时，ϕ(2α) = 2α −1 > α2
2
1

（α ≥ 1）；当n = 

pα，p为奇素数时，ϕ(pα) = pα − pα −1 > αp （α ≥ 1）；现在设 ，则k
kppn ααα L1

12=

nppppn kk
kk 2

12
2
1)()()2()( 11

11 <>= αααααα ϕϕϕϕ LL 。 (ⅱ)  设n是合数，

p0为n的最小素因数，则p0 ≤ n ，于是 
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ϕ(n) = nn
n

n
p

n
p

n
np

−=−≤−≤−∏ )()()( 111111
0|

。 

第二章  习 题 四 

1.  因 103 = 2353，显然 1978103 − 19783 ≡ 0 (mod 23)，再由 1978100 ≡ 1 (mod 53)
得 1978103 − 19783 ≡ 0 (mod 53)，故 1978103 − 19783 ≡ 0 (mod 103)。 

2.  313159 = 5159 = (56)2653 ≡ 53 = 25⋅5 ≡ 4⋅5 ≡ 6 (mod 7)。 
3.  因 561 = 3⋅11⋅17，对于一切整数a，(a, 561) = 1，有(a, 3) = 1，(a, 11) = 1，

(a, 17) = 1， 由费马定理可得a560 = (a2)280 ≡ 1 (mod 3)，a560 = (a10)56 ≡ 1 (mod 11)，
a560 = (a16)35 ≡ 1 (mod 17)，故a560 ≡ 1 (mod 561)。 

4.  由费马定理qp − 1 ≡ 1 (mod p)，pq − 1 ≡ 1 (mod q)，pq − 1 + qp − 1 ≡ 1 (mod p)，
pq − 1 + qp − 1 ≡ 1 (mod q)，故pq − 1 + qp − 1 ≡ 1 (mod pq)。 

5.  612 − 1 = (63 − 1)( 63 + 1)( 66 + 1) =5⋅43⋅7⋅31⋅46657，对于 46657，它的素因

数必为 12k + 1 型，经检验的 46657 = 13⋅37⋅97，故 612 − 1 = 5⋅7⋅13⋅31⋅37⋅43⋅97。 
6.  设素数p⏐bn + 1，即bn ≡ −1 (mod p)，于是b2n ≡ 1 (mod p)，由例 5 得下面

两种情形之一成立： 
(ⅰ)  p⏐bd − 1 对于 2n的某个因数d < 2n成立； 
(ⅱ)  p ≡ 1 (mod 2n)。 

第二章  习 题 五 

1.  设 ，则n正因数可表示为d = （0 ≤ γk
kpppn ααα L21

21= k
kppp γγγ L21

21 i ≤ α i，1 

≤ i ≤ k），于是d(n) = =(1 + α∑ ∑∑
= ≤≤

=
k

ind ii10|
11
αγ

1)(1 + α2)L(1 + αk)。由上式立知d(n)是积

性函数，但d(4) = 3 ≠ 4 = d(2)d(2)，故d(n)不是完全积性函数。 
2.  若不恒为零的数论函数 f(n)是完全积性函数，必为积性函数，故 f(1) =1

且 。反之，若整数 m，n 中有一个等

于 1，显然有 f(mn) = f(m)f(n)，若 ，则 

kk
kk pfpfpfpppf αααααα )()()()( 2121

2121 LL =
kk

kk ppnppm ββαα LL 11
11 == ，

。)()(
)()()()()()(

)()(
1111

11

111

1

mfmf
pfpfpfpfpfpf

ppfmnf
kkkk
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kkk

k

=
==

=
++
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ββααβαβα

βαβα

LLL

L
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3.  
n
nd

nd
n

nd ndndnd

)(111
|||

σ
=== ∑∑∑ 。 

4.  (ⅰ)  当 n = 1 时，右边的连乘理解为 1，等式成立。设 ，

则有 ；  (ⅱ)

当 n = 1 时，右边的连乘理解为 1，等式成立。设 ，则有

。 

k
kppn αα L1

1=

∏∏∑ −=+++=
np

i
np

iiii
nd ii

ii pfpfppfpdfd
|||
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∏∏∑ +=+++=
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nd ii

ii pfpfppfpdfd
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2 ))(1())()()()(1()()( ααμμμ L

5.  当 n = 1 时， ∑
nd

d
|

)(ϕ =1，设 ，则 k
kppn αα L1

1=

。npp

pppppp

ddd

k

kk

k
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k

kkk

pd
k

pdnd

==

−++−+−++−+=
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αα
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111
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)]()1(1[)]()1(1[
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第三章  习 题 一 

1.  对于任意的正实数α，写α = [α] + {α}，则由定理 1，定理 2 可知[α]与{α}

可分别唯一地表示为 形式，故α可以唯一的表示为α = （0 ≤ a∑∑
−∞

−== 10 i

i
i

k

i

i
i baba 与 ∑

−∞

−= 1i

i
iba i 

≤ b − 1，且对于任何正整数m，都存在n > m，使得a − n < b − 1）的形式。 
2.  789 = (1100010101)2 = (11124)5 。 

3.  
21
8 = 0. 。 280953 &&

4.  由n = (akLa1a0)7 = ak7k + L + a17 + a0 ≡ ak + L + a1 + a0 (mod 2)得 
2⏐n = (akLa1a0)7 ⇔ 2⏐ak + L + a1 + a0 。 

5.  若
n
m = (0.a−1a−2L a−k )b，则bkm = n(a−1bk−1 + a−2 bk−2 + L + a−k )，即n⏐bkm，

n⏐bk，故n的每个素因数都是b的因素数。反之，若n的每个素因数都是b的素因数，

则必存在k，使得n⏐bk，即bk = nn1， )(11
011 ababa

b
mn

bn
m l

lkk +++== L ，故
n
m

的

b进制小数 (0.a−1a−2a−3L)b为有限小数。 
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第三章  习 题 二 

1.  显然p1 = |a1| = a1，p2 =
2

1

1
1

a
a −

= a1a2 + 1，当k ≥ 3 时，有 
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a

ap = akpk − 1 + kpk − 2 ， 

此与定理 1 中pk的递推式一致； 

显然q1 = 1，p2 =
20

01
a

= a2，当k ≥ 3 时，有 
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aq = akqk − 1 + kqk − 2 ， 

此与定理 1 中qk的递推式一致。 
2.  当 k = 2 时，由 
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知 k = 2 时成立，归纳假定 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

1

121

01
1

01
1

01
1

kk

kkk

qq
ppaaa

L  

成立，则 
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由归纳原理知对一切 k ≥ 2 有 。 ⎟⎟
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3.  由a1 = 1，a2 = 2，a3 = 3 得p1 = 1，p2 = 3，p3 = 10，q1 = 1，q2 = 2，q3 = 7， 
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故连分数〈 1, 2, 3, 4, 5, L 〉的前三个渐近分数为
7

10
2
31

3

3

2

2

1

1 ===
q
p

q
p

q
p

，， 。 

4.  设 x = 〈 2, 3, 2, 3, L 〉，则 x = 2 + 
3

153
13

1 +
=

+
x

x

由此解得， 。 

5.  易知

2
13

11

1

7
21

1
9
7

+
+

=
+

= = 〈 0, 1, 3, 2 〉，p1 = 0，p2 = 1，p3 = 3，q1 = 1，

q2 = 1，q3 = 4，于是 7⋅4 − 9⋅3 = (−1)4 = 1，故 7x − 9y = 4 有特解x0 = 16，y0 = 12，
原方程的一切整数解为x = 16 + 9t，y = 12 + 7t，t∈Z。 

第三章  习 题 三 

1.  (ⅰ)  记αk = 〈 ak + 1, ak + 2, L, an 〉，βk = 〈 βk + 1, βk + 2, L, βm 〉，由α0 = β0 = b
a

知a1 = [α0] = [β0] = b1，由
1

1
1

1
11
βα

+=+ ba 推出α1 = β1，从而a1 = [α1] = [β1]= b1，

L，反复以上推理最后可得n = m，ai = bi（1 ≤ i ≤ n）；  (ⅱ)  由(ⅰ)知
b
a
可唯一

地表示为〈 a1, a2, L, an 〉，an > 1，又易知〈 a1, a2, L, an 〉还可以另写成简单连分数〈 a1, 

a2, L, an −1, 1 〉 ，但仅此而已，故有理数
b
a
仅有此两种表示成简单连分数的方法。 

2.  13 = 〈 3, 1, 1, 1, 1, 6, 1, 1, 1, 1, 6, 1, 1, L 〉 。 

3.  经计算 32 + = 〈 3, 1, 2, 1, 2, L 〉，由此得p1 = 3，p2 = 4，p3 = 11，p4 = 15，
p5 = 41，p6 = 56，p7 = 153，p8 = 209，p9 = 571，p10 = 780，p11 = 2131，L，q1 = 1，
q2 = 1，q3 = 3， q4 = 4，q5 = 11，q6 = 15，q7 = 41，q8 = 56，q9 = 153，q10 = 209，

q11 = 571，L，于是
209
780

10
1

571209
1

209
78032 5|| 故，<

⋅
<−+ 即为所求。 

4.  sin18° =
4

15 − = 〈 0, 3, 4, 4, 4, 4, L 〉，得p1 = 0，p2 = 1，p3 = 4，p4 = 17，

p5 = 72，p6 = 305，q1 = 1，q2 = 3，q3 = 13， q4 = 55，q5 = 233，q6 = 987，于是

233
72

10
1

987233
1

233
7218sin 5|| 故，<

⋅
<−° 即为所求。 
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5.  π的前几个渐近分数为 L，，，，，，
33215

104308
33102

103993
113
355

106
333

17
22

1
3

，其

中
33102
10993

113
355

和 分别满足误差满足≤ 10 − 6和≤ 10 − 9的要求。 

6.  
2

51+ = 〈 1, 1, 1, 1, 1, L 〉，由此易得pk = pk − 1 + pk − 2 = Fk + Fk − 1 = Fk + 1，

qk = qk − 1 + qk − 2 = Fk − 1 + Fk − 2 = Fk，故
k

k

k

k

F
F

q
p 1+= 。 

第三章  习 题 四 

1.  方程 3x2 + 2x − 2 = 0 的正根
3

17 − = 〈 0, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 4, L 〉 。 

2.  α = 〈 〉 = 1 + 3,2,1 &&
2

115

2
12

1 −
=

+
+

x解得，

α

。 

3.  
)1(2

1

1

1)1(1
22

22

aaa
a

aa
aaaaa

−++
+=

++
+=−++=+ = L = 

〈 a, 2a, 2a, 2a, 2a, L 〉。 
4.  若 〉〈= 121 2,,,, aaaad n &L& ，则 

11

11
121121

)(
)(,,,,2,,,,

−

−

++

++
=〉+〈=〉〈=

nn

nn
nn

qqda
ppdadaaaaaaaad L&L& ， 

得(dqn − a1pn − pn −1) + (a1pn + pn −1 − pn) dd 由，0= 是无理数得pn = a1qn + qn −1，

dqn = a1pn + pn −1，反之，若pn = a1qn + qn −1，dqn = a1pn + pn −1，则 

α =
11

11
121121 )(

)(,,,,2,,,,
−

−

++
++

=〉+〈=〉〈
nn

nn
nn qqa

ppaaaaaaaaa
α
ααL&L& ， 

得α满足方程qnα2 + (a1qn + qn −1 − pn)α − (a1pn + pn −1) = 0，即α2 = d，α = d 。 
    5. 由第 4 题可得到。 
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第四章  习 题 一 

1.  设
753105

17 zyx
++= ，即 35x + 21y + 15z = 17，因(35, 21) = 7，(7, 15) = 1，

1⏐17，故有解。分别解 5x + 3y = t，7t + 15z = 17 得 x = −t + 3u，y = 2t − 5u，u∈Z，
t = 11 + 15v，z = −4 − 7v，v∈Z， 消去 t 得 x = −11 − 15v + 3u，y = 22 + 30v − 5u，
z = −4 − 7v，u，v∈Z。对于任意的确定的 u 和 v 的值，都给出一种表示法。 

2.  分别解x1 + 2x2 = t，t + 3x3 = 41 得x1 = t − 2u，x2 = u，u∈Z，t = 41 − 3v，
x3 = v，v∈Z，消去t得x1 = 41 − 3v − 2u，x2 = u，x3 = v，u，v∈Z。由此得原方程的

全部正整数解为(x1, x2, x3) = (41 − 3v − 2u, u, v)，u > 0，v > 0，41 − 3v − 2u > 0。 
3.  消去x1得 9x2 − 14x3 = 3，解得x2 = −9 + 14t，x3 = −6 + 9t，t∈Z，从而得不

定方程组的解为x1 = 43 − 55t，x2 = −9 + 14t，x3 = −6 + 9t，t∈Z， 
4.  设甲、乙班的学生每人分别得 x，y 支铅笔，则 7x + 11y = 100，解这个不

定方程得 x = 8，y = 4。 

5.  二元一次不定方程 ax + by = n 的一切整数解为 ，t∈Z，于是

由 x ≥ 0，y ≥ 0 得

⎩
⎨
⎧

+=
−=

atyy
btxx

0

0

b
xt

a
y 00 ≤≤− ，但区间 ][ 00 ,

b
x

a
y

− 的长度是
ab
n

，故此区间内的整

数个数为 ][][
ab
n

ab
n

或 + 1。 

6.  因为 0, 1, 2, L, ab − a − b 中共有(a − 1)(b − 1)个数，故只须证明 n 与 g − n
（g = ab − a − b）有且只有一个能表示成 ax + by（x ≥ 0，y ≥ 0）的形式。如果 n
与 g − n 都能表示成 ax + by（x ≥ 0，y ≥ 0）的形式，即 ax + by = n（x ≥ 0，y ≥ 0），
ax′ + by′ = g − n（x′ ≥ 0，y′ ≥ 0），则 a(x + x′) + b(y + y′) = g，这是不可能的；如果

n 不能表示成 ax + by（x ≥ 0，y ≥ 0）的形式，则因为二元一次不定方程 ax + by = n

的一切整数解为 ，t∈Z，所以当 t 使 0 ≤ x ≤ b − 1 时，必有 y ≤ −1，于

是 a(b − 1 − x) + b(−1 − y) = g − n，即 g − n 能表示成 ax + by（x ≥ 0，y ≥ 0）的形式。 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

atyy
btxx

0

0

第四章  习 题 二 

1.  设有理数
m
ny

m
lx == ， （m ≠ 0）满足方程x2 + y2 = 1，即l2 + n2 = m2，于

是得l = ±2abd，n = ±(a2 − b2)d，m = ±(a2 + b2)d或l = ±(a2 − b2)d，m = ±2abd，m = ±(a2 
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+ b2)d，由此得(x, y) = )()( 2222

22

22

22

22
2,,2

ba
ab

ba
ba

ba
ba

ba
ab

+
±

+
−

±
+
−

±
+

± 或 。反之，代入

方程x2 + y2 = 1 即知这样的点在单位圆周上。 
2.  由x2 = (z + y)(z − y)及x是素数得z + y = x2，z − y = 1，于是 2z − 1 = x2，2(x + 

y + 1) = (x + 1)2都是平方数。 
3.  设x − y = a2，y − z = b2，x − z = c2，则a2 + b2 = c2，由此得x = (u2 + v2)2 + t，

y = (u2 − v2)2 + t或 4u2v2 + t，z = t，u, v, t∈Z。 
4.  设(z − x, z + x) = d，易知d = 1 或 2。由(z − x)(z + x) = 3y2得z − x = 3da2，z + 

x = db2，y = dab或z − x = db2，z + x = 3da2，y = dab，a > 0，b > 0，(a, b ) = 1。(ⅰ)  

当d = 1：
2
3

2
|3| 2222 abzabyabx +

==
−

= ，， ，a > 0，b > 0，(a, b ) = 1，3 | b，

a, b同为奇数； (ⅱ)  当d = 2：x = |b

/

2 − 3a2|，y = 2ab，z = b2 + 3a2，a > 0，b > 0，
(a, b ) = 1，3 | b，a, b一奇一偶。反之，易验证(ⅰ)或(ⅱ)是原不定方程的解，且x > 
0，y > 0，z > 0，(x, y) = 1。 

/

5.  (ⅰ)  设x，y，z是x2 + y2 + z2 = x2y2的整数解，如果x，y同为奇数，则x2 + y2 
+ z2 ≡ 2，3 (mod 4)，x2y2 ≡ 1 (mod 4)，此不可能；如果x，y一奇一偶，则x2 + y2 + z2 
≡ 1，2 (mod 4)，x2y2 ≡ 0 (mod 4)，此也不可能。所以x，y同为偶数，z也是偶数，

令x = 2x1，y = 2y1，z = 2z1，代入原方程得x1
2 + y1

2 + z1
2 = 22x1

2y1
2，反复以上的推

理可得x，y，z能被 2 的任意次乘幂整除，只能x = y = z = 0。  (ⅱ)  类似于(ⅰ)
可证。 

6.  设x，y，z是x2 + y2 = z4的满足(x, y) = 1，2⏐x的正整数解，则x = 2ab，y = a2 
− b2，z2 = a2 + b2，a > b > 0，(a, b) = 1，a, b一奇一偶， 再由z2 = a2 + b2得a = 2uv，
b = u2 − v2， z = u2 + v2 或 a = u2 − v2，b = 2uv， z = u2 + v2， u > v > 0，(u, v) = 1，
u, v一奇一偶，于是得x = 4uv(u2 − v2)，y = |u4 + v4 − 6u2v2|，z = u2 + v2，u > v > 0，
(u, v) = 1，u, v一奇一偶。反之，易验证它是原不定方程的整数解，且x > 0，y > 0，
z > 0，(x, y) = 1，2⏐x。 

第四章  习 题 三 

1.  由 x(x + y) = 6 得(x, y) = (1, 5)，(−1, −5)，(2, 1)，(−2, −1)，(3, −1)，(−3, 1)，
(6, −5)，(−6, 5)。 

2.  由第一个方程得 z = −(x + y)，代入第二个方程经化简得 xyz = −6，由此得

(x, y, z) = (1, 2, −3)，(2, 1, −3)，(1, −3, 2)，(2, −3, 1)，(−3, 1, 2)，(−3, 2, 1)， 
3.  当y = 1 时，x = 2，若y ≥ 2，x ≥ 3，则 − 3y ≡ 1 (mod 8)，这是不可能的，

故原方程的正整数解只有(x, y) = (2, 1)。 
4.  显然x > z，y > z，令x = z + s，y = z + t，s，t∈N，代入原方程可得z2 = st，
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于是s = a2d，t = b2d，z = abd，其中a, b, d∈N，(a, b) = 1，由此得x = abd + a2d，y = 
abd + b2d，z = abd，反之，将上式代入原方程知它们是原方程的正整数解。 

5.  不妨设x ≤ y，当p = 2 时，(x, y) = (2, 2)。下设p是奇素数，令 2x = p + s，
2y = p + t，s，t∈Z，s ≤ t，代入原方程可得p2 = st，由此得s = 1，t = p2或s = p，t = 

p或s = −p2，t = −1，即(x, y) = )()(
2

1,
2

)1(),(
2

)1(,
2

1 −−
==

++ pppppppp
。 

6.  设M，b为任意的有理数，容易证明：若a1, a2, L, a2n + 1具有性质P，则(ⅰ)  
M，Ma1, Ma2, L, Ma2n + 1也具有性质P；  (ⅱ)  a1 + b, a2 + b, L, a2n + 1 + b也具有

性质P。由此我们可假定a1, a2, L, a2n + 1都是整数，且a1 = 0。由性质P易知ai都是偶

数，于是由(ⅰ)知
2

,,
2

,
2

1221 +naaa
L 也具有性质P，并且它们都是整数，且

2
1a = 0。

反复以上推理可知对于任意的正整数k， k
n

kk
aaa

2
,,

2
,

2
1221 +L 也具有性质P，故只可能

a1 = a1 = L = a2n + 1 = 0。 

第五章  习 题 一 

1.  (ⅰ)  若f(x0) ≡ 0 (mod m)，则f(x0) + b(x0) ≡ b(x0) (mod m)成立，反之，若f(x0) 
+ b(x0) ≡ b(x0) (mod m)，则f(x0) ≡ 0 (mod m)成立；  (ⅱ)  若f(x0) ≡ 0 (mod m)，则

bf(x0) ≡ 0 (mod m)成立，反之，若bf(x0) ≡ 0 (mod m)，则由(b, m) = 1 得f(x0) ≡ 0 (mod 
m)成立； (ⅲ)  若g(x0)h(x0) ≡ 0 (mod m)，则由m是素数得g(x0) ≡ 0 (mod m)或h(x0) ≡ 
0 (mod m)。 

2.  (ⅰ)  x ≡ 4 (mod 17)； (ⅱ)  x ≡ 1，48，95，142，189 (mod 235)。 
3.  消去 y 得 8x ≡ 41 (mod 47)，解得 x ≡ 11 (mod 47)，代入原方程组中的第二

式得 y ≡ 1 (mod 47)。故原方程组的解为 x ≡ 11 (mod 47)，y ≡ 1 (mod 47)。 

4.  首先易知
!

)1()2)(1()1( 1

a
apppb a +−⋅⋅⋅−−

− − 是整数，又由(a, p) = 1 知方程

ax ≡ b (mod p)解唯一，故只须将
!

)1()2)(1()1( 1

a
apppbx a +−⋅⋅⋅−−

−≡ − (mod p)代入

ax ≡ b (mod p)验证它是同余方程的解即可。 
5.  必要性显然，下证充分性。当n = 1 时，由定理 2 知命题成立。假设n = k

时结论已真，考虑a1x1 + a2x2 + L + akxk + ak + 1xk + 1 ≡ b (mod m)，令(a1, a2, L, ak, m) 
= d1，(d1, ak + 1) = d，因为同余方程ak + 1xk + 1 ≡ b (mod d1)有解，其解数为d，mod d1，

记m = d1m1，则解数为dm1，mod m。现在固定一个解xk + 1，由归纳假定知a1x1 + a2x2 
+ L + akxk ≡ b − ak + 1xk + 1 (mod m)有解，其解数为d1 mk −1，mod m，从而a1x1 + a2x2 
+ L + akxk + ak + 1xk + 1 ≡ b (mod m)有解，其解数为dm1⋅d1mk −1 = d⋅mk，mod m。由归
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纳原理知命题对于一切n ≥ 1 成立。 
6.  因为(2, 12) = 2，(2, 7) = 1⏐5，故同余方程有解，其解数为 1 122 −1 = 12，

mod 12。先解同余方程 7y ≡ 5 (mod 2)，得y ≡ 1 (mod 2)，写成y ≡ 1 + 2t (mod 12)，
t = 0, 1, 2, L,5，对于固定的t，解同余方程 2x ≡ 5 − 7(1 + 2t) ≡ −2 − 2t (mod 12)，得

x ≡ −1 − t (mod 6)， 写成x ≡ −1 − t + 6s (mod 12)，s = 0, 1，故原方程组的解为x ≡ −1 
− t + 6s (mod 12)，y ≡ 1 + 2t (mod 12)，s = 0, 1，t = 0, 1, 2, L,5。 

第五章  习 题 二 

1.  m = 5⋅6⋅7⋅11 = 2310；M1 = 6⋅7⋅11 = 462，M2 = 5⋅7⋅11 = 385，M3 = 5⋅6⋅11 = 
330，M4 = 5⋅6⋅7 = 210；由 462⋅M1′ ≡ 1 (mod 5)得M1′ = 3，385⋅M2′ ≡ 1 (mod 6)得M2′ 
= 1，330⋅M3′ ≡ 1 (mod 7)得M3′ = 1，210⋅M4′ ≡ 1 (mod 5)得M4′ = 1。所以原同余方程

组的解为x ≡ 3⋅462⋅b1 + 1⋅385⋅b2 + 1⋅330⋅b3 + 1⋅210⋅b4 (mod 2310)。 
2. 因为(15, 8) = 1⏐8 − 5，(15, 25) = 5⏐8 − 13，(8, 25) = 1⏐5 − 13，故原同余 

方程组有解，解数唯一，mod [15, 8, 25] = 600。将第一个同余方程的解x = 8 + 15t1，

t1∈Z，代入第二个同余方程得t1 ≡ 3 (mod 8)，即t1 = 3 + 8t2，t2∈Z，x = 53 + 120t2，

代入第三个同余方程得t2 ≡ 3 (mod 5)，即t2 = 3 + 5t3，t3∈Z，x = 413 + 600t3，所以

原同余方程组的解为x ≡ 413 (mod 600)。 
注：此处所使用的解法思路简单，但比较繁。 
3.  设士兵有 x 人，由题意得 x ≡ 1 (mod 3)，x ≡ −2 (mod 5)，x ≡ 3 (mod 11)，

由孙子定理得 x ≡ 58 (mod 165)，故 x = 58 人。 
4.  可设n = 2α3β5γ，由条件得 

α ≡ 1 (mod 2)，α ≡ 0 (mod 3)，α ≡ 0 (mod 5)； 
β ≡ 0 (mod 2)，β ≡ 1 (mod 3)，β ≡ 0 (mod 5)； 
γ ≡ 0 (mod 2)，γ ≡ 0 (mod 3)，γ ≡ 1 (mod 5)， 

由孙子定理得α ≡ 15 (mod 30)，β ≡ 10 (mod 30)，γ ≡ 6 (mod 30)，故n = 21531056。 
5.  作同余方程组：x ≡ 0 (mod p1)，x ≡ −1 (mod p2)，…，x ≡ −n + 1(mod pn)，

由孙子定理知此同余方程组有解x，于是x，x + 1，…，x + n − 1 满足要求。 
6.  因 105 = 3⋅5⋅7，同余方程 3x2 + 11x − 20 ≡ 0 (mod 3)的解为x ≡ 1 (mod 3)，

同余方程 3x2 + 11x − 38 ≡ 0 (mod 5)的解为x ≡ 0，3 (mod 5)，同余方程 3x2 + 11x − 20 
≡ 0 (mod 7)的解为x ≡ 2，6 (mod 7)，故原同余方程有 4 解，mod 105。作同余方程

组：x ≡ b1 (mod 3)，x ≡ b2 (mod 5)，x ≡ b3 (mod 7)，其中b1 = 1，b2 = 0，3，b3 = 2，
6，由孙子定理得原同余方程的解为x ≡ 13，55，58，100 (mod 105)。 
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第五章  习 题 三 

1.  (ⅰ)  由定理知存在整数x2 = a + pt1，t1∈Z，使得x ≡ x2 (mod p2)是同余方

程f(x) ≡ 0 (mod p2)的解，x2 ≡ a (mod p)。再由定理知存在整数x3 = x2 + p2t2，t2∈Z，
使得x ≡ x3 (mod p3)是同余方程f(x) ≡ 0 (mod p3)的解，x3 ≡ x2 ≡ a (mod p)，如此继续

下去，最后知存在整数xα = xα − 1 + p α − 1tα − 1，tα − 1∈Z，使得x ≡ xα (mod pα)是同余

方程f(x) ≡ 0 (mod pα)的解，xα ≡ xα − 1 ≡ L ≡ x2 ≡ a (mod p)； (ⅱ)  由条件知同余方

程f (x) ≡ 0 (mod p)的每一个解x ≡ x1 (mod p)都不是f ′(x) ≡ 0 (mod p)的解，即f ′(x1) ≡/ 0 
(mod p)，于是由(ⅰ)知可导出f(x) ≡ 0 (mod pα)的解x ≡ xα (mod pα)，且由(ⅰ)的证明

过程知只能导出唯一的解x ≡ xα (mod pα)。 
2.  对x ≡ 2 (mod 5)，令x = 2 + 5t代入同余方程 2x2 + 13x − 34 ≡ 0 (mod 52)得t ≡ 

0 (mod 5)，于是x = 2 + 5(5t1) = 2 + 25t1，代入同余方程 2x2 + 13x − 34 ≡ 0 (mod 53)
得到t ≡ 0 (mod 5)， 于是x = 2 + 25(5t2) = 2 + 125t2，即x ≡ 2 (mod 53)是同余方程 2x2 
+ 13x − 34 ≡ 0 (mod 53)的一个解。 

3.  对x0 = 4，则由(4 + 7x1 + 72x2)2 ≡ 2 (mod 72)得x1 ≡ 5 (mod 7)，x1 = 5。再由

(4 + 7⋅5 + 72x2)2 ≡ 2 (mod 73)得x2 ≡ 4 (mod 7)，x2 = 4，这样，求得原同余方程的一

个解是x ≡ 4 + 7⋅5 + 72⋅4 = 235 (mod 73) 
4.  因 54 = 2⋅33，而x2 ≡ −1 (mod 3)无解，故x2 ≡ −1 (mod 54)也无解。 
5.  因 75 = 3⋅52，先解f(x) ≡ 0 (mod 3)，用逐一代入法得解x ≡ 0 (mod 3)；再解

f(x) ≡ 0 (mod 52)，用逐一代入法得f(x) ≡ 0 (mod 5)的解为x ≡ 0，2 (mod 5)，对于x ≡ 
0 (mod 5)，令x = 5t代入f(x) ≡ 0 (mod 25)得t ≡ 2 (mod 5)，于是x = 5(2 + 5t2) = 10 + 
25t2，即x ≡ 10 (mod 25)是f(x) ≡ 0 (mod 25)的一个解，对于x ≡ 2 (mod 5)，令x = 2 + 5t
代入f(x) ≡ 0 (mod 25)得t ≡ 4 (mod 5)，于是x = 2 + 5(4 + 5t2) = 22 + 25t2，即x ≡ 22 
(mod 25)是f(x) ≡ 0 (mod 25)的一个解；最后构造同余方程组x ≡ b1 (mod 3)，x ≡ b2 
(mod 25)，b1 = 0，b2 = 10，22，由孙子定理得f(x) ≡ 0 (mod 75)的两个解x ≡ 10，72 
(mod 75)。 

6.  令m = p1p2Lpk，pi是不同的奇素数，由x2 ≡ 1 (mod pi)的解数Ti = 2，故T = 
T1T2LTk = 2k，当k充分大时，必有 2k > n。 

第五章  习 题 四 

1.  (ⅰ)  原同余方程等价于 3x5 + 5x4 + 2x2 − 1 ≡ 0 (mod 7)，用x = 0，±1，±2，
±3 代入知后者无解；  (ⅱ)  原同余方程等价于 2x4 + 2x3 + 3x − 2 ≡ 0 (mod 5)，将

x = 0，±1，±2 代入，知后者有解x ≡ ±1 (mod 5)。 
2.  (ⅰ)  2x3 − x2 + 3x − 1 ≡ 0 (mod 5)等价于x3 − 3x2 + 4x − 3 ≡ 0 (mod 5)，又x5 

− x = (x3 − 3x2 + 4x − 3)(x2 + 3x + 5) + (6x2 − 12x + 15)，其中r(x) = 6x2 − 12x + 15 的
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系数不都是 5 的倍数，故原方程没有三个解；  (ⅱ)  因为这是对模 5 的同余方程，

故原方程不可能有六个解。 
3.  设x1是xk ≡ a(mod m)的任意一个解，则一次同余方程yx0 ≡ x1 (mod m)有解

y，再由yka ≡ ykx0
k ≡ (yx0)k ≡ x1

k ≡ a (mod m)得yk ≡ 1 (mod m)，即x1可以表示成x ≡ yx0 
(mod m)，其中y满足同余方程yk ≡ 1 (mod m)；反之，易知如此形式的x是xk ≡ a(mod 
m)的解。 

4.  由k⏐p − 1 知同余方程xk ≡ 1 (mod p)恰有k个解，又由k⏐n知这k个解也是同

余方程xn ≡ 1 (mod p)的解。下证同余方程xn ≡ 1 (mod p)的解必是同余方程xk ≡ 1 
(mod p)的解，事实上，若x0

n ≡ 1 (mod p)，记k = sn + t(p − 1)。若s > 0，t < 0，则x0
k 

≡ x0
kx0

−t(p − 1) = x0
k−t(p − 1) = x0

sn ≡ (x0
n)s ≡ 1 (mod p)；若s <0，t > 0，则可类似证明。 

5.  (ⅰ)  xp − 1 − 1 ≡ 0 (mod p)有解x ≡ 1，2，L，p − 1 (mod p)，故对于一切

整数x，xp − 1 − 1 ≡ (x − 1) (x − 2)L(x − p + 1) (mod p)；  (ⅱ)  在(ⅰ)中令x = p。 
6.  令(x − 1) (x − 2)L(x − p + 1) = xp − 1 − ap − 2xp − 2 + L + a2x2 − a1x + a0，其中

ap − 2 = 1 + 2 + L + (p − 1) =
2

)1( −pp
是p的倍数，考虑同余方程f(x) ≡ 0 (mod p)，f(x) 

= xp − 1 + ap − 3xp − 3 − L + a2x2 − a1x + a0，显然它有解x ≡ 1，2，L，p − 1 (mod p)，
故xp − x = f(x)x + r(x)中的余式r(x) = −ap − 3xp − 2 + L − a2x3 + a1x2 − (a0 + 1)x的系数

都是p的倍数。 

第五章  习 题 五 

1.  因 2
113

11
−

 ≡ 116 = 1213 ≡ 43 ≡ 12 ≡ −1(mod 13)，故x2 ≡ 11 (mod 13)无解。 
2.  模 23 的所有的二次剩余为 x ≡ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18 (mod 23)，二

次非剩余为 x ≡ 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21, 22 (mod 23)。 

3.  设 a，b 为模 p 的二次剩余，有 2
1

2
1

2
1

)(
−−−

=
ppp

baab ≡ 1⋅1 ≡ 1 (mod p)，再设

c，d 为模 p 的二次非剩余，有 2
1

2
1

2
1

)(
−−−

=
ppp

dccd ≡ (−1)(−1) ≡ 1 (mod p)，以及 

2
1

2
1

2
1

)(
−−−

=
ppp

caac ≡ 1⋅(−1) ≡ 1 (mod p)知结论成立。 

4.  由欧拉判别法知 )(mod)()(mod1 24
1

2
1

pnnnpn
pp

≡≡
+−

得两边乘， ，由此知

x2 ≡ n (mod p)的解是x ≡ 4
1+

±
p

n (mod p)。 

5.  若x2 ≡ n (mod pα)有解x ≡ x0 (mod pα)，则x0
2 ≡ n (mod p)，故 )(

p
n = 1，反之，
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若 )(
p
n = 1，则x2 ≡ n (mod p)有解x ≡ x0 (mod p)，因p | 2x/ 0，故此解可导出x2 ≡ n (mod 

pα)的一个解x ≡ xα (mod pα)，即x2 ≡ n (mod pα)有解。 
6.  设x1, x2, L, xk为模p的所有二次剩余，则 

x1x2Lxk ≡ 1222L 2
1

2
1

2 )1()!1()1(
2

1)(
+−

−≡−−≡
−

pp

pp (mod p)。 

第五章  习 题 六 

1.  (ⅰ)  因 1
17
4

3
1

769
17

769
3

769
4

769
204

769
1742 ))(())()(()()( ==== ，原同余方程有

解；  (ⅱ)  1
5
3

5
1013

1013
49

1013
5

1013
2

1013
490

1013
1503 )()())()(()()( =−=−=== ，原同余

方程有解。 

2.  由 1
11

)1(111 )()( 2
1

=−=
− p

p

p

推出 ，由此得 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=−

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=−
−−

1
11

1)1(

1
11

1)1(

)()(

2
1

2
1

pp

pp

或 ， 

即 

⎩
⎨
⎧

−−−−−≡
−≡

⎩
⎨
⎧

≡
≡

)11(mod9,5,4,3,1
)4(mod1

)11(mod9,5,4,3,1
)4(mod1

p
p

p
p

或 ， 

解之得 p ≡ ±1，±5，±7，±9，±19 (mod 44)。 

3.  由 −2∈QR(p)，−3∈QR(p)推得 1)3(1)2( =
−

=
−

pp
， ，即 

             

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=
−

1)3(

1)2(

1)1(

p

p

p

，或

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=
−

1)3(

1)2(

1)1(

p

p

p

。 

解之得 p ≡ 1，或 11(mod 24)。 
4.  设奇素数p⏐x2 − 3y2，即x2 ≡ 3y2 (mod p)，由(x, y) = 1 易证(3y2, p) = 1，于
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是 133 )()(
2

==
pp

y
，由此得p的一般形式为 12k ± 1 型。 

5.  若 8k + 5 型的素数只有有限个，记为p1, p2, L, pk，作A = (2 p1p2Lpk)2 + 1，

显然A > 1，A是奇数，设奇素数p⏐A，即(2 p1p2Lpk)2 ≡ −1 (mod p)， 11)( =
−
p

，由

此得p的一般形式为 8k + 1 或 8k + 5 型，由A ≡ 5 (mod 8)知A的素因数p中至少有一

个是 8k + 5 型的，对这个p，有p = pi（1 ≤ i ≤ k），由p⏐A，p⏐p1p2Lpk推出p⏐1，矛

盾。 
6.  当p = 4k + 1 时，同余方程x2 ≡ −1 (mod p)有解x ≡ n (mod p)，即p⏐n2 + 1，

从而p⏐(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 − 2)；  当p = 8k + 3 时， 同余方程x2 ≡ −2 (mod p)有解x ≡ 
n (mod p)，即p⏐n2 + 2，从而p⏐(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 − 2)；当p = 8k + 7 时，同余方程

n2 ≡ 2 (mod p)有解x ≡ n (mod p)，即p⏐n2 − 2，从而p⏐(n2 + 1)(n2 + 2)(n2 − 2)。 

第五章  习 题 七 

1.  (ⅱ)  显然；  (ⅲ)  设m = p1p2Lpk，则 

。)())(()()()())(()(

)())(()(

211

22

1

11

1

21

2

21

1

2121

m
a

m
a

m
a

p
a

p
a

p
a

p
a

p
a

p
a

p
aaa

p
aaa

p
aaa

m
aaa

t

k

t

k

tt

k

tttt

LLLLL

L
L

LLL

==

=

 

(ⅳ)  )())()(()(
2

m
b

m
b

m
a

m
a

m
ba

== 。 

2.  因 1
3
1

187
3

187
27)1)(1(

3019
187

3019
2

3019
374 )()()())(()( −=−==−−== ，原同余方

程无解。 

3.  设d = ±2αd1，d1为正奇数， )()()())(()( 11 221
p
d

pp
d

ppp
d αα =

±
= ，当α > 0 时，

p = 8n + 1 型， )( 2
p

= 1，当d1 > 1 时， )()()(
11

1 1
dd

p
p
d

== = 1，所以 )()()( 12
p
d

pp
d α= = 

1。 
4.  由 p = q + 4a 知 p，q 同为 4k + 1 或同为 4k + 3，当 p，q 同为 4k + 1 时，

有 )()()()()()()()( 4444
q
a

q
a

q
aq

q
p

p
q

p
ap

p
a

p
a

==
+

===
−

=
−

= ，当 p，q 同为 4k + 
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3 时，有 )()()()()()()()( 4444
q
a

q
a

q
aq

q
p

p
q

p
ap

p
a

p
a

==
+

==−=
−

−=
−

−= 。 

5.  当a ≡ 0 (mod 4)时，则 2a + b ≡ b (mod 8)，令a = 2αa1，a1为奇数，于是有

)()()()()()()( 11
1

11

2
1

2
2

22
2

2 b
a

ba
aa

ba
a

bba
a

baba
a

=
+

=
+

=
++

=
+

，若，αα ， 若a1 > 

1， )()()()()()()( 11

1

2
1

2
1

1 2
2

)1(
2

1

b
a

b
a

bba
a

b
a

a
b

ba
a ba

==
+

=−=
+

−
⋅

−
α故得， ； 当a ≡ 1 

(mod 4)时，若a = 1， )()()()()(
2

1
2 b

a
a
b

ba
aa

b
a

ba
a

==
+

>=
+

，若， ，故有

)()(
2 b

a
ba

a
=

+
；类似地，当a ≡ 2 (mod 4)时，令a = 2a1，a1为奇数，于是

)())(())(())(()( 111 2
2

2
22

2
2 b

a
b
a

bba
a

bba
a

baba
a

−=−=
+

−=
++

=
+

；当a ≡ 3 (mod 4)时，

)()()()()( )1()1(2)1(
2

2
12

2
12

b
a

b
a

a
b

a
ba

ba
a a

baba

−=−=−=
+

−=
+

−+−+

。 

6.  若a为奇数，有 )()()()( 2
1

2
1

2
14

2
1

)1()1(
4 b

a
a
b

a
b

bac
a babaca

=−=
−

−=
−

−
⋅

−−−
⋅

−

，若a

为偶数，于是 4ac − b与b同为 8k ± 1 或同为 8k ± 3，即 )()( 2
4

2
bbac

=
−

，设a = 2αa1，

a1 为 奇 数 ， 有 )()()()()(
4

2
44

2
4

11

bac
a

bbac
a

bacbac
a

−
=

−−
=

−
αα = 

)()(2)1(2)1(2 1

1

2
1

2
1

1

2
14

2
1

)()()()()(
11

b
a

b
a

ba
b

ba
b

b

babaca

==−=
−

−
−

⋅
−−−

⋅
−

ααα 。 

第六章  习 题 一 

1.  设a，b，c是不定方程x2 + y2 = z2的正整数解，则易知x = acn −1，y = bcn −1，

z = c2是不定方程x2 + y2 = zn的正整数解。 
2.  对于每一个i，0 < i < p，令i ′满足i ′i ≡ 1 (mod p)，0 < i ′ < p，于是

11)1)()()( 1

0

1

1

21

1

1

0
)()()()( −=−

+
=

+′
=

+
=

+
∑∑∑∑
−

=′

−

=

−

=

−

=

p

i

p

i

p

i

p

i p
ik

p
kiii

p
kii

p
kii

。 

3.  由 p ≡ 1 (mod 4)知 11)( =
−
p

，于是 =
+

=
+

= ∑∑
−

=

−

=

1

1

21

0

2
)()( )()()(

p

i

p

i p
kii

p
kiikS  

 223

课后答案网 www.khdaw.com



∑∑∑

−

=

−

=

−

=

+
=

+−−
+

+ 2
1

1

22
1

1

22
1

1

2
)()()( )(2]))[(()(

p

i

p

i

p

i p
kii

p
kipip

p
kii

，故 2⏐S(k)；又对于任何

整数 t，若 t ≡ 0 (mod p)，则 0)()()( )(
2

0

2 === ∑
−

=
kS

p
t

p
iktS

p

i
，若 t ≡/ 0 (mod p)，则

。)()(])[()()( )()()()()(
1

0

231

0

221

0

22
2 kS

p
t

p
kii

p
t

p
ktitit

p
ktiiktS

p

i

p

i

p

i
=

+
=

+
=

+
= ∑∑∑

−

=

−

=

−

=
 

4.  显然 222222 )()(
2

1,,2,1,
2

1,,2,1 −
⋅⋅⋅

−
⋅⋅⋅

pnnnpmmm LL 中共有p − 1个数；

又易知m⋅i1
2 ≡/ m⋅i2

2 (mod p)，n⋅j1
2 ≡/ n⋅j2

2 (mod p)，若m⋅i2 ≡ n⋅j2 (mod p)，则可推得

，1)( =
p

mn
这是一个矛盾；最后易知(m⋅i2, p) = (n⋅j2, p) = 1。故给定数组构成模p

的一个简系。 

5.  由题 2 和题 3 知 ∑∑∑
−

=

−

=

−

=
=+=

−− 1

1

22
1

1

222
1

1

2222 )()()()(
2

1)(
2

1 p

k

p

t

p

t
kSntSmtSnSpmSp  

∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

++
==

++
=

1

0

1

0

1

1

221

1

1

0

1

0

22
)()( ))(())(( p

i

p

j

p

k

p

k

p

i

p

j p
kjkiij

p
kjkiij

。 

当j2 ≡/ i2 (mod p)，令j2 + k = z，则(i2 + k)(j2 + k) = z[z + (i2 − j2)]，(i2 − j2, p) = 1，
有 

；)(])()[(

])()[()(

21)((

1))(())((

1

0

22

1

0

221

1

22

p
ij

p
jizz

p
ij

p
kjki

p
ij

p
kjkiij

p

k

p

k

p

k

−=−
−+

=

−
++

=
++

∑

∑∑

−

=

−

=

−

=  

当j2 ≡ i2 (mod p)，有 

)()()()( )2())(( 1

0

2
21

1

22

p
ijp

p
ki

p
ij

p
kjkiij p

k

p

k
−=

+
=

++
∑∑
−

=

−

=
。 

故 

。)1(2)1(20

22

)2(2)(
2

1)(
2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

)(
1

1

1

1

1

1

1

1
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1

1

)(
1
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=
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=

−
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=
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=
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p
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p
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p
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p
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p
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j

 

由此得 22 )()( )(
2
1)(

2
1 nSmSp += 。 

 224 

课后答案网 www.khdaw.com



6.  取m = 1，n = 2，则S(m) = 6，S(n) = −4，由此得 13 = 32 + 22。 

第六章  习 题 二 

1.  设x2 + y2 + z2 = 4n2成立，若x，y都是奇数，则x2 + y2 + z2 ≡ 2 或 3 (mod 4)，
此不可能；若x，y一奇一偶，则x2 + y2 + z2 ≡ 1 或 2 (mod 4)，此也不可能；故只能

x，y都是偶数，此时z也是偶数，与(x, y, z) = 1 矛盾。 
2.  设x2 + y2 + z2 = 2k，x，y，z > 0，若k ≥ 2，可得x，y，z都是偶数，于是令x 

= 2x1，y = 2y1，z = 2z1，代入得x1
2 + y1

2 + z1
2 = 2k − 2，若k − 2 ≥ 2，类似于上面的的

推理可得x1，y1，z1都是偶数，于是令x1 = 2x2，y1 = 2y2，z1 = 2z2，代入得x2
2 + y2

2 + 
z2

2 = 2k − 4，L，最后推出，存在a，b，c > 0，a2 + b2 + c2 = 20或 21，显然这是不可

能的。 
3.  由n3 − n ≡ 0 (mod 6)得n3 − n = 6x，于是n = n3 − (x + 1)3 − (x − 1)3 + x3 + x3。 
4.  若 16k + 15 = x1

4 + x2
4 + L + x14

4，由x4 ≡ 0 或 1 (mod 16)知上式不可能成

立。 
5.  若 16k⋅31 = x1

4 + x2
4 + L + x15

4，由x4 ≡ 0 或 1 (mod 16)知x1, x2, L, x15都是

偶数，于是令x1 = 2x1,1，x2 = 2x2,1，L，x15 = 2x15,1，代入得 
16k − 1⋅31 = x1,1

4 + x2,1
4 + L + x15,1

4， 
反复以上推理，最后可得 31 = x1,k

4 + x2,k
4 + L + x15,k

4，但易知 31 不能表示为 15 个

四次方数的和，故 16k⋅31 不能表示为 15 个四次方数的和。 

第七章  习 题 一 

1.  经计算得δ11(1) = 1，δ11(2) = 10，δ11(3) = 5，δ11(4) = 5，δ11(5) = 5，δ11(6) = 
10，δ11(7) = 10，δ11(8) = 10，δ11(9) = 5，δ11(10) = 2，列表得 
 

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
δ11(a) 1 10 5 5 5 10 10 10 5 2 

 
2.  x ≡ 3，5 (mod 14)是模 14 的全部原根。 

3.  因g1, g2, L, gϕ(m)构成模m的简化剩余系，由d = δm(gλ) =
))(,(

)(
m

m
ϕλ

ϕ
得

t
d
m

d
mm )()())(,( ϕλϕϕλ == 令， ，则 
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(λ,ϕ(m)) =
d
m)(ϕ

，1 ≤ λ ≤ ϕ(m) ⇔ (t, d) = 1，1 ≤ t ≤ d， 

故恰有ϕ(d)个t，使得(t, d) = 1，从而知故恰有ϕ(d)个λ，使得δm(gλ) = d。特别地，

取d = ϕ(m)知模m的简化剩余系中恰有ϕ(ϕ(m))个原根。 
4.  (ⅰ)  因g1, g2, L, gϕ(m)为模m的简化剩余系，设同余方程x2 ≡ 1 (mod m)的

解为x ≡ g r (mod m)，即(g r)2 = g 2r ≡ 1 (mod m)，由此得 2r ≡ 0 (mod ϕ(m))，ϕ(m)⏐2r，

又由m ≥ 3 知ϕ(m)是偶数，得
2

)(
2

)( | mrrm ϕϕ
=， 或ϕ(m)。另一方面，同余方程x2 ≡ 

1 (mod m)至少有解x ≡ 1，−1 (mod m)，由gϕ(m) ≡ 1 (mod m)推出 2
)(m

g
ϕ

≡ −1 (mod m)。  
(ⅱ)  因g1, g2, L, gϕ(m)也为模m的简化剩余系，故 

x1x2Lxϕ(m) ≡ g1g2Lgϕ(m) ≡ 2
)(

2
)()(

2
)(

2
)1)()(( mmmmmm

gggg
ϕϕ

ϕ
ϕϕϕ

≡≡
+

≡ −1 (mod m)。 

5.  在模p的简化剩余系中有
2

1−p = 2n −1个二次非剩余，在模p的简化剩余系

中有ϕ(ϕ(p)) = ϕ(2n) = 2n −1个原根，又设g是模p原根，则 2
1−p

g ≡ −1 (mod m)，即g是
模p的二次非剩余。 

6.  (ⅰ)  由 2p ≡ 1 (mod q)知δq(2)⏐p，于是δq(2) = 1 或p，但易知δq(2) ≠ 1，故

δq(2) = p，再由δq(2)⏐ϕ(q) = q − 1 知q − 1 = pt，其中t必为偶数，故q为 2pk + 1 型；  

(ⅱ)  由 δ)(mod12)(mod12
122 qq

nn
≡−≡

+
即， 知 q(2)⏐2 n + 1，于是δq(2) = 2 r，0 ≤ r ≤ 

n + 1，又由 ≡ −1 (mod q)知δ
n22 q(2) ≠ 2 r，0 ≤ r ≤ n，故δq(2) = 2n + 1，再由δq(2)⏐ϕ(q) 

= q − 1 知q − 1 = 2n + 1k，故q为 2pk + 1 型。 

第七章  习 题 二 

1.  因ϕ(29) = 28 = 22⋅7，由 

)29(mod122)29(mod122 47
)29(

142
)29(

≡/=≡/=
ϕϕ

，  
知 2 是模 29 的最小正原根。 

2.  由 2 是模 29 的原根及 229 − 1 = 228 = 228 ≡/ 1 (mod 292)知 2 是模 293的原根；

由 2 是模 293的原根及 2 是偶数知 2 + 293是模 2⋅293的原根。 
3.  易得 3 是模 17 的原根，3i（i = 0, 1, 2, L, 15）构成模 17 的简化剩余系，

列表为 
 

i    0     1     2     3     4     5     6     7 
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3i (mod 17)    1     3     9    10    13     5    15    11 
i    8     9    10    11    12    13    14    15 

3i (mod 17)   16    14     8     7     4    12     2     6 
 
由上表知 38 ≡ 16 (mod 17)，设x ≡ 5 y (mod 17)，则 12y ≡ 8 (mod 16)，由此解得y1 ≡ 
2，y2 ≡ 6，y3 ≡ 10，y4 ≡ 14 (mod 16)，查上表得x1 ≡ 9，x2 ≡ 15，x3 ≡ 8，x4 ≡ 2 (mod 
17)。 

4.  由δq(2)⏐ϕ(q) = 4p知δq(2) = 1，2，4，p，2p或 4p，若 24 ≡ 1 (mod q)，则q⏐24 
− 1 = 15 = 3⋅5，即q = 3 或 5，这是不可能的，故δq(2) ≠ 1，δq(2) ≠ 2，δq(2) ≠ 4，又

q 是 8k + 5 型的数，2 是q的二次非剩余，即 122 22
1

≡/=
−

p
q

(mod q)，故δq(2) ≠ p，
δq(2) ≠ 2p，所以δq(2) = 4p = ϕ(q)，2 是模q的一个原根。 

5.  存在一个λ，(λ,ϕ(m)) = 1，使得g2 ≡ g1
λ (mod m)，于是g1g2 ≡ g1

λ +1 (mod m)， 
又由m ≥ 3 知ϕ(m)是偶数，λ是奇数，λ + 1 是偶数，(λ + 1,ϕ(m)) ≠ 1，故g = g1g2不

是模m的原根。 
6.  当p − 1⏐n时，则 1n + 2n + L + (p − 1)n ≡ p − 1 ≡/ 0 (mod p)，当p − 1 |/ n时，

设g是p的一个原根，则 1n + 2n + L + (p − 1)n ≡ (1⋅g)n + (2⋅g)n + L + [(p − 1)g]n ≡ [1n 
+ 2n + L + (p − 1)n]gn (mod p)，得[1n + 2n + L + (p − 1)n](1 − gn) ≡ 0 (mod p)，由(1 − 
gn) ≡/ 0 (mod p)知 1n + 2n + L + (p − 1)n ≡ 0 (mod p)。 

第八章  习 题 一 

1. 考虑函数 

   ∏∏ ， 与

= =

−−
n

i

m

j
jix

1 1

))(( βα ∏∏
= =

−
n

i

m

j
jix

1 1

)( βα ∏∏
= =

−
n

i

m

j j

ix
1 1

)(
β
α

。 

2.  设α是代数数，则bnαn + bn − 1αn − 1 + L + b1α + b0 = 0，其中bi都是整数，

bn ≠ 0，两边乘以bn
n − 1得(bnα)n + bn − 1(bnα)n − 1 + L + bn

n − 2b1(bnα) + bn
n − 1b0 = 0，由

此知bnα是代数整数。 
3.  有理数 r 是方程 x − r = 0，若 r 是代数整数，则方程的系数 r 是整数，反

之，若 r 是整数，则由定义知 r 是代数整数。 
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第八章  习 题 二 

1.  (ⅰ)  令 ∑
∞

=

−=+++++=
1

!2 2
1

2
1

2
1

n

r
n

naLL
！

α ，这里a = 2，rn = n!，由

∑
∞

=

−

∞→

+

∞→
=∞=

+
=

1

1

!
)!1(

limlim
n

r

nn

n

n

na
n

n
r

r α知 是超越数。  (ⅱ)  类似于(ⅰ)即可得证。 

2.  令
n

n
nn q

paaa ，〉〈=
++++

= LL
LL

,,,,0
10

1
10

1
10
1

21!!2α 是α的第n个渐近

分数，则
1

2
11

111||
+++

≤<<−
nnnnnn

n

aqaqqq
pα ，这里an + 1 = 10(n + 1)!，由q1 < a1 + 1 及

11
1

1
1 +<+= +

−
+

+
n

n

n
n

n

n a
q

qa
q

q
可得qn < (a1 + 1)(a2 + 1)L(an + 1) < 2⋅102⋅n! = an

2，因此

n
n

n
n

n
nnn

n

q
aaaq

p

2
11

1

1111|| <<=<− +
+

α ，由Liouville定理知α不是代数数，故α必是超

越数。 
3.  若ξ + α = β是一个代数数，则ξ = β − α也是一个代数数，此与ξ是一个超

越数矛盾。其它情形可类似地证明。 

第八章  习 题 三 

1.  (ⅰ)  对于每一个k，k = 1, 2, L, d，设g(x) = (x − k)p，f(x) = g(x)h(x)，则有

f (i)(x) = ，i = 0, 1, L, p − 1，显然g)()(C )(

0

)( xhxg ji
i

j

jj
i

−

=
∑ (j)(k) = 0，0 ≤ j ≤ p − 1，故f (i)(k) 

= 0，i = 0, 1, L, p − 1； (ii) 由第一章第五节的定理可证； (ⅲ)  设g(x) = x p − 1，

h(x) = (x − 1)pL (x − d)p，则有f (p − 1)(x) = )()(C
)!1(

1 )1(
1

0

)(
1 xhxg

p
jp

p

j

jj
p

−−
−

=
−∑

−
，显然g(j)(0) 

= 0，0 ≤ j ≤ p − 2，故f (p − 1)(0) = )0()0(
)!1(

1 )0()1( hg
p

p−

−
= (−1)pL (−d)p = (−1)dp(d!)p。 

2.  由 nn bxax
n

xf )(
!

1)( −= 易知：当 0 ≤ i ≤ n – 1 时， )()(

b
af i = f (i)(0) = 0；当n 

≤ i ≤ 2n时， )()(

b
af i 和f (i)(0)都是整数，于是由 

F(x) = f(x) – f ′′(x) + f (4)(x) − L + (−1)n f (2n)(x) 
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可知 )(
b
aF + F(0)是整数。 

第九章  习 题 一 

1.  N = 1947，c = 19，y = 47，m = 12，k = 14，W(1947, 12, 14) ≡ 14 – 38 + 47 

+ ][][
4

19
4

47
+ +[2.6⋅12 – 0.2] ≡ 6 (mod 7)，即 1948 年 2 月 14 日是星期六？ 

2.  N = 1999，c = 19，y = 66，m = 8，k = 1，W(1999 ,10, 1) ≡ 1 – 38 + 99 

+ ][][
4

19
4

99
+ +[2.6⋅8 – 0.2] ≡ 5 (mod 7)，即 1999 年 10 月 1 日是星期五。 

第九章  习 题 二 

1.  十个球队进行循环赛的程序表为 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 9 8 7 6 10 4 3 2 1 5 
2 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 
3 2 1 9 8 7 10 5 4 3 6 
4 3 10 1 9 8 7 6 5 4 2 
5 4 3 2 1 9 8 10 6 5 7 
6 5 4 10 2 1 9 8 7 6 3 
7 6 5 4 3 2 1 9 10 7 8 
8 7 6 5 10 3 2 1 9 8 4 
9 8 7 6 5 4 3 2 1 10 9 

 
2.  九个球队进行循环赛的程序表为： 

 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 9 8 7 6  4 3 2 1 
2  9 8 7 6 5 4 3 2 
3 2 1 9 8 7  5 4 3 
4 3  1 9 8 7 6 5 4 
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5 4 3 2 1 9 8  6 5 
6 5 4  2 1 9 8 7 6 
7 6 5 4 3 2 1 9  7 
8 7 6 5  3 2 1 9 8 
9 8 7 6 5 4 3 2 1  

 

第九章  习 题 三 

1.  “ICOMETODAY”的密文是“LFRPHWRGDB”。 
2.  由e ⇒ h，g ⇒ p得 7 ≡ 4a ′ + b ′ (mod 26)，15 ≡ 6a ′ + b ′ (mod 26)，解得

a ′ ≡ 4，17 (mod 26)，因(4, 26) ≠ 1，故a ′ ≡ 17 (mod 26)，由此得b ′ ≡ 17 (mod 26)，
所以密解公式为P ≡ 17a ′ + 17 (mod 26)，列表如下 
 

E a b c d e f g h i j k l m
P r i z q h y p g x o f w n
E N o p q r s t u v w x y z
P e v m d u l c t k b s j a

 
由 上 表 ， 密 文 “ IRQXREFRXLGXEPQVEP ” 经 破 译 得 到 明 文

“BADIANKAISHIXINGDONG”（八点开始行动）。 

第九章  习 题 四 

1.  E ≡ 1009 ≡ 262 (mod 943)，即E = 262，又 943 = 23⋅41，p = 23，q = 41，ϕ(n) 
= 22⋅40 = 880，由 9d ≡ 1 (mod 880)解得d = 489，于是 

P ≡ 262489 ≡ (748)244⋅262  ≡ (305)122⋅262 ≡ (611)61⋅262 ≡ (836)30⋅715 
≡ (133)15⋅715 ≡ (715)7⋅133⋅715 ≡ (715)8⋅133 ≡ (119)4⋅133  
≡ (16)2⋅133≡ 256⋅133 ≡ 100 (mod 943)。 

2.  因A知dA = 7，eB = 5，计算EB 1 ≡ 3  ≡ 9 (mod 33)，E ≡ 9  ≡ 4 (mod 35)，于是

A可将E = 04 传送给B，因B知d

7 5

BB = 5，eA = 3，计算E1 ≡ 45 ≡ 9 (mod 35)，M ≡ 93 ≡ 3 
(mod 33)，于是B认证了A的签证M = 03。 
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第九章  习 题 五 

1.  取m1 = 5，m2 = 7，m3 = 11，m4 = 17，则M = 6545，M1 = 1309，M2 = 935，
M3 = 595，M4 = 385，M1′ = 4， M2′ = 2， M3′ = 1， M4′ = 14。对集合{4, 6, 10, 13}
进行加密，得到E ≡ 4M1M1′ + 6M2M2′ + 10M3M3′ + 13M4M4′ ≡ 3464 (mod 46189)，即

E = 3464。若要求出F3，则由F3 ≡ 3464 = 10 (mod 11)。 

2.  M = 3，p = 5，m1 = 8，m2 = 9，m3 = 11，因 8⋅9 > 5⋅11，取t = 10 <
5
98 ⋅

− 1， 

E1 ≡ 3 + 10⋅5 ≡ 5 (mod 8)，E2 ≡ 3 + 10⋅5 ≡ 8 (mod 9)，E3 ≡ 3 + 10⋅5 ≡ 9 (mod 11)，于

是分配给三方的数据分别为E1 = 5，E2 = 8，E3 = 9。由E1，E2，E3中的任意两个都

可以确定出M，例如，已知E2 = 8，E3 = 9，则由x ≡ 8 (mod 9)，x ≡ 9 (mod 11)可得

解x ≡ 53 (mod 9⋅11)，从而M = 53 − 10⋅5 = 3。 

第九章  习 题 六 

1.  因(a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8)超增背包向量，容易得到不定方程 
5p1 + 17p2 + 43p3 + 71p4 + 144p5 + 293p6 + 626p7 + 1280p8 = 1999 

的 0−1 解为(p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8) = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1)，故密文E对应的明文P 
= (11010011)2 = 211。 

2.  计算b1 ≡ 77⋅2 ≡ 36 (mod 118)，取b1 = 36，b2 ≡ 77⋅3 ≡ 113 (mod 118)，取b2 = 
113，b3 ≡ 77⋅7 ≡ 67 (mod 118)，取b3 = 67，b4 ≡ 77⋅13 ≡ 57 (mod 118)，取b4 = 57， 
b5 ≡ 77⋅29 ≡ 109 (mod 118)，取b5 = 109，b6 ≡ 77⋅59 ≡ 59 (mod 118)，取b6 = 59，于

是对外公开的加密向量是(36, 113, 67, 57, 109)，又P = 51 = (110011)2，故P对应的

密文为E = 36⋅1 + 113⋅1 + 67⋅0 + 57⋅0 + 109⋅1 +59⋅1 = 317，若要从E = 317 得到明文

P，则计算 23⋅317 ≡ 93 (mod 118)，解不定方程 
2p1 + 3p2 + 7p3 + 13p4 + 29p5 + 59p6 = 93 

的 0−1 解得(p1, p2, p3, p4, p5, p6) = (1, 1, 0, 0, 1, 1)，故P = (110011)2 = 51。 

 231

课后答案网 www.khdaw.com



1 证明： 都是 的倍数。 naaa ,, 21 L m

∴存在 个整数 使 n nppp L,, 21

nnn mpampampa === ,,, 222111 L  

又 是任意 个整数 nqqq ,,, 21 L n

mpqpqqpaqaqaq nnnn )( 22112211 +++=+++∴ LL  

即 nnaqaqaq +++ L2211 是 的整数 m

2 证： )12)(1()12)(1( −+++=++ nnnnnnnQ  

           )1()1()2)(1( +−+++= nnnnnn  

        )1()1/(6),2)(1(/6 +−++ nnnnnn  

        )1()1()2)(1(/6 +−+++∴ nnnnnn  

        从而可知 )12)(1(/6 ++ nnn  

3 证： 不全为  ba,Q 0

     ∴在整数集合 { ZyxbyaxS }∈+= ,| 中存在正整数，因而 

有形如 byax + 的最小整数 00 byax +  

        ，由带余除法有Zyx ∈∀ , 0000 0,)( byaxrrqbyaxbyax +<≤++=+  

   则 Sbqyyaqxxr ∈−+−= )()( 00 ，由 00 byax + 是 中的最小整数知  S 0=r

  byaxbyax ++∴ /00   下证 第二题 8P

byaxbyax ++ /00Q   （ yx, 为任意整数） bbyaxabyax /,/ 0000 ++∴  

).,/(00 babyax +∴  又有  bbaaba /),(,/),(

00/),( byaxba +∴  故 ),(00 babyax =+  

4 证：作序列 LL ,
2

3
,,

2
,0,

2
,,

2
3

,
b

b
bb

b
b

−−− 则 必在此序列的某两项之间（区间段） a
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即存在一个整数 ，使q bqabq
2

1
2

+
<≤ 成立 

   当 为偶数时，若 则令)(i q .0>b bqabsatqs
2

,
2

−=−== ，则有 

2222
0

b
tbqbqabqatbsa <∴<−=−==−≤  

 若  则令0<b bqabsatqs
2

,
2

+=−=−= ，则同样有
2
b

t <  

)(ii 当 为奇数时，若 则令q 0>b bqabsatqs
2

1,
2

1 +
−=−=

+
= ，则有 

    
2

0
2

1
2

1
2

b
tbqabqabsat

b
≤∴<

+
−=

+
−=−=≤−  

    若 ，则令0<b bqabsatqs
2

1,
2

1 +
+=−=

+
−=  

    则同样有 
2
b

t ≤  

综上 存在性得证 下证唯一性 

当 为奇数时，设b 11 tbstbsa +=+= 则 bssbtt >−=− )( 11  

而 btttt
b

t
b

t ≤+≤−∴≤≤ 111 2
,

2
 矛盾 故 11, ttss ==  

当b 为偶数时， 不唯一，举例如下：此时ts,
2
b
为整数 

2
,

2
),

2
(2

2
1

2
3 11

btbtbbbbb
≤=−+⋅=+⋅=⋅  

2
,

2
, 222211

btbttbstbsa ≤−=+=+=  

5.证：令此和数为 S，根据此和数的结构特点，我们可构造一个整数 M，使 MS 不是整数，

从而证明 S 不是整数 

（1） 令 S=
n
1

4
1

3
1

2
11 +++++ L ，取 M= 这里 k 是使 最

大整数，p 是不大于 n 的最大奇数。则在 1，2，3，┄，n 中必存在一个 ，

所以 

pk L7532 1 ⋅⋅⋅− nk ≤2

kn 20 =

MS=
n
M

n
MMMM ++++++ LL

032
 

由 M= 知pk L7532 1 ⋅⋅⋅−

2
M

，
n
MM ,,

3
L 必为整数，

2
753

0

p
n
M L⋅⋅

= 显
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然不是整数， 
∴MS 不是整数，从而 S 不是整数 

（2） 令 M= 则 SM=)12(753 1 −⋅⋅− nk L
121253 +

+
−

+++
n
M

n
MMM

L ， 

由 M= 知)12(753 1 −⋅⋅− nk L
12

,,
5

,
3 −n

MMM
L ，而 

12
)12(753

12

1

+
−⋅⋅

=
+

−

n
n

n
M k L

不为整数 

∴SM 不为整数，从而
12

1
5
1

3
1

+
+++=

n
S L 也不是整数 

 
1． 证：设 d ′是 a，b 的任一公因数，∴ d ′ |a，d ′ |b 

由 带 余 除 法

brrrrqrrrqrrrqrbrbqa nnnnnnnnnn <<<<≤==+=+=+= −++−−− 111111222111 0,,,,, LL

 

∴ nrba =),( 。  

∴ d ′ | ， 1bqa − 1r= d ′ | 221 rqrb =− ，┄, d ′ | ),(12 barqrr nnnn =+= −− , 

即 是 的因数。 d ′ ),( ba

反过来 | 且 | ，若),( ba a ),( ba b ),,(| bad ′′ 则 bdad |,| ′′′′ ，所以 的因数

都是 的公因数，从而 的公因数与 的因数相同。 

),( ba

ba, ba, ),( ba

2． 见本书 P2，P3 第 3 题证明。 

3． 有§1 习题 4 知： ,,,0,, ZtsbZba ∈∃≠∈∀ 使
2

||, bttbsa ≤+= 。， 

11, ts∃∴ ，使 ,,
22

||||, 2111 L
bttttsb ≤≤+= 如此类推知： 

;,, 12 nnnnnn tsttts +=∃ −−  ;,, 11111 ++−++ +=∃ nnnnnn tsttts 且

12
21

2
||

2
||

2
||

2
||

|| +
−− ≤≤≤≤≤ nn

nn
n

bttt
t L  

而 b 是一个有限数， ,Nn∈∃∴ 使 01 =+nt  

nnnn tttttttttbba =======∴ + )0,(),(),(),(),(),( 1211 L ，存在 

其求法为 L=−−−=−= ))(,(),(),( 1sbsabbsabsabba  
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612518468,1251()84689719,8468()7971976501,9719()9719,76501( ×−=−=×−=∴

4。证：由 P3§1 习题 4 知在（1）式中有 

        nn
nn

nn
brrr

rr
2222

0 1
1

2
21

1 ≤≤≤≤≤<= −
−−

+ L ，而  1≥nr

         bb n
n ≤∴≤∴ 2,

2
1 ，   

2log
loglog2

bbn =≤∴ ，即
2log

logbn ≤  

         

1，证：必要性。若 ，则由推论 1.1 知存在两个整数 s，t 满足： ，1),( =ba ),( babtas =+

1=+∴ btas  
充分性。若存在整数 s，t 使 as+bt=1，则 a，b 不全为 0。 

又因为 ，所以bbaaba |),(,|),( )|,( btasba +   即 。又 ，1|),( ba 0),( >ba

1),( =∴ ba  

2．证：设 ，则121 ],,,[ maaa n =L ),,2,1(| 1 nimai L=  

       ),,2,1(||| 1 nimai L=∴ 又设 221 |]|,|,||,[| maaa n =L 则 

       。反之若 ，则 ，12 | mm 2||| mai 2| mai 21 | mm∴ 。 

       从而 ，即 =  21 mm = ],,,[ 21 naaa L 221 |]|,|,||,[| naaa L

 

3．证：设（1）的任一有理根为
q
p
， 1,1),( >= qqp 。则 

        0)()( 01
1

1 =++++ −
− a

q
pa

q
pa

q
pa n

n
n

n L  

        00
1

1
1

1 =++++∴ −−
−

nnn
n

n
n qapqaqpapa L                 （2） 

     由 ， nnn
n

n
n qapqaqpapa 0

1
1

1
1)2( +++=− −−
− L

   所 以 q 整 除 上 式 的 右 端 ， 所 以 ， 又n
n paq | 1,1),( >= qqp ， 所 以

； n
n aqpq |,1),( ∴=

   又由（2）有  nnn
n

n
n qapqaqpapa 0

1
1

1
1 −=+++ −−
− L

  因为 p 整除上式的右端，所以  ，nqaP 0| 1,1),( >= qqp ，所以  n
n appq |,1),( ∴=
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    故（1）的有理根为
q
p
，且 。 naqap |,| 0

    假设 2 为有理数， 02,2 2 =−∴= xx ，次方程为整系数方程，则由上述结论，

可知其有有理根只能是 

 ，这与2,1 ±± 2 为其有理根矛盾。故 2 为无理数。 

    另 证 ， 设 2 为 有 理 数 2 = ,
q
p 1,1),( >= qqp ， 则

1),2(),(,2,2 2222222
2

2

>==∴=∴= qpqqppq
q
p

 

 但由 知 ，矛盾，故1,1),( >= qqp 1),( 22 =qp 2 不是有理数。 

     
 
 
1． 见书后。 

2． 解：因为 8|848,所以 ， BAA ×=×== 3210349856882798848,|8

       又 8|856，所以 8|B， ， CB ×=×= 3212937328

又 4|32，所以 4|C，  DC ×=×= 223234334

又 9|（3+2+3+4+3+3），所以 9|D， ， ED ×=×= 23359379

又 9|（3+5+9+3+7），所以 9|E， 39939×=E  

又  3113133133993 ×=×=

所以 ；同理有 。 358 1132=A 37231711753250008105722663 23433 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

3．证：Q ),min( iii βαγ = ，∴ iiii βγαγ ≤≤≤≤ 0,0  

       ∴ iiii
iiii pppp βγαγ |,|  )2,1( ki L=       ii

i

k

i
i

k

i
pp αγ ΠΠ

==

∴
11

， ii
i

k

i
i

k

i
pp βγ ΠΠ

==

∴
11

. 

       ∴ ),(|21
21 bappp k

k
γγγ L ，又显然  k

kpppba γγγ L21
21|),(

       ∴ ),(21
21 bappp k

k =γγγ L ，同理可得 ，],[21
21 bappp k

k =δδδ L },max{ iii βαδ =  

       推广.设 , ,  k
kpppa 11211

211
βββ L= k

kpppa 22221
212

βββ L= nknn
kn pppa βββ LL 21

21, =
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      (其中 为质数 为任意 n 个正整数jp iakj ,,,2,1 L= 0,,,2,1 ≥= ijni βL ) 

      则  kjaaappp ij
ni

ijnk
ikii ,,2,1}{),,,,( min

1
2121

21 LLL ===
≤≤

βγγγγ

          kjaaappp ij
ni

ijnk
ikii ,,2,1}{],,,,[ max

1
2121

21 LLL ===
≤≤

βδδδδ

4．证：由 , ,有 ),(21
21 bappp k

k =γγγ L ],[21
21 bappp k

k =δδδ L

== +++ kk
kpppbaba δγδγδγ L2211

21],[, ）（ abppp kk
k =+++ βαβαβα L2211

21  

从而有
),(

],[
ba

abba = ． 

５．证：（反证法）设 为奇数）则 lln k (2=

     ]122)[12(1)2(1212 )2(2)1(2222 ++−+=+=+=+ −⋅−⋅⋅ Llllln kkkkk

    Q ，121)2(121 22 +=+<+< nlkk

∴ 12 +n
为合数矛盾，故ｎ一定为２的方幂． 

2.(i)证:：设 m=][α .则由性质 II 知 1+<≤ mm α ,所以 nnmnnm +<≤ α , 

       所以 nnmnnm +<≤ ][ α ，所以 1][
+<≤ m

n
nm α

，又在ｍ与ｍ+１之间只有唯

一整数ｍ，所以 ][]][[ αα
== m

n
n

． 

 (ii}[证一]设 1,,2,1,0,1}{ −=
+

<≤ nk
n

k
n
k

Lα ,则 knnknk +=∴+<≤ ][][,1}{ ααα  

①当 时,1−≤+ nki ][][,11}{ ααα =+≤
++

<+
n
i

n
ik

n
i

 ; 

②当 时,nki ≥+ 1][][,1}{2 +=+≥
+

≥+> ααα
n
i

n
ik

n
i

; 

knkkn
n
i

n
i

nn
n

n

n

i

n

kni

kn

i

+=++−=

+++=+=
−

+++++∴ ∑ ∑∑
−

=

−

−=

−−

−

][)1]([])[(

][][]1[]1[]1[][
1

0

11

0

ααα

αααααα L
 

][][
1

0
αα n

n
in

i
=+∴∑

−

=

 

   [证二]令 ][][)(
1

0
ααα n

n
if

n

i
−+= ∑

−

=

, )(]1[]1[)1(
1

0
αααα fn

n
i

n
f

n

i
≡+−

+
+=+ ∑

−

=

Q  

           )(]1[]1[)1(
1

0
αααα fn

n
i

n
f

n

i
≡+−

+
+=+ ∑

−

=

Q  
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           )(αf∴ 是以
n
1
为周期的函数。 

         又当 0)(,,000)(,)1,0[ ≡∈∴=−=∈ αααα fRf时 ，即 ][]1[
1

0
αα n

n

n

i
=+∑

−

=

。 

[评注]：[证一]充分体现了 常规方法的特点，而[证二]则表现了较高的技巧。 

3．（i）证：由高斯函数[x]的定义有 10;10,][,][ <≤<≤+=+= srsr ββαα 。则  

          1,][][ <−−+−=− srsrβαβα  

          当 ][][][,0 βαβα −=−≥− 时sr  

          当 1][][][,0 −−=−<− βαβα时sr  

          故 ][][1][][][][ βαβαβαβα −=+−−=− 或  

   （ii）证：设 1,0,][,][ <≤+=+= yxyx ββαα ，则有 2}{}{0 <+=+≤ βαyx  

     下面分两个区间讨论： 

① 若 10 <+≤ yx ， 则 0][ =+ yx ， 所 以 ][][][ βαβα +=+ ， 所 以

][][][][][][][][2][2
])[]([2][2][2]2][2[]2][2[]2[]2[

ββαααββαβα
βαβαβα
+++=+++=+≥

+++=+++=+ yxyx
 

② 若 ， 则21 <+≤ yx 1][ =+ yx ， 所 以 1][][][ ++=+ βαβα 。 所 以

][][][1][2][2
])[]([22][][][][])1[]([2][2][2

])[]([2][2][2]2][2[]2][2[]2[]2[
1

ββααβα
αββαβα

βαβαβα

+++=++≥
−++++++=⎯⎯⎯ →←−+++≥

+++=+++=+
−≥ xxxx

yxyx
yxQ

 
 
 
2.3 

1 证：由 1)()2( 22

22

22 =
+
−

±+
+

±
ba
ba

ba
ab

知 ),2( 22

22

22 ba
ba

ba
ab

+
−

±
+

±  及 )2,( 2222

22

ba
ab

ba
ba

+
±

+
−

± 都

是单位圆周 上的有理点。 122 =+ yx

另一方面，单位圆周 上的有理点可表示为122 =+ yx 0,, >== p
p
ry

p
qx ，于是得

， 又 的 一 切 非 整 数 解 都 可 表 示 为 ：
222 prq =+ 222 prq =+
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)0,(,,,2 2222 不全为babarbapabq −=+== ，于是第一象限中 上的有理

点可表示为

122 =+ yx

)0,(),,2( 22

22

22 不全为ba
ba
ba

ba
ab

+
−

+
，由于单位圆周上的有理点的对称性，放

上的任意有理点可表为122 =+ yx ),2( 22

22

22 ba
ba

ba
ab

+
−

±
+

±  及 )2,( 2222

22

ba
ab

ba
ba

+
±

+
−

± ，其

中 a，b 不全为 0，±号可任意取。 
  3．2 

1.证：由 的取值可得 个数，若 ，

则 ，又 ，

vu, stts ppp =− )(mod2211
ststs pvpuvpu −− +≡+

)(mod2211
ts )(mod21

tspuu −≡ tspuu −<≤ 21 ,0 21 uu =∴ 。 tsp −ts pvuvpu −− +≡+

又 ，又 ，)(mod),(mod 2121
ttststs pvvpvpvp ≡≡ −−− tpvv <≤ 21 ,0 21 vv =∴ 。 

与11 vpu ts−+∴ 22 vpu ts−+ 为同一数，矛盾，故原命题成立。 

3.（i）的引理 

对任何正整数 a，可以唯一的表示成 的形式，其

中 。 

011
1 333 aaaaa n

n
n

n ++++= −
− L

),,2,1(,30 niai L=≤≤

证：（i） 1333
13

13 1
1

++++=
−
−

= −
−

Lnn
n

H  

设  ),,2,1,1,0(,333 011
1 nixxxxxA in

n
n

n LL =±=++++= −
−

)1()1(3)1(3)1(3 011
1 ++++++++=+ −
− xxxxHA n

n
n

n L  

由于 取值 故ix 1,0 ± 1+ix 取值为 0，1，2。这样的数有 2H+1 个，其中最小的 数

为 0，最大的数为 2H，所以 A+H 可以表示下列各数：0，1，2， ，上列数中

减去 H 得

H2,L

HHHH ,,1,0,1,,2,1, LL −+−+−− ，则 A 可表示上列各数，且表示唯一。 

（ii）事实上，只需 这样的（n+1）个砝码即可。由（I）

知 1 到 H 中任一斤有且仅有一种表示法 ，当 时，将

砝码 放在重物盘中；当

斤，斤，斤，斤， n3331 2 L

)1,0,1.()3(
0

−=∑
=

i

n

i
i

i xx 1−=ix

i3 0=ix 时，不放砝码 ；当i3 1=ix 时，将砝码 放在砝码

盘中。如此即可。 

i3
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3.3 

1. 证： 由定理 1 知 所在的模 m 的剩余系是与模 m 互质的。又已知       

两两对模 m 不同余，所以这 

,1),( =maiQ ia

)(21 ,, maaa ϕL )(mϕ 个整数分别属于不同的模 m 的剩

余类。再由定理 1 知结论成立。 

2 .证：设模 m 的一个简化剩余系是 )1(,,,, )(21 mrrrr im ≤≤ϕL ，即 ，由于

，当

1),( =mri

1),( =ma ξ 通过 m 的简化剩余系 )(21 ,,, mφξξξ L 时，由定理 3 知， )(21 ,,, maaa φξξξ L 也

通 过 模 m 的 剩 余 系 。 故 对 )(1 mi ϕ≤≤ ， 存 在 ))(1( mjj ϕ≤≤ 使

m
r

m
a

m
r

q
m

a
rmqa jij

i
i

jii =⇒+=⇒+≡ }{
ξξ

ξ ， 

           
2

)()(
2

1}{
)(

1

)(

1

mmm
mm

r
m

a m

j

j
m

i

i ϕφ
ξ φϕ

=⋅==∴ ∑∑
==

. 

3.（i）证：由定理 5 知：p 为质数时， )11()( 1

p
pppp −=−= − ααααφ 。 

所以
αααφφφ p

p
p

p
pppp =−++−+−+=+++ )11()11()1(1)()()1( 2 LL 即证。 

  （ii）证:设整数 m 的所有正约数是 ,考察 m 的完全剩余系   （1） )(21 ,,, mTddd L m,,2,1 L

 对(1)中任一数 ,设(a, m)=d,则 ,即(1)中任一数与 的最大公约数是 中

的数。反之，对每一个 （1）中必有一数 a 使

a md | m )(21 ,,, mTddd L

,id idma =),( （例如 iaa = ），而且对（1）中

任一数不可能出现 ).(),(,),( jidmadma ji ≠== ，于是，将（1）中的数按其与 m 的最大公

约数的情形分类：（1）中与 m 的最大公约数是 的数有1d )(
1d

mϕ 个；（1）中与 m 的最大公约

数是 的数有2d )(
2d

mϕ 个；┄，（1）中与 m 的最大公约数是 的数有1d )(
1d

mϕ 个；所以

m
d

m
d
m

d
m

mT

=+++ )()()(
)(21

ϕφϕ L ,即 m
d
m

md ii

=∑
|

)(ϕ ，注意
id

m
是m的约数，所以 m

d
m

md

=∑
|

)(ϕ  

 
 

2. 4 
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1. 解: ,即 ，因为 ，由欧

拉定理有 ，所以  

)6(mod41024)2(10 1010 ≡≡−≡ )(,461010 Nqq ∈+= 1)7,10( =

)7(mod1106 ≡ )7(mod4)3(10110)10(1010 4446461010

≡−≡≡≡≡ + qqq

所以从今天起再过 天是星期五. 
101010

3.(i)证：对 用数学归纳法.①当 a=2 时,证明 ,  

,对 有

a )(mod)( 2121 phhhh ppp +≡+

∑
=

−=+
p

i

iipi
p

p hhChh
0

2121 )()( )1( piC i
p ≤≤

!i
A

C
i
pi

p = 为整数 , i
pAi!|⇒

            又因为 ),(),2(),1( pipp === L ,所以 1),!( =pi 。 )1()1(!| +−−∴ ippi L ，所

以可设
!

)1()1(
i

ippq +−−
=

L
为整数。 )(mod0,|, pCCppqC i

p
i
p

i
p ≡=∴ 即 。 

            所以 。 )(mod)( 2121 phhhh ppp +≡+

                 ②假设命题对 成立，即 ，则

对于 有 

k )(mod)( 2121 phhhhhh k
ppp

k LL ++≡+++

)1( +k

)(mod)()( 121121121 phhhhhhhhhhhh p
k

p
k

ppp
k

p
k

p
kk +++ ++++≡++++≡++++ LLL  

所以命题对 也成立。综合①，②可知对一切自然数 a，命题成立。 )1( +k

（ii）证： 。 )(mod111)111(
11

paa
pa

pppp

a

p ≡+++=+++= 44 344 21 L
4434421

L
个个
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