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第一章 事件与概率

1.1 写出下列随机试验的样本空间及表示下列事件的样本点集合。

(1)10 件产品中有 1件是不合格品，从中任取 2件得 1件不合格品。

(2)一个口袋中有 2个白球、3个黑球、4个红球，从中任取一球，(ⅰ)得白

球，(ⅱ)得红球。

解 (1)记 9 个合格品分别为 ，记不合格为次，则
921, 正正正 ,,⋯

,,,,,,,,, )()()(){( 1913121 次正正正正正正正 ⋯=Ω ,,,,,,,,, )()()()( 2924232 次正正正正正正正 ⋯
,,,,,,, )()()( 39343 次正正正正正 ⋯ )}()()( 9898 次正次正正正 ,,,,,,⋯

=A ){( 1 次正 , ,,, )( 2 次正 )}( 9 次正 ,,⋯

(2)记 2 个白球分别为 ， ，3个黑球分别为 ， ， ，4个红球分别1ω 2ω 1b 2b 3b

为 ， ， ， 。则 { ， ， ， ， ， ， ， ， }1r 2r 3r 4r =Ω 1ω 2ω 1b 2b 3b 1r 2r 3r 4r

(ⅰ) { ， } (ⅱ) { ， ， ， }=A 1ω 2ω =B 1r 2r 3r 4r

1.2 在数学系的学生中任选一名学生，令事件 A表示被选学生是男生，事件

B表示被选学生是三年级学生，事件 C表示该生是运动员。

(1) 叙述 的意义。CAB

(2)在什么条件下 成立？CABC =
(3)什么时候关系式 是正确的？BC ⊂

(4) 什么时候 成立？BA =

解 (1)事件 表示该是三年级男生，但不是运动员。CAB

(2) 等价于 ，表示全系运动员都有是三年级的男生。CABC = ABC ⊂
(3)当全系运动员都是三年级学生时。

(4)当全系女生都在三年级并且三年级学生都是女生时`。

1.3 一个工人生产了 个零件，以事件 表示他生产的第 个零件是合格品n iA i

（ ）。用 表示下列事件：ni ≤≤1 iA

(1)没有一个零件是不合格品；

(2)至少有一个零件是不合格品；

(3)仅仅只有一个零件是不合格品；

(4)至少有两个零件是不合格品。

解 (1) ; (2) ; (3) ;∩
n

i
iA

1=
∪∩
n

i
i

n

i
i AA

11 ==

= ∪ ∩
n

i

n

ij
j

ji AA
1 1

)]([
=

≠
=
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(4)原事件即“至少有两个零件是合格品”，可表示为 ；∪
n

ji
ji

ji AA
≠
=1,

1.4 证明下列各式：

(1) ;ABBA ∪=∪
(2) ABBA ∩=∩

(3) ;=∪∪ CBA )( )( CBA ∪∪

(4) =∩∩ CBA )( )( CBA ∩∩

(5) =∩∪ CBA )( ∪∩ )( CA )( CB∩

(6) ∪∩
n

i
i

n

i
i AA

11 ==

=

证明 （1）—（4）显然，（5）和（6）的证法分别类似于课文第 10—12 页

（1.5）式和(1.6)式的证法。

1.5 在分别写有 2、4、6、7、8、11、12、13 的八张卡片中任取两张，把卡

片上的两个数字组成一个分数，求所得分数为既约分数的概率。

解 样本点总数为 。所得分数为既约分数必须分子分母或为 7、11、782
8 ×=A

13 中的两个，或为 2、4、6、8、12 中的一个和 7、11、13 中的一个组合，所以

事件 “所得分数为既约分数”包含 个样本点。于是A 6322 1
5

1
3

2
3 ××=×+ AAA

。
14
9

78
632)( =

×
××

=AP

1.6 有五条线段，长度分别为 1、3、5、7、9。从这五条线段中任取三条，

求所取三条线段能构成一个三角形的概率。

解 样本点总数为 。所取三条线段能构成一个三角形，这三条线段必10
3
5

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

须是 3、5、7或 3、7、9或多或 5、7、9。所以事件 “所取三条线段能构成一A

个三角形”包含 3个样本点，于是 。
10
3

)( =AP

1.7 一个小孩用 13 个字母 作组字游戏。如TTNMMIIHECAAA ,,,,,,,,,,,,

果字母的各种排列是随机的（等可能的），问“恰好组成“MATHEMATICIAN”一词

的概率为多大？

解 显然样本点总数为 ，事件 “恰好组成“MATHEMATICIAN”包含!13 A

个样本点。所以!2!2!2!3
!13

48
!13
!2!2!2!3)( ==AP

1.8 在中国象棋的棋盘上任意地放上一只红“车”及一只黑“车”，求它们

正好可以相互吃掉的概率。

解 任意固定红“车”的位置，黑“车”可处于 个不同位置，当891109 =−×
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它处于和红“车”同行或同列的 个位置之一时正好相互“吃掉”。故所1789 =+
求概率为

89
17)( =AP

1.9 一幢 10 层楼的楼房中的一架电梯，在底层登上 7位乘客。电梯在每一

层都停，乘客从第二层起离开电梯，假设每位乘客在哪一层离开电梯是等可能的 ，

求没有两位及两位以上乘客在同一层离开的概率。

解 每位乘客可在除底层外的 9层中任意一层离开电梯，现有 7位乘客，所

以样本点总数为 。事件 “没有两位及两位以上乘客在同一层离开”相当于79 A

“从 9层中任取 7 层，各有一位乘客离开电梯”。所以包含 个样本点，于是7
9A

。
7

7
9

9
)(

A
AP =

1.10 某城市共有 10000 辆自行车，其牌照编号从 00001 到 10000。问事 件“偶

然遇到一辆自行车，其牌照号码中有数字 8”的概率为多大？

解 用 表示“牌照号码中有数字 8”，显然 ，所以A
44

10
9

10000
9)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==AP

-1)( =AP
44

10
91

10000
91)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−=AP

1.11 任取一个正数，求下列事件的概率：

(1)该数的平方的末位数字是 1；

(2)该数的四次方的末位数字是 1；

(3)该数的立方的最后两位数字都是 1；

解 (1) 答案为 。
5
1

(2)当该数的末位数是 1、3、7、9之一时，其四次方的末位数是 1，所以答

案为
5
2

10
4
=

(3)一个正整数的立方的最后两位数字决定于该数的最后两位数字，所以样

本空间包含 个样本点。用事件 表示“该数的立方的最后两位数字都是 1”，210 A

则该数的最后一位数字必须是 1，设最后第二位数字为 ，则该数的立方的最后a
两位数字为 1和 3 的个位数，要使 3 的个位数是 1，必须 ，因此 所包a a 7=a A
含的样本点只有 71 这一点，于是

。

1.12 一个人把 6根草掌握在手中，仅露出它们的头和尾。然后请另一个人

把 6个头两两相接，6个尾也两两相接。求放开手以后 6根草恰好连成一个环的

概率。并把上述结果推广到 根草的情形。n2
解 (1)6 根草的情形。取定一个头，它可以与其它的 5个头之一相接，再取

另一头，它又可以与其它未接过的 3个之一相接，最后将剩下的两个头相接，故

http://www.3che.com


www.3che.comwww.3che.comwww.3che.comwww.3che.com 三车资料库——学习资源共享专家

对头而言有 种接法，同样对尾也有 种接法，所以样本点总数为135 ⋅⋅ 135 ⋅⋅

。用 表示“6根草恰好连成一个环”，这种连接，对头而言仍有2)135( ⋅⋅ A 135 ⋅⋅

种连接法，而对尾而言，任取一尾，它只能和未与它的头连接的另 4根草的尾连

接。再取另一尾，它只能和未与它的头连接的另 2根草的尾连接，最后再将其余

的尾连接成环，故尾的连接法为 。所以 包含的样本点数为 ，24 ⋅ A )24)(135( ⋅⋅⋅

于是
15
8

)135(
)24)(135()(

2
=

⋅⋅
⋅⋅⋅

=AP

(2) 根草的情形和(1)类似得n2
1.13 把 个完全相同的球随机地放入 个盒子中（即球放入盒子后，只能n N

区别盒子中球的个数，不能区别是哪个球进入某个盒子，这时也称球是不可辨

的）。如果每一种放法都是等可能的，证明(1)某一个指定的盒子中恰好有 个球k

的概率为 ，

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−+

n
nN
kn
knN

1

2

nk ≤≤0

(2)恰好有 个盒的概率为 ，m

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

n
nN
mN

n
m
N

1
1

1

1−≤≤− NmnN

(3)指定的 个盒中正好有 个球的概率为 ，m j

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−+−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+

n
nN

jn
jnmN

m
jm

1

1
1
1

.0,1 NjNm ≤≤≤≤

解 略。

1.14 某公共汽车站每隔 5分钟有一辆汽车到达，乘客到达汽车站的时刻是

任意的，求一个乘客候车时间不超过 3分钟的概率。

解 所求概率为
5
3

)( =AP

1.15 在 中任取一点 ，证明 的面积之比大于 的概ABC∆ P ABCABP ∆∆ 与
n
n 1−

率为 。
2

1
n

解 截取 ，当且仅当点 落入 之内时 的面CD
n

DC 1
=′ P BAC ′′∆ ABCABP ∆∆ 与

积 之 比 大 于 ， 因 此 所 求 概 率 为
n
n 1−

。
2

2

)(
CD

DC
ABC

CBAAP
′

=
∆

′′∆
=

的面积

有面积
2

2

2

1

CD

DC
n

′
=

2

1
n

=
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1.16 两艘轮船都要停靠同一个泊位，它们可能在一昼夜的任意时刻到达。

设两船停靠泊位的时间分别为 1小时与两小时，求有一艘船停靠泊位时必须等待

一段时间的概率。

解 分别用 表示第一、二艘船到达泊位的时间。一艘船到达泊位时必须等yx,

待 当 且 仅 当 。 因 此 所 求 概 率 为10,20 ≤−≤≤−≤ xyyx

121.0
24

22
2
123

2
124

)(
2

222

≈
×−×−

=AP

1.17 在线段 上任取三点 ，求：AB 321 ,, xxx

(1) 位于 之间的概率。2x 31 xx与

(2) 能构成一个三角形的概率。321 ,, AxAxAx

解 (1) (2)
3
1)( =AP

2
1

1
2
1

3
131

)( =
××−

=BP

1.18 在平面上画有间隔为 的等距平行线，向平面任意地投掷一个三角形，d

该三角形的边长为 （均小于 ），求三角形与平行线相交的概率。cba ,, d

解 分别用 表示三角形的一个顶点与平行线相合，一条边与平行线321 ,, AAA

相合，两条边与平行线相交，显然 所求概率为 。分别用.0)()( 21 == APAP )( 3AP

表示 边 ，二 边 与平 行 线 相 交 ， 则bcacabcba AAAAAA ,,,,, cba ,, bcacab ,,

显然 ， ，=)( 3AP ).( bcacab AAAP ∪∪ )( aAP )()( acab APAP + =)( bAP )()( bcab APAP +

。所以=)( cAP )()( bcac APAP +

[ ]
2
1)( 3 =AP +)( aAP +)( bAP )( cAP )(

2
2 cba
d

++=
π

)(1 cba
d

++=
π

（用例 1.12 的结果）

1.19 己知不可能事件的概率为零，现在问概率为零的事件是否一定为不可

能事件？试举例说明之。

解 概率为零的事件不一定是不可能事件。例如向长度为 1的线段内随机投

点。则事件 “该点命中 的中点”的概率等于零，但 不是不可能事件。A AB A
1.20 甲、乙两人从装有 个白球与 个黑球的口袋中轮流摸取一球，甲先取 ，a b

乙后取，每次取后都有不放回，直到两人中有一人取到白球时停止。试描述这一

随机现象的概率空间，并求甲或乙先取到白球的概率。

http://www.3che.com
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解 表示白， 表示黑白， 表示黑黑白，… ，1ω 2ω 3ω 白黑黑表示

个���
⋯
b

b 1+ω

则样本空间 { ， ，…， }，并且 ，=Ω 1ω 2ω 1+bω ba
aP
+

=})({ 1ω

， ，…，
1

})({ 2 −+
⋅

+
=

ba
a

ba
bP ω

21
1})({ 3 −+

⋅
−+

−
⋅

+
=

ba
a

ba
b

ba
bP ω

)1()2(
)2(

1
1})({

−−+
⋅

−−+
−−

⋅⋅
−+

−
⋅

+
=

iba
a

iba
ib

ba
b

ba
bP i ⋯ω

ababa
abP b ⋯)1)((
!})({ 1 −++

=+ω

甲取胜的概率为 + + +…})({ 1ωP })({ 3ωP })({ 5ωP

乙取胜的概率为 + + +…})({ 2ωP })({ 4ωP })({ 6ωP

1.21 设事件 及 的概率分别为 、 及 ，求 ， ，BA, BA∪ p q r )(ABP )( BAP

，)( BAP )( BAP

解 由 得)()()()( ABPBPAPBAP −+=∪

rqpBAPBPAPABP −+=∪−+= )()()()(

，qrABPAPABAPBAP −=−=−= )()()()( prBAP −=)(

rBAPBAPBAP −=∪−=∪= 1)(1)()(

1.22 设 、 为两个随机事件，证明：1A 2A

(1) ;)()()(1)( 212121 AAPAPAPAAP +−−=

(2) .)()()()()()(1 21212121 APAPAAPAAPAPAP +≤∪≤≤−−

证 明 (1)

=−=∪= 1)()( 2121 AAPAAP )( 21 AAP ∪ )()()(1 2121 AAPAPAP +−−

(2) 由(1)和 得第一个不等式，由概率的单调性和半可加性分别0)( 21 ≥AAP

得第二、三个不等式。

1.23 对 于 任 意 的 随 机 事 件 、 、 ， 证 明 ：A B C
)()()()( APBCPACPABP ≤−+

证明 )()()()]([)( ABCPACPABPCBAPAP −+=∪≥
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)()()( BCPACPABP −+≥

1.24 在某城市中共发行三种报纸：甲、乙、丙。在这个城市的居民中，订

甲报的有 45%，订乙报的有 35%，订丙报的有 30%，同时订甲、乙两报的有 10%，

同时订甲、丙两报的有 8%，同时订乙、丙两报的有 5%，同时订三种报纸的有 3%，

求下述百分比：

(1)只订甲报的；

(2)只订甲、乙两报的；

(3)只订一种报纸的；

(4)正好订两种报纸的；

(5)至少订一种报纸的；

(6)不订任何报纸的。

解 事件 表示订甲报，事件 表示订乙报，事件 表示订丙报。A B C

(1) = =30%))(()( ACABAPCBAP ∪−= )()( ACABPAP ∪−

(2) %7)()( =−= ABCABPCABP

(3) %23)]()()([)()( =−+−= ABCPBCPABPBPCABP

%20)]()()([)()( =−+−= ABCPBCPACPCPBACP

+ + = + + =73%∪CBAP( CAB )BAC )( CBAP )( CABP )( BACP

(4) =++ )( ABCBACCABP %14)()()( =++ ABCPBACPCABP

(5) %90)( =++ CBAP

(6) %10%901)(1)( =−=++−= CBAPCBAP

1.26 某班有 个学生参加口试，考签共 N张，每人抽到的考签用后即放回，n
在考试结束后，问至少有一张考没有被抽到的概率是多少？

解 用 表示“第 张考签没有被抽到”， 。要求 。iA i Ni ,,2,1 ⋯= )(
1
∪
N

i
iAP

=

， ，……，
n

i N
NAP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
1)(

n

ji N
NAAP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
2)( 0)( 1 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
n

N N
NNAAP ⋯

nN

i
i N

NN
AP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∑

=

1
1

)(
1

n

N
NN

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= − 1

1
)1( 11

，……
n

Ni
ji N

NN
AAP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=− ∑

≤≤

2
2

)(
1

n

N
NN

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= − 2

2
)1( 12

所以
nN

i

i
N

i
i N

iNAP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=∑
=

−

= 1

1

1

)1()(∪
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1.27 从 阶行列式的一般展开式中任取一项，问这项包含主对角线元素的n
概率是多少？

解 阶行列式的展开式中，任一项略去符号不计都可表示为 ，当n
nniii aaa ⋯

21 21

且仅当 的排列 中存在 使 时这一项包含主对角线元素。n,,2,1 ⋯ )( 21 niii ⋯ k kik =

用 表示事件“排列中 ”即第 个主对角线元素出现于展开式的某项中。kA kik = k

则

，……ni
n

nAP i ≤≤
−

= 1
!
)!1()( )1(

!
)!2()( nji

n
nAAP ji ≤<≤
−

=

所以
!
1)1(

!
)!()1()(

1

1

1

1

1 in
in

i
n

AP
n

i

i
n

i

i
N

i
i ∑∑

=

−

=

−

=

−=
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∪

1.29 已知一个家庭中有三个小孩，且其中一个是女孩，求至少有一个男孩

的概率（假设一个小孩是男孩或是女孩是等可能的）。

解 用 分别表示男孩和女孩。则样本空间为：gb,

)},,)(,,}(,,),,(),,,)(,,(),,,(),,,{( gggbgggbgggbbbgbgbgbbbbb=Ω

其中样本点依年龄大小的性别排列。 表示“有女孩”， 表示“有男孩”，则A B

7
6

8/7
8/6

)(
)()|( ===

AP
ABPABP

1.30 设 件产品中有 件是不合格品，从中任取两件，M m
(1)在所取产品中有一件是不合格品的条件下，求另一件也是不合格品的概

率。

(2) 在所取产品中有一件是合格品的条件下，求另一件也是不合格品的概

率。

解（1）设 表示“所取产品中至少有一件是不合格品”， 表示“所取产A B

品都是不合格品”，则

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

2

112
)(

M

mMmm

AP

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

2

2
)(

M

m

BP

===
)(
)(

)(
)()|(

AP
BP

AP
ABPABP

12
1
−−

−
mM

m

(2)设 表示“所取产品中至少有一件合格品”， 表示“所取产品中有一C D
件合格品，一件不合格品”。则

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

2

211
)(

M

mMmMm

CP

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

2

11
)(

M

mMm

DP

http://www.3che.com


www.3che.comwww.3che.comwww.3che.comwww.3che.com 三车资料库——学习资源共享专家

===
)(
)(

)(
)()|(

CP
DP

CP
CDPCDP

1
2

−+mM
m

1.31 个人用摸彩的方式决定谁得一张电影票，他们依次摸彩，求：n

(1)已知前 个人都没摸到，求第 个人摸到的概率；1−k )( nk ≤ k

(2)第 个人摸到的概率。k )( nk ≤

解 设 表示“第 个人摸到”， 。iA i ni ,,2,1 ⋯=

(1)
1

1
)1(

1)|( 11 +−
=

−−
=−

knkn
AAAP kk ⋯

(2) =)( kAP =− )( 11 kk AAAP ⋯
nknn

n
n
n 1

1
1

1
21

=
+−

⋅⋅
−
−

⋅
− ⋯

1.32 已知一个母鸡生 个蛋的概率为 ，而每一个蛋能孵化成小k )0(
!

>− λλ λe
k

k

鸡的概率为 ，证明：一个母鸡恰有 个下一代（即小鸡）的概率为 。p r p
r

e
r
p λλ −

!
)(

解 用 表示“母鸡生 个蛋”， 表示“母鸡恰有 个下一代”，则kA k B r

)|()()( k
rk

k ABPAPBP ∑
∞

=

= rkr

rk

k

pp
r
k

k
e −

∞

=

−

−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=∑ )1(

!

λλ

∑
∞

=

−
−

−
−

=
rk

rkr

rk
pe

r
p

)!(
)]1([

!
)( λλ λ )1(

!
)( p
r

ee
r
p −− ⋅= λλλ

p
r

e
r
p λλ −=
!
)(

1.33 某射击小组共有 20 名射手，其中一级射手 4人，二级射手 8人，三

级射手 7人，四级射手一人，一、二、三、四级射手能通过选拔进入决赛的概率

分别是 0.9、0.7、0.5、0.2，求在一组内任选一名射手，该射手能通过选拔进

入决赛的概率。

解 用 表示“任选一名射手为 级”， ， 表示“任选一名射手kA k 4,3,2,1=k B

能 进 入 决 赛 ” ， 则

)|()()(
4

1
k

k
k ABPAPBP ∑

=

= 645.02.0
20
15.0

20
77.0

20
89.0

20
4

=×+×+×+×=

1.34 在某工厂里有甲、乙、丙三台机器生产螺丝钉，它们的产量各占 25%，

35%，40%，并在各自的产品里，不合格品各占有 5%，4%，2%。现在从产品中任
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取一只恰是不合格品，问此不合格品是机器甲、乙、丙生产的概率分别等于多少？

解 用 表示“任取一只产品是甲台机器生产”1A

表示“任取一只产品是乙台机器生产”2A

表示“任取一只产品是丙台机器生产”3A

表示“任取一只产品恰是不合格品”。B
则由贝叶斯公式：

69
25

)|()(

)|()()|( 3

1

11
1 ==

∑
=k

kk ABPAP

ABPAPBAP
69
28

)|()(

)|()(
)|( 3

1

22
2 ==

∑
=k

kk ABPAP

ABPAP
BAP

69
16

)|()(

)|()(
)|( 3

1

33
3 ==

∑
=k

kk ABPAP

ABPAP
BAP

1.35 某工厂的车床、钻床、磨床、刨床的台数之比为 9:3:2:1，它们在一

定时间内需要修理的概率之比为 1:2:3:1。当有一台机床需要修理时，问这台机

床是车床的概率是多少？

解 则 ， ， ，
15
9)( 1 =AP

15
3)( 2 =AP

15
2)( 3 =AP

15
1)( 4 =AP

， ， ，
7
1)|( 1 =ABP

7
2)|( 2 =ABP

7
3)|( 3 =ABP

7
1)|( 4 =ABP

由贝时叶斯公式得
22
9

)|()(

)|()(
)|( 4

1

11
1 ==

∑
=k

kk ABPAP

ABPAP
BAP

1.36 有朋友自远方来访，他乘火车、轮船、汽车、飞机来的概率分别是 0.3、

0.2、0.1、0.4。如果他乘火车、轮船、汽车来的话，迟到的概率分别是 、 、
4
1

3
1

，而乘飞机不会迟到。结果他迟到了，试问他是乘火车来的概率是多少？
12
1

解 用 表示“朋友乘火车来”， 表示“朋友乘轮船来”， 表示“朋友乘1A 2A 3A

汽车来”， 表示“朋友乘飞机来”， 表示“朋友迟到了”。4A B

则
2
1

)|()(

)|()(
)|( 4

1

11
1 ==

∑
=k

kk ABPAP

ABPAP
BAP

1.37 证明：若三个事件 、 、 独立，则 、 及 都与 独A B C BA∪ AB BA− C
立。

证明 （1） )()()())(( ABCPBCPACPCBAP −+=∪

= )()( CPBAP ∪

（2） )()()()()() CPABPCPBPAPPABC ==
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（3） =)())(())(( ABCACPCABAPCBAP −=−=− )()( CPBAP −

1.38 试举例说明由 不能推出 一)()()()( CPBPAPABCP = )()()( BPAPABP =

定成立。

解 设 ， ， ，},,,,{ 54321 ωωωωω=Ω
64
1})({ 1 =ωP

64
18})({ 5 =ωP

， ， ，=})({ 2ωP =})({ 3ωP
64
15})({ 4 =ωP },{ 21 ωω=A },{ 31 ωω=A

则 ，},{ 41 ωω=A
4
1

64
15

64
1

)()()( =+=== CPBPAP

)()()(
64
1

})({)( 1 CPBPAPPABCP === ω

但是 )()(
64
1})({)( 1 BPAPPABP ≠== ω

1.39 设 为 个相互独立的事件，且 ，求下nAAA ,,, 21 ⋯ n )1()( nkpAP kk ≤≤=

列事件的概率：

(1) 个事件全不发生；n
(2) 个事件中至少发生一件；n
(3) 个事件中恰好发生一件。n

解 (1) ∏∏
===

−==
n

k
k

k

k

n

k

k pAPAP
n

111

)1()()(∩

(2) ∏
===

−−=−=
n

k
k

n

k

k

n

k
k pAPAP

111

)1(1)(1)( ∩∪

(3) .])1([)()]([
11 111 1
∐∩∪ ∩
n

kj
j

j

n

kj
j

n

k
kj

n

k
k

n

k

n

kj
j

jk ppAAAAP
≠
=

≠
= ===

≠
=

−== ∑∑

1.40 已知事件 相互独立且互不相容，求 （注：BA, ))(),(min( BPAP

表示 中小的一个数）。),min( yx yx,

解 一方面 ，另一方面 ，即0)(),( ≥BPAP 0)()()( == ABPBPAP )(),( BPAP

中至少有一个等于 0，所以 .0))(),(min( =BPAP

1.41 一个人的血型为 型的概率分别为 0.46、0.40、0.11、0.03，ABBAO ,,,

现在任意挑选五个人，求下列事件的概率

(1)两个人为 型，其它三个人分别为其它三种血型；O
(2)三个人为 型，两个人为 型；O A
(3)没有一人为 。AB
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解 (1)从 5 个人任选 2人为 型，共有 种可能，在其余 3人中任选一人O ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
5

为 型，共有三种可能，在余下的 2人中任选一人为 型，共有2种可能，另一A B

人为 型，顺此所求概率为：AB 0168.013.011.040.046.023
2
5 2 ≈××××××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

(2) 1557.040.046.0
3
5 22 ≈××⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

(3) 8587.0)03.01( 5 ≈−

1.42 设有两门高射炮，每一门击中目标的概率都是 0.6，求同时发射一发炮

弹而击中飞机的概率是多少？又若有一架敌机入侵领空，欲以99%以上的概率击

中它，问至少需要多少门高射炮。

解 用 表示“第 门高射炮发射一发炮弹而击中飞机”， ， 表kA k ⋯,2,1=k B

示“击中飞机”。则 ， 。6.0)( =kAP ⋯,2,1=k

(1) 84.04.01)(1)( 2
2121 =−=−=∪ AAPAAP

(2) ,99.04.01)(1)(
1

1 >−=−=∪
=

n
n

k

kn APAAP ∩⋯ 026.5
4.0lg
01.0lg

≈>n

取 。至少需要 6门高射炮，同时发射一发炮弹，可保证 99%的概率击中6=n
飞机。

1.43 做一系列独立的试验，每次试验中成功的概率为 ，求在成功 次之前p n

已失败了 次的概率。m
解 用 表示“在成功 次之前已失败了 次”， 表示“在前 次试A n m B 1−+mn

验中失败了 次”， 表示“第 次试验成功”m C mn +

则 ppp
m
mn

CPBPBCPAP mn ⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=== − )1(

1
)()()()( 1

mn pp
m
mn

)1(
1

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

1.45 某数学家有两盒火柴，每盒都有 根火柴，每次用火柴时他在两盒中任n
取一盒并从中抽出一根。求他用完一盒时另一盒中还有 根火柴（ ）的r nr ≤≤1
概率。

解 用 表示“甲盒中尚余 根火柴”， 用 表示“乙盒中尚余 根火柴”，iA i jB j

分别表示“第 次在甲盒取”，“第 次在乙盒取”， 表示取DC, rn −2 rn −2 CBA r0
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了 次火柴，且第 次是从甲盒中取的，即在前 在甲盒中取了rn −2 rn −2 12 −− rn

，其余在乙盒中取。所以1−n
2
1

2
1

2
1

1
12

)(
1

0 ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

=
−− rnn

r n
rn

CBAP

由对称性知 ，所求概率为：)()( 00 DBAPCBAP rr =

=∪ )( 00 DBACBAP rr

12

0 2
1

1
12

)(2
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

=
rn

r n
rn

CBAP

第二章 离散型随机变量

2.1 下列给出的是不是某个随机变量的分布列？

(1) (2)⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2.03.05.0
531

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1.01.07.0
321

(3) (4)
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋯⋯

⋯⋯
n

n

3
1

2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

2
1

210
2

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋯⋯

⋯⋯
22

2
1

2
1

2
1

21 n

解 （1）是

（2） ，所以它不是随机变量的分布列。11.01.07.0 ≠++

（3） ,所以它不是随机变量的分布列。
4
3

3
1

2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

2
1 2

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ ⋯⋯

n

（4） 为自然数，且 ，所以它是随机变量的分布列。,0
2
1

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n

n 1
2
1

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

=n

n

2.2 设随 机 变 量 的分 布 列 为 ： ，求ξ 5,4,3,2,1,
15

)( === kkkP ξ

(1) ;)21( == ξξ 或P

(2 ) ； (3) 。)
2
5

2
1( << ξP )21( ≤≤ ξP

解 (1) ;
5
1

15
2

15
1)21( =+=== ξξ 或P

(2) ;
5
1)2()1()

2
5

2
1( ==+==<< ξξξ PPP

(3) .)21( ≤≤ ξP
5
1)2()1( ==+== ξξ PP

2.3 解 设随机变量 的分布列为 。求 的值。ξ 3,2,1,
3
2)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅== iCiP

i

ξ C
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解 ，所以 。1
3
2

3
2

3
2 32

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+C 38

27
=C

2.4 随机变量 只取正整数 ，且 与 成反比，求 的分布列。ξ N )( NP =ξ 2N ξ

解 根据题意知 ，其中常数 待定。由于 ，所
2)(

N
CNP ==ξ C 1

6

2

1
2 =⋅=∑

∞

=

πC
N
C

N

以 ，即 的分布列为 ， 取正整数。
2

6
π

=C ξ
22

6
)(

N
NP

π
ξ == N

2.5 一个口袋中装有 个白球、 个黑球，不返回地连续从袋中取球，m mn −

直到取出黑球时停止。设此时取出了 个白球，求 的分布列。ξ ξ

解 设“ ”表示前 次取出白球，第 次取出黑球，则 的分布列为：k=ξ k 1+k ξ

.,,1,0,
)()1(

))(1()1()( mk
knnn

mnkmmmkP ⋯
⋯

⋯
=

−−
−+−−

==ξ

2.6 设某批电子管的合格品率为 ，不合格品率为 ，现在对该批电子管进
4
3

4
1

行测试，设第 次为首次测到合格品，求 的分布列。ξ ξ

解 .,2,1,
4
3

4
1)(

1

⋯=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛==

−

kkP
k

ξ

2.7 一个口袋中有 5个同样大小的球，编号为 1、2、3、4、5，从中同时取出 3

只球，以 表示取出球的取大号码，求 的分布列。ξ ξ

解 .5,4,3,

3
5
2
1

)( =

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −

== k

k

kP ξ

2.8 抛掷一枚不均匀的硬币，出现正面的概率为 ，设 为一直p )10( << p ξ

掷到正、反面都出现时所需要的次数，求 的分布列。ξ

解 ，其中 。⋯,3,2,)( 11 =+== −− kqppqkP kkξ pq −=1

2.9 两名篮球队员轮流投篮，直到某人投中时为止，如果第一名队员投中的概率

为 0.4,第二名队员投中的概率为 0.6，求每名队员投篮次数的分布列。

解 设 ， 表示第二名队员的投篮次数，则ξ η

+ ；4.04.06.0)( 11 −−== kkkP ξ 6.04.06.0 1−kk ⋯,2,1,24.076.0 1 =⋅= − kk
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。6.04.06.0)( 1−== kkkP η 4.04.06.0 kk+ ⋯,2,1,4.06.076.0 1 =⋅= − kkk

2.10 设随机变量 服从普哇松分布，且 ，求 。ξ == )1(ξP )2( =ξP )4( =ξP

解 。 由 于 得⋯,2,1,0)0(
!

)( =>== − ke
k

kP
k

λλξ λ ,
2

2
λλ λλ −− = ee

（不合要求）。所以 。,21 =λ 02 =λ 22
4

3
2

!4
2)4( −− === eeP ξ

2.11 设某商店中每月销售某种商品的数量服从参数为 7的普哇松分布，问

在月初进货时应进多少件此种商品，才能保证当月不脱销的概率为 0.999。

解 设 为该种商品当月销售数， 为该种商品每月进货数，则ξ x

。查普哇松分布的数值表，得 。999.0)( ≥≤ xP ξ 16≥x

2.12 如果在时间 （分钟）内，通过某交叉路口的汽车数量服从参数与t t
成正比的普哇松分布。已知在一分钟内没有汽车通过的概率为 0.2，求在 2分钟

内有多于一辆汽车通过的概率。

解 设 为时间 内通过交叉路口的汽车数，则ξ t

⋯,2,1,0),0(
!
)()( =>== − ke

k
tkP t
k

λλξ λ

时， ，所以 ； 时， ，因而1=t 2.0)0( === −λξ eP 5ln=λ 2=t 5ln2=tλ

。=> )1(ξP −=− )0(1 ξP == )1(ξP 83.025/)25ln24( ≈−

2.13 一本 500 页的书共有 500 个错误，每个错误等可能地出现在每一页上

（每一页的印刷符号超过 500 个）。试求指定的一页上至少有三个错误的概率。

解 在指定的一页上出现某一个错误的概率 ，因而，至少出现三个
500
1

=p

错误的概率为

kk

k k

−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
500500

3 500
499

500
1500 kk

k k

−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

5002

0 500
499

500
1500

1

利用普哇松定理求近似值，取 ，于是上式右端等于1
500
1

500 =×== npλ

080301.0
2
51

!
11 1

2

0

≈−=− −

=
∑ e

e
kk

2．14 某厂产品的不合格品率为 0.03，现在要把产品装箱，若要以不小于

0.9 的概率保证每箱中至少有 100 个合格品，那么每箱至少应装多少个产品？

解 设每箱至少装 个产品，其中有 个次品，则要求 ,使x+100 k x
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，
kxk

x

k k
x −+

=
∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
≤ 100

0
97.003.0

100
9.0

利用普哇松分布定理求近似值，取 ，于是上式相当于303.0)100( ≈×+= xλ

，查普哇松分布数值表，得 。3

0 !
3

9.0 −

=
∑≤ e

k

x

k

k

5=x

2.15 设二维随机变量 的联合分布列为：),( ηξ

)10,0(
)!(!
)1(),( <<>

−
−

=== −
−

pe
mnm
ppmnP

mnmn

λ
λ

ηξ λ ⋯⋯ ,2,1,0,,1,0 == nnm

求边际分布列。

解 ∑
=

====
n

m

mnPnP
0

),()( ηξξ mnm
n

m

n

pp
mnm

n
n
e −

=

−

−
−

= ∑ )1(
)!(!

!
! 0

λλ

⋯,2,1,0
!

==
−

n
n
en λλ

∑
∞

=

====
0

),()(
n

mnPmP ηξη mnm

mn

m

pp
mnm

n
m
ep −

∞

=

−

−
−

= ∑ )1(
)!(!

!
!

λ

。⋯,2,1,0
!

)( ==
−

m
m
ep pm λλ

2.17 在一批产品中一等品占 50%，二等品占 30%，三等品占 20%。从中任取

4件，设一、二、三等品的件数分别为 、 、 ，求 的联合分布列与各ξ η ζ ),,( ζηξ

自的边际分布列。

解 ，knm

knm
knmP 2.03.05.0

!!!
!4),,( ==== ζηξ .44,3,2,1,0,, =++= knmknm

， ；mm

m
mP −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== 45.05.0

4
)(ξ 4,3,2,1,0=m

， ；nn

n
nP −

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
== 47.03.0

4
)(η 4,3,2,1,0=n

， 。kk

k
kP −

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
== 48.02.0

4
)(ζ 4,3,2,1,0=k

2.18 抛掷三次均匀的硬币，以 表示出现正面的次数，以 表示正面出现ξ η

次数与反面出现次数之差的绝对值，求 的联合分布列及边际分布列。),( ηξ

2.21 设随机变量 与 独立，且 ，ξ η )1( =ξP 0)1( >=== pP η
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又 ，定义 ，问 取什么值)0( =ξP 01)0( >−=== pP η
⎩
⎨
⎧

+
+

=
为奇数若

为偶数若

ηξ
ηξ

ζ
0
1 p

时 与 独立？ξ ζ

解 =)1()1()0()0()1( ==+==== ηξηξζ PPPPP 22)1( pp +−

)1()0()1()0()0( ==+==== ηξηξζ PPPPP )1(2 pp −=

而 ，由 得)1,1( == ζξP 2)1,1( pP ==== ηξ )1,1( == ζξP )1()1( === ζξ PP
2
1

=p

2.22 设随机变量 与 独立，且 ，定义 ，ξ η )1( ±=ξP
2
1

)1( =±== ηP ξηζ =

证明 两两独立，但不相互独立。ηξζ ,,

证明
2
1)1()1()1()1()1( =−=−=+==== ηξηξζ PPPPP

2
1)1()1()1()1()1( ==−=+−===−= ηξηξζ PPPPP

因为
4
1)1,1()1,1( ====== ηξζξ PP )1)1( === ζξ PP

4
1

)1,1()1,1( =−===−== ηξζξ PP )1)1( −== ζξ PP

4
1)1,1()1,1( =−=−===−= ηξζξ PP )1()1( =−= ζξ PP

4
1)1,1()1,1( ==−==−=−= ηξζξ PP )1()1( −=−= ζξ PP

所以 相互独立。同理 与 相互独立。ξζ , η ζ

但是 ，因而 不相互独立。)1()1()1()1,1,1( ===≠=== ζηξζηξ PPPP ηξζ ,,

2.23 设随机变量 与 独立，，且只取值 1、2、3、4、5、6，证明 不服ξ η ηξ +

从均匀分（即不可能有 。）12,,3,2,
11
1)( ⋯===+ kkP ηξ

证明 设 。,)( kpkP ==ξ 6,,2,1,)( ⋯=== kqkP kη

若 ，则12,,3,2,
11
1)( ⋯===+ kkP ηξ

11
1)2( 11 ===+ qpP ηξ )1(

11
1

)7( 165261 =+++==+ qpqpqpP ⋯ηξ )2(
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11
1)12( 66 ===+ qpP ηξ )3(

将（2）式减去（1）式，得： ，于是 。同理 。0)( 116 <− qpp 16 pp < 16 qq <

因此 ，与（3）式矛盾。
11
1

1166 =< qpqp

2.24 已知随机变量 的分布列为 ，求 与 的分ξ
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4
1

2
1

4
1

2
0 π

π
2

3
2

+= ξη ξζ cos=

布列。

解 分布列为 ， ， ；η
4
1

)2( ==ηP
2
1

)
3

2( =+=
π

ηP
4
1

)
3
2

2( =+=
π

ηP

的分布列为 ， ， 。ζ
4
1)1( =−=ζP

2
1)0( ==ζP

4
1)1( ==ζP

2.25 已知离散型随机变量 的分布列为 ，求 的分ξ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−

30
11

15
1

5
1

6
1

5
1

31012 2ξη =

布列。

解 , , ,
5
1)0( ==ηP

30
7)1( ==ηP

5
1)4( ==ηP

30
11)9( ==ηP

2.26 设离散型随机变量 的分布列为 ： ， ： ，ηξ与 ξ
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

8
1

8
3

2
1

310
η

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

3
2

3
1

10

且 相互独立，求 的分布列。ηξ与 ηξζ +=

解
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

12
1

24
1

4
1

24
11

6
1

43210

2.27 设独立随机变量 分别服从二项分布： 与 ，求ηξ与 ),;( 1 pnkb ),;( 2 pnkb

的分布列。ηξ +

解 设 为 重贝努里试验中事件 发生的次数（在每次试验中 ），ξ 1n A pAP =)(

为 重贝努里试验中事件 发生的次数（在每次试验中 ），而η 2n A pAP =)( ηξ与

相互独立，所以 为 重贝努里试验中事件 发生的次数，因而ηξ + 21 nn + A

。,,,1,0,)( 2121 ⋯=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
==+ −+ kqp

k
nn

kP knnkηξ 21 nn +

2.28 设 为独立同分布的离散型随机变量，其分布列为ηξ与
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⋯,2,1,
2
1)()( ===== nnPnP
n

ηξ

求 的分布列。ηξ +

解
nkn

n

k
k

n

k

nknPkPnP
2
1

2
1

2
1)()()(

1

1

1

1

−
=⋅=−====+

−

−

=

−

=
∑∑ ηξηξ

2.29 设随机变量 具有分布： ，求 、 及ξ 5,4,3,2,1,
5
1)( === kkP ξ ξE 2ξE

。2)2( +ξE

解， ，3)54321(
5
1

=++++=ξE 11)54321(
5
1 222222 =++++=ξE

+4 +4=27=+ 2)2(ξE 2ξE ξE

2.30 设随机变量 具有分布： ，求 及 。ξ ⋯,2,1,
2
1)( === kkP
k

ξ ξE ξD

解 ，2
2
1

2
1

2

1

11

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

−∞

=

∞

=
∑∑

k

kk
k

kkEξ 6
2
1

2
1

2

1

1

2

1

2
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

−∞

=

∞

=
∑∑

k

kk
k

kkEξ

2)( 22 =−= ξξξ EED

2.31 设离散型随机变量 的分布列为： ，问ξ ⋯,2,1,
2
1]2)1([ ==−= k

k
P

k

k
kξ

是否有数学期望？ξ

解 ，因为级数 发散，所以 没有数学期望。∑∑
∞

=

∞

=

=⋅−
11

1
2
1|2)1(|

k
k

k

k
k

kk ∑
∞

=1

1

k k
ξ

2.32 用天平秤某种物品的重量（砝码仅允许放在一个秤盘中），物品的重量

以相同的概率为 1克、2克、…、10 克，现有三组砝码：

（甲组）1，2，2，5，10（克）

（乙组）1，2，3，4，10（克）

（丙组）1，1，2，5，10（克）

问哪一组砝码秤重时所用的平均砝码数最少？

解 设 、 、 分别表示及甲组、乙组、丙组砝码秤重时所用的砝码数，1ξ 2ξ 3ξ

则有

物品重量度 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 2 2 1 2 2 3 3 11ξ

1 1 1 1 2 2 2 3 3 12ξ
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1 1 2 3 1 2 2 3 4 13ξ

于是 8.1)1332212211(
10
1

1 =+++++++++=ξE

7.1)1332221111(
10
1

2 =+++++++++=ξE

2)1432213211(
10
1

3 =+++++++++=ξE

所以，用乙组砝码秤重时所用的平均砝码数最少。

2.33 某个边长为 500 米的正方形场地，用航空测量法测得边长的误差为：

0 米的概率是 0.49, 米的概率各是 0.16， 米的概率各是 0.08，10± 20± 30±
米的概率各是 0.05，求场地面积的数学期望。

解 设场地面积为 ，边长的误差为 米，则 且2米S ξ 2)500( += ξS

0=ξE 186)05.03008.02016.010(2 2222 =×+×+×=ξE

所以 )(2501862500001000)500( 222 米=++=+= ξξξ EEEES

2.34 对三架仪器进行检验，各仪器发生故障是独立的，且概率分别为 、1p

、 。试证发生故障的仪器数的数学 + + 。2p 3p 1p 2p 3p

证 令 3,2,1
0
1

=
⎩
⎨
⎧

= i
i
i

i
架仪器未发生故障第

架仪器发生故障第
ξ

为发生故障的仪器数，则 ，ξ 3,2,1,)1( ==== ipPE iii ξξ

所以 + + 。=++= 321 ξξξξ EEEE 1p 2p 3p

2.37 如果在 15000 件产品中有 1000 件不合格品，从中任意抽取 150 件进行

检查，求查得不合格品数的数学期望。

解 设，

则 的分布列为 ，因而 。设 为查得的不合格品数，iη ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

15
14

15
1

01

15
1

=iEη ξ

则

，所以 。∑
=

=
150

1i
iηξ 10

150

1

==∑
=i

iEE ηξ

2.38 从数字 0，1，…，n中任取两个不同的数字，求这两个数字之差的绝

对值的数学期望。

解 设 为所选两个数字之差的绝对值，则 ，ξ nk
n
knkP ,,2,1,

2
1
1)( ⋯=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−

==ξ
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于是 。
3
2])1[(

)1(
2

2
1
1

1

2

1

+
=−+

+
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−

= ∑∑
==

nkkn
nnn

knkE
n

k

n

k

ξ

2.39 把数字 任意在排成一列，如果数字 恰好出现在第 个位置上，n,,2,1 ⋯ k k

则称有一个匹配，求匹配数的数学期望。

解 设 则 的分布列为：
⎩
⎨
⎧

=
个位置上不在第数字

个位置上出现在第数字

kk
kk

k 0
1

ξ kξ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−
nn
111

01

于是 ，设匹配数为 ，则 ，因而 。
n

PE kk

1
)1( === ξξ ξ ∑

=

=
n

k
k

1

ξξ 1
1

==∑
=

n

k
kEE ξξ

2.40 设 为取非负整数值的随机变量，证明：ξ

(1) ;∑
∞

=

≥=
1

)(
n

nPE ξξ

(2) ).1()(2
1

+−≥= ∑
∞

=

ξξξξ EEnnPD
n

证明 (1)由于 存在，所以该级数绝对收敛。从而∑
∞

=

==
0

)(
n

nnPE ξξ

。===∑
∞

=1

)(
n

nnPE ξξ ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= =

===
11 1

)()(
i inn

n

i

nPnP ξξ ∑
∞

=

≥=
1

)(
i

iP ξ

(2) 存在，所以级数 也绝对收敛，从而ξD ∑
∞

=

==
0

22 )(
n

nPnE ξξ

)1(2 +−+= ξξξξξ EEEED ∑
∞

=

+−=+=
1

)1()()1(
n

EEnPnn ξξξ

)1()(2)1()(2
11 1

+−==+−== ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

= =

ξξξξξξ EEniPEEnPi
i inn

n

i

).1()(2
1

+−≥= ∑
∞

=

ξξξ EEnnP
n

2.41 在贝努里试验中，每次试验成功的概率为 ，试验进行到成功与失败p

均出现时停止，求平均试验次数。

解 设成功与失败均出现时的试验次数为 ，则ξ
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，1)1( =≥ξP )1(,3,2,)( 11 pqnqpnP nn −==+=≥ −− ⋯ξ

利用上题的结论， + =1+=ξE )1( ≥ξP ∑
∞

=

≥
2

)(
n

nP ξ )( 11

2

−−
∞

=

+∑ nn

n

qp

)1(
1

11
1

2

pp
pp

q
q

p
p

−
+−

=
−

+
−

+=

2.42 从一个装有 个白球、 个黑球的袋中摸球，直至摸到白球时停止。m n
如果(1)摸球是为返回的，(2)摸球是返回的，试对这两种不同的摸球方式求：取

出黑球数的数学期望。

解 略。

2.43 对一批产品进行检验，如果检查到第 件仍未发现不合格品就认为这0n

批产品合格，如在尚未抽到第 件时已检查到不合格品即停止继续检查，且认0n

为这批产品不合格。设产品数量很大，可以认为每次检查到不合格品的概率都是

，问平均每批要检查多少件？p

解 略。

2.44 流水作业线上生产出的每个产品为不合格品的概率 ，当生产出 个p k

不合格品时即停工检修一次。求在两次检修之间产品总数的数学期望与方差。

解 设第 个不合格出现后到第 个不合格品出现时的产品数为 ，1−i i iξ

又在两次检修之间产品总数为 ，则.,,2,1 ki ⋯= ξ .
1
∑
=

=
k

i
iξξ

因 独立同分布， ，由此得：iξ )1(,2,1,)( 1 pqjpqjP j
i −==== − ⋯ξ

， ，p
pjqE

j

j
i

1
1

1 == ∑
∞

=

−ξ
2

1

122 2
p
ppqjE

j

j
i

−
==∑

∞

=

−ξ

。
2

22 1
)(

p
p

EED iii

−
=−= ξξξ

， 。
p
kEE

k

i
i ==∑

=1

ξξ
2

1

)1(
p
pkDD

k

i
i

−
==∑

=

ξξ

2.46 设随机变量 与 独立，且方差存在，则有ξ η

（由此并可得 ）22 )()()( ηξηξηξξη EDDEDDD ⋅+⋅+⋅= ηξξη DDD ⋅≥)(

证明 222 )()( ξηηξξη EED −= 2222 )()( ηξηξ EEEE −=
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22222222 )()()()( ηξηξηξηξ EEEEEEEE −+−=

ξηηξ DEDE 22 )(−= 22 )()( ηξηξηξ EDDEDD ⋅+⋅+⋅=

2.47 在整数 0到 9中先后按下列两种情况任取两个数，记为 和 ：(1)第ξ η

一个数取后放回，再取第二个数；(2)第一个数取后不放回就取第二个数，求在

的条件下 的分布列。)90( ≤≤= kkη ξ

解 (1) .9,,1,0
10
1)|( ⋯==== ikiP ηξ

(2) ,),9,,1,0(
9
1

)|( kiikiP ≠==== ⋯ηξ 0)|( === kkP ηξ

2.49 在 次贝努里试验中，事件 出现的概率为 ，令n A p

ni
Ai
Ai

i ,,2,1
0
1

⋯=
⎩
⎨
⎧

=
不出现次试验中在第

出现次试验中在第
ξ

求在 的条件下， 的分布列。)0(21
nrrn ≤≤=+++ ξξξ ⋯ )0( nii ≤≤ξ

解
)(

),0()|0(
21

111
21

n

niii
ni P

rPrP
ξξξ

ξξξξξξξξξ
+++

=+++++=
==+++= +−

⋯
⋯⋯⋯

n
rn

qp
r
n

qp
q

n
q

rnr

rnr

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

=
−

−−11

。)|1( 21
rP ni =+++= ξξξξ ⋯

n
r

n
rn
=

−
−= 1

2.50 设随机变量 ， 相互独立，分别服从参数为 与 的普哇松分布 ，1ξ 2ξ 1λ 2λ

试证：
knk

k
n

nkP
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==+=

21

1

21

1
21 1)|(

1 λλ
λ

λλ
λ

ξξξ

证明
)(

),()|(
21

211
21 1 nP

nkPnkP
=+

=+=
==+=

ξξ
ξξξξξξ

)(
)()(

21

21

nP
knPkP

=+
−==

=
ξξ
ξξ

由普哇松分布的可加性知 + 服从参数为 + 的普哇松分布，所以1ξ 2ξ 1λ 2λ
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)(21

21

21
21

21

1

!
)(

)!(!)|(
λλ

λλ

λλ

λλ

ξξξ
+−

−
−

−

+
−

⋅
==+=

e
n

e
kn

e
knkP n

knk

knk

k
n

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

21

1

21

1 1
λλ

λ

λλ

λ

2.51 设 ， ，…， 为 个相互独立随机变量，且 服从同一1ξ 2ξ rξ r )1( rii ≤≤ξ

几何分布，即有 。试证明在pqrikqpkP k
i −=≤≤=== − 1),1(,,2,1,)( 1 其中⋯ξ

的条件下， 的分布是均匀分布，即nr =+++ ξξξ ⋯21
),,,( 21 rξξξ ⋯

，其中 .

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

==+++==

1
1

1|,,( 211 1

r
n

nnnP rrr ξξξξξ ⋯⋯ nnnn r =+++ ⋯21

证明 =+++== rrr nnP ξξξξξ ⋯⋯ 211 1
|,,(

)(
),,,(

1

111

nP
nnnP

r

rrr

=++
=++==

ξξ
ξξξξ

⋯
⋯⋯

)(
),,(

1

11

nP
nnP

r

rr

=++
==

=
ξξ
ξξ

⋯
⋯

由于 ， ，…， 相互独立且服从同一几何分布，所以1ξ 2ξ rξ

。rnr

ri
k

nkk

r

i

k
r pq

r
n

pqnP

i
r

i −

=
=

=++ =

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⋅==+++ ∑ ∏ 1
1

)()(

,,1
,2,1

1

1
2

1

1

⋯
⋯

⋯
⋯ ξξξ

从而 。)|,,( 211 1
nnnP rrr =+++== ξξξξξ ⋯⋯

rnr

rnr

pq
r
n

pq

−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=

1
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=

1
1

1

r
n

第三章 连续型随机变量

3.1 设随机变数 的分布函数为 ，试以 表示下列概率：ξ )(xF )(xF

（1） ；（2） ；（3） ；（4）)( aP =ξ )( aP ≤ξ )( aP ≥ξ )( aP >ξ

解：（1） ；)()0()( aFaFaP −+==ξ

（2） ；)0()( +=≤ aFaP ξ

（3） =1- ；)( aP ≥ξ )(aF

（4） 。)0(1)( +−=> aFaP ξ
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3.2 函数 是否可以作为某一随机变量的分布函数，如果
21

1)(
x

xF
+

=

（1） ∞<<∞− x π
（2）0 ，在其它场合适当定义；∞<< x
（3）- ，在其它场合适当定义。0<<∞ x

解：（1） 在（- ）内不单调，因而不可能是随机变量的分布函数；)(xF ∞∞,

（2） 在（0， ）内单调下降，因而也不可能是随机变量的分布函数；)(xF ∞

（3） 在（- 内单调上升、连续且 ，若定义)(xF )0,∞ )0,(−∞F

⎩
⎨
⎧

≥
<<∞−

=
01
0)(

)(~
x
xxF

xF

则 可以是某一随机变量的分布函数。)(~ xF

3.3 函数 是不是某个随机变数 的分布密度？如果 的取值范围为xsin ξ ξ

（1） ；（2） ；（3） 。]
2
,0[ π ],0[ π ]

2
3,0[ π

解：（ 1）当 时， 且 =1，所以 可以是某个随机变量的分]
2
,0[
π

∈x 0sin ≥x ∫ 20 sin
π

xdx xsin

布密度；

（2）因为 =2 ，所以 不是随机变量的分布密度；∫
x

xdx
0
sin 1≠ xsin

（3）当 时， ，所以 不是随机变量的分布密度。]
2
3
,[ ππ∈x 0sin ≤x xsin

3.4 设随机变数 具有对称的分布密度函数 ，即 证明：对任意的ξ )(xp ),()( xpxp −=

有（1） ；,0>a −=−=−
2
1)(1)( aFaF ∫

a
dxxp

0
)(

（2）P（ ；1)(2) −=< aFaξ

（3） 。[ ])(12)( aFaP −=>ξ

证：（1） ∫ ∫
−

∞−

∞

−
−==−

a

a
dxxpdxxpaF )(1)()(

= ∫∫ ∞−

−∞
−=−+

a

a
dxxpdxxp )(1)(1

= ∫ ∞−
−=−

0
)(1)(1 dxxpaF

；∫∫ −=−
aa

dxxpdxxp
00

)(
2
1)(
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（2） ，由（1）知∫ ∫−
==<

a

a

a
dxxpdxxpaP

0
)(2)((ξ

1- ∫−=
a

dxxpaF
0

)(
2
1)(

故上式右端=2 ；1)( −aF

（3） 。)](1[2]1)(2[1)(1)( aFaFaPaP −=−−=<−=> ξξ

3.5 设 与 都是分布函数，又 是两个常数，且 。证明)(1 xF )(2 xF 0,0 >> ba 1=+ ba

)()()( 21 xbFxaFxF +=

也是一个分布函数，并由此讨论，分布函数是否只有离散型和连续型这两种类型？

证： 因为 与 都是 分布 函 数 ， 当 时， ，)(1 xF )(2 xF 21 xx < )()( 2111 xFxF ≤

，于是)()( 2212 xFxF ≤

)()()()()()( 2222112111 xFxbFxaFxbFxaFxF =+≤+=

又

0)]()([lim)(lim 21 =+=
−∞→−∞→

xbFxaFxF
xx

1)]()([lim)(lim 21 =+=+=
∞→∞→

baxbFxaFxF
xx

)()()()0()0()0( 2121 xFxbFxaFxbFxaFxF =+=−+−=−

所以， 也是分布函数。)(xF

取 ，又令
2
1

== ba

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<

≤
=

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
11
10
00

)(
01
00

)( 21

x
xx
x

xF
x
x

xF

这时

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤<
+

≤

=

11

10
2

1
00

)(

x

xx
x

xF

显然，与 对应的随机变量不是取有限个或可列个值，故 不是离散型的，而)(xF )(xF

不是连续函数，所以它也不是连续型的。)(xF

3.6 设随机变数 的分布函数为ξ
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⎩
⎨
⎧

<
≥+−

=
−

00
0)1(1

)(
x
xex

xF
x

求相应的密度函数，并求 。)1( ≤ξP

解： ，所以相应的密度函数为xx xeex
dx
d −− =+− ])1(1[

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

00
0

)(
x
xxe

xp
x

。
e

FP 21)1()1( −==≤ξ

3.7 设随机变数 的分布函数为ξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<

=
11
10
00

)( 2

x
xAx
x

xF

求常数 及密度函数。A

解：因为 ，所以 ，密度函数为)1()01( FF =− 1=A

⎩
⎨
⎧ <≤

=
其它0

102
)(

xx
xp

3.8 随机变数 的分布函数为 ，求常数 与 及相应的密度函ξ BarctgxAxF +=)( A B

数。

解：因为 0)
2

()(lim =−+=
−∞→

πBAxF
x

1
2

)(lim =+=
+∞→

πBAxF
x

所以

π
1,

2
1

== BA

因而

。
)1(

1)()(,1
2
1)(

2x
xFxparctgxxF

+
=′=+=
ππ

3.9 已知随机变数 的分布函数为ξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
≤<−
≤<

=
其它0

212
10

)( xx
xx

xp
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（1） 求相应的分布函数 ；)(xF

（2） 求 。)2.12.0(),3.1(),5.0( <<>< ξξξ PPP

解：

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<−−=−+

≤<=

≤

=

∫ ∫

∫

21

211
2
12)2(

10
2
1

00

)(
1

0 1

2

0

2

x

xxxdyyydy

xxydy

x

xF
x

x

66.0)2.0()2.1()2.12.0(
245.0)3.1(1)3.1(1)3.1(

8
1)5.0()5.0(

=−=<<
=−=≤−=>

==<

FFP
FPP

FP

ξ
ξξ

ξ

3.10 确定下列函数中的常数 ，使该函数成为一元分布的密度函数。A

（1） ；
xAexp −=)(

（2）

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−=

其它0
22

cos)(
ππ xxAxp

（3）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<
≤≤

=
其它0

32
21

)(

2

xAx
xAx

xp

解：（1） ；
2
1

122
0

====∫ ∫
∞

∞−

∞ −− AAdxeAdxAe xx
所以

（2） ，所以A= ;∫ ∫−
===2

2

2
0

12cos2cos
π

π

π

AxdxAxdxA
2
1

(3) ,所以 。1
6
292

1

8

2

2 ==+∫ ∫ AAxdxdxAx
29
6

=A

3.12 在半径为 R,球心为O 的球内任取一点P,求 的分布函数。oP=ξ

解：当 0 时Rx ≤≤

3

3

3

)(

3
4
3
4

)()(
R
x

R

x
xPxF ==<

π

π
ξ

所以
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤≤

<

=

Rx

Rx
R
x

x

xF

1

0)(

00

)( 3

3.13 某城市每天用电量不超过一百万度，以 表示每天的耗电率（即用电量除以一万ξ

度），它具有分布密度为

⎩
⎨
⎧ <<−

=
其它0

10)1(12
)(

2 xxx
xp

若该城市每天的供电量仅有 80 万度，求供电量不够需要的概率是多少？如每天供电量 90

万度又是怎样呢？

解： ∫ =−=>
1

8.0

2 0272.0)1(12)8.0( dxxxP ξ

0037.0)1(12)9.0(
1

9.0

2 =−=> ∫ dxxxP ξ

因此，若该城市每天的供电量为 80 万度，供电量不够需要的概率为 0.0272,若每

天的供电量为 90万度，则供电量不够需要的概率为 0.0037。

3.14 设随机变数 服从（0，5）上的均匀分布，求方程ξ

0244 2 =+++ ξξxx

有实根的概率。

解：当且仅当

（1）0)2(16)4( 2 ≥+− ξξ

成立时，方程 有实根。不等式（1）的解为： 或 。0244 2 =+++ ξξxx 2≥ξ 1−≤ξ

因此，该方程有实根的概率

。
5
3

5
1)2()1()2(

5

2
==≥=−≤+≥= ∫ dxPPPp ξξξ

3.17 某种电池的寿命 服从正态 分布，其中 （小时）， （小时）ξ ),( 2σaN 300=a 35=σ

(1) 求电池寿命在 250小时以上的概率；

（2）求 ，使寿命在 与 之间的概率不小于 0.9。x xa − xa +

解：（1） )43.1
35
300()250( −>

−
=>

ξξ PP

= ；9236.0)43.1()43.1
35
300( ≈Φ=<

−ξP

（2）
3535

300
35

()( xxPxaxaP <
−

<−=+<<−
ξξ

= 9.01)
35
(2)

35
()

35
( ≥−Φ=−Φ−Φ

xxx

即
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95.0)
35
( ≥Φ
x

所以

65.1
35

≥
x

即

75.57≥x

3.18 设 为 分布的分布函数，证明当 时，有)(xΦ )1,0(N 0>x

)11(
2
1)(11.

2
1

3
22

22

xx
ex

x
e

xx

−>Φ−>
−−

ππ

证： dyedyex
x

y
x

y

∫∫
∞ −

∞−

−
=−=Φ− 22

22

2
1

2
11)(1

ππ

= dye
yx

e
y

x

x
2

2
2

22

1
2
11.

2
1 −∞−

∫−
ππ

= dye
yxx

e
y

x

x
2

43
2

22

3
2
1)11(

2
1 −∞

∫+−
ππ

所以

。)11(
2
1)(11.

2
1

3
22

22

xx
ex

x
e

xx

−>Φ−>
−−

ππ

3.21 证明：二元函数

⎩
⎨
⎧

≤+
>+

=
00
01

),(
yx
yx

yxF

对每个变元单调非降，左连续，且 ， ，但是0),(),( =−∞=−∞ xFyF 0),( =+∞−∞F

并不是一个分布函数。),( yxF

证：（1）设 ，0>∆x

若 ，由于 ，所以 ，0>+ yx 0>+∆+ yxx 1),(),( =∆+= yxxFyxF

若 ，则 。当 时， ；0≤+ yx 0),( =yxF 0≤+∆+ yxx 0),( =∆+ yxxF

当 时， 。所以 。0>+∆+ yxx 1),( =∆+ yxxF ),(),( yxxFyxF ∆+≤

可见， 对 非降。同理， 对 非降。),( yxF x ),( yxF y

（2） 时0≤+ yx
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= ，0),(lim),(lim
00

=∆−=∆−
↓∆↓∆

yyxFyxxF
yx

),( yxF

时，0>+ yx

= ，1),(lim),(lim
00

=∆−=∆−
↓∆↓∆

yyxFyxxF
yx

),( yxF

所以 对 、 左连续。),( yxF x y

（3） ， 。0),(),( =−∞=−∞ xFyF 0),( =+∞+∞F

（4） ，1)0,0()2,0()0,2()2,2()20,20( −=+−−=<≤<≤ FFFFP ηξ

所以 不是一个分布函数。),( yxF

3.23 设二维随机变数 的密度),( ηξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤≤≤+=

其它0
2

0,
2

0)sin(
2
1

),(
ππ yxyxyxp

求 的分布函数。）（ ηξ ,

解：当 ， 时，
2

0 π
≤≤ x

2
0 π

≤≤ y

),(),( yxPyxF <<= ηξ

= dsdtst
x y

)sin(
2
1

0 0
+∫ ∫

= ∫ +−
x

dtyt
0

)]cos([cot
2
1

= 所以)],sin(sin[sin
2
1 yxyx +−+

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>>

≤≤>−+

>≤≤−+

≤≤≤≤+−+

<∪<

=

2
,

2
1

2
0,

2
)cossin1(

2
1

2
,

2
0)cos1(sin

2
1

2
0,

2
0)]sin(sin[sin

2
1

)0()0(0

),(

ππ

ππ

ππ

ππ

yx

yxyy

yxxx

yxyxyx

yx

yxF

3.24 设二维随机变数 的联合密度为),( ηξ
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⎩
⎨
⎧ >>

=
−−

其它0
0,0

),(
43 yxke

yxp
yx

（1） 求常数 ；k
（2） 求相应的分布函数；

（3） 求 。)20,10( <<<< ηξP

解：（1） ，
124 0

3

0 0

43 kdxekdxdyke xyx == ∫∫ ∫
∞ −∞ ∞ −−

所以 ；12=k

（2） 时，0,0 >> yx

))((1212),(
0

48

0

3

0

483 dsedtedtdseyxF
yx tx y

y

t ∫∫∫ ∫ −−−− ==

= ，所以)1)(1( 43 yx ee −− −−

⎩
⎨
⎧ >>−−

=
−−

其它0
0,0)1)(1(

),(
43 yxee

yxF
yx

（3） )20,10( <<<< ηξP

= )0,0()0,1()2,0()2,1( FFFF +−−

= 。
11831 −−− +−− eee

3．25 设二维随机变数 有密度函数),( ηξ

)25)(16(
),(

222 yx
Ayxp

++
=
π

求常数 及 的密度函数。A ),( ηξ

解：

1
202516

4
)25)(16(

),(

0 20 22

222

==
++

=

++
=

∫∫

∫ ∫

∫ ∫

∞∞

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

A
y

dy
x

dxA

dxdy
yx

A

dxdyyxp

π

π

所以， ；20=A
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)
25

)(
24

(1

)
25

)(
16

(20
)25)(16(

20

),(),(

2

222

222

ππ
π

π

π

++=

++
=

++
=

=

∫∫

∫ ∫

∫ ∫

∞−∞−

∞− ∞−

∞− ∞−

yarctgxarctg

s
ds

t
dt

st
dtds

dtdsstpyxF

yx

x y

x y

3.26 设二维随机变数 的密度函数为),( ηξ

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
其它0

10,104
),(

yxxy
yxp

求（1） 。)()4();()3();()2();1
4
1,

2
10( ηξηξηξηξ ≤<=<<<< PPPP

解：

2
1)()4(

;
2
1

)(244)()3(

;04)()2(

;
64
1544)1

4
1,

2
10()1(

1

0

21

0

1

2
1

0

1

4
1

2
1

0

1

4
1

=≤

=−===<

===

===<<<<

∫∫ ∫∫∫

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

<

=

ηξ

ηξ

ηξ

ηξ

P

dxxxxydydxxydxdyP

xydxdyP

ydyxdxxydxdyP

x
yx

yx

3.28 设 的密度函数为),( ηξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤≤≤=

其它0

20,10
2
1

),( yxyxp

求 与 中至少有一个小于 的概率。ξ η
2
1

解：

8
5

2
11),(1

)
2
1,

2
1(1)]

2
1()

2
1[(

2
1

2
1

1

2
1

1

2
1 =−=−=

≥≥−=<∪<

∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞

dxdydxdyyxp

PP ηξηξ

3.30 一个电子器件包含两个主要组件，分别以 和 表示这两个组件的寿命（以小时计），ξ η

设 的分布函数为),( ηξ
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⎩
⎨
⎧ ≥≥+−−

=
+−−−

其它0
0,01

),(
)(01.001.001.0 yxeee

yxF
yxyx

求两个组件的寿命都超过 120的概率。

解：

09.0

)21()1()1(1

)0120,0120()0120,(),0120(1
)120,120()120()120(1

)]120()120[(1)120,120(

4.2

4.22.12.12.1

≈=

+−+−−−−=

++++∞−∞+−=
≤≤+≤−≤−=

≤∪≤−=>>

−

−−−−

e
eeee

FFF
PPP

PP
ηξηξ

ηξηξ

3.31 设 都是一维分布的密度函数，为使)(),( 21 xpxp

),()()(),( 21 yxhypxpyxp +=

成为一个二维分布的密度函数，问其中的 必需且只需满足什么条件？),( yxh

解：若 为二维分布的密度函数，则),( yxp

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
=≥ 1),(,0),( dxdyyxpyxp

所以条件 得到满足。∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
=≤ 0),()2();()(),()1( 21 dxdyyxhypxpyxh

反之，若条件（1），（ 2）满足，则

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
=≥ 1),(,0),( dxdyyxpyxp

为二维分布的密度函数。),( yxp

因此，为使 成为二维分布的密度函数， 必需且只需满足条件（1）和（2）。),( yxp ),( yxh

3.32 设二维随机变数 具有下列密度函数，求边际分布。),( ηξ

（1）

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>>=

+−

其它0

1,1
2

),( 3

1

yx
x
e

yxp
y

（2）

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>≤≤>=
+−

其它

或

0

0,00,01
),(

)(
2
1 22

yxyxeyxp
yx

π

（3）

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−

ΓΓ=
−−−

其它0

0)(
)()(

1
),(

11

21

21 yxexyx
kkyxp

ykk
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解：（1） )1(,0)()1(,22)(
31 3

1

≤=>== ∫
∞ +−

xxpx
x

dy
x
exp

y

ξξ

)1(,0)()1(,2)( 1

1 3

1

≤=>== +−∞ +−

∫ yxpyedx
x
exp y

y

ξξ

（2） 时，0>x

2
)(

2
1

0
2

22

2
11)(

x
yx

edyexp
−+−

∞−
== ∫ ππξ

时，0≤x

2
)(

2
1

0

2
22

2
11)(

x
yx

edyexp
−+−∞

== ∫ ππξ

所以， 。同理， 。2

2

2
1)(

x

exp
−

=
πξ

2

2

2
1)(

y

eyp
−

=
πξ

（3） )0(,
)(

1)(
)()(

)( 1

1

1

21

1
22

1

>
Γ

=−
ΓΓ

= −∞ −−−
−

∫ xex
k

dyexy
kk

xxp x

x

kyk
k

ξ

)0(,0)( ≤= xxpξ

)0(,0)(

)0(,
)(

1)(
)()(

)( 1

21
0

11

21

2121

≤=

>
+Γ

=−
ΓΓ

= −+−−
−

∫
yyp

yy
kk

dxxyx
kk

eyp kky kk
y

η

η

3.34 证明：若随机变数 只取一个值 ，则 与任意的随机变数 独立。ξ a ξ η

证： 的分布函数为ξ

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
ax
ax

xF
1
0

)(ξ

设 的分布函数、 的联合分布函数分别为 。η ),( ηξ ),(),( yxFyFη

当 时 ， 。 当 时 ，ax ≤ )()(0),(),( yFxFyxPyxF ηξηξ ==<<= ax >

。所以，对任意实数 ，都有)()()(),(),( yFxFyPyxPyxF ηξηηξ =<=<<= yx,

，故 与 相互独立。)()(),( yFxFyxF ηξ= ξ η

3.35 证明：若随机变数 与自己独立，则必有常数 ，使 。ξ c 1)( == cP ξ

证： 由 于 ，所 以 ，)()(),()( xPxPxxPxP <<=<<=< ξξξξξ 2)]([)( xFxF =
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。由于 ， 非降、左连续，所以必有常数 ，使得10)( 或=xF 1)(,0)( =+∞=−∞ FF )(xF c

⎩
⎨
⎧

>
≤

=
cx
cx

xF
0
0

)(

故 。1)( == cP ξ

3.36 设二维随机变量 的密度函数为),( ηξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤+=

其它0

11
),(

22 yxyxp π

问 与 是否独立？是否不相关？ξ η

解： 。)1|(|,0)();1|(|,12)(
21

1

2

2
>=≤

−
== ∫

−

−−
xxpxxdyxp

x

x ξξ ππ

同理， 。)1|(|,0)();1|(|,
12

)(
2

>=≤
−

= yypy
y

yp ηη π

由于 ，所以 与 不相互独立。)()(),( ypxpyxp ηξ≠ ξ η

又因 关于 或关于 都是偶函数，因而 ，)(),(),,( ypxpyxp ηξ x y 0)( === ξηηξ EEE

故 ， 与 不相关。0),cov( =ηξ ξ η

3.41 设某类电子管的寿命（以小时计）具有如下分布密度：

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
1000

100100
)( 2

x

x
xxp

一台电子管收音机在开初使用的 150小时中，三个这类管子没有一个要替换的概率是多少？

三个这类管子全部要替换的概率又是多少？（假设这三个管子的寿命分布是相互独立的）

解：设这类电子管的寿命为 ，则ξ

3
2100

)150(
150 2 ==> ∫
∞

dx
x

P ξ

所以三个这类管子没有一个要替换的概率为 ；三个这类管子全部要替换的概27
8)3

2( 3 =

率是 。27
1)3

21( 3 =−

3.44 对球的直径作近似测量，设其值均匀分布在区间 内，求球体积的密度函数。],[ ba
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解 ： 设 球 的 直 径 为 ， 则 其 体 积 为 。 的 反 函 数ξ 3

6
1πξη = 3

6
1 xy π=

。由 的密度函数 ， ，得dyydxyx 3 23 362,6 ππ == ξ )(1)( abxp −=ξ bxa ≤≤ η

的密度函数为

⎪⎩

⎪
⎨

⎧ ≤≤
⋅−=

其它。0

,
6636)(

2
)(

33

3 2
bya

yabyp
ππ

πη

3.45 设随机变数 服从 分布，求 的分布密度。ξ )1,0(N ξ

解：在 时，0≥x

。dtexxPxP
x

x

t

∫−
−

=<<−=< 2

2

2
1)()(
π

ξξ

所以 的分布密度ξ

。)0(,0)();0(,/2)(
2/2

<=≥⋅= − xxpxexp x
ξξ π

3.46 设随机变数 服从 分布，求 的分布密度。ξ ),( 2σaN ξe

解： 的反函数 。由 服从 分布，推得 的分
xey = dyydxyx ⋅== /1,ln ξ ),( 2σaN ξη e=

布密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−⋅

=
.00

,0)(ln
2
1

2
1

)(
2

2

y

yayoxp
yyp σσπη

3.47 随机变数 在任一有限区间 上的概率均大于 （例如正态分布等），其分布函数ξ [ ]ba, 0

为 ，又 服从 上的均匀分布。证明 的分布函数与 的分布函数相同 。)(xFξ η [ ]1,0 )(1 ηζ ξ
−= F ξ

解：因为 在任一有限区间 上的概率均大于 ，所以 是严格上升函数。由于ξ [ ]ba, 0 )(xFξ

上 的 均 匀 分 布 ， 所 以 的 分 布 函 数[ ]1,0 ζ

，对任意的 都成立。所以)()(())(()()( 1 xFxFPxFPxPxF ξξξξ ηηξ =<=<=<= − x

与 的分布函数相同。ζ ξ

3.48 设随机变量 与 独立，求 的分布密度。若（1） 与 分布服从 及ξ η ηξ + ξ η ),( ba

上的均匀分布，且 ；（2） 与 分别服从 及 上的均匀分),( βα βα <<< ba ξ η )0,( a− ),0( a
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布， 。0>a

解（1） 其它。,0)(;),/(1)( =<<−= xpbxaabxp ξξ

，其它。0)(;),/(1)( =<<−= ypxxp ηη βααβ

dyypyxpxp )()()( ηξηξ ⋅−= ∫
∞

∞−+

= dy
ab

ax

bxman∫
−

− −−

),min(

),( ))((
1β

α αβ

= ，其[ ] [ ] 0)(;,))((/),max(),min( =+<<+−−−−− + xpbxaabbxax ηξβααβαβ

它。

（2） ，其它，0)(;0,/1)( =<<−= xpxaaxp ξξ

，其它。0)(;0,/1)( =<<= xpaxaxp ηη

dyadyypyxpxp
ax

x∫∫
+∞

∞−+ =⋅−=
),min(

)0,max(

2/1)()()(
α

ηξηξ

= [ ] 2/)0,max(),min( axaax −+

= ，其它0)(;,
2

=<<−
−

+ xpaxa
a
xa

ηξ

3.49 设随机变量 与 独立，服从相同的拉普拉斯分布，其密度函数为ξ η

)0(,
2
1)( / >⋅= − ae
a

xp ax

求 + 的密度函数。ξ η

解： ，
axe

a
xpxp /

2
1

)()( −⋅== ηξ

，dyypyxpxp )()()( ηξηξ ⋅−= ∫
∞

∞−+

当 时，0≥x

a
x

x
a
yxy

x
a
yyx

a
yyx

e
a
x

a

dyedyedye
a

dy
a

yyx
a

xp

−

∞
+−

−
+−

−

∞−

−−
−

∞

∞−+

+=

++=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−
−=

∫∫∫

∫

)1(
4
1

][
4
1

||||
exp

4
1

)(

0

0

2

2ηξ

当 时，0<x
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a
x

a
yxy

x
a
yxy

x
a
yyx

e
a
x

a
dyedyedye

a
xp )1(

4
1][

4
1)(

0

0

2
−=++= ∫∫∫

∞
+−

−
−−

−

∞−

−−
−

+ηξ

所以

a
x

exa
a

xp
||

2
|)|(

4
1)( −

+ +=ηξ

3.50 设随机变量 与 独立，服从相同的柯西分布，其密度函数为ξ η

)1(
1

)( 2x
xp

+
=
π

证明： 也服从同一分布。)(
2
1

ηξς +=

证：

)4(
2

|)]()1)ln(()1[ln(
)4(

1

]
1)(

)(2
1

2[
)4(

1
)(1

1
1
11)(

2

22
22

2222

222

+
=

−++−−++
+

=

+−
−−

−
+
+

+
=

−++
=

∞
∞−

∞

∞−

∞

∞−+

∫

∫

y

yxyarctgyxyarctgxx
yy

dx
yx

yyx
x

yx
yy

dx
xyx

yp

π

π

π

πηξ

所以

)1(
1

2
]4)2[(

2
)( 22)(

2
1 zz

zp
+

=
+

=
+ ππηξ

即 也服从相同的柯西分布。)(
2
1 ηξς +=

3.51 设随机变量 与 独立，分别具有密度函数ξ η

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

00
0

)(
x
xe

xp
xλ

ξ

λ

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

00
0

)(
x
xe

xp
xµ

η

µ

（其中 ），求 + 的分布密度。0,0 >> µλ ξ η

解： 时，0>x
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−=

=

=

−

−−

−−−

−−−
+

∫
∫

µλλ

µλµλ
µλ

µλ

λµ

λ

λµ

µλµ

λµ
ηξ

,

],[)(

)(

2

0

)(

0

)(

x

xx

x yx

x yyx

xe

ee

dyee

dyeexp

时，0≤x

0)( =+ xp ηξ

3.53 设随机变量 与 独立，都服从 上的均匀分布，求 的分布。ξ η )1,0( || ηξ −

解： 服从 上的均匀分布，据 3.48(2)知，η− )0,1(−

⎩
⎨
⎧

<<−
≤<−+

=−+=− 101
011

)]0,max()1,1[min()(
xx
xx

xxxp ηξ

在 时， 的分布函数10 << x || ηξ −

∫ ∫−
−=−++=

<−<−=<−=
0

0

22)1()1(

)()|(|)(

x

x
xxdttdtt

xxPxPxF ηξηξ

所以 的分布密度为|| ηξ −

⎩
⎨
⎧ <≤−

=−
其它0

10)1(2
)(||

xx
xp ηξ

3.54 设随机变量 与 独立，分别服从参数为 与 的指数分布，求 的分布密ξ η λ µ ηξ −

度。

解：由 得 ，所以0,)( >= − xexp xµ
η µ 0,)( <=− xexp xµ

η µ

dyyxpypxp )()()( −= −

∞

∞−− ∫ ηξηξ

在 时，0≤x

)()(
0

)(

µλ
λµµλ

µ
µλ

ηξ +== ∫
∞ −−

−

x
yxy edyeexp

在 时，0>x

)()( )(

µλ
λµµλ

λ
µλµ

ηξ +==
−∞ −−

− ∫
x

x

yx edyeexp

所以

http://www.3che.com


www.3che.comwww.3che.comwww.3che.comwww.3che.com 三车资料库——学习资源共享专家

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤+= −−

0)(

0)()(
xe

xe
xp x

x

µλ
λµ

µλ
λµ

λ

µ

ηξ

3.56 设随机变量 与 独立，且分别具有密度函数为ξ η

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<
−=

1||0

1||
1

1
)( 2

x

x
xxp πξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>=

−

00
0)(

2
2

x
xxeyp

x

η

证明 服从 分布。ξη )1,0(N

证：由 得 。故0,)( 2
2

>=
− xxexp
x

η 0,)( 22
1

3
1 >=

−− xexxp x

η

dxxpyxpxypyp )()(||)()( 1 ηξ
η

ξ
ξη ∫

∞

∞−
==

令 ，则22
1

2

2
yux +=

2
0

2
1

2
2

2

2
1

2
1)(

y
uy edueueyp −∞ −−− == ∫ ππξη

所以 服从 分布。ξη )1,0(N

3.58 设随机变量 与 独立，都服从 上的均匀分布，求 的密度函数。ξ η ),0( a η
ξ

解： ∫∫
∞∞

∞−
==

0
)(1||)()()( dzxzzp

a
dzzzpxzpxp ξηξ

η
ξ

当 时，10 ≤< x

2
11)(

02
== ∫

a
zdz

a
xp

η
ξ

当 时1>x

202 2
11)(
x

zdz
a

xp x
a

== ∫
η

ξ

所以 的密度函数为η
ξ
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤<
≤

=

1
2
1

102
1

00
)(

2 x
x

x
x

xp
η

ξ

3.59 设随机变量 与 独立，都服从参数为 的指数分布，求 的密度函数。ξ η λ η
ξ

解：在 时，0≥x

∫

∫
∞ −−

∞

∞−

+
==

=

0 2
2

)1(
1

||)()()(

x
ydyee

dyyypxypxp

yxy λλ

ηξ
η

ξ

λ

在 时， 。0<x 0)( =xp
η

ξ

3.60 设二维随机变量 的联合分布密度为),( ηξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<
+

=
其它0

1||,1||
4

1
),( yxxy
yxp

证明： 与 不独立，但 与 独立。ξ η 2ξ 2η

证：由于 ，所以 与 不独立。由于)()(),( ypxpyxp ηξ≠ ξ η

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

≤<=
+

>

=< ∫ ∫− −

00

10)
4

1(

11

)(
1

1

2

x

xxdtdyty
x

xP
x

x
ξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

≤<=
+

>

=< ∫ ∫− −

00

10)
4

1
(

11

)(
1

1

2

y

yydtdx
tx

y

yP
y

y
η

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤<
≤<>
>≤<
>

=<<

其它0
1,0
10,1
1,10
1,1

),( 22

yxxy
yxy
yxx
yx

yxP ηξ

所以对一切的 ，都有 ，故 与 相互独立 。yx, )()(),( 2222 yPxPyxP <<=<< ηξηξ 2ξ 2η

3.61 设随机变量 具有密度函数ξ
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤−=

其它0
22

cos2
)(

2 ππ
π

xxxp

求 。ξξ DE ,

解： 0cos
2 22

2
== ∫− xdxxE

π

π π
ξ

2
1

12
cos2 2

22

2

22 −=== ∫−
π

π
ξξ

π

π
xdxxED

3.62 设随机变量 具有密度函数ξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<<−

≤<

=
其它0

212
10

)( xx
xx

xp

求 及 。ξE ξD

解 ，∫ ∫ =−+=
1

0

2

1

2 1)2( dxxxdxxEξ

，6/7)2(
2

1

21

0

32 =−+= ∫∫ dxxxdxxEξ

。6/1)( 22 =−= ξξξ EED

3.63 设随机变量 的分布函数为ξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤−+

−<

=
11
11arcsin
10

)(
x
xxba

x
xF

试确定常数 ，并求 与 。),( ba ξE ξD

解：由分布函数的左连续性，

⎩
⎨
⎧

=⋅+
=⋅+

,00arcsin
,11arcsin

ba
ba

故 。π/1,2/1 == ba

)arcsin1
2
1(

1

1
xdxE

π
ξ +⋅= ∫−

= ，0
1

1

1 2
=

−
∫− dx

x

x

π
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。2/1sin2

1

2

1

2/

0

21

0 2

21

1 2
==

−
=

−
== ∫∫∫− tdt

x
dxxdx

x
xED

π

πππ
ξξ

3.64 随机变量 具有密度函数ξ

⎩
⎨
⎧

≤
<⋅⋅

=
−

0,0
0,

)(
/

x
xexA

xp
x φα

其中 求常数 及 。,0,1 >> βα ξEA, ξD

解： dyeyAdxexA yx −∞ +−∫ ∫⋅=⋅⋅=
0 0

1/1
β ααβα β

= ，)1(1 ++ αβ α TA

故

。
)1(

1
1 +⋅

=
+ αβ α T

A

)3(

,)1()2(

3/

0

2

2/

0

1

+⋅⋅=⋅⋅=

+=+⋅⋅=⋅⋅=

+−∞ +

+−∞ +

∫
∫

αβξ

βααβξ

αβα

αβα

TAdxexAE

TAdxexAE

x

x

=
2)2)(1( βαα ++

222 )1()( βαξξξ +=−= EED

3.66 设随机变量 服从 上的均匀分布，求 的数学期望与方差。ξ )
2
1
,2
1(− πξη sin=

解： ∫− == 2
1

2
1 ,0sin xdxE πη

。∫− === 2
1

2
1

22 2/1sin xdxED πηη

3.67 地下铁道列车的运行间隔时间为五分钟，一个旅客在任意时刻进入月台，求候车时间

的数学期望与方差。

解：设旅客候车时间为 （秒），则 服从 上的均匀分布，则ξ ξ [ ]300,0

，（秒）150
300
1300

0
=⋅⋅= ∫ dxxEξ

，）秒
22300

0

2 (30000
300
1

=⋅⋅= ∫ dxxEξ

。）秒22 (750015030000 =−=ξD
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3.71 设 为正的且独立同分布的随机变量（分布为连续型或离散型），证明：对nξξξ …,, 21

任意的 ，有)1( nkk ≤≤

。
n
k

E
n

k =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++
ξξ
ξξ

⋯
⋯

1

1

证： 同分布 ，又 ，所以 都存在且相等∑
=

n

i
ij

1

/ ξξ ),,1( nj ⋯= 1/
1

≤∑
=

n

i
ij ξξ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∑
=

n

i
ijE

1

/ ξξ

。由于 ，所以),,1( nj ⋯= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∑∑∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
i EnE

1
1

11

//1 ξξξξ

。
n
kEkE

n

i
i

n

k =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

∑
=1

1
1

1 / ξξ
ξξ
ξξ

⋯
⋯

3.72 设 是非负连续型随机变量，证明：对 ，有ξ 0>x

。
x
ExP ξξ −≥< 1)(

证： ∫∫
∞

−==<
x

x
dttptpxP )(1)()(

0 ξξξ

dttpt
x

dttp
x
t

x
)(11)(1

0∫∫
∞∞

⋅−≥⋅−≥ ξξ

。
x
Eξ

−= 1

3.73 若对连续型随机变量 ，有 ，证明有 。ξ )0( <∞< rE rξ
r

rE
P

ε
ξ

εξ ≤> )(

证： dxxp
x

dxxpP
x x r

r

)()()( ξε εξ ε
εξ ⋅≤=> ∫ ∫> >

。
rr

r

r
Expx εξ

ε ξ /)(1
=⋅≤ ∫

∞

∞−

3.75 已知随机变量 与 的相关系数为 ，求 与 的相关系数，其ξ η ρ ba += ξξ1 dc += ηη1

中 均为常数， 皆不为零。dcba ,,, ca,

解：
[ ]

2
11121

1111
1 )()(

)()(
1 ηηξξ

ηηξξ
ρ ηξ

EEEE

EEE

−⋅−

−⋅−
=

=
ηξ

ηξ
DcDa

ac
⋅⋅⋅

⋅ ),cov(
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⎩
⎨
⎧

<−
>

=⋅=
0
0

ac
ac

ac
ac

ρ
ρ

ρ

3.81 设随机变量 中任意两个的相关系数都是 ，试证： 。nξξξ ,,2,1 ⋯ ρ
1

1
−

−≥
n

ρ

证： [ ]2
1

)(0 ∑ =
−≤

n

i ii EE ξξ

j
nji

n

i i DDD ξξρξ ⋅+= ∑∑
≤<≤

=
1

11
2

)(
!

1 1 j
nji

i
n

i i DDD ξξρξ +⋅+≤ ∑∑
≤<≤

= =

= ，[ ])1(1
1 1 −+∑ =

nDn

i
ρξ

故 。
1

1,0)1(1
−

−≥≥−+
n

n ρρ

3.84 证明下述不等式（设 都是连续型或离散型随机变量）：ηξ ,

（1）若 与 都有 阶矩，则有ξ η 1≥p

pppppp EEE /1'/1/1 ][][][ ηξηξ +≤+

)
pppp EEE ηξηξ +≤+ − (2 1

(2)若 与 都具有 阶矩，则ξ η 0>p

)(2 ppp EEpE ηξηξ +≤+

证：（1） 时， 即所谓的明可夫斯基不等式，1≥p pppppp EEE /1/1/1 ][][][ ηξηξ +≤+

证明略。

在 时， 是 的下凸函数，故1≥p px x

2
||||

2

ppp yxyx +
≤

+

即

pppp yxyx |||(|2|| 1 +≤+ −

故

pppp EEE ηξηξ +≤+ − (2 1

（2）在 时， ，故0>p )|||(|2|2||2||)||(||| ppppppp yxyxyxyx +=+≤+≤+

)(2 ppp EEpE ηξηξ +≤+
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3.88 设二维随机变量 的联合分布密度为),( ηξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>

++
−−

=
其它0

0,0
)1(
)2)(1(

),(
yx

yx
nn

yxp n

其中 。求 条件下 的条件分布密度。2>n 1=ξ η

解： 。故0,
)1(
2

)1(
)2)(1(

)( 10
>

+
−

=
++
−−

= −

∞

∫ x
x

n
dy

yx
nn

xp nnξ

⎩
⎨
⎧ >+−

=
−

其它0
0)2()1(2

)1|(
1

|

yyn
yp

nn

ξη

3.89 设随机变量 服从 分布，随机变量 在 时的条件分布为 ，ξ ),( 2τmN η x=ξ ),( 2σxN

求 的分布及 关于 的条件分布。η ξ η

解：
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−
−

−=⋅= 2

2

2

2

| 2
)(

2
)(exp

2
1)|()(),(

στπστξηξ
xymxxypxpyxp

dxymxmydxyxpyp ∫∫
∞

∞−

∞

−∞ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−⋅
+

−⋅
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

−⋅==
22

22

22

22

22

2

2
exp

)(2
)(exp

2
1),()(

τσ
τσ

στ
τσ

τσπτση

，
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

−⋅
+

=
)(2

)(exp
)(2

1
22

2

22 τσστπ

my

故 )|().,(~ |
22 yxpmN ηξτση +

，)2()(),( 22 τσπστη +== ypyxp
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−⋅
+

−⋅
2

22

22

22

22

2
)(

exp
τσ
τσ

στ
τσ ym

x

故在 时， 的条件分布为 。y=η ξ ),(
22

22

22

στ
τσ

τσ
τσ +

+
+ ymN

3.90 设 为具有数学期望的独立随机变量序列，随机变量 只取正整数值，⋯⋯ ,,, 21 nξξξ η

且与 独立，证明：{ }1, ≥nnξ

)(
11

kPEE
k

k
k

k ≤⋅=∑∑
∞

==

ηξξ
η
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证： ∑ ∑
= =

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

η η

ηξξ
1 1

)(
k k

kk EEE

)(
1 1

sPE
s

s

k
k =⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=∑ ∑

∞

= =

ηξ

)(
1 1

sPE
s

s

k
k =⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=∑ ∑

∞

= =

ηξ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⋅= ∑∑

∞

=

∞

= ksk
k sPE )(

1

ηξ

∑
∞

=

≥⋅=
1

)(
k

k kPE ηξ

3.91 求下列连续型分布的特征函数：

（1） 上的均匀分布 ，),( aa− )0( >a

（2）柯西分布，其密度函数为

)0(,
)(
1)(

22
>

+−
⋅= a

abx
axp
π

（3） 分布，其密度函数为−T

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>⋅⋅=
−−

00

0
)()(

1

x

xex
Txp

xβα
α

α
β

)0,0( >> βα

解：（1）
at
atdx

a
et

a

a

itx sin
2
1)( =⋅⋅= ∫−ϕ

（ 2 ）

du
au
tueadu

au
eeadx

abx
aet itb

itu
itba

a

itx ∫∫∫
∞∞

∞−− +
⋅=

+
⋅⋅=

+−
⋅⋅=

0 222222

cos2
)(
1)(

πππ
ϕ

由拉普拉斯积分

得),0,(,
2

cos
0 22

>=
+

−∞

∫ βα
α
π

α
β αβedx
x
x taibtet −=)(ϕ

（3）

ααααβαααα

β
βατατβατβατβϕ −−∞ −−−∞

−=−⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅= ∫∫ )1()/()()(/)(/)(/)( 1

0

)(11

0

ititdxxedxexet xititx

α

β
−−= )1( it

3.93 若 是 特 征 函 数 ， 证 明 下 列 函 数 也 是 特 征 函 数 ：（ 1 ）)(tϕ
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（ 为正整数）[ ]22 )()3(;)()2();( ttt ϕϕϕ − n

证：（1）若 是随机变量 的特征函数，则 是随机变量 的特征函数；)(tϕ ξ )( t−ϕ ξη −=

（2）若 与 独立同分布，其特征函数为 。则 是随机变量ξ η )(tϕ )()()( 2 ttt −⋅= ϕϕϕ

的特征函数；ηξζ −=

（3）若 独立分布，其特征函数为 。则 是随机变量 的nξξ ,,1 ⋯ )(tϕ [ ]nt )(ϕ ∑ =
=

n

i i1
ξη

特

征函数。

3.94 证明下列函数是特征函数，并找出相应的分布函数：

（1） ；（2） ；（3） ；（4） ；（5） 。tcos t2cos
it+1
1 2sin

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
t
t

12
1
−− ite

证：（1） ，所以 是两点分布tcos itit ee −⋅+⋅=
2
1

2
1

tcos

的特征函数。

（2） ，所以 是三点分布
itit eet 222

4
1

4
1

2
1cos −⋅+⋅+= t2cos

的特征函数。

（3）密度函数为 的指数分布的特征函数为 ，所以0,0)(;0,)( <=≥= − xxpxexp x

it−1
1

是密度函数为 的分布的特征函数。
it+1
1 0,0)(;0,)( >=≤= xxpxexp x

（4） 上均匀分布的特征函数为 ，所以互相独立且同为 上均匀分布的两个]1,1[−
t
tsin ]1,1[−

随机变量和的特征函数为 ，即 是密度函数为
2)

sin
(
t
t 2)

sin
(
t
t

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤−
<≤−+

=
其它0

204
)2(

024
)2(

)( xx
xx

xp

的分布的特征函数。

ξ -1 1

P 21 21

ξ 2− 0 2

P 41 21 41
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（5） ，所以 是几何分布
ikt

k
kit
e

e ∑
∞

=
−

=
− 1 2

1
12

1
12

1
−−ite

⋯,3,2,1,
2
1)( === kkP
k

ξ

的特征函数。

3.95 试举一个满足（1） ，（ 2） ，但是 不是特征函数的)()( tt ϕϕ =− 1)0(|)(| =≤ϕϕ t )(tϕ

例子。

解：令

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
00
01

)(
t
t

tϕ

则 满足（1），（ 2），但 在 点不连续，故 不是特征函数。)(tϕ )(tϕ 0=t )(tϕ

3.96 证明函数

)0(
||0

||
||

1)( >
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤−= a
at

at
a
t

tϕ

是特征函数，并求出它的分布函数。

解：由于

∞<=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫∫ −

∞

∞−
adt

a
t

dtt
a

a
1)(ϕ

故欲证 是特征函数，仅须验证)(tϕ

2

cos11cos111
2
1)(

2
1)(

0 ax
axtxdt

a
tdt

a
t

edttexp
aa

a

itxitx −
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅=⋅= ∫∫∫ −

−∞

∞−

−

πππ
ϕ

π

是密度函数由于 ，0)( ≥xp

，1sin2
22

sin)(
0 2

22

0

2 ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫∫

∞∞∞

∞−
dy

y
ydxaxax

x
adxxp

π

所以 为特征函数，其分布函数为)(tϕ

。dt
at

atxF
x

2

cos11)( −
⋅= ∫ ∞− π

3.97 设 是一个特征函数。 ，证明：)(tϕ 0>h

th
th

tpth

sin
)()( ⋅=ϕ

也是特征函数。
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证：设 与 相互独立， 的特征函数为 ， 服从 上的均匀分布， 的特征函ξ η ξ )(tϕ η [ ]hh,− η

数为 ，则 是 的特征函数。
th
thsin

th
thsin ηξ +

3.98 设 为 个独立同柯西分布的随机变量，证明 与 有相同的分布。nξξξ ,,, 21 ⋯ n ∑
=

n

i
in 1

1 ξ 1ξ

证：柯西分布 的特征函数 故 的特征函数为
22)(

1
)(

abx
a

xp
+−

⋅=
π

.)( taibtet −=ϕ ∑
=

⋅
n

i
in 1

1 ξ

所以 与同分布。.taibt
n

e
n
t −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ ∑

=

⋅
n

i
in 1

1 ξ

3.99 设 为独立同 分布的随机变量，求 的分布。nξξξ ,,, 21 ⋯ −T ∑
=

n

i
i

1

ξ

解： 分布 ， ； ， 的特 征 函 数−T xex
T

xp βα
α

α
β −−= 1

)(
)( 0>x 0)( =xp 0≤x

。故 的特征函数为

α

β
ϕ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
itt 1)( ∑

=

n

i
i

1

ξ

，[ ]
α

β
ϕ

n
n itt

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 1)(

所以 也是 分布，其密度函数为 ， ； ，∑
=

n

i
i

1

ξ −T xn
n

ex
nT

xp βα
α

α
β −− ⋅⋅= 1

)(
)( 0>x 0)( =xp

。0≤x

3.100 设二维随机变量 具有联合密度函数为( )ηξ ,

[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<++=

其它0

1,1)(1
4
1

),(
22 yxyxxyyxp

证明： 的特征函数等于 的特征函数的乘积，但是 并不相互独立。ηξ + ηξ， ηξ与

证： ∫
∞

∞−+ −= dxxzxpzp ),()(ηξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤−

<<−+

=
其它。0

204)2(
024)2(

xx
xx
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的特征函数为 。ηξ +
2sin
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
t
t

。1,0)(;11,21)(.1,0)(;11,21)( ≥=<<−=≥=<<−= yypyypxxpxxp ηηξξ

故 与 的特征函数皆为 ，所以 的特征函数等于 、 的特征函数的乘积。由ξ η
t
tsin ηξ + ξ η

，故 与 不互相独立。)()(),( ypxpyxp ηξ ⋅= ξ η

3.101 设随机变量 服从柯西分布，其特征函数为 ，又令 ，证明ξ te − )0( >= aaξη ηξ +

的特征函数等于 、 的特征函数的乘积，但 与 不独立。ξ η ξ η

证：由 的特征函数 推得， 与 的特征函数分别为ξ tet −=)(ξϕ ξη a= ηξ + taet −=)(ηϕ

与 ，故 。
taet )1()( +−

+ =ηξϕ )()()( ttt ηξηξ ϕϕϕ ⋅=+

倘 若 与 相 互 独 立 ， 令 的 分 布 函 数 为 ， 则ξ η ξ )(xF

，[ ]2)()()()()(),()( xFxPxPaxPxPaxxPxF =<⋅<=<⋅<=<<= ξξηξηξ

故 或 ，此与 服从柯西分布相矛盾，故 与 互不独立。0)( =xF 1 ξ ξ η

3.102 判别下列函数是否为特征函数（说明理由）：

（1） ；（2） ；（3） ；（4） ；（5） 。tsin
21

1
t
t

+
− )ln( te +

ti−1
1

( )221

1

t+

解：（1）不是，因为 。10sin ≠

（2）不是，因为当 时， 。01 <<− t 1
1
1

2
>

+
−
t
t

（3）不是，因为 不成立1)ln( ≤+ te

（4）不是，因为 。)(
1
1

)( t
ti

t −≠
−

= ϕϕ

（5）是的，拉普拉斯分布 的特征函数为 ，所以 也是特征
xexp −⋅=

2
1)(

21
1
t+ ( )221

1

t+

函数。

第四章 大数定律与中心极限定理

4.1 设 为退化分布：)(xD
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⎩
⎨
⎧

≤
>

=
00
01

)(
x
x

xD

讨论下列分布函数列的极限是否仍是分布函数？

⋯,2,1},01({)3()};1({)2()};({)1( =−++ n
n

xD
n

xDnxD 其中

解：（1）（ 2）不是；（3）是。

4.2 设分布函数 如下定义：)(xFn

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤<−
+

−≤

=

nx

nxn
n
nx

nx

xFn
1
2

0

)(

问 是分布函数吗？)(lim)( xFxF nn ∞→
=

解：不是。

4.3 设分布函数列 弱收敛于分布函数 ，且 为连续函数，则)}({ xFn )(xF )(xF

在 上一致收敛于 。)}({ xFn ),( ∞−∞ )(xF

证：对任意的 ，取 充分大，使有0>ε M

MxxFMxxF −≤∀<≥∀<− ,)(;,)(1 εε

对上述取定的 ，因为 在 上一致连续，故可取它的 分点：M )(xF ],[ MM− k

，使 有 ，再 令MxxxMx kk =<<<<−= −121 ⋯ kixFxF ii <≤<−+ 1,)()( 1 ε

，则有∞=−∞= +10 , kxx

10,)()( 1 +<≤<−+ kixFxF ii ε

（1）

这时存在 ，使得当 时有N Nn >

10,|)()(| +≤≤<− kixFxF iin ε

（2）

成立，对任意的 ，必存在某个 ，使得 ，由（2）),( ∞−∞∈x )0( kii ≤≤ ),( 1+∈ ii xxx

知当 时有Nn >

ε+<≤ ++ )()()( 11 iinn xFxFxF

（3）

ε−>≥ )()()( iinn xFxFxF
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（4）

由（1），（ 3），（ 4）可得

，εεε 2)()()()()()( 11 <+−≤+−<− ++ iiin xFxFxFxFxFxF

，εεε 2)()()()()()( 1 −>−−≥−−>− +iiin xFxFxFxFxFxF

即有 成立，结论得证。ε2)()( <− xFxFn

4.5 设随机变量序列 同时依概率收敛于随机变量 与 ，证明这时必有{ }nξ ξ η

。1)( ==ηξP

证：对任意的 有 ，故0>ε ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−⊂≥−

2
εηξεηξ n

( ) 0,0
22

0 →→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−≤≥−≤ nPPP nn

εηξεξξεηξ

即对任意的 有 成立，于是有0>ε ( ) 0=≥− εηξP

( ) 011
11

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−=≠ ∑

∞

=

∞

= kk k
P

k
PP ηξηξηξ ∪

从而 成立，结论得证。1)( ==ηξP

4.6 设随机变量序列 ， 分别依概率收敛于随机变量 与 ，证明：{ }nξ { }nη ξ η

（1） ；（2） 。ηξηξ +⎯→⎯+ P
nn ηξηξ ×⎯→⎯× P

nn

证：（1）因为 故( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−⊂≥−−+

22
εηηεξξεηξηξ nnnn

∞→→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−≤≥−−+≤ nPPP nnnn ,0

22
)(0 εηηεξξεηξηξ

即 成立。ηξηξ +⎯→⎯+ P
nn

（2）先证明这时必有 。对任给的 取 足够大22 ξξ ⎯→⎯P
n 0,0 >> δε M

，使有 成立，对取定的 ，存在 ，当 时有⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤1
M
ε δξ <⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

>
2
1MP M N Nn >

成立这时有( ) δεξξξξ <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≥−≤≥−

M
PP nn 1
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( ) ( )MPMP nn >+−≤>+ ξξξξξ 2

( ) ( ){ }12 <−∩>+−= ξξξξξ nn MP

)}1|(|)|2||{(| ≥−∩>+−+ ξξξξξ nn MP

δξξξ 2)1|(|)1|2(| <≥−+−>≤ nPMP

从而有

δξξεξξ

ξξεξξξξ
ξξεξξξξ

εξξξξεξξ

3)|(|)|(|

)}|(|)|||{(|
)}|(|)|||{(|
)|||(|)|(| 22

<>++≥−≤

>+∩≥+−+
≤+∩≥+−=

≥+−=≥−

MP
M

P

MP
MP

PP

nn

nnn

nnn

nnn

由 的任意性知 ，同理可证 ，由前述（1）有δε , 22 ξξ
P

n →
22 ηη

P

n →

ξηηξηξηξηξηξ 2)()(2 22222 =−−+→−−+=
P

nnnnnn

故 ，结论成立。ηξηξ ×⎯→⎯× P
nn

4.7 设随机变量序列 ， 是一个常数，且 ，证明 。aP
n ⎯→⎯ξ 0≠a 0≠nξ a

P

n

11
⎯→⎯

ξ

证 ： 不 妨 设 对 任 意 的 ， 当 时 有0>a a<< ε0 εξ <− an

，εξξ aaaaaa nn −≥−+= 22 )(

因而 。于是有⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

⊂⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥

−
ε

ε
ξ

ε
ξ
ξ

aa
a

a
a n

n

n
2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥−≤ ε

ξ a
P

n

110

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

−
+

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥

−
= εξε

ξ
ξ

εξε
ξ
ξ

a
a
a

Pa
a
a

P n
n

n
n

n

n ∩∩

。( ) ∞→→≥−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

≤ naP
aa
a

P n
n ,02 εξε

ε
ξ

结论成立。

4.9 证明随机变量序列 依概率收敛于随机变量 的充要条件为：{ }nξ ξ
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∞→→
−+

−
nE

n

n ,0
1 ξξ

ξξ

证：充分性，令 ， ，则 ，故 是
x

x
xf

+
=
1

)( 0>x 0,0
)1(

1
)( 2

' >>
+

= x
x

xf )(xf

的单调上升函数，因而 ，于是有)0( >xx ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
>

−+

−
⊂>−

ε
ε

ξξ
ξξ

εξξ
1||1 n

n
n

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
>

−+

−
≤>−

ε
ε

ξξ
ξξ

εξξ
11 n

n
n PP

∞→→
−+

−+
≤ nE

n

n ,0
1

1
ξξ

ξξ
ε
ε

对任意的 成立，充分性得证。0>ε

必要性，对任给的 ，令 ，因为 ，故存在0>ε { }εξξωε >−= nA : ξξ ⎯→⎯P
n

充分大的 使得当 时有 ，于是有N Nn ≥ εε <)(AP

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+

−
=

−+

−
εξξ

ξξ
ξξ

ξξ
A

n

n

n

n IEE
11 εξξ

ξξ
A

n

n IE )
1
(

−+

−

，εεε 2)( <+≤ AP

由 的任意性知 ，结论为真。ε ∞→→
−+

−
nE

n

n ,0
1 ξξ

ξξ

4.10 设随机变量 按分布收敛于随机变量 ，又数列 ， ，证nξ ξ aan → bbn →

明 也按分布收敛于 。nnn ba +ξ ba +ξ

证：先证明 按分布收敛于 。 时为显然，不妨设 （ 时naξ ξa 0=a 0>a 0<a

的修改为显然），若 ， ， ， 的分布函数分别记作 ， ，ξa ξ naξ nξ ( )⋅ξaF ( )⋅ξF

与 ，则 = ，当 是 的连续点时， 是 的连续点 ，( )⋅naF ξ ( )⋅nF ( )xFaξ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
a
xFξ x ( )⋅ξaF a

x ( )⋅ξF

于是有

)(limlim)(lim xF
a
xF

a
xFxF a

n
n

n
na

n
ξξξ =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞→∞→∞→
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成立，结论为真。由 4.12 知 ，再由 4.6(1)知 ，0)(
P

nn aa →−ξ bbaa
P

nnn →+− )(ξ

于是由前述结论及 4.11 知 按分布收敛于 ，nnnnnnn baaaba +−+=+ ξξξ )( ba +ξ

结论得证。

4.11 设随机变量序列 按分布收敛于随机变量 ，随机变量序列 依概率收}{ nξ ξ }{ nη

敛于常数 ，证明 按分布收敛于 。a nn ηξ + a+ξ

证：记 的分布函数分别为 ，则 的分布函数为 ，设 是nξξ , )(),( xFxF n a+ξ )( axF − x

的连续点，则对任给的 ，存在 ，使当 时有)( axF − 0>ε 0>δ δε <′<0

δε <−−′±− |)()(| axFaxF

（1）

现任取 ，使得 都是 的连续点，这时存在δεε <<< 210 21 , εε −−+− axax )(⋅F

，当 时有1N 1Nn ≥

εεε <+−−+− |)()(| 11 axFaxF n

（2）

εεε <−−−−− |)()(| 22 axFaxF n

（3）

对取定的 ，存在 ，当 时有1ε 2N 2Nn ≥

εεη <≥− )|(| 1aP n

（4）

于是当 时，由（1），（ 2），（ 4）式有),max( 21 NNn ≥

)5(3)()|(|)(
)}|(|){()}|(|){(

))(

11

11

εεηεξ
εηηξεηηξ

ηξ

+−<≥−++−<≤
≥−∩−<−++<−∩−<−+=

−<−+

axFaPaxP
aaxaPaaxaP

axaP

nn

nnnnnn

nn

又因为

)}|(|){(
)}|(|])({[)(

22

222

εηεξ
εηεηηξεξ

≥−∩−−<+
<−∩−<−−+=−−<

aaxP
axaPaxP

nn

nnnnn

于是由（1），（ 3），（ 4）式有

εεηεξ
εηεηηξηξ

3)(|(|)(
)}|(|])({[)(

22

22

−−≥≥−−−−<≥
<−∩−<−−+≥−<−+

axFaPaxP
axaPaxaP

nn

nnnnnn
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（6）

由（5），（ 6）两式可得

εηξ 3|)()(| <−−−<−+ axFaxaP nn

由 的任意性即知 按分布收敛于 ，结论得证。ε nn ηξ + a+ξ

4.12 设随机变量序列 按分布收敛于 ，随机变量序列 依概率收敛于 ，}{ nξ ξ }{ nη 0

证明

.0
P

nn →ηξ

证：记 的分布函数分别为 ，对任给的 ，取 足够nξξ , )(),( xFxF n 0>ε 0,0 >> ba

大，使 是 的连续点且ba,− )(xF

εε <−<− )(,)(1 aFbF

因为 ，故存在 ，当 时有)()( xFxF
W

n → 1N 1Nn ≥

εε 2)(,2)(1 <−<− aFbF nn

令 ，因为 ，故存在 ，当 时有),max( baM = 0
P

n →η 2N 2Nn ≥

εεη <> )|(|
M

P n

而

21)]}|(|)([)|{(|

)]}|(|)[()|{(|)|(|

II
M

baP

M
baPP

nnnn

nnnnnn

+=>∪<≤−∩>+

≤∩<≤−∩>=>

εηξεηξ

εηξεηξεηξ

其中 ，当 时有01 =I ),max( 21 NNn ≥

εξξ
ξξεηξ

4)](1[)()}(){(
})({})()|{(|
<−+−=≥∪−<=

<≤−≤<≤−∩>

bFaFbaP
baPbaP

nnnn

nnnn

因而 ，由 的任意性知 ，结论为真。εεηξ 5)|(| 2 <=> IP nn ε 0
P

nn →ηξ

4.13 设随机变量 服从柯西分布，其密度函数为nξ

)1(
)(

22xn
nxpn +

=
π
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证明 。∞→→ n
P

n ,0ξ

证：对任意的 ，有0>ε

∞→→
+

=
+

=≤ ∫∫ −−
n

dtt
dx

xn
n

P
n

nn ,1
)1(

1
)1(

)|(| 222

ε

ε

ε

ε ππ
εξ

故 。∞→→ n
P

n ,0ξ

4.14 设 为一列独立同分布随机变量，其密度函数为}{ nξ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

=
其它0

01
)(

ββ x
xp

其中 为常数，令 ，证明 。0>β ),,,max( 21 nn ξξξη ⋯= βη
P

n →

证：对任意的 ， 为显然，这时有n βη << n0

β
ββ

ξη <<==<=< ∏∫∏
==

xxdxxPxP n
n

i

xn

i
in 0,)(1)()(

1
0

1

βηη ≥=<≤=< xxPxxP nn ,1)(;0,0)(

对任意的 ，有)(0 βεε <>

∞→→
−

=−<=>− nPP n
nn ,0)()()|(|

β
εβεβηεβη

故 成立，结论得证。βη
P

n →

4.15 设 为一列独立同分布随机变量，其密度函数为}{ nξ

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−−

ax
axe

xp
ax

0
)(

)(

令 ，证明 。),,,min( 21 nn ξξξη ⋯= a
P

n →η

证：设 的分布函数为 ，有iξ )(xF

⎩
⎨
⎧

≤
>−

=
−−

ax
axe

xF
ax

0
1

)(
)(

这时有

axexFPxP axnn
n

i
in >=−=≥=≥ −−

=
∏ ,)](1[)()( )(

1

ξη
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对任意的 ，有0>ε

∞→→=≥−=≥− − neaPaP n
nn ,0)()|(| εεηεη

故 成立，结论得证。a
P

n →η

4.17 设 为一列独立同分布随机变量，都服从 上的均匀分布，若}{ nξ )1,0(

，证明 。n
n

k
kn

1

1

)(∏
=

= ξη ccc
P

n 为常数），并求出(→η

证：这时 也是独立同分布随机变量序列，且}{ln nξ

∫ −==
1

0
1ln xdxE nξ

由辛钦大数定律知 服从大数定理，即有 ，令 ，则}{ln nξ 1ln1

1

−→∑
=

Pn

i
in

ξ xexf =)(

是直线上的连续函数，由 4.8 题知)(xf

cee
P

nn
n

i
i

n

i
i

=→
∑

= −

=

=∏ 1
ln

11

1

1)(
ξ

ξ

结论成立。

4.18 设 为一列独立同分布随机变量，每个随机变量的期望为 ，且方差存在 ，}{ nξ a

证明 。ak
nn

Pn

k
k →+ ∑

=1)1(
2 ξ

证：已知 ，记 ，令 ，则aE n =ξ 2σξ =nD ∑
=+

=
n

k
kn k

nn 1)1(
2 ξη

1
4

)1(
4

)1(
2

2
2

1

2
22

1

+
≤

+
=

=
+

=

∑

∑

=

=

n
k

nn
D

aka
nn

E

n

k
n

n

k
n

σση

η

对任给的 ，由契贝晓夫不等式有0>ε

∞→→
+

≤≤≥− n
n

DaP nn ,0
1

411)|(|
2

22

σ
ε

η
ε

εη

故 ，结论得证。a
P

n →η

4.19 设 为一列独立同分布随机变量，且 存在，数学期望为零，证}{ nξ
2σξ =nD
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明 。2

1

21 σξ
Pn

k
kn
→∑

=

证：这时 仍独立同分布，且 ，由辛钦大数定律知结论成}{ 2
nξ ∞<== 22 σξξ nn DE

立。

4.21 设随机变量序列 按分布收敛于随机变量 ，又随机变量序列 依概}{ nξ ξ }{ nη

率收敛于常数 ，则 按分布收敛于 。0),0( ≠≠ naa η }{
n

n
η

ξ
a

ξ

证：由4.7 题知 ，于是由 4.12 题有 ，而 按分011
⎯→⎯− P

n aη
0)11( ⎯→⎯− P

n
n aη

ξ
a
nξ

布收敛于 （见 4.10 题的证明），因而由 4.11 题知
a
ξ

aa
n

n
n

n

n ξ
η

ξ
η
ξ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
11

按分布收敛于 ，结论成立。
a
ξ

4.22 设 为独立同 分布的随机变量序列，证明 的分布函数}{ 2
nξ )1,0(N ∑

=
+

n

k
knn

1

2
1 ξξ

弱收敛于 分布。)1,0(N

证：这时 也为独立同分布随机变量序列，且 ，由辛钦大数定律知}{ 2
nξ 12 =nEξ

，又 服从 分布，当然弱收敛于 分布，由 4.21 题11

1

2 ⎯→⎯∑
=

P
n

i
in

ξ 1+nξ )1,0(N )1,0(N

即知 按分布收敛于 分布，结论得证。nη )1,0(N

4.23 如果随机变量序列 ，当 时有 ，证明 服从大}{ nξ ∞→n 01
1

2
→⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑
=

n

k
kD

n
ξ }{ nξ

数定律（马尔柯夫大数定律）

证：由契贝晓夫不等式即得。

4.26 在贝努里试验中，事件 出现的概率为 ，令A p

⎩
⎨
⎧ +

=
，其它

出现次实验中次及第若在第

0
1,1 Ann

nξ

证明 服从大数定律。}{ nξ
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证 ： 为 同 分 布 随 机 变 量 序 列 ， 且 ， 因 而}{ nξ
22 pEE nn == ξξ

，又当 时， 与 独立，由 4.24 知 服从大数1)1( 22 ≤−= ppD nξ 2|| ≥− ji iξ jξ }{ nξ

定律，结论得证。

4.28 设 为一列独立同分布随机变量，方差存在，又 为绝对收敛级数，}{ nξ ∑
∞

=1n
na

令 ，则 服从大数定律。∑
=

=
1i

in n ξη }{ nna η

证：不妨设 。否则令 ，并讨论 即可。记 ，又0=nEξ nnn Eξξξ −=' }{ '
nξ

22 σξ =nE

。因为 ，故有∑
∞

=

∞<=
1

||
n

nac )()(
1 111

∑∑ ∑∑∑
== ===

==
n

ki
i

i

k

n

k
kk

n

i
ii

n

i
i aaa ξξη

∞→→≤== ∑ ∑∑∑∑
= ====

n
n

ca
n

aE
n

aD
n

n

k

n

ki
i

n

ki
i

n

k
ki

n

i
i ,0)()]({1)(1 22

2

1
2

2
2

1
2

1
2

σσξη

由 4.23 知 服从大数定律，结论得证。}{ nna η

4.30 设 为一列独立同分布随机变量，共同分布为}{ nξ

⋯,2,1,
2
1)2(

2
=== k

k
P

k

k

nξ

试问 是否服从大数定律？}{ nξ

答：因为 存在，由辛钦大数定律知 服从大数定律。nEξ }{ nξ

4.31 设 为一列独立同分布随机变量，共同分布为}{ nξ

⋯,3,2,
log

)(
22

=== k
kk

ckP nξ

其中 ，问 是否服从大数定律？1

2
22

)
log
1( −

∞

=
∑=
k kk

c }{ nξ

答：因为 存在，由辛钦大数定律知 服从大数定律。nEξ }{ nξ

4.32 如果要估计抛掷一枚图钉时尖头朝上的概率，为了有 95%以上的把握保证

所观察到的频率与概率 的差小于 ，问至少应该做多少次试验？p 10
p

解：令
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⎩
⎨
⎧

=
其它

上次试验时图钉的尖头朝第

0
1 n

nξ

据题意选取试验次数 应满足 ，因为 比较大，由中心n 95.0)
10

|(| 1 ≥<−
∑
= pp
n

P

n

i
iξ

n

极限定理有

95.0
2
1

)
10
1|

)(
(|)

10
|(|

210
1

10
1

11

2

≥≈

<
−

=<−

−

−

==

∫

∑∑

dxe

q
np

npq

p
Ppp

n
P

x
q
np

q
np

n

i

n

i
i

π

ξξ

故应取 ，即 ，但图钉底部重，尖头轻，由直观判断有2
10
1

=
q
np

p
qn 400=

，因而
2
1

≥p

，故可取 。1≤
p
q 400=n

4.33 一本书共有一百万个印刷符号，排版时每个符号被排错的概率为 0.0001，

校对时每个排版错误被改正的概率为 0.9，求在校对后错误不多于 15 个的概率。

解：令

⎩
⎨
⎧

=
其它

对后仍错误个印刷符号被排错且校第

0
1 i

iξ

因为排版与校对是两个独立的工序，因而

pqPPp ii −====×=== − 1)0(,101.00001.0)1( 5 ξξ

是独立同分布随机变量序列， ，令 ，其中 ，由中心}{ iξ pE i =ξ ∑
=

=
n

i
in

1

ξη 610=n

极限定理有

∫ ∞−

−
≈=

−
≤

−
=≤

b
x

n
n dxeb

npq
np

npq
npPP 2

2

2
1)15()15(
π

ηη

其中 ，查 分布表即可得 ，即在校对后错误58.1
10
5

≈≈b )1,0(N 94.0)15( ≈≤nP η

不多于 15 个的概率。

4.34 在一家保险公司里有 10000 个人参加保险，每人每年付 12 元保险费，在一
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年里一个人死亡的概率为 0。006，死亡时家属可向保险公司领得 1000 元，问：

（1）保险公司亏本的概率多大？

（2）保险公司一年的利润不少于 40000 元，60000 元，80000 元的概率各为多大？

解：保险公司一年的总收入为 120000 元，这时

（1） 若一年中死亡人数 ，则公司亏本；120>
（2） 若一年中死亡人数 ，则利润中死亡人数 元；80≤ 40000≥

若一年中死亡人数 ，则利润中死亡人数 元；60≤ 60000≥
若一年中死亡人数 ，则利润中死亡人数 元；40≤ 80000≥

令

⎩
⎨
⎧

=
个人在一年内活着第

个人在一年内死亡第

i
i

i 0
1

ξ

则 ，记 已足够大，于是由中心极限定理pP i === 006.0)1(ξ 10000,
1

==∑
=

n
n

i
in ξη

可得欲求事件的概率为

（1）

)
723.7
600

2
11)120(1)120( 2

2

≈≈−≈=
−

≤
−

−=> ∫ ∞−

−
bdxeb

npq
np

npq
npPP

b
x

n
n （其中

π
ηη

同理可求得

（2）

)59.2(995.0)80( ≈≈≤ bP n 对应的η

)0(5.0)60( =≈≤ bP n 对应的η

)59.2(005.0)40( −≈≈≤ bP n 对应的η

4.35 有一批种子，其中良种占 ，从中任取 6000 粒，问能以 0.99 的概率保证
6
1

其中良种的比例与 相差多少？
6
1

解：令

⎩
⎨
⎧

=
粒不是良种第

粒为良种第

i
i

i 0
1

ξ

则 ，记 ，其中 ，据题意即要求 使满足
6
1)1( ==iP ξ ∑

=

==
n

i
inp

1

,
6
1 ξη 6000=n α

。令 ，因为 很大，由中心极限定理有99.0)|
6
1(| ≥≤− α

η
n

P n

npq
nbpq α

=−= ,1 n
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99.0
2
1)()|

6
1(| 2

2

≥≈≤
−

≤−=≤− ∫−
−b

b

x
nn dxeb
npq
npbP

n
P

π
ηαη

由 分布 表 知 当 时即 能 满 足 上 述 不 等 式 ， 于 是 知)1,0(N 60.2=b

，即能以 0.99 的概率保证其中良种的比例与 相差不超41025.1 −×≈= npq
n
bα

6
1

过 。41025.1 −×

4.36 若某产品的不合格率为 0.005，任取 10000 件，问不合格品不多于 70 件的

概率等于多少？

解：令

⎩
⎨
⎧

=
件为合格品第

件为不合格品第

i
i

i 0
1

ξ

则 ，记 ，其中 ，记 ，005.0)1( === iPp ξ ∑
=

=−=
n

i
inpq

1

,1 ξη 10000=n
npq
npb −

=
70

由中心极限定理有

998.0
2
1)()70( 2

2

≈≈≤
−

=≤ ∫ ∞−

−
dxeb

npq
npPP

b
x

n
n π

ηη

即不合格品不多于 70 件的概率约等于 0.998。

4.37 某螺丝钉厂的不合格品率为 0.01，问一盒中应装多少只螺丝钉才能使其中

含有 100 只合格品的概率不小于 0.95？

解：令

⎩
⎨
⎧

=
只是不合格品第

只是合格品第

i
i

i 0
1

ξ

则 ，记 ，其中 尚待确定，它99.0)1( === iPp ξ ∑
=

=
−

=−=
n

i
innpq

npbpq
1

,100,1 ξη n

应满足 ，由中心极限定理有05.0)100( ≤<nP η

05.0
2
1)()100( 2

2

≤≈<
−

=< ∫ ∞−

−
dxeb

npq
npPP

b
x

n
n π

ηη

查 分布表可取 ，由此求得 ，即在一盒中应装 103 只螺丝)1,0(N 65.1−=b 103=n

钉才能使其中含有 100 只合格品的概率不小于 0.95。

4.39 用特征函数的方法证明“二项分布收敛于普哇松分布”的普哇松定理。

证：设 独立同二项分布，即ni
n
i ≤≤1}{ξ

nipqPpP nn
n
in

n
i ≤≤−===== 1,1)0(,)1( ξξ
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的特征函数为 ，记 的特征函数记作 ，因为n
iξ )( it

nn epq + n

n

i

n
in ηξη ,

1
∑
=

= )(tnϕ

，故 ，于是有λ→nnp )1(1),1(
n

o
n

q
n

o
n

p nn +−=+=
λλ

∞→→

+−+=

++−=+=

−

−
−

ne
n

oe
n

oe
nn

epqt

it

it
it

e

e
e
n

it

nitnit
nnn

,

)]1()1(11[

))1(1()()(

)1(

)1(
)1(

λ

λ
λλ

λλϕ

而 是参数为 的普哇松分布的特征函数，由特征函数的逆极限定理即知定)1( −itee λ λ

理成立，证毕。

4.40 设随机变量 服从 ---分布，其分布密度为αξ Γ

)0,0(
00

0
)()(

1

>>
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
Γ=

−−

βαα
β βα

α

α

x

xexxp
x

证：当 时， 的分布函数弱收敛于 分布。∞→α
α
αβξα − )1,0(N

证： 的特征函数为 ，易知 的特征函数为αξ
α

α β
ϕ −−= )1()( itt

α
αβξα −

)1ln(
)1()( α

αα
αα

α α

it
ti

ti eitetg
−−−

−− =−=

而

)
)

(
3
1

2
1)1ln(

322

ααααααα
toittitit

+−+−=−

因而有

∞→−→++−=−−− α
αα

α
αα

αα ,
2

)(
3
1

2
)1ln(

2332 ttoittitti

故 ，所以相应的分布函数弱收敛于 分布，命题得证。2

2

)(lim
t

etg
−

∞→
=αα

)1,0(N

4.41 设 为一列独立同分布随机变量，且 服从 上的均匀分布，证明}{ nξ nξ ),( nn−

对 成立中心极限定理。}{ nξ
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证：易知 ，于是
32
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故 ，对任意的 ，存在 ，使当 时有 ，因而 ，
3

23nBn > 0>τ N Nn ≥ 1
3

>τn nBn >τ

从而当 ， ，若 ，由此知Nn ≥ 0)(
||

2 =∫ > τnBx k xdFx nk ≤

0)(1lim
1
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2
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=∑∫
=
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k
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xdFx
B τ

即林德贝尔格条件满足，所以对 成立中心极限定理，结论得证。}{ nξ

4.42 设 皆为独立同分布随机变量序列，且 独立，其中}{},{ nn ηξ }{}{ nn ηξ 与

，证明： 的分布函数弱⋯,2,1,
2
1)1(;1,0 ==±=== nPDE nnn ηξξ i

n

i
in n

s ηξ∑
=

=
1

1

收敛于正态分布 。)1,0(N

证：这时 仍是独立同分布随机变量序列，易知有}{ nnηξ

1)()(,0)( 22 ==== nnnnnnn EEDE ξηξηξηξ

由林德贝尔格---勒维中心极限定理知： 的分布函数弱收敛于正态i

n

i
in n

s ηξ∑
=

=
1

1

分布 ，结论得证。)1,0(N

4.45 利用中心极限定理证明：
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∑ ne
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!0

证：设 是独立同分布随机变量序列，共同分布为 的 Poisson 分布，故}{ nξ 1=λ

，由林德贝尔格---勒维中心极限定理知nDBDE
n

k
knnn ==== ∑

=1

2,1 ξξξ
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成立，结论得证。

第五章习题

1. 设 是来自服从参数为 的泊松分布 的样本，试写出样本

的联合分布律。

2. 设 是来自 上的均匀分布的样本， 未知

（1）写出样本的联合密度函数；

（2）指出下列样本函数中哪些是统计量，哪些不是？为什么？

（3）设样本的一组观察是：0.5,1,0.7,0.6,1,1,写出样本均值、样本方差和标

准差。

3. 查表求 ， ， ， 。

4. 设 ，求常数 ，使 。

5. 设 是来自正态总体 的样本，试证：

（1） ；

（2） 。

6. 设 是独立 且服从相同 分布的随机 变量，且每 一个

都服从 。

（1）试给出常数 ，使得 服从 分布，并指出它的自由度；
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（2）试给出常数 ，使得 服从 t分布，并指出它的自由度。

7. 设 是取自总体 的一个样本，在下列三种情况下，分别求

：（1） ；（2） ；（3） ，其中 。

8. 某市有 100000 个年满 18 岁的居民，他们中 10%年收入超过 1万，20%受过

高等教育。今从中抽取 1600 人的随机样本，求：

（1）样本中不少于 11%的人年收入超过 1万的概率；

（2）样本中 19%和 21%之间的人受过高等教育的概率。

9. 设总体 ，（1）抽取容量为 36 的样本，求 ；

（2）抽取容量为 64 的样本，求 ；

（3）取样本容量 n多大时，才能使 。

10. 设总体 ， 皆未知，已知样本容量 ，样本均值

，修正样本方差 ，求 。

11.设是 来自正态总体 ，容量为 的样

本，求下列统计量的抽样分布：

（1） ；

（2） ；

（3） 。

12. 若 ，则 服从什么分布？

13.设 是来自泊松分布 的一个样本， 与 分别为样本均

值与样本方差，试求 。

14. 某区有 25000 户家庭，10%的家庭没有汽车，今有1600 户家庭的随机样

本，试求：9%~11%之间的样本家庭没有汽车的概率。
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习题解答

1.1.1.1. 解

2. 解

（1）

0 其他

（2） 和 是， 和 不是。因为 和 中不含总体中的唯一未知参数 ，而

和 中含有未知参数 。

（3）样本均值

样本方差

样本标准差 。

3. 解 ， ， ，

。

4. 解 由 t分布关于纵轴对称，所以 即为 。

由附表 5.6 可查得 ，所以 。

5.证明：

（1） 独立同分布于 ，由 分布的定义， ，即

。

（ 2）易见 ， ，即 ，由 分布的 定义 ，
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，即 。

6. 解

（1）易见， 即为二个独立的服从 的随机变量平方和，服从

分布，即 ；自由度为 2。

（2）由于 ，则 。

又 ， 与 相互独立，则

即

即 ，自由度为 3。

7. 解

（1）

（2）
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（3） ，其中

8. 解

（1）引入新变量：

1，第 个样本居民年收入超过 1万

0，第 个样本居民年收入没超过 1万

其中

易见：

又因 ，故可以近似看成有放回抽样， 相互独立。

样本中年收入超过 1万的比例即为 ，由于 较大，可以使用渐近分布求

解，即 ，所求概率即为

（2）同（1）解法

引入新变量：

1，第 个样本居民受过高等教育

0，第 个样本居民未受过高等教育

其中
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答：（1）样本中不少于 11%的人年收入超过 1万的概率为 0.0918；

（2）样本中 19%和 21%之间的人受过高等教育的概率为 0.6826。

9. 0.9916，0.8904，96。

10. 0.5。

11. (1) ；（ 2） ；（3） 。

12. 。

13. ， ， 。

14. 0.8164。

第六章习题

1. 设 是取自总体 X的一个样本，在下列情形下，试求总体参数

的矩估计与最大似然估计：

（1） ，其中 未知， ；

（2） ，其中 未知， 。

2. 设 是取自总体 X的一个样本，其中 X服从参数为 的泊松分

布，其中 未知， ，求 的矩估计与最大似然估计，如得到一组样本观测值

求 的矩估计值与最大似然估计值。

3. 设 是取自总体 X 的一个样本，其中 X服从区间 的均匀

分布，其中 未知，求 的矩估计。

4. 设 是取自总体 X的一个样本，X的密度函数为

其中 未知，求 的矩估计。

5. 设 是取自总体 X的一个样本，X的密度函数为

其中 未知，求 的矩估计和最大似然估计。

X 0 1 2 3 4

频数 17 20 10 2 1
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6. 设 是取自总体 X的一个样本，总体 X服从参数为 的几何分

布，即 ，其中 未知， ，求 的最大似然

估计。

7. 已知某路口车辆经过的时间间隔服从指数分布 ，其中 未知，现

在观测到六个时间间隔数据（单位：s）：1.8,3.2,4,8,4.5,2.5，试求该路口车

辆经过的平均时间间隔的矩估计值与最大似然估计值。

8. 设总体 X 的密度函数为 ，其中 未知，

设 是取自这个总体的一个样本，试求 的最大似然估计。

9. 在第 3题中 的矩估计是否是 的无偏估计？

解

故 的矩估计量 是 的无偏估计。

10. 试证第 8题中 的最大似然估计是 的无偏估计。

11. 设 为总体 的样本，证明

都是总体均值 的无偏估计，并进一步判断哪一个估计有效。

12. 设 是取自总体 的一个样本，其中 未知，

令 ，试证 是 的相合估计。

13. 某车间生产滚珠，从长期实践中知道，滚珠直径 X 服从正态分布

，从某天生产的产品中随机抽取 6 个，量得直径如下（单位：mm）：

14.7,15.0,14.9,14.8,15.2,15.1，求 的 0.9 双侧置信区间和 0.99 双侧置信区

间。

14. 假定某商店中一种商品的月销售量服从正态分布 ， 未知。为

了合理的确定对该商品的进货量，需对 和 作估计，为此随机抽取七个月，其

销售量分别为：64，57，49，81，76，70，59，试求 的双侧 0.95 置信区间和

方差 的双侧 0.9 置信区间。

15. 随机地取某种子弹 9发作试验，测得子弹速度的 ，设子弹速度服

从正态分布 ，求这种子弹速度的标准差 和方差 的双侧 0.95 置信区

间。

16. 已知某炼铁厂的铁水含碳量（1%）正常情况下服从正态分布 ，

且 标 准 差 。 现 测 量 五 炉 铁 水 ， 其 含 碳 量 分 别 是 ：

4.28,4.4,4.42,4.35,4.37（1%），试求未知参数 的单侧置信水平为 0.95 的置

信下限和置信上限。

17. 某单位职工每天的医疗费服从正态分布 ，现抽查了 25 天，得
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元， 元，求职工每天医疗费均值 的双侧 0.95 置信区间。

18. 某食品加工厂有甲乙两条加工猪肉罐头的生产线。设罐头质量服从正态

分布并假设甲生产线与乙生产线互不影响。从甲生产线并假设抽取 10 只管头测

得其平均质量 ，已知其总体标准差 ；从乙生产线抽取 20 只罐头

测得其平均质量 ，已知其总体标准差 ，求甲乙两条猪肉罐头生产

线生产罐头质量的均值差 的双侧 0.99 置信区间。

19. 为了比较甲、乙两种显像管的使用寿命 X和 Y，随机的抽取甲、乙两种

显像管各 10 只，得数据 和 （单位： ），且由此算得

， ，假定两种显像管的使用寿命

均服从正态分布，且由生产过程知道它们的方差相等。试求两个总体均值之差

的双侧 0.95 置信区间。

20. 在 3091 个男生，3581 个女生组成的总体中，随机不放回地抽取 100 人 ，

观察其中男生的成数，要求计算样本中男生成数的 SE。

21. 抽取 1000 人的随机样本估计一个大的人口总体中拥有私人汽车的人的

百分数，样本中有 543 人拥有私人汽车，（1）求样本中拥有私人汽车的人的百分

数的 SE；（ 2）求总体中拥有私人汽车的人的百分数的 95%的置信区间。

习题解答

1. 解 （1） ，故 的矩估计量有 。

另，X的分布律为 ，

故似然函数为

对数似然函数为：

令

解得 的最大似然估计量 。

可以看出 的矩估计量与最大似然估计量是相同的。

（2） ，令 ，故 的矩估计量 。

另，X的密度函数为

http://www.3che.com


www.3che.comwww.3che.comwww.3che.comwww.3che.com 三车资料库——学习资源共享专家

故似然函数为

对数似然函数为

解得 的最大似然估计量 。

可以看出 的矩估计量与最大似然估计量是相同的。

2. 解 ，故 的矩估计量 。

由样本观测值可算得

另，X的分布律为

故似然函数为

对数似然函数为

解得 的最大似然估计量 ，

故 的最大似然估计值 。

3. 解 ，令 ，故 的矩估计量 。

4. 解 ，令 ，故 的矩估计量为 。

5. 解 ，令 ，故 的矩估 计量 为
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，另，似然函数

对数似然函数为

解得 的最大似然估计量为 。

6. 解 似然函数

对数似然函数

解得 的最大似然估计量为 。

7. 解 根据习题 1的结果， 的矩估计和最大似然估计量都为 ，故平均时间

间隔的矩估计和最大似然估计都为 ，即为 。

由样本观测值可算得 。

8. 解 似然函数 ，

对数似然函数为

得 的最大似然估计量为 。

9. 解

故 的矩估计量 是 的无偏估计。
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10. 证明：

故 的最大似然估计 是 的无偏估计。

11. 证明

所以 都是总体均值 的无偏估计。

又

可见 ，所以二个估计量中 更有效。

12. 证明 易见

又 ，

由公式（9）， ，

故 。

由切比雪夫不等式，当 ，对任给 ，
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即 是 的相合估计。

13. 解 由 于 已 知 ， 所 以 选 用 的 置 信 区 间

。

当 ， 查 表 得 ， 当 ， 查 表 得

。

代 入 数 据 得 的 双 侧 0.9 置 信 区 间 观 测 值 为

，即为 。

的双侧 0.99 置信区间观测值为 ，即为

。

14. 解 由于 和 都未知，故 的 双侧置信区间为

，

的 双侧置信区间为

，

代入数据得

，

的 0.95 双侧置信区间观测值为 ，即

为 。

的 0.9 双侧置信区间观测值为 ，即为 。

15. 解 由于 未知，故 的双侧置信区间为 ，代入数据

得 ，

的 0.95 双侧置信区间观测值为 ，即为 。故

的 0.95 双侧置信区间观测值为 ，即为 。

16. 解 由于 已知，故 的 单侧置信下限为 ， 的
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单侧置信上限为 ，代入数据得 ，故

的 0.95 单侧置信下限观测值为 ， 的 0.95 单侧置信

上限观测值为 。

17. 解 由于 未知，故 的 双侧置信区间为 ，代

入数据得 ，故 的 0.95 双侧置信区间观测值

为 ，即为 。

18. 解 由于 已知，故 的 的双侧置信区间为

代入 数 据 得 ，故

的 0.99 双 侧 置 信 区 间 观 测 值 为

，即为 。

19. 解 由于 未知，故 的 双侧置信区间为

其中 ，

代入数据得 ，故

的 0.95 双侧置信区间观测值为

,

即为 。

20. 解 由于样本大小 相对于总体容量 来说很小，因此可使用有

放回抽样的公式。

样本成数 ，估计 ，标准差 SE 的估计为

。

21. 解 ，
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故 ，

所以总体中拥有私人汽车的人的百分数的 95%的置信区间观测值为

。

第七章 假设检验

7.1 设总体 ，其中参数 ， 为未知，试指出下面统计假设中哪些2( , )Nξ µ σ∼ µ 2σ

是简单假设，哪些是复合假设：

（1） ； （2） ；0 : 0, 1H µ σ= = 0 : 0, 1H µ σ= >

（3） ； （4） ；0 : 3, 1H µ σ< = 0 :0 3H µ< <

（5） .0 : 0H µ =

解：（1）是简单假设，其余位复合假设

7.2 设 取自正态总体 ，其中参数 未知， 是子样均值，如1 2 25, , ,ξ ξ ξ⋯ ( , 9)N µ µ x

对 检 验 问 题 取 检 验 的 拒 绝 域 ：0 0 1 0: , :H Hµ µ µ µ= ≠

，试决定常数 ，使检验的显著性水平为 0.051 2 25 0{( , , , ) :| | }c x x x x cµ= − ≥⋯ c

解：因为 ，故( ,9)Nξ µ∼ 9( , )
25

Nξ µ∼

在 成立的条件下，0H

0 0 0
53(| | ) (| | )

5 3
5

2 1 ( ) 0.05
3

cP c P

c

ξ µ ξ µ− ≥ = − ≥

⎡ ⎤= −Φ =⎢ ⎥⎣ ⎦

，所以 =1.176。
5 5( ) 0.975, 1.96
3 3
c c

Φ = = c

7.3 设子样 取自正态总体 ， 已知，对假设检验1 2 25, , ,ξ ξ ξ⋯ 2
0( , )N µ σ 2

0σ

，取临界域 ，0 0 1 0: , :H Hµ µ µ µ= > 1 2 n 0{( , , , ) :| }c x x x cξ= >⋯
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（1）求此检验犯第一类错误概率为 时，犯第二类错误的概率 ，并讨论它α β

们之间的关系；

（2）设 =0.05， =0.004， =0.05，n=9，求 =0.65 时不犯第二类错误0µ
2
0σ α µ

的概率。

解：（1）在 成立的条件下， ，此时0H
2
0

0( , )
n

N σξ µ∼

0 0 0
0 0 0

0 0

( )
c

P c P n n
ξ µ µ

α ξ
σ σ

⎛ ⎞− −
= ≥ = ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠

所以， ，由此式解出0 0
1

0

c
n α

µ
µ

σ −

−
= 0

0 1 0c
n α

σ µ µ−= +

在 成立的条件下， ，此时1H
2
0( , )
n

N σξ µ∼

0
1 0 1

0 0

0
1 0

0

0 0

0
1

0

( )

( ) ( )

( )

cP c P n n

c nn n

n

α

α

µξ µβ ξ
σ σ

σ µ µ µµ
σ σ

µ µ
µ

σ

−

−

⎛ ⎞−−
= < = <⎜ ⎟

⎝ ⎠

+ −
−

= Φ =Φ

−
=Φ −

由此可知，当 增加时， 减小，从而 减小；反之当 减少时，则 增加 。α 1 αµ − β α β

（2）不犯第二类错误的概率为

0
1

0

0
0.95

1 1 ( )

0.65 0.51 ( 3)
0.2

1 ( 0.605) (0.605) 0.7274

nα
µ µβ µ
σ

µ

−

−
− = −Φ −

−
= −Φ −

= −Φ − =Φ =

7.4 设一个单一观测的 子样取自分布密度函数为 的母体，对 考虑统ξ ( )f x ( )f x

计假设：

0 0 1 1

1 0 1 2 0 1
: ( ) : ( )

0 0
x x x

H f x H f x
≤ ≤ ≤ ≤⎧ ⎧

= =⎨ ⎨
⎩ ⎩其他 其他

试求一个检验函数使犯第一，二类错误的概率满足 ，并求其最小值 。2 minα β+ =
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解 设检验函数为

（c为检验的拒绝域）
1

( )
0
x c

xφ
∈⎧

= ⎨
⎩ 其他

0 1

0 1

0 1

1 1

0 0

1

0

2 ( ) 2 ( )
( ) 2[1 ( )]
( ) 2[1 ( )]

( ) 2(1 2 ( ) )

2 (1 4 ) ( )

P x c P x c
P x c P x c
E x E x

x dx x x dx

x x dx

α β

φ φ

φ φ

φ

+ = ∈ + ∈
= ∈ + − ∈

= + −

= + −

= + −

∫ ∫

∫

要使 ，当 时，2 minα β+ = 1 4 0x− ≥ ( ) 0xφ =

当 时，1 4 0x− < ( ) 1xφ =

所以检验函数应取 ，此时， 。

1
1

4( )
10
4

x
x

x
φ

⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ >
⎪⎩

1

0

72 2 (1 4 )
8

x dxα β+ = + − =∫

7.5 设某产品指标服从正态分布，它的根方差 已知为 150 小时。今由一批产品σ

中随机抽取了 26 个，测得指标的平均值为 1637 小时，问在 5%的显著性水平下，

能否认为该批产品指标为 1600 小时?

解 总体 ，对假设， ，采用 U检验法，在 为真时，2( ,150 )Nξ µ∼ 0 : 1600H µ = 0H

检验统计量

0

0

-
1.2578

x
u n

µ
σ

= =

临界值 1 / 2 0.975 1.96u uα− = =

，故接受 。1 / 2| |u u α−< 0H

7.6 某电器零件的平均电阻一直保持在 2.64 ，根方差保持在 0.06 ，改变加Ω Ω

工工艺后，测得 100 个零件，其平均电阻为 2.62 ，根方差不变，问新工艺对Ω

此零件的电阻有无显著差异？去显著性水平 =0.01。α

解 设改变工艺后电器的电阻为随机变量 ，则 未知， ，ξ Eξ µ= 2(0.06)Dξ =
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假设为 ，统计量0 : 2.64H µ =

0- 3.33u nξ µ
σ

= = −

由于 ，故拒绝原假设。即新工艺对电阻有显著差异。1- / 2 0.995 2.10 | |u u uα = = <

7.7 有甲乙两个检验员，对同样的试样进行分析，各人实验分析的结果如下：

试问甲乙两人的实验分析之间有无显著差异？

解 此问题可以归结为判断 是否服从正态分布 ，其中 未知，1 2x xξ = − 2(0, )N σ 2σ

即要检验假设 。0 : 0H µ =

由 t检验的统计量 0
*

0.1 0 8 0.389
0.727n

t n
s

ξ µ− −
= = = −

取 =0.10，又由于， ，故接受α 0.95(7) 1.8946 | |t t= > 0H

7.8 某纺织厂在正常工作条件下，平均每台布机每小时经纱断头率为 0.973 根 ，

每台布机的平均断头率的根方差为 0.162 根，该厂作轻浆试验，将轻纱上浆率减

低 20%，在 200 台布机上进行实验，结果平均每台每小时轻纱断头次数为 0.994

根，根方差为 0.16，问新的上浆率能否推广？取显著性水平 0.05。

解 设减低上浆率后的每台布机断头率为随机变量 ，有子样试验可得其均值和η

方差的无偏估计为 0.994 及 ，问新上浆率能否推广就要分析每台布( )2*2
ns 0.16=

机的平均断头率是否增大，即要检验

0 1: 0.973 : 0.973H E H Eη η= ↔ >

由于 未知，且 n较大，用 t检验，统计量为Dη

0
*

0.994 0.973
200 1.856

0.16n

t n
s

η µ− −
= = =

查表知 ，故拒绝原假设，不能推广。0.95t (199) 1.645=

实验号 1 2 3 4 5 6 7 8

甲 4.3 3.2 8 3.5 3.5 4.8 3.3 3.9

乙 3.7 4.1 3.8 3.8 4.6 3.9 2.8 4.4
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7.9 在十块土地上试种甲乙两种作物，所得产量分别为 ，1 2 10( , , , )x x x⋯

，假设作物产量服从正态分布，并计算得 ， ，1 2 10( , , , )y y y⋯ 30.97x = 21.79y =

， 取显著性水平 0.01，问是否可认为两个品种的产量没有显著* 26.7xs = * 12.1ys =

性差别？

解 甲作物产量 ，乙作物产量 ，即要检验2
1 1( , )Nξ µ σ∼ 2

2 2( , )Nη µ σ∼

0 1 2:H µ µ≠

由于 ， 未知，要用两子样 t检验来检验假设 ，由 F 检验，2
1σ

2
2σ

' 2 2
0 1 2:H σ σ=

统计量为

（取显著性水平 0.01）
2*2 *2

21 2 0.995
26.7 4.869 (9,9) 6.5412.1F s s F= = = < =

故接受假设 ，于是对于要检验的假设 取统计量' 2 2
0 1 2:H σ σ= 0 1 2:H µ µ≠

1 2 1 2

*2 *2
1 21 1 2 2

( 2) 0.99
( 1) ( 1)

n n n nx yt
n nn s n s
+ −−

= =
+− + −

又 时， ，所以接受原假设，即两品种的产量没有显0.01α = 0.995(18) 2.878 | |t t= >

著性差别。

7.10 有甲、乙两台机床，加工同样产品，从这两台机床加工的产品中随机地抽

取若干产品，测得产品直径为（单位：mm）：

甲 20.5 ，19.8 ，19.7 ，20.4 ，20.1 ，20.0 。19.6 ，19.9

乙 19.7 ，20.8 ，20.5 ，19.8 ，19.4 ，20.6 ，19.2 。

试比较甲乙两台机床加工的精度有无显著差异？显著性水平为 。0.05α =

解：假定甲产品直径服从 ，由子样观察值计算得 ，2
1 1( , )N µ σ 20.00x =

。
1

*2 2(0.3207) 0.1029ns = =

乙产品直径服从 ，由子样观察值计算得 ， 。2
2 2( , )N µ σ 20.00y =

2

*2 0.3967ns =

要比较两台机床加工的精度，既要检验

2 2
0 1 2:H σ σ=

由 F-检验
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1

2

*2

*2

0.1029 0.2594
0.3967

nF
n

s
s

= = =

时查表得： ，0.05α = 0.975(7.6) 5.70F =

0.025
0.975

1 1(7.6) 0.1953
(6.7) 5.12

F
F

= = =

由于 ，所以接受 ，即不能认为两台机床的加工精度0.025 0.975(7.6) (7.6)F F F< < 0H

有显著差异。

7.11 随机从一批钉子中抽取 16 枚，测得其长度为（cm）

2.14 2.10 2.13 2.15 2.13 2.12 2.13 2.10

2.15 2.12 2.14 2.10 2.13 2.11 2.14 2.11

设钉长服从正态分布，分别对下面两个情况求出总体均值 的 90%的置信区间µ

（1） ；0.01cmσ =

（2） 未知σ

解 （1）由子样函数 ， ，可求 的置信(0,1)U n Nξ µ
σ
−

= ∼ 0.95(| | ) 0.90p U u< = µ

区间

置信下限 0.95 2.121u
n
σξ − =

置信上限 0.95 2.129u
n
σξ + =

（2）在 未知时，由子样函数 ， 可σ * ( 1)
n

t n t n
s

ξ µ−
= −∼ 0.95(| | ( 1)) 0.90p t t n< − =

求得 置信区间为µ

置信下限
*

0.95(15) 2.1175nt s
n

ξ − =

置信上限
*

0.95(15) 2.1325nt s
n

ξ + =
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7.12 包糖机某日开工包糖，抽取 12 包糖，称得重量为

9.9 10.1 10.3 10.4 10.5 10.2 9.7 9.8 10.1 10.0 9.8 10.3

假定重量服从正态分布，试由此数据对该机器所包糖的平均重量 求置信水平为

95%的区间估计。

解 由于 未知，用统计量 ，计算各数据值后可以得到均值σ * ( 1)
n

t n t n
s

ξ µ−
= −∼

的 置 信 区 间 ， 置 信 上 限 为 ， 下 限 为
*

0.975(11) 10.2556nt s
n

ξ + =

*
0.975(11) 9.9284nt s

n
ξ − =

7.13 随机取 9发炮弹做实验，得炮口速度的方差的无偏估计 （米/秒）2，*2 11ns =

设炮口速度服从正态分布，分别求出炮口速度的标准差 和方差 的置信水平σ 2σ

为 90%的置信区间。

解 选取统计量 ， 可得 的置信区间为：
*2

2
2

( 1) ( 1)nn s nχ
σ
−

−∼ 2σ

*2 *2

2 2
1 / 2 / 2

( 1) ( 1)( , ) (5.6749,32.199)
( 1) ( 1)

n nn s n s
n nα αχ χ−

− −
=

− −

因为

* **2 *2
2

2 2 2 2
1 / 2 / 2 1 / 2 / 2

( 1) ( 1)( 1) ( 1)( ) ( )
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

n nn n n s n sn s n sp p
n n n nα α α α

σ σ
χ χ χ χ

α
− −

− −− −
< < = < <

− − − −

= −

故，标准差的置信区间取方差的根方即可。

7.14 假设六个整数 1，2，3，4，5，6被随机地选择，重复 60 次独立实验中出

现 1，2，3，4，5，6的次数分别为 13，19，11，8，5，4。问在 5%的显著性水

平下是否可以认为下列假设成立：

。0
1: ( 1) ( 2) ( 6)
6

H p p pξ ξ ξ= = = = = = =⋯

解：用 拟合优度检验，如果 成立2χ − 0H

26
2 2

1

( ) (5)i i

i i

n np
np

χ χ
=

−
=∑ ∼
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列表计算 的观察值：2χ

， =11.072 15.6χ = 2
0.95(5)χ

由于 ，所以拒绝 。即等概率的假设不成立。2 2
0.95(5)χ χ> 0H

7.15 对某型号电缆进行耐压测试实验，记录43 根电缆的最低击穿电压，数据列

表如下：

测试电压 3.8 3.9 4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8

击穿频数 1 1 1 2 7 8 8 4 6 4 1

试对电缆耐压数据作分析检验（用概率图纸法和 拟合优度检验）。2χ −

解：用正态概率纸检验出数据基本上服从正态分布，下面 拟合优度检验假2χ −

设

2
0 ˆ ˆ: ( , )H Nξ µ σ∼

其中 为 和 的极大似然估计，其观察值2ˆ ˆ,µ σ µ 2σ

ˆ 4.3744xµ = = 2 2 2

1

1ˆ ( ) 0.04842
n

n i
i

s x x
n

σ
=

= = − =∑

所以要检验的假设

组数 i
频数 in inp i in np− ( )2 /i i in np np−

1

2

3

4

5

6

13

19

11

8

5

4

10

10

10

10

10

10

3

9

1

-2

-5

-6

0.9

8.1

0.1

0.4

2.5

3.6
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0 : (4.3744,0.04842)H Nξ ∼

分组列表计算 统计量的观察值。2χ −

2
2

1

( ) 2.4852
n

i i

i i

np n
np

χ
=

−
= =∑

用 查表 由于 ，所以不能否定正态0.1α = 2 2
0.9 0.9(6 2 1) (3) 6.251χ χ− − = = 2 2

0.9(3)χ χ<

分布的假设。

7.16 用手枪对 100 个靶各打 10 发，只记录命中或不命中，射击结果列表如下

命中数 ：0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10ix

频 数 ： 0 2 4 10 22 26 18 12 4 2 0if

在显著水平 下用 拟合优度检验法检验射击结果所服从的分布。0.05α = 2χ

解 对每一靶打一发，只记录命中或不命中可用二点分布描述，而对一个靶打十

发，其射击结果可用二项分布 来描述，其中 未知，可求其极大似然( ;10, )b K p p

估计为

组 距

1ix − ix

频数

in

标准化区间

1iy − iy 1

( )
( )

i i

i

p y
y −

= Φ
−Φ

inp ( )2 /i i in np np−

4.1−∞

4.1 4.2

4.2 4.3

4.3 4.5

4.5 4.6

4.6 ∞

5

7

8

12

6

5

-1.25−∞

-1.25 -0.79

-0.79 -0.34

-0.34 0.57

0.57 1.03

0.31 ∞

0.1056

0.1087

0.1526

0.3488

0.1328

0.1515

4.5408

4.6741

6.5618

14.9984

5.7104

6.5145

0.0464

1.1574

0.2152

0.5994

0.0147

0.3521
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10

0

1ˆ 0.5
100 i i

i

p x f x
=

= = =∑

设 是十发射击中射中靶的个数，建立假设ξ

10
0

10
: ( ) (0.5) (0.5) , 0,1, ,10K KH p k K

K
ξ −⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
…

用 拟合优度检验法列表如下：2χ

210
2

0

( ) 3.171i i

i i

np n
np

χ
=

−
= =∑

取 ， =0.05α = 2
0.95(11 1 1)χ − − 2

0.95(9) 16.919χ =

由于 ，所以接受 。2 2
0.95(9)χ χ< 0H

7.17 在某细纱机上进行断头率测定，试验锭子总数为 440，测得断头总次数为

292 次只锭子的断头次数纪律于下表。问每只锭子的纺纱条件是否相同？

每锭断头数 0 1 2 3 4 5 6 7 9

锭数（实测） 263 112 38 19 3 1 1 0 3

i
in ip inp ( )2 /i i in np np−

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0

2

4

10

22

26

18

12

4

2

0

0.000977

0.009765

0.043945

0.117188

0.205212

0.246094

0.205212

0.117188

0.043945

0.009765

0.000977

0.098

0.976

4.395

11.719

20.521

24.609

20.521

11.719

4.395

0.976

0.098

0.098

1.074

0.036

0.252

0.107

0.079

0.310

0.007

0.036

1.074

0.098
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解：如果各个锭子的纺纱条件元差异，则所有锭子断头次数服从同一个普哇松分

布，所以问题是要检验每只锭子的断头数 。其中 未知，求其极大似( ; )p Kξ λ∼ λ

然估计为 ，建立假设 ，由 拟合优度检验。
292

0.66
440

xλ = = = 0 : ( ;0.66)H p Kξ ∼ 2χ

列表

25
2

0

( ) 40.962i i

i i

np n
np

χ
=

−
= =∑

取 ， = ，0.05α = 2
0.95(5 1 1)χ − − 2

0.95(3) 7.815χ =

取 ， =0.01α = 2
0.99(5 1 1)χ − − 2

0.95(3) 11.345χ =

由于 ，所以拒绝 。即认为每只锭子纺纱条件不相同。2 2
0.99(3)χ χ> 0H

第八章 方差分析和回归分析

8.1 考察温度对某一化工产品得率的影响，选了五种不同的温度，在同一温度下

做了三次实验，测得其得率如下，试分析温度对得率有无显著影响。

i 断头数 K
in ip inp ( )2 /i i in np np−

1

2

3

4

5

0

1

2

3

4-8

268

112

38

19

8

0.5169

0.3411

0.1126

0.0247

0.0047

227.41

150.09

49.53

10.897

2.068

5.568

9.668

2.684

6.026

17.016

温度 60 65 70 75 80
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解 把原始数据均减去 90 后可列出如下计算表和方差分析表， 表示因子水平数 ，r

为重复实验次数。t

5, 3, 15r t n rt= = = =

计算表

2

2 2308, 810, 9.6
ij

i j
ij i

i j i

y
y y

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= = =
∑∑

∑∑ ∑

1 810 9.6 260.4
3
308 9.6 298.4

38

A

T

e T A

S

S
S S S

= × − =

= − =
= − =

方差分析表

来源 平方和 自由度 均方和 F比

温度

e

260.4

38

4

10

65.1

3.8
17.1

总和 298.4 17 0.99(4,10) 6F =

得率

90

92

88

91

93

92

96

96

93

84

83

83

84

89

82

温度 60 65 70 75 80

ijy 0

5

-2

1

3

2

6

6

3

-6

-7

-2

-6

-4

-8

iy i
0 6 15 -15 -18

12i
i

y = −∑
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由于 ，所以在 上水平上认为温度对得率有显著影响。17.1 6F = > 0.01α =

8.2 下面记录了三位操作工分别在四台不同机器上操作三天的日 产量：

试在显著性水平 下检验：0.05α =

（1） 操作工之间有无显著性差异？

（2） 机器之间的差异是否显著？

（3） 操作工与机器的交互作用是否显著？

解 用 表示机器的水平数， 表示操作工的水平数， 表示重复实验次数，列出r s t

计算表和方差分析表：

4, 3, 3, 36r s t n rst= = = = =

，2 11065ijk
i j k

y =∑∑∑ 2
. 33071ik

i j

y =∑∑

， ，2
.. 98307i

i

y =∑ 2
. . 131369j

j

y =∑
2( )

10920.25ijky
n

=∑∑∑

1 98307 10920.25 2.75
9AS = × − =

1 131369 10920.25 27.17
12BS = × − =

机 器
操 作 工

甲 乙 丙

1A

2A

3A

4A

15

17

15

18

15

17

17

20

17

17

16

22

17

15

18

15

19

15

17

16

16

15

16

17

16

19

18

17

18

22

18

17

21

22

18

17

ijy 甲 乙 丙 .iy

1A

2A

3A

4A

47

51

48

60

54

45

51

48

55

63

54

51

156

159

153

159

. jy 206 198 223 627
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1 33071 10920.25 2.75 27.17 73.50
3A BS × = × − − − =

11065 10920.25 144.75TS = − =

144.75 2.75 27.17 77.50 41.33eS = − − − =

方差分析表

由于 ，所以在 水平上，操作工有显著差7.90 3.40, 7.12 2.51B A BF F ×= > = > 0.05α =

异，机器之间无显著差异，交互作用有显著差异。

8.3 通过原点的一元线性回归模型时怎样的？通过原点的二元线性回归模型是

怎样的？分别写出结构矩阵 ，正规方程组的系数矩阵 ，常数项矩阵 ，X X X′ X Y′

并写出回归系数的最小二乘法估计公式。

解 通过原点的一元线性回归模型：

2

1,2, ,

(0, )

y x N
N

α α α

α α

β ε α

ε ε σ

= + =⎧⎪
⎨
⎪⎩

⋯
∼各 独立同分布，

，

1

2

N

x
x

X

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋮

1

22
1 2

1 1

, ( , )
N N

N

N

y
y

X X x X Y x x x x y

y

α α α
α α= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′= = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑⋯
⋮

的最小二乘估计为β

( ) 1 2

1 1

ˆ /
N N

X X X Y x y xα α α
α α

β −

= =

′ ′= =∑ ∑

通过原点的二元线性回归模型：

来源 平方和 自由度 均方和 F比

机器 A

操作工B

交互作用 A B×

e

2.75

27.17

73.50

41.33

3

2

6

24

0.92

13.59

12.25

1.72

<1

7.90

7.12

总和 144.75 35
0.95

0.95

(2, 24) 3.40
(6,24) 2.51

F
F

=
=
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1 1 2 2

2

1,2, ,

(0, )

y x x N

N
α α α α

α α

β β ε α

ε ε σ

= + + =⎧⎪
⎨
⎪⎩

⋯

∼各 独立同分布，

，

11 12

21 22

1 2N N

x x
x x

X

x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋮ ⋮

2
1 1 2

2
1 2 2

1

2

,
x x x

X X
x x x

x y
X Y

x y

α α α
α α

α α α
α α

α α
α

α α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟′ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟′ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

的最小二乘估计为：1 2,β β

( ) 11

2

ˆ
ˆ

ˆ
X X X Y

β
β

β

−⎛ ⎞
′ ′= =⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

8.4 对不同的元麦堆测得如下数据：

试求重量对跨度的回归方程，并求出根方差 的估计值。σ

解 设所求回归方程为 ，由数据可以求出：0 1
ˆ ˆp̂ lβ β= +

226523, 109230.58, 176598625p p l pα α α α
α α α

= = =∑ ∑ ∑
221.58, 80.9374, 6l l Nα α

α α

= = =∑ ∑

由最小二乘法估计公式可知

1 2
2

1

ˆ 4165.85
1

p l p l
N

l l
N

α α α α
α α

α α
α α

β
−

= =
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

0 1
1 1ˆ ˆ 10562p l
N Nα α

α α

β β= − = −∑ ∑

故可得回归方程： ˆ 10562 4165.85p l= − +

堆 号 1 2 3 4 5 6

重量 p

跨度 l

2813

3.25

2705

3.20

11103

5.07

2590

3.14

2131

2.90

5181

4.02
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的估计是2σ

2 2 2
1

1 1 1ˆˆ ( ) ( )( )
2

428538

p p p l p l
N N Nα α α α α α

α α α α α

σ β
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

=

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

则 的估计为 655σ

8.5 设

2
0 1 2

1 2 3

(3 2) 1,2,3
1, 0, 1

i i i iy x x i
x x x

β β β ε= + + − + =

= − = =

相互独立同服从于 。1 2 3, ,ε ε ε 2(0, )N σ

（1） 写出矩阵 X

（2） 求 的最小二乘估计0 1 2, ,β β β

（3） 证明当 时， 的最小二乘估计不变2 0β = 0 1,β β

解 （1）

1 1 1
1 0 2
1 1 1

X
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

（2） ， ，则， 的最小二乘估计是

3 0 0
1 2 0
0 0 6

X X
⎛ ⎞
⎜ ⎟′ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3

1 3

1 2 32

y y y
X Y y y

y y y

+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟′ = − +⎜ ⎟
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

0 1 2, ,β β β

1 2 3

0

1
1 1 3

2

1 2 3

1 ( )
ˆ 3

1ˆ ˆ ( ) ( )
2

ˆ 1 ( 2 )
6

y y y

X X X Y y y

y y y

β

β β

β

−

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′⎜ ⎟= = = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟− +⎜ ⎟

⎝ ⎠

（3）若 ，此时模型成为：2 0β =

，则对应的0 1 1,2,3i i iy x iβ β ε= + + =

， ， ， 的最小二乘估计是

1 1
1 0
1 1

X
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 0
0 2

X X ⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 3

1 3

y y y
X Y

y y
+ +⎛ ⎞

′ = ⎜ ⎟− +⎝ ⎠
0 1,β β
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1 2 3
0 1

1
1 3

1 ( )ˆ 3ˆ ( )
ˆ 1 ( )

2

y y y
X X X Y

y y

β
β

β
−

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎛ ⎞
′ ′= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

8.6 若 与 有下述关系：y x

2
0 1 2

p
py x x xβ β β β ε= + + + + +⋯

其中 从中获得了 n组独立观测值 ，能否求出 的最2(0, )Nε σ∼ ( , )x yα α 0 1, , , pβ β β⋯

小二乘估计，试写出最小二乘估计的公式，能否检验假设

0 : 0iH β =

试写出检验的拒绝域。

解 若记
1

1, 1, , ; 1, ,
n

i i
i iX x X x n i p

nα α α
α

α
=

= = = =∑ ⋯ ⋯

1

( )( ) , 1, ,
n

ij i i j jl X X X X i j pα α
α=

= − − =∑ ⋯

0
1

( )( ) 1, ,
n

i i il X X y y i pα α
α =

= − − =∑ ⋯

则 的最小二乘估计为下述方程组的解：1 , , pβ β⋯

（*）

11 1 12 2 1 10

21 1 22 2 2 20

1 1 2 2 0

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

p p

p p

p p pp p p

l l l l

l l l l

l l l l

β β β

β β β

β β β

⎧ + + + =
⎪
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎪⎩

⋯

⋯

⋯ ⋯

⋯

的最小二乘估计为：0β

0 1 1
ˆ ˆ ˆ

p py X Xβ β β= − − −⋯

若把方程组（*）的系数矩阵记为 ，则 ，又记 ，则在显著性水L ( )ijL l= 1 ( )ijL l− =

平 上检验 的拒绝域是：α 0 : 0iH β =

2

12

ˆ
(1, 1)

ˆ
i

i ijF F n p
l α
β
σ −= > − −
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其中， 2 2
1 10 0

1 ˆ ˆˆ { ( ) }
1 p py y l l

n p α
α

σ β β= − − − −
− − ∑ ⋯

8.7 某医院用光色比色计检验尿贡时，得尿贡含量与肖光系数读数的结果如下：

已知它们之间有下述关系式：

0 1 1,2,3,4,5i i iy x iβ β ε= + + =

各 相互独立，均服从 分布，试求 的最小二乘估计，并给出检验iε
2(0, )N σ 0 1,β β

假设

0 1: 0H β =

的拒绝域。

解 由数据可以求得，n=5

，30xα
α

=∑ 6x =

1052, 210.4y yα
α

= =∑
2 2220, 7790, 275990x x y yα α α α

α α α

= = =∑ ∑ ∑

40, 1478, 54649.2xx xy yyl l l= = =

则，最小二乘估计为：

0 1
ˆ ˆ11.3, 36.95β β= − =

检验假设 可用统计量0 1: 0H β =

1
1

1

ˆ
4416 (1,3) 34.1, 0.01ˆ( ) /( 2)

xy

yy xy

l
F F

l l n α

β
α

β −= = > = =
− −

因此，拒绝原假设。

8.8 研究同一地区土壤中所含植物可给态磷的情况，得到18 组数据如下，其中，

——土壤内所含无机磷浓度1x

尿贡含量 x
2 4 6 8 10

肖光系数 y
64 138 205 285 360
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——土壤内溶于 K2CO3 溶液并受溴化物水解的有机磷浓度2x

——土壤内溶于 K2CO3 溶液但不溶于溴化物的有机磷浓度3x

——载在 土壤内的玉米中可给态磷的浓度y 20 C。

已知 与 之间有下述关系：y 1 2 3, ,x x x

0 1 1 2 2 3 3 1,2, ,18i i i i iy x x x iβ β β β ε= + + + + = ⋯

各 相互独立，均服从 分布，试求出回归方程，并对方程及各因子的显iε
2(0, )N σ

著性进行检验。

由上述数据可以求得下面的结果：

3, 18p n= =

土壤样本 1x 2x 3x y

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

0.4

0.4

3.1

0.6

4.7

1.7

9.4

10.1

11.6

12.6

10.9

23.1

23.1

21.6

23.1

1.9

26.8

29.9

53

23

19

34

24

65

44

31

29

58

37

46

50

44

56

36

28

51

158

163

37

157

59

123

46

117

173

112

111

114

134

73

168

143

202

124

64

60

71

61

54

77

81

93

93

51

76

96

77

93

95

54

168

99
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1 2 311.94, 42.11, 123, 81.28x x x y= = = =

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1752.9644 1085.6111 1200.0000
1085.6111 3155.7778 3364.0000
1200.0000 3364.0000 35572.0000

l l l
L l l l

l l l

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

10

20

30

3231.4778
2216.4445
7953.0000

l
l l

l

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

11 12 13

1 21 22 23

31 32 33

0.000725 0.000248 0.000001
0.000248 0.000437 0.000033
0.000001 0.000033 0.000031

l l l
L l l l

l l l

−

⎛ ⎞ − −⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎝ ⎠

1

1
2

3

ˆ 1.784780
ˆ ˆ 0.083397

ˆ 0.161133
L l

β

β β

β

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0 1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ 43.652198y x x xβ β β β= − − − =

所求得的回归方程为

1 2 3ˆ 43.65 1.78 0.08 0.16y x x x= + − +

记

2

3

0
1

( ) 12389.6111

ˆ 6806.1115

5583.4997

T

R j j
j

e T R

S y y

S l

S S S

α
α

β
=

= − =

= =

= − =

∑

∑

对方乘作检验的 统计量为：F

1 0.05
/ 5.6885 (3,14) 3.34

/( 1)
R

e

S pF F
S n p −= = > =

− −

故在 的水平上方程是显著的。0.05α =

对各因子作 检验的统计量分别为F

2
1

1 0.9511

ˆ
11.02 (1,14) 4.60

/( 1)e

F F
l S n p

β
= = > =

− −

http://www.3che.com


www.3che.comwww.3che.comwww.3che.comwww.3che.com 三车资料库——学习资源共享专家

2
2

2 0.9522

ˆ
0.0399 (1,14) 4.60

/( 1)e

F F
l S n p

β
= = < =

− −

2
3

3 0.9533

ˆ
2.0822 (1,14) 4.60

/( 1)e

F F
l S n p

β
= = < =

− −

故在 的水平上， 是显著的， 与 是不显著的。0.05α = 1x 2x 3x

8.8 某种膨胀合金含有两种主要成分，做了一批试验如表所示，从中发现这两

种成分含量和 与合金的膨胀数 之间有一定关系。x y

（1）试确定 与 之间的关系表达式x y

（2）求出其中系数的最小二乘估计

（3）对回归方程及各项作显著性检验

解 （1）由散点图可知 与 的关系为：y x

2
0 1 2y x xβ β β ε= + + +

并可假设 。2(0, )Nε σ∼

（2）由以上数据可求得：

2,p = 13n =

试验号 金属成分和 x 膨胀系数 y
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

37.0

37.0

38.0

38.5

39.0

39.5

40.0

40.5

41.0

41.5

42.0

42.5

43.0

3.40

3.00

3.00

3.27

2.10

1.83

1.53

1.70

1.80

1.90

2.35

2.54

3.90
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，40,x = 2
2 1603.5x x= = 2.409231y =

=11 12

21 22

l l
L

l l
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

45.50 3640.00
3640.00 291325
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

10

20

6.37
490.08

l
l

l
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

11 12
1

21 22

51.170829 0.639361
0.369361 0.007992

l l
L

l l
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

据最小二乘估计为：

1 1

2

ˆ 12.620320
ˆ 0.156004

L l
β

β
−

⎛ ⎞ −⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

0 1 2 2
ˆ ˆ ˆ 257.069610y x xβ β β= − − =

则回归方程为：

2ˆ 257.070 12.620 0 /156y x x= − +

（3）对方程作检验：

2

1 10 2 20

( ) 5.019692

ˆ ˆ 3.9370
1.0827

T

R

e T R

S y y

S l l
S S S

α
α

β β

= − =

= + =

= − =

∑

1 0.05
/ 18.18 (2,10) 4.10

/( 1)
R

e

S pF F
S n p −= = > =

− −

故在 的水平上方程是显著的。0.05α =

对 及 项作检验：x 2x

2
1

1 0.9511

ˆ
28.7483 (1,10) 4.96

/( 1)e

F F
l S n p

β
= = > =

− −

2
2

2 0.9522

ˆ
28.1261 (1,10) 4.96

/( 1)e

F F
l S n p

β
= = > =

− −

故方程中两项均为显著。
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