
全国大学生数学竞赛委员会
关于举办第三届全国大学生数学竞赛的通知

各省、市、自治区数学会、解放军院校协作中心数学联席会：

为了培养人才、服务教学、促进高等学校数学课程的改革和建设，增加大学

生学习数学的兴趣，培养分析、解决问题的能力，发现和选拔数学创新人才，为

青年学子提供一个展示基础知识和思维能力的舞台，经中国数学会批准，第三届

全国大学生数学竞赛由上海同济大学承办。

经全国大学生数学竞赛委员会研究确定，本届比赛分区预赛在2011年10月29

日（星期六）上午9：00—11：30举行，决赛于2012年3月份的第三周周六上午在

同济大学举行。

现将竞赛的具体事宜通知如下：

（1） 参赛对象：

大学本科二年级或二年级以上的在校大学生。竞赛分为非数学专业组和数学

专业组(含数学与应用数学、信息与计算科学专业的学生)。数学专业学生不得参

加非数学专业组的竞赛。

（2） 竞赛内容：

非数学专业组竞赛内容为本科高等数学内容（高等数学内容为理工科本科教

学大纲规定的高等数学的教学内容）。数学专业组竞赛内容含数学分析、高等代

数和解析几何（均为数学专业本科教学大纲规定的教学内容），所占比重分别为

50%、35%及15%左右。

（3） 奖项的设立：

设赛区（一般以省、市、自治区作为赛区，军队院校为一个独立赛区）奖与

全国决赛奖。

赛区奖。按照重点学校与非重点学校，数学类专业与非数学类专业分别评奖。

每个赛区的获奖总名额不超过总参赛人数的15%（其中一等奖、二等奖、三等奖

分别占各类获奖总人数的20%、30%、50%）。冠名为“第三届全国大学生数学竞赛

（**赛区）*等奖”。
决赛奖。参加全国决赛的总人数不超过300人。每个赛区参加决赛的名额不

少于5名（其中数学类2名，非数学类3名）,由各赛区在赛区一等奖获得者中推选。

最后入选名单由竞赛组织委员会批准。决赛阶段的评奖等级按绝对分数评奖。

分区预赛和决赛的获奖证书均加盖“中国数学会普及工作委员会”的公章，获奖证

书由承办单位统一印制。每份获奖证书，承办单位收取工本费5元。

（4）命题、阅卷、评奖工作：

分区预赛和决赛的试题由全国大学生数学竞赛委员会统一组织专家命题。

分区预赛的试卷印刷、保密、阅卷、评奖工作，由各个赛区统一安排，由各赛区

的竞赛负责人统一部署。各赛区在考试结束后，当堂密封试卷，及时送交到赛区

指定试卷评阅点集中阅卷。评奖工作由各赛区自行组织。

决赛阶段的试卷印刷、保密、评阅工作在全国大学生数学竞赛委员会领导下，

由承办单位组织进行。评奖工作由全国大学生数学竞赛委员会组织专家组评定。

（5）决赛试题和获奖名单将在全国大学生数学竞赛网站上公布。

中国数学会普及工作委员会

二〇一一年五月十二日



一、函数、极限、连续
（竞赛大纲）

1．函数的概念及表示法、简单应用问题的函数关系的建立.

2．函数的性质：有界性、单调性、周期性和奇偶性.

3．复合函数、反函数、分段函数和隐函数、基本初等函数的性质及其图形、

初等函数.

4．数列极限与函数极限的定义及其性质、函数的左极限与右极限.

5．无穷小和无穷大的概念及其关系、无穷小的性质及无穷小的比较.

6．极限的四则运算、极限存在的单调有界准则和夹逼准则、两个重要极限.

7．函数的连续性（含左连续与右连续）、函数间断点的类型.

8．连续函数的性质和初等函数的连续性.

9．闭区间上连续函数的性质(有界性、最大值和最小值定理、介值定理).

1-1 实值函数 )(xF 和 )(xG 都定义在整个实数轴上，并且满足
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1-3 设 2
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二、一元函数微分学
（竞赛大纲）

1. 导数和微分的概念、导数的几何意义和物理意义、函数的可导性与连续

性之间的关系、平面曲线的切线和法线.

2. 基本初等函数的导数、导数和微分的四则运算、一阶微分形式的不变性.

3. 复合函数、反函数、隐函数以及参数方程所确定的函数的微分法.

4. 高阶导数的概念、分段函数的二阶导数、某些简单函数的 n阶导数.

5. 微分中值定理，包括罗尔定理、拉格朗日中值定理、柯西中值定理和泰

勒定理.

6. 洛必达(L’Hospital)法则与求未定式极限.

7. 函数的极值、函数单调性、函数图形的凹凸性、拐点及渐近线(水平、铅

直和斜渐近线)、函数图形的描绘.

8. 函数最大值和最小值及其简单应用.

9. 弧微分、曲率、曲率半径.

2-1 设函数 f具有一阶连续导数， )0("f 存在，且 0)0(' =f ， 0)0( =f ，
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（1）确定 a，使 )(xg 处处连续；

（2）对以上所确定的 a，证明 )(xg 具有一阶连续导数.



2-2 设 )(xf 在 0=x 的邻域具有二阶导数，且 3

1

0
1 e

x
xfx
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⎤
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⎡ ++

→

)(  lim ，试求

)(0f ， )(0f ′ 及 )(0f ′′ .

2-3 设函数 ( )f x 在点 0x = 处有定义， (0) 1f = ，且 2
ln(1 ) sin ( )

0 1
lim 0

x

x x f x

x e

− + ⋅

→ −
= 。证明：

函数 ( )f x 在点 0x = 处可导，并求 (0)f ′ 。



2-4 设函数
1

( ) (1 ) ( 0)xf x x x= + > ，证明：存在常数 A、B，使得当 0x +→ 时，恒

有 2 2( ) ( )f x e Ax Bx o x= + + + ，并求常数 A、B。

2-5 设 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内二阶可导，且 ( ) 0f x′′ ≠ 。

（1）证明：对于任何非零实数 x，存在唯一的 ( )(0 ( ) 1)x xθ θ< < ，使得

( ) (0) ( ( ))f x f xf x xθ′= + 。



（2）求
0

lim ( )
x
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→

。

2-6 求使不等式 1 1(1 ) (1 )n n
n neα β+ ++ ≤ ≤ + 对所有的自然数 n 都成立的最大的数α

和最小的数 β 。



2-7 设 2
1 10, ( 1, 2,...)n n nx x x x n+> = + = ，试计算
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x
n xx x n+
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。



2-9 设函数 ( )f x 在区间 [ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( ) 0f a f b > ，

2( ) ( ) 0a bf a f + < ，证明：至少存在一点 ( , )a bξ ∈ ，使得 ( ) ( )f fξ ξ′ = 。

2-10 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内二阶可导，且 | ( ) | 0f x m′′ ≥ > ，m 为

常数，又 ( ) ( ) 0f a f b= = ，证明： 2
8max | ( ) | ( )m

a x b
f x b a

≤ ≤
≥ − 。



2-11 设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上可微，且存在常数： )(,,, 212211 kkbkbk < ，使得

011 =+−
−∞→

)]()([lim bxkxf
x

， 022 =+−
+∞→

)]()([lim bxkxf
x

，

则对任意的 ),( 21 kkk∈ ，存在ξ，使得 kf =)(' ξ 。

2-12 设 )(),( xgxf 在 ],[ ba 上可导，且 ]),[()(' baxxg ∈≠ 0 ，则函数 )('/)(' xgxf 可

取到 )('/)(' agaf 与 )('/)(' bgbf 之间的一切值。

2-13 设 11 >> qp , ，且 111 =+ qp // ，则 ),( 00 >>+≤ ba
q
b

p
aab

qp

。

2-14 已知函数 ( )f x 在[0,1]上三阶可导，且 (0) 1, (1) 0, (0) 0f f f ′= − = = ，证明：

(0,1),x∀ ∈ (0,1),ξ∃ ∈ 使
2 ( 1)2

3!( ) 1 ( )x xf x x f ξ− ′′′= − + + 。



2-15 设函数 ( )f x 在[0,1]上二阶可导，且满足 | ( ) | 1f x′′ ≤ ， ( )f x 在区间 (0,1)内取

得最大值 1
4 。证明： | (0) | | (1) | 1f f+ ≤ 。

2-16 设函数 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内二阶可导，且 ( )f x 和 ( )f x′′ 在 ( , )−∞ +∞ 内有界，

证明： ( )f x′ 在 ( , )−∞ +∞ 内有界。



2-17 设函数 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内三阶可导，且 ( )f x 和 ( )f x′′′ 在 ( , )−∞ +∞ 内有界，

证明： ( )f x′ 和 ( )f x′′ 在 ( , )−∞ +∞ 内有界。

2-18 设函数 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内有二阶导数，并且 0| ( ) |f x M≤ ， 2| ( ) |f x M′′ ≤ ，

x−∞ < < +∞。证明： 0 2| ( ) | 2f x M M′ ≤ ， x−∞ < < +∞。



2-19 设0 a b< < ，证明：不等式 2 2
2 ln ln 1a b a

b a aba b
−
−+

< < 成立。





2-20 设 ))(/()ln/()( 012121 ≠−−= xxxf x ， 210 /)( =f ，求 )(' 0f 。

2-21 设 3 (2008)( ) arcsin , (0)f x x x f= 求 .



2-22 求函数 4 4 2 2( , ) 4 2 2 2f x y x y x xy y= + − − − 的极值。

2-23 已知 t为常数，且
[0,2 ]

max cos
x

x x t
π

π
∈

+ − = ，求 t 的值。

2-24 （1）证明 ( ) 2n
nf x x nx= + − （n为正整数）在 (0, )+∞ 上有唯一正根 na ；

（2）计算 lim(1 )n
nx

a
→∞

+

2-25 证明：对
2 3 4

,  1 0
2! 3! 4!
x x xx x∀ ∈ + + + + >R 。

2-26 求

1
2 3 sin

0
lim

3

x x x x

x

e e e
→

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

2-27 已知 )(xf 具有连续的二阶导数，且 2
10

=
−→ x

xf
x cos

)(lim ，求 )(" 0f 。



2-28 设 )(xf 在点 0x 的某领域内有五阶导数，且

00
4

000 ==== )()('")(")(' )( xfxfxfxf ，

而 00
5 >)()( xf ，问 0x 是否为 )(xf 的极值点？（ 0x ， )( 0xf ）的拐点？

2-29 设 1
0

=
→ x

xf
x

)(lim ，且 0>)(" xf ，证明： xxf ≥)( 。

2-30 设 0<)(" xf ， 00 =)(f ，证明：对任意有 01 >x ， 02 >x ，有

)()()( 2121 xfxfxxf +<+ 。



2-31 设 )(xf 在 ],[ 11− 上二次可导，若有

01 =− )(f ， 00 =)(f ， 11 =)(f ，

则存在 ),( 11−∈ξ ，使得 1=)(" ξf 。

2-32 设 )(xf 在 ],[ 11− 上三次可导，若有

001 ==− )()( ff ， 11 =)(f ， 00 =)('f ，

则存在 ),( 11−∈ξ ，使得 3≥)('" ξf 。

2-33 设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上可微，证明：若存在极限

axf
x

=
+∞→

)(lim ， bxxf
x

=
+∞→

)('lim

则 0=b 。



2-34 计算极限
x

x
xx

sinlnlim 20

1
→

2-35 设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上可微，且满足

),(,,)()()( +∞−∞∈++=+ yxxyyfxfyxf 2 ，

证明： xfxxf )(')( 02 += 。

2-36 设 f 在 ],[ ba 上二阶可微， 0)()( == bfaf ， 0)(')(' >−+ bfaf ，则方程 0)(" =xf

在 ),( ba 内至少有一个根 .



2-37 设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 上可微，且 0== )()( bfaf ，则在 ],[ ba 上

任一连续函数 )(xϕ ，有 ),( ba∈ξ ，使得 0=+ )()()(' ξξϕξ ff 。

2-38 设 )(xf 在 ),[ +∞a 上连续，在 ),[ +∞a 上可导，且 1>)(' xf ，若 0<)(af ，证

明：方程 0=)(xf 在 ))(,( afaa − 内有唯一实根。

2-39 设 )(xf 在 ],[ 21 上连续，在 ),( 21 内可导，且
2
11 =)(f ， 22 =)(f ，证明：存

在 ),( 21∈ξ ，使得
ξ
ξξ )()(' ff 2

= 。

2-40 设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，且 1== )()( bfaf ，证明：存在



),(, ba∈ηξ ，使得 1=+− )](')([ ηηξη ffe 。

2-41 设 )(xf 在 ],[ 10 上连续，在 ),( 10 内可导，且 00 =)(f ，对于 ),( 10∈x ，有

|)(||)('| xfxf ≤ ，证明：在 ],[ 10 上 0≡)(xf 。

2-42 设 )(xf 在 ],[ 10 上具有二阶连续导数，且有 010 == )()( ff ， Axf ≤|)("| ，

),( 10∈x ，证明：
2
Axf ≤|)('| 。



2-43 设 )(xf 在 ],[ 20 上具有三阶连续导数，且 10 =)(f ， 22 =)(f ， 01 =)('f ，

证明：在 ),( 20 内至少存在一点ξ，使得 3≥|)('"| ξf 。

2-44 设 ( )f x 在[0,1]上具有二阶导数，且满足条件 ( )f x a≤ ， ( )f x b′′ ≤ ，其中

,a b都是非负常数，c 是 (0,1)内的任一点，证明 ( ) 2
2
bf c a′ ≤ + 。



2-45 设 0
2
1',2)1(,1)0(],1,0[3 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==∈ fffCf . 证明：∃ )1,0(∈ξ ，使 24|)(| ≥′′′ ξf

2-46 设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上具有三阶连续导数，且 Axf
x

=
∞→

)(lim （有限），

0=
∞→

)('"lim xf
x

，证明： 0==
∞→∞→

)("lim)('lim xfxf
xx

。



2-47 证明： n
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2-48 [ ]n

x
nxxx

x
coscoscoslim 211
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⋅−

→

2-49 )arctan(arctanlim
1

2
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∞→ n
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n
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2-50
2

22
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xex

xx
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x sin)(coslim −
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→



2-51 设函数 )(xyy = 由方程 1222 223 =−+− xxyyy 确定，求 )(xyy = 的驻点，

并判断它是否为极值点。

2-52 如图所示，设河宽为 a ，一条船从岸边一点O出发驶向对岸，船头总是指

向对岸与点O相对的一点 B 。假设在静水中船速为常数 1V ，河流中水的流速为常

数 2V ，试求船过河所走的路线(曲线方程)；

并讨论在什么条件下

（1）船能到达对岸；

（2）船能到达点 B .





三、一元函数积分学
（竞赛大纲）

1. 原函数和不定积分的概念.

2. 不定积分的基本性质、基本积分公式.

3. 定积分的概念和基本性质、定积分中值定理、变上限定积分确定的函数

及其导数、牛顿-莱布尼茨(Newton-Leibniz)公式.

4. 不定积分和定积分的换元积分法与分部积分法.

5. 有理函数、三角函数的有理式和简单无理函数的积分.

6. 广义积分.

7. 定积分的应用：平面图形的面积、平面曲线的弧长、旋转体的体积及侧

面积、平行截面面积为已知的立体体积、功、引力、压力及函数的平均

值．

3-1 计算不定积分 dx
x

xxI ∫ +
++

= 2

2

1
1 )ln(

。

3-2 计算
cos(3 ) sin(5 )

dx
x x+ ⋅ +∫ .

3-3 设 ( )f x 在 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内二阶可导，且 ( ) 0f x′′ ≠ ，满足关系式

1 1

0 0
( ) ( ) 0f x dx xf x dx= =∫ ∫ 。证明： ( )f x 在[0,1]上恰好有两个零点。



3-4 设 ( )y f x= 是区间[0,1]上的正值连续函数。

（1）证明：存在 (0,1)ξ ∈ ，使得在区间[0, ]ξ 上以 ( )f ξ 为高的矩形面积，等

于在区间[ ,1]ξ 上以 ( )y f x= 为曲边的曲边梯形面积；

（2）如果 ( )f x 在（0,1）内可导，且 2 ( )( ) f x
xf x′ > − ，证明：（1）中的ξ是唯

一的。

3-5 设在 ( , )−∞ +∞ 内，函数 ( )f x 连续，
0

( ) ( ) ( )
x

g x f x f t dt= ∫ 单调减少，证明：

( ) 0f x ≡ 。



3-6 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上二阶连续可导，证明：存在 ( , )a bξ ∈ ，使

3( )
2 24( ) ( ) ( ) ( )

b b aa b
a

f x dx b a f f ξ−+ ′′= − +∫ 。



3-7 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上有连续导数，在 ( , )a b 内二阶可导，且 ( ) ( ) 0f a f b= = ，

( ) 0
b

a
f x dx =∫ ，证明：

（1）在 ( , )a b 内至少存在一点ξ，使得 ( ) ( )f fξ ξ′ = ；

（2）在 ( , )a b 内至少存在一点η，η ξ≠ ，使得 ( ) ( )f fη η′′ = 。

3-8 设函数 ( )f x 在 [0,1] 上有连续的导数，且 (0) (1) 0f f= = 。证明：

{ }
1

1
40 [0,1]

| ( ) | max | ( ) |
x

f x dx f x
∈

′≤∫ 。





3-9 设函数 ( )f x 在 (0, )+∞ 内可微，且 lim [ ( ) ( )] 0
x

f x f x
→+∞

′+ = 。证明：lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= 。



3-10 计算反常积分
2

2 21
2( )0

xe
x

dx−+∞

+∫ 。

3-11 计算定积分 2

1 ln(1 )
10

x
x

I dx+

+
= ∫ 。

3-12 计算
2 ( )

0

f x
x

dx
π

∫ ，其中 2
2

1
1 tan

( )
x

u
f x du

π +
= ∫ 。



3-13 设 21)arcsin()( −=′ xxf 及 00 =)(f ，求 ∫
1

0
dxxf   )( .

3-14 设 2
cos

( 2)0
x

x
A dx

π

+
= ∫ ，将积分

2 sin cos
10

x x
x dx

π

+∫ 表示成 A 的表达式。



3-15 求定积分
2

4

1 sin
1 cos

xx
x e dx

π

π

+
+∫ 。

3-16 设 ( ), ( )f x g x 都是[0, ]a 上的连续函数，且对任意 [0, ]x a∈ ，恒有

( ) ( ), ( ) ( )f x f a x g x g a x k= − + − = ，

其中 k 为常数，证明： 20 0
( ) ( ) ( )

a a
kf x g x dx f x dx=∫ ∫ 。

3-17 求定积分
4 2

2 0
tan n

nI xdx
π

= ∫ 。

3-18 计算极限 3
2 2 2 2 21lim [ 1 2 2 ... ( 1) ( 1) ]

nn
n n n n n

→∞
− + − + + − − − 。



3-19 求极限 ]
)()()(

[lim 222 21 nn
n

n
n

n
n

n +
++

+
+

+∞→
。

3-20 求 n
n n

n
nn

1

12111 )]())([(lim +++
∞→

。

3-21 求

2

2 2

1

lim
n

n
n jn j
+→∞

=
∑ 。

3-22 ( )f x 在[0,1]上可导，且 (0) 0f = ，又 ( )f x 满足关系
1

0
( ) ( ) 25f x f x dx′ =∫ ，

求 ( )f x 。

3-23 求 所 有 (0, )+∞ 上 的 正 连 续 函 数 ( )g x ， 使 得 0x∀ > 有



2 21 1
2 0 0

[ ( )] ( ( ) )
x x

xg t dt g t dt=∫ ∫ 。

3-24 问：是否存在区间[0,1]上连续的正函数 ( )f x ，使得下面的三个式子同时成

立
1 1 1 2 2

0 0 0
( ) 1, ( ) , ( )f x dx xf x dx a x f x dx a= = =∫ ∫ ∫ ，其中 a为常数。

3-25 设 ( )f x′′ 在[0,1]上连续，且 (0) (1) 0f f= = ，求证：

（1）
1 1

1
20 0

( ) ( 1) ( )f x dx x x f x dx′′= −∫ ∫ ；

（2）
1

1
120 0 1

( ) max ( )
x

f x dx f x
≤ ≤

′′≤∫ 。

3-26 设 ( )f x 在[0,2 ]π 上具有一阶连续导数，且 ( ) 0f x′ ≥ ，求证：对任意自然数

n有
2

2
0

( ) sin [ (2 ) (0)]nf x nxdx f f
π

π≤ −∫ 。



3-27 设 ( )f x 为 [0,1] 上的非负连续函数，且 2

0
( ) 1 2 ( )

x
f x f t dt≤ + ∫ ，证明：

( ) 1f x x≤ + ， [0,1]x∈ 。

3-28 设 ( )f x 在 [0,1] 上 可 导 ， 0 ( ) 1f x′≤ ≤ 且 (0) 0f = ， 证 明 ：

1 12 3

0 0
( ( ) ) ( )f x dx f x dx≥∫ ∫ 。

3-29 设 1a ≤ ，求
1

1
( ) xI a x a e dx

−
= −∫ 的最大值。

3-30 设 )()( xfxF 是 的一个原函数，且 1)0( =F xxfxF 2cos)()(, = ，求 dxxf∫
π

0
|)(| .



3-31 设 )(xf 在 ),0[ ∞+ 上 可 导 ， 0)0( =f ， 且 其 反 函 数 为 )(xg ， 若

∫ =
)(

0

2)(
xf xexdttg ，求 )(xf 。

3-32 计算 dx
xdx

dI
ne∫ −

=
1

2
)1cos(ln

π
，其中 n为自然数。

3-33 设 )(xf 在[0，1]上连续，在（0，1）内可导， 1)(0,0)0( ≤′≤= xff ，

求证： dxxfdxxf ∫∫ ≥
1

0

321

0
)(])([

3-34 设 )(xyy = 是由方程 xyxy =− 2)( 所确定的隐函数，试求 ∫ −
=

yx
dxI

3
.



3-35 求不定积分 ∫ ++++= dxxI 222 （其中 有 n重）。

3-36 设 )(xf 是 ),( +∞−∞ 上严格递增的可微函数，且 )()(' xfxF = ， )(xg 是 )(xf

的反函数，用 )(xF ， )(xg 表示 )(xg 的原函数 )(xG 。

3-37 设有抛物线 )(: 02
1 <++= acbxaxyl ，且 1l 过两点 ),( 00 ， ),( 21 ，试求 cba ,,

的值，使得曲线 1l 与曲线 xxl 22
2 +−: 所围成的平面区域之面积 S 最小。

3-38 证明： ∫ =
+

=
∞→

n

nn x
xdxnI

2

5
3

24
7

1
lim 。



3-39 计算积分 ∫− >
−
−1

1

2

)1(1 adx
xa
x

3-40 求极限
n

n n
n

nnn

1

2

2

2

2

2

2

2

2

1312111lim ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→

3-41 求
1 1 1 1lim

2 3x n n n n n n n n n→∞

⎛ ⎞+ + + ⋅⋅⋅+⎜ ⎟+ + + + ⋅⎝ ⎠

3-42 设 ],[)( 10Cxf ∈ ，则有 ∫ ∫∫ ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛1

0

31

00 0 6
1 dxxfdxdydttfyfxf

x y
)()()()( 。



3-43 设 )(xf 在 ],[ ba 上一阶导数连续， 0== )()( bfaf ，且 ∫ =
b

a
dxxf 12 )( ，则有：

4
1222 >⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∫∫

b

a

b

a
dxxfxdxxf )()]('[ 。

3-44 设 )(xf 在 ),[ +∞0 上单调减少的连续函数，证明：

∫ ≥−
x

dttftx
0

22 03 )()( 。

3-45 设 )(xf 在 ),( +∞−∞ 上 一 阶 导 数 连 续 ， 且 有 ∫
+∞

∞−
+∞<dxxfx )(22 ，

∫
+∞

∞−
+∞<dxxf 2)]('[ ，证明:

(1) )()]('[)()( 04
2

1
22

1
22 ≥⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤ ∫∫

∞+∞+
xdttfttfxxf

xx
.



(2) )()]('[)()( 02
2

1
22

1
222 ≥⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛≤ ∫∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
xdxxfdxxfxdxxf

3-46 求 ∫ +
=

+∞→

x

x
dt

tx
I

0
)sin(lim π

。

3-47 设 )(xf 在 ),[ +∞1 上可微， 11 =)(f ，若有 )))((/()(' ∞<≤+= xxfxxf 11 22 ，

则
4

1 π
+<

+∞→
)(lim xf

x
。

3-48 计算积分 )(
)(

1
1

1

1 2
>

−−
= ∫− a

xxa
dxI 。



3-49 确定 cba ,, ，使得 0
1 20

≠=
+

−

∫
→

c
dt

t
t

xax
x

b

x )ln(
sinlim 。

3-50 求极限 ∑
=

∞→

+++n

in n
knkn

1
4

1))((lim 。

3-51 设 ∫ ∈−=
x n Nntdtttxf

0

2 )(sin)()( ，证明： π≤≤ x0 时，
))((

)(
32

1
++

≤
nn

xf 。

3-52 设 )(xf 在 )](,[ 022 >− aaa 上具有连续导数，计算

dtatfatf
a

I
a

aa ∫−→
−−+=

+
)]()([lim 20 4

1 .



3-53 计算 dxx
x
x

x
x

∫− +⋅
+

1

1 2

4

2

5

1
]sin)"

cos
sin[( 。

3-54 计算积分 dx
x

xn
∫

+2

0

12π

sin
)sin(

。

3-55 计算积分 ∫
+∞

++0 211
1 dx

xxn ))((
。

3-56 设 )(xf 在 ],[ ba 上连续且单调增加，证明

∫∫
+

≥
b

a

b

a
dxxfbadxxxf )()(

2
。



3-57 设 )(xf 在 ],[ ba 上具有连续导数，证明：

∫∫ ≤≤
≥+

−

b

a bxa

b

a
xfdxxfdxxf

ab
|)(|max|)('||)(| 1

3-58 设 )(' xf 在 ],[ π20 上连续，且 0>)(' xf ，证明：对任意 n有：

)]()([|sin)(| 0222

0
ff

n
nxdxxf −≤∫ π

π
。

3-59 设实值函数 )(xF 满足 11 =)(F ，并且对于 1≥x ，若
)(

)('
xFx

xF 22

1
+

=

证明： )(lim xF
x ∞→

存在，并且小于
4

1 π
+ 。



3-60 设 2Cuf ∈)( ，且 dzxyzfyxF
y

x∫= )(),( ，求 ),( yxFx 。

3-61 假设曲线 1L ： 21 xy −= （0 1≤≤ x ）、x轴和 y 所围成的平面区域被曲线 2L ：

2axy = 分为面积相等的的两部分，其中 a是大于零的常数，试确定 a的值。

3-62 求曲线 [ ]sin , , 2y x x x π π= ∈ 与 x轴围成的平面图形绕 y 轴旋转所得的旋转

体体积。

3-63 设 ( )f x 在区间 ( , )−∞ +∞ 连续， 0

1( ) ( ) d  ( >0),  ( ) ( ) d
2

x a x

x a
F x f t t a G x f t t

a
+

−
= =∫ ∫ ,

试解答下列问题：（1）用 ( )G x 表示 ( )F x ；（2）求 ( )F x′ ；



（3）求证：
0

lim  ( ) ( )
a

F x f x
→

== ；

（ 4）设 ( )f x 在 [ ],x a x a− + 内的最大值和最小值分别是 M m、 ,求证：

( ) ( )F x f x M m− ≤ − .

四、多元函数微分学
（竞赛大纲）

1. 多元函数的概念、二元函数的几何意义.

2. 二元函数的极限和连续的概念、有界闭区域上多元连续函数的性质.

3. 多元函数偏导数和全微分、全微分存在的必要条件和充分条件.

4. 多元复合函数、隐函数的求导法.

5. 二阶偏导数、方向导数和梯度.

6. 空间曲线的切线和法平面、曲面的切平面和法线.

7. 二元函数的二阶泰勒公式.

8. 多元函数极值和条件极值、拉格朗日乘数法、多元函数的最大值、最小

值及其简单应用.

4-1 设 ( , )z z x y= 二阶连续可微，并且满足方程
2 2 2

2 22 0z z z
x yx y

A B C∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

+ + = ，其中，

2 0B AC− > ，若令 ,u x y v x yα β= + = + ，试确定常数 ,α β 的值，使原方程

变为
2 0z

u v
∂
∂ ∂ = ，并求出 ( , )z x y 。



4-2 设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

00

0,arctanarctan),(
22

xy

xy
y
xy

x
yxyxf ，当 0=xy 时，求 ),( yxfxy 。



4-3 设函数 ),( yxu 满足 0=− yyxx uu 与 xxxu =)2  ,( ， 2)2  ,( xxxux = ，求 )2  ,( xxuxx ，

)2  ,( xxuxy ， )2  ,( xxu yy （ xu 表示u对 x的一阶偏导数，其他类推）.

4-4 在曲面 2 2 2 2( ) ( ) 0x y y z z x x y z+ + + − + = 上点（0,0,0）处的切平面内求一点 P，

使点 P 到点 A（2,1,2）和点 B（-3,1,-2）的距离的平方和最小。





4-5 求 ba, 的值，使得包含在圆 11 22 =+− yx )( 内部的椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

的面积最

小（ 0>a ， bab ≠> ,0 ）。

4-6 设椭球面 2 2 2: 3 1x y zΣ + + = ，π 为Σ在第一卦限内的切平面。求：

（1）使π 与三坐标平面所围成的四面体的体积最小的切点坐标；

（2）使π 与三坐标平面截出的三角形面积最小的切点坐标。





4-7 设函数 ( )f u 可导且 ( ) 0f u′ ≠ ，证明：旋转曲面 2 2( )z f x y= + 的法线与转



轴相交。

4-8 设 ( , )f x y 在 2R 中连续， (0,0) 0f = ， ( , )f x y 存在偏导数，且当 2 2 5x y+ ≤ 时，

| | 1gradf ≤ ，证明： | (1, 2) | 5f ≤ 。

4-9 在平面上给一边长分别为 a、b 、 c的三角形，在它上面做无数个定高 h的
锥体，求侧面积最小的锥体。



4-10 设 ABCΔ 为正三角形，边长为 a ， P 为 ABCΔ 内任意一点，由 P 向三边引

垂线与三边的交点分别为D、E 、 F 。试求 DEFΔ 的面积最大值。



4-11 设 函 数 ( , )f x y 可 微 ， 2( , ) ( , ), (0, ) 1xf x y f x y f π′ = − = ， 且 满 足

1(0, ) cot
(0, )lim n

nf y y
f yn

e+

→∞
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ， 求 ( , )f x y 。

五、多元函数积分学
（竞赛大纲）

1. 二重积分和三重积分的概念及性质、二重积分的计算(直角坐标、极坐

标)、三重积分的计算(直角坐标、柱面坐标、球面坐标).

2. 两类曲线积分的概念、性质及计算、两类曲线积分的关系.

3. 格林(Green)公式、平面曲线积分与路径无关的条件、已知二元函数全微

分求原函数.

4. 两类曲面积分的概念、性质及计算、两类曲面积分的关系.

5. 高斯(Gauss)公式、斯托克斯(Stokes)公式、散度和旋度的概念及计算.

6. 重积分、曲线积分和曲面积分的应用(平面图形的面积、立体图形的体积、

曲面面积、弧长、质量、质心、转动惯量、引力、功及流量等)

5-1 计算下述积分：

2 d d
D

y x x y−∫∫ ，

其中 D是矩形区域 x 1≤ ， 20 ≤≤ y 。



5-2 设 ),[)( +∞∈ 0Cxf 且满足方程 ∫∫
≤+

++=
222

2

4

224

2
1

tyx

t dxdyyxfetf )()( π ，求 )(tf 。

5-3 将均匀的抛物形体 2 2: 1x y zΩ + ≤ ≤ 放在水平桌面上，证明：当形体处于稳

定平衡时，它的轴线与桌面的夹角为 3
2arctanθ = 。



5-4 设 2 2: 1D x y+ ≤ ，证明： 2 2 361 2
165 5sin ( )

D

x y dxdyπ π≤ + ≤∫∫ 。

5-5 设 { }( , ) | 0 2,0 2D x x x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ，（1）计算 1
D

B xy dxdy= −∫∫ ；（2）设 ( , )f x y

在 D 上连续，且有 ( , ) 0, ( , ) 1
D D

f x y dxdy xyf x y dxdy= =∫∫ ∫∫ ，试证：存在

( , ) Dξ η ∈ ，使得 1| ( , ) | Bf ξ η ≥ 。



5-6 设函数 ( )f x 在[0,1]上连续，证明：
1 ( ) ( )

0 0
1

yf x f ye dx e dy− ≥∫ ∫ 。

5-7 已知
 2 2

 0
sin( ) ,x dx a=∫ 求 2sin( )

D

x y dxdy−∫∫ ，其中 { }( . ) 1, 1D x y x y= ≤ ≤ 。

5-8 计算 ∫ ∫
a b yaxb dyedx

0 0

},max{ 2222

。



5-9 计算曲线积分 dyxyfdxyxyf
ACB∫ −+− ]sin)('[]cos)([ ππ ，其中 ACB 为连接

点 )2,(πA 与点 )4,3( πB 的线段 AB 之下方的任意路线，且该路线与线段 AB 所围成

的图形的面积为 1， )(xf 是连续可导的函数。

5-10 求曲线积分 dyaxyedxyxbyeI xx
L )cos())(sin( −++−∫= ，其中 a 与 b 为

正常数，L 为从点 A（2a，0）沿曲线 22 xaxy −= 到点 O（0,0）的弧。



5-11 计 算 ( ) ( )x y dxdy y z xdydz
Σ

− + −∫∫ ， 其 中 Σ 为 柱 面 2 2 1x y+ = 及 平 面

0, 3z z= = 所 围成的空间闭区域Ω的边界曲面的外侧。



5-12 求曲线  ln   ln  1x y+ = 所围成的平面图形的面积。

5-13 设曲面 S 为曲线

e
0

yz
x

⎧ =
⎨

=⎩ (1 2y≤ ≤ ) 绕 z 轴旋转一周所成曲面的下

侧，计算曲面积分

24  d d 2  d d (1 ) d d
S

I zx y z z z x z x y= − + −∫∫



5-14 计算 2( )x y z dV
Ω

+ +∫∫∫ ，其中
22 2

2 2 2: 1yx z
a b c

Ω + + ≤ 。

5-15 计算 2 2[( 2) ( 3) ]I x y ds
Γ

= + + −∫ ，其中
2 2 2 2

:
0

x y z a
x y z

⎧ + + =
Γ ⎨

+ + =⎩
， 0a > 。



5-16 计算 2 2 2( 2 3 )x y z dS
Σ

+ +∫∫ ，其中 2 2 2: 2x y z yΣ + + = 。



5-17 已知函数
2 2 2 2

2 2

,
( , , )

0,
x y z x y

f x y z
z x y

⎧ + ≥ +⎪= ⎨
< +⎪⎩

，计算曲面积分 ( , , )f x y z dS
Σ
∫∫ ，其

中 2 2 2: 2x y zΣ + + = 。

5-18 计算曲面积分 2 2( 2 ) ( 1)I y y dzdx z dxdy
Σ

= − + +∫∫ ，其中，Σ为曲面 2 2z x y= +

被平面 1z = 与 2z = 截下的那部分的外侧。



5-19 计算 2 2
( ) ( 4 )

4
x y dx x y dy

x yL

− + +

+∫ ，其中 L 为不通过原点 O(0,0)的简单光滑闭曲线，且 L

为逆时针方向。

5-20 设 函 数 ( , )f x y 在 闭 区 域 2 2: 1D x y+ ≤ 上 有 二 阶 连 续 偏 导 数 ， 且



2 2 2 2

2 2
( )f f x y

x y
e∂ ∂ − +

∂ ∂
+ = ，证明： 2( )f f

x y e
D

x y dxdy π∂ ∂
∂ ∂+ =∫∫ 。

5-21 设曲面Σ为球面 2 2 2 2x y z a+ + = ， 0 0 0 0( , , )M x y z 是空间中任意一点，计算

曲面积分 dS
ρ

Σ
∫∫ ，其中， 2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z zρ = − + − + − 。

5-22 设 (0) 3f = ，试确定可微函数 ( )f x 使曲线积分 (1 ) ( ) ( ( ) )
L

y f x dx f x x dy+ + +∫
与路径无关。



5-23 设函数 ( )f t 在[0, )+∞ 上可导，且满足
2 2 2( ) ( )t

D

f t e f x y dπ σ= + +∫∫ ，其中，

2 2 2:D x y t+ ≤ 。求 ( )f t 。

5-24 设函数 ( )f t 在[0, )+∞ 上连续， 3 2 2 2 2( ) {( , , ) | , 0}t x y z R x y z t zΩ = ∈ + + ≤ ≥ ，

( )S t 是 ( )tΩ 的表面， ( )D t 是 ( )tΩ 在 xoy 平面上的投影区域， ( )L t 是 ( )D t 的边

界曲线，已知当 (0, )t∈ +∞ 时，恒有

2 2 2 2 2 2 2

( )
( )

2 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

( )

L t
S t

D t t

f x y x y ds x y z dS

f x y d x y z dVσ
Ω

+ + + + +

= + + + +

∫ ∫∫

∫∫ ∫∫∫
，

求 ( )f t 的表达式。



六、无穷级数
（竞赛大纲）

1. 常数项级数的收敛与发散、收敛级数的和、级数的基本性质与收敛的必

要条件.

2. 几何级数与 p 级数及其收敛性、正项级数收敛性的判别法、交错级数与

莱布尼茨(Leibniz)判别法.

3. 任意项级数的绝对收敛与条件收敛.

4. 函数项级数的收敛域与和函数的概念.

5. 幂级数及其收敛半径、收敛区间（指开区间）、收敛域与和函数.

6. 幂级数在其收敛区间内的基本性质(和函数的连续性、逐项求导和逐项积

分)、简单幂级数的和函数的求法.

7. 初等函数的幂级数展开式.

8. 函数的傅里叶(Fourier)系数与傅里叶级数、狄利克雷(Dirichlei)定理、函

数在[-l，l]上的傅里叶级数、函数在[0,l]上的正弦级数和余弦级数

6-1 讨论级数∑
∞

=

>
1

0
n

n

n

a
n

na )(!
的敛散性。



6-2 设函数 ( )f x 在 0x = 的某领域内具有二阶连续导数，且 ( )

0
lim 0f x

xx→
= ，证明：

级数 1

1
( )n

n
f

∞

=
∑ 绝对收敛。

6-3 证明：级数 ( 1)

( 1)
2

n

nn
n

∞
−

+ −
=
∑ 条件收敛。



6-4 设
0

| sin | , 1, 2,...
n

na x x dx n
π

= =∫ ，求
2

1

n
n

a

n

∞

=
∑ 的值。

6-5 讨论级数 1 1 1 1 1
3 2 12 4 (2 )

1 ... ...x x xn n−− + − + + − + 的收敛性。



6-6 设函数 )(xϕ 在 ),( +∞−∞ 连续，周期为 1，且 ∫ =
1

0
0)( dxxϕ ，函数 )(xf 在 ]1,0[

上有连续导数，设 ∫=
1

0
)()( dxnxxfan ϕ ，求证：级数∑

∞

=1

2

n
na 收敛。



6-7 对实数 p ，讨论级数
ln

2

n

p
x

n n
n

∞

=
∑ 的收敛域。

6-8 设正数列{ }na 单调增加，证明：级数 1

1
na

n

∞

=
∑ 收敛的充要条件是级数

1 2 ...
1

n

n
a a a

n

∞

+ +
=
∑

收敛。

6-9 设 0 1 24, 1, ( 1) , 2n na a a n n a n−= = = − ≥ ，（1）求幂级数
0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 的和函数 ( )S x ；

（2）求 ( )S x 的极值。



6-10 求幂级数 ( 1) 3
3 1

0

n n
n

n
x

∞
−
+

=
∑ 的收敛域与和函数，并求 ( 1)

3 1
0

n

n
n

∞
−
+

=
∑ 的和。

6-11 求幂级数
4

(4 )!
0

nx
n

n

∞

=
∑ 的和函数 ( )S x 。



6-12 将函数 1 2
1 2( ) arctan x

xf x −
+= 展开成 x的幂级数，并求级数 ( 1)

2 1
0

n

n
n

∞
−
+

=
∑ 的和。

6-13 求 21

1
lim ([ ] 2[ ])

n
n n

n k kn k→∞
=

−∑ 。



6-14 设
1

sin
1p

n
x

n xn
a dxπ

+

+
= ∫ ， 1, 2,...,n = 其中 p 为正数，证明：（1）当 1p > 时，级数

0
n

n
a

∞

=
∑ 绝对收敛；（2）当0 1p< ≤ 时，级数

0
n

n
a

∞

=
∑ 收敛。



6-15 分析级数
3

2
1
sin

1n

n
n

π
∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑ 的收敛性。

6-16 设函数 ( )F x 是函数 ( )f x 的一个原函数，且 (0) 1,F = ( ) ( ) cos 2F x f x x= ，

0
| ( ) | , 1, 2,...,

n

na f x dx n
π

= =∫ 求幂级数 2 1
2

na n
n

n
x

∞

−
=
∑ 的收敛域与和函数。



6-17 求幂级数

n

n na
x∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

0 1
1

的收敛区间，并讨论端点的敛散性，其中∑
∞

=

−
0

)1(
n

n
n a 发

散，且 )(0 1 Nnaa nn ∈<< + 。

6-18 设偶函数 )),(()( 02 uCxf ∈ 且 10 =)(f ， 20 =)("f ，证明：∑
∞

=

−
1

11
n n

f ])([ 绝对

收敛。



6-19 设正项级数∑
∞

=1n
na 收敛，

n

n
n a

ab )ln( +
−=

11 ，证明：∑
∞

=1n
nb 收敛。

6-20 求幂级数 n

n

x
nnn

n )
ln
1ln(

2
3 +∑

∞

=

的收敛域。

6-21 设幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ , 当 1n > 时 2 ( 1) n na n n a− = − ，且 0 14,  1a a= = ;



（1）求幂级数
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ 的和函数 ( )S x ；

（2）求和函数 ( )S x 的极值.

6-22 设 0 ( 1, 2, )nu n≠ = 且 lim 1
n

n

n
u→∞

= ，求证：级数 1

1 1

1 1( 1)n

n n nu u

∞
−

= +

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

条件收敛.

6-23 已知 10 =x ， 1 3
0

1
4

x
x

=
+

，
4

1
3
1

2
+

=
x

x ，…，
4

1
31
+

=+
n

n x
x ，….求证：

（1）数列 }{ nx 收敛；

（2） }{ nx 的极限值 a是方程 0144 =−+ xx 的唯一正根.



七、常微分方程
（竞赛大纲）

1. 常微分方程的基本概念：微分方程及其解、阶、通解、初始条件和特解

等.

2. 变量可分离的微分方程、齐次微分方程、一阶线性微分方程、伯努利

(Bernoulli)方程、全微分方程.

3. 可用简单的变量代换求解的某些微分方程、可降阶的高阶微分方程：

),()n( xfy = ),,( yxfy ′=′′ ),( yyfy ′=′′ .

4. 线性微分方程解的性质及解的结构定理.

5. 二阶常系数齐次线性微分方程、高于二阶的某些常系数齐次线性微分方

程.

6. 简单的二阶常系数非齐次线性微分方程：自由项为多项式、指数函数、



正弦函数、余弦函数，以及它们的和与积

7. 欧拉(Euler)方程.

8. 微分方程的简单应用

7-1 设当 1−>x 时, 可微函数 )(xf 满足条件 0d)(
1

1)()(
 

0 
=

+
−+′ ∫

x
ttf

x
xfxf ，且

1)0( =f ，试证: 当 0≥x 时, 有 1)( ≤≤− xfe x 成立.

7-2 已知 1 20, 0a a> >

（1）若存在数列{ }ny 满足条件：

1 1 2 2( ) 0;( ) lim 0;( )n n n n nn
a y b y c y a y a y+ +→∞

> = = + 1, 2,3n = ⋅⋅⋅

证明: 1 2 1a a+ > ；

（2）若 1 2 1a a+ > ，证明存在满足条件（a）、（b）、（c）的数列{ }ny 。



7-3 设 ( )f u 为可微函数， ( )y
xz xf y= + 满足关系式 2z z

x yx y z∂ ∂
∂ ∂− = ，且 (1) 1f = ，

求 ( )f u 的表达式。

7-4 设 函 数 ( )f u 具 有 二 阶 连 续 导 数 ， 函 数 ( sin )xz f e y= 满 足 方 程

2 2

2 2
2( 1) xz z

x y
z e∂ ∂

∂ ∂
+ = + ，若 (0) 0, (0) 0f f ′= = ，求函数 ( )f u 的表达式。

7-5 设 ( )x t 是微分方程5 10 6 0x x x′′ ′+ + = 的解，证明函数
2

4
( )

1 ( )
( ) ( )x t

x t
f t t R

+
= ∈ 有最

大值，并求它的最大值。



7-6 有一圆锥形的塔，底半径为 R，高为 h（h>R)，现沿塔身建一登上塔顶的楼

梯，要求楼梯曲线在每一点的切线与过该点垂直于xoy平面的直线的夹角为 4
π ，

楼梯入口在（R,0,0），试求楼梯曲线的方程。

八、向量代数和空间解析几何
（竞赛大纲）

1. 向量的概念、向量的线性运算、向量的数量积和向量积、向量的混合积.

2. 两向量垂直、平行的条件、两向量的夹角.

3. 向量的坐标表达式及其运算、单位向量、方向数与方向余弦.

4. 曲面方程和空间曲线方程的概念、平面方程、直线方程.

5. 平面与平面、平面与直线、直线与直线的夹角以及平行、垂直的条件、

点到平面和点到直线的距离.

6. 球面、母线平行于坐标轴的柱面、旋转轴为坐标轴的旋转曲面的方程、

常用的二次曲面方程及其图形.

7. 空间曲线的参数方程和一般方程、空间曲线在坐标面上的投影曲线方程.



8-1 求母线平行于直线 :L x y z= = ，准线为
2 2 2 1

:
0

x y z
x y z

⎧ + + =
Γ ⎨

+ + =⎩
的柱面方程。

8-2 求直线 0 1: y bx z
aL −= = 绕 z 轴旋转一周所成的曲面方程，并指出它为何曲面，

其中 ,a b为常数。

8-3 证明：三平面 , ,x cy bz y az cx z bx ay= + = + = + 经过同一条直线的充要条件

是 2 2 2 2 1a b c abc+ + + = 。




