
摘要

由于数控机床的发展，非圆齿轮的加工成本大大下降，现已广泛

应用于机床，自动化设备，印刷机，纺织机械，仪器及解算装置中，

作为自动进给机构或用于实现函数关系，或用来改善运动和动力性能

阱1，同时还出现了诸如非圆齿轮行星轮系低速大扭矩液压马达等不同

于一般非圆齿轮的系统。然而，随着这些机械工作条件日益向高速、

重载发展，使得非圆齿轮的动态特性日益凸显，并直接影响到整个设

备能否正常、高效的运行。这就使得对于非圆齿轮系统的动态特性的

研究成为一个十分紧迫和意义重大的课题。

目前对于圆齿轮的动力学问题，国内外已经有了相对成熟的研究

结果“1”，建立了包括齿轮啮合动态激励基本原理、齿轮振动分析模

型、齿轮系统参数振动学口”、齿轮系统间隙非线性动力学⋯等较为成

熟的系统理和方法。对于斜齿轮等特殊的圆齿轮的动力学问题的研究

也以有了不小的进展∞”。而对于椭圆齿轮的动态特性的研究却仍然处

于空白阶段。由于椭圆齿轮本身固有的质量偏心，其在传动过程中所

产生的震动要比圆齿轮强烈得多。圆齿轮的内部激励主要是时变啮合

刚度、轮齿传递误差、啮入啮出冲击等。而椭圆齿轮的内部激励除开

上述因素，还有因为偏心质量而导致的离心力和因转速变化导致的惯

性力所产生的振动。椭圆齿轮与圆齿轮的另一本质区别就足在传动过

程中其轮齿啮合的法线方向是不断变化的，这使得椭圆齿轮传动时，

其啮合力具有本质的动态特征。

对于具有质量偏心的回转系统，相对于目前的其他各种建模方

法，拉格朗日键合图方法具有其特殊的优势，能方便的建立系统的模

型。因此，本文采用此方法建立了非圆齿轮系统的动力学模型，并使

用Simulink／Matlab对椭圆齿轮的啮合情况进行了仿真分析，并进行

了试验测试，为研究非圆齿轮系统动力学作了～些初步的探索。
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ABSTRACT

As the development of numerical controlled machine tools。the casts

of non—circular gears’manufactory is becoming less and less．Today,

non—circular gears are wildly used in machine tools，auto machines，

presswork machines and spin machines．These gears were help to auto

control machines and to provide functioned movement．As these

machine’S work condition is steadily become hi曲一speeded and heavy

loaded，the dynamic characteristic of the non—circular gears in these

machines is becoming more and more important．It determines the

performance of the entire machine system．In this case，the study of

dynamic characteristics of non-circular gears has become a essential

problem in design and maintenance ofthese machines．

As now,we got mature conclusions in the research area of dynamic

characteristics of circular gears．We have established an entire system，

which was compounded by several subfields，to solve the problems of

this kind．And in addition，we have also got progress in researching bevel

wheels．But，the study of dynamic characteristics of non-circular gears is

still a blank．In most case，non-circular gears have eccen仃icity,it makes

much more vibration compare to circular gear pairs．Forces inspirited

non-circular gears are completely different from the forces inspirited

circular gears．The main force inspirited non—circular gears are

eccentricity force bring up by the eccentricity of the gear itself．This
makes the non—circular gears’vibration inherent and natural．

This paper setup a method of modeling non-circular gears based on

the Lagrange Bond—graph theory．And established a dynamic mode of a

pair of non-circular gears．The simulation part of this paper is done by

Simulink／Matlab software．Experiments and tests are also done to

validate the conclusions ofthe simulations part．

Key Words：ellipse gears dynamic model bond graph
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1．1齿轮动力学的发展简介

第一章概述

齿轮系统动力学是研究齿轮系统在传递动力和运动过程种动力学行为的一

门科学，齿轮系统包括齿轮副，传动轴、支承轴承和箱体，也可以包括与齿轮传

动有关的联轴器、飞轮、原动机和负载等。齿轮系统种零部件结构及相互连接关

系是一个复杂的弹性机械系统。

齿轮系统的动力学行为包括轮齿动态啮合力和动载系数，以及齿轮系统的振

动和噪声特性等。通过齿轮系统动力学的研究，可以了解齿轮系统结构形式、几

何参数、加工方法等对这些动力学行为的影响，从而指导高质量齿轮系统的设计

与制造。齿轮系统中动力和运动是通过轮齿共轭齿面间连续的相互作用而传递

的，因此齿轮副啮合传动问题就是其核心问题之一。

齿轮系统是各种机器和机械设备中应用最广的动力传递装置，随着近代机械

日趋高速、重载，其力学行为和工作性能对整个机器有重要影响。因此，齿轮系

统动力学问题近百年以来一直受到人们的广泛关注，并对此问题进行了大量深入

的分析研究，取得了相当的进展，已经形成了一个比较完整的理论体系，如图1-1

所示呻l。

图1-1
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齿轮动力学的发展是从研究齿轮动载荷开始的。1868年，H．Walker首先提

出了动载系数的定义。到20世纪30年代，E．Buckingham[3]公布了ASME一个研

究小组的结果，提出了齿轮动载的计算公式，考虑了有效质量、有效误差和速度

的影响。其中一些公式经修正还沿用至今。50年代以前，主要以啮合冲击作为

描述和解释齿轮动态激动态响应的基础，将齿轮简化为单自由度系统。以冲击下

的单自由度系统的动态响应来表达齿轮系统的动力学行为。50年代以后，将齿

轮系统作为弹性的机械系统，以振动理论为基础，分析在啮合刚度、传递误差和

啮合冲击作用下，系统的动力学行为。这一发展奠定了现代齿轮系统的动力学的

基础。

齿轮系统动力学在振动理论的框架内，经历了由线性振动理论向非线性振动

理论的发展(时变刚度、齿侧『日J隙、啮合误差等)。在线性振动理论范畴内，人

们以平均啮合刚度代替时变啮合刚度，并由此计算齿轮副的固有频率和振型，利

用数值积分方法计算系统的动态响应，不考虑因时变刚度引起的动态稳定问题，

且避免研究由齿侧间隙引起的非线性及多对齿轮副、齿轮副与支承轴承、轴承间

隙等时变刚度间的相互关系、相互作用对系统动态特性的影响。齿轮系统的非线

性振动理论，在考虑了啮合刚度的时变性、齿侧间隙、齿轮啮合误差等非线性因

素的情况下，将齿轮系统作为一种非线性的参数振动系统研究其基本理论、基本

方法和基本性质。从而由振动理论的基本概念出发，将啮合齿轮抽象为时变的弹

性元件，统一描述和研究齿轮啮合中刚度的时变激励、误差的周期性激励和啮

入啮出期间的冲击瞬态性激励，并将这种弹性元件作为整个齿轮系统的一个组成

部分，可以在一个完整的弹性机械系统中来考察激励、系统、相应问的作用和相

互影响，从激励和系统的统一性出发研究系统参数与结构的优化选择与配置。齿

轮系统动力学的研究对象也经历了由一对齿轮组成的简单系统向同时包含齿轮、

传动轴、轴承和箱体结构的复杂系统过渡。将整个齿轮系统作为分析对象，可以

全面研究齿轮系统的动态性能，齿轮啮合过程以及系统其他零件对啮合过程动态

激励的影响，还可以研究动态激励在系统中的传递特性和传递路线，同时可以研

究齿轮动态啮合力、轴承支承反力、齿轮、传动轴和箱体的振动特性以及系统振

动噪声的产生、传播与辐射。

齿轮动力学的基本问题是求激励系统特性和响应三者之间的关系。齿轮系统

的激励分为内部激励和外部激励，外部激励是系统外部对其的作用，主要是指原

动机的主动力矩和负载的阻力矩。内部激励是由齿轮副的齿轮啮合过程产生的，

内部激励问题是齿轮系统动力学研究的重点之一，包括刚度激励、误差激励和啮

合冲击激励。刚度激励是因啮合轮齿对数的变化导致啮合综合剐度随着时『日J周期

变化而引起齿轮轮齿啮合力周期变化，它是一种参数激励。其力学效应使齿轮系

2
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统处于参数振动状态。这样即使在外载荷为零或常量的情况下，系统也会因刚度

激励而产生振动。由于齿轮加工、安装误差引起的齿廓表面相对于理想齿廓位置

的偏移是齿轮系统的误差激励。误差激励是啮合轮齿问的一种周期性位移激励。

研究误差激励对于系统的影响、了解各种轮齿加工误差与系统动态特性的关系，

可以为齿轮设计中精度等级的确定和加工方法的选择提供指导

此外，由于轮齿受载变形和加工误差，轮齿载进入和推出啮合时，齿面之间

会产生冲击，引起啮合冲击激励。这种激励的不同之处在于它是一种周期性的载

荷激励。

随着人们对传动性能的要求不断提高，齿轮动力学越来越广泛地受到学者的

重视。从目前的齿轮啮合方面的文献资料来看，齿轮动力学研究的主要方向是：

一．系统的动态响应、动力稳定性

在动态激励作用下齿轮系统的动态相应是齿轮系统动力学的重要研究内容

睁”l，主要包括齿轮动态啮合力，齿轮激励在系统中的传递，传动系统中各个零

件的动态响应以及箱体结构的动态响应。研究齿轮的动态力，可以了解系统动态

激励产生的机理、大小和性质，确定齿轮的动载荷和动载系数，对齿轮强度和

可靠性设计具有重要意义；研究动态激励的传递与零件的动态响应，目的在于通

过研究系统设计与时间响应间的关系，进行结构修改，减少动态激励的传递，降

低系统中备零件的振动，减小支承的受载，提高系统的工作寿命，并降低箱体结

构的振动和噪声。齿轮系统是一种参数激励系统，与一般的振动系统的重要区别

在于它具有动力稳定问题。通过齿轮系统的参数激励动力稳定性分析，确定影响

稳定性的因素等，为齿轮系统的设计提供指导。

二．振动和噪声的控制

齿轮降噪是传动动力学的重要课题[4,16-251。齿轮传动产生振动和噪声的原因

除了齿轮的时变啮合刚度之外，另一个主要原因是齿轮的啮入啮出冲击和节圆冲

击。齿轮系统动力学的研究，即从动态激励、系统设计、响应特性三方面全面研

究齿轮的振动和噪声的机理、性质、特点和影响因素，采取相应的措施降低齿轮

系统的振动和噪声，是齿轮系统动力学的重要应用领域之一．在这方面人们已经

进行了卓有成效的工作。

三．状态监测和故障诊断

齿轮系统作为机器设备的动力和运动传递系统口"21，其工作状态对整个机器

设备的运行会有重要影响，齿轮系统故障可能产生严重后果，因此，该系统的状
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态监测和故障诊断非常重要。其中，系统振动信号和噪声信号的测试和分析是一

种主要的监测和诊断手段。因此，开展系统振动和噪声产生机理的研究有助于采

用更可靠，更有效的状态监控和故障诊断方法。

1．2非圆齿轮传动简介

非圆齿轮作为一种比较特殊的齿轮传动方式口3埘,4543]，广泛应用于各种自动

机械、仪器及解算装置中。

非圆齿轮的机构的传动关系，可用主动构件和从动构件回转角间的非线性关

系来表示。因此，这种机构可以用来传递变速比运动。

根据非圆齿轮的使用特点，可以列出非圆齿轮应用在机器中的情况：

1．为了使机器的工作机构和控制机构具有变速运动；

2．为了协调平行工作的机构的循环时间；

3．用非圆齿轮带动铰链机构的主动构件，使铰链机构的运动特性具有所需

要的形式。

机器中通常所使用的非圆齿轮，其节曲线形状有椭圆形、卵形和相对于回转

中心有一定偏心矩的圆形等集中形状。其具体形状由给定的传动比变化规律来

确定。

1．2．1非圆齿轮的啮合原理简介

平面啮合用于传递两平行轴之间的运动。一般情况下，传动比是变化的，这

就是非圆齿轮传动；特殊情况下，传动比是常量，这就是圆齿轮传动。

齿轮的节曲线是齿轮传动时的滚动曲线。齿轮传动时，两个相滚动曲线接触

点上的相对速度为零，顾接触点就是两齿轮的瞬时回转中心。因此，齿轮的节曲

线就是瞬心线。

当一对非圆齿轮传动时，若主动轮转过破角时，从动轮转过九角，则转角关

系可以表示为：

如=F(破) (1一1)

式(1—1)就是{}圆齿轮传动的位置函数。

若主动轮的瞬时角速度为q，从动轮的瞬时角速度为吐，则瞬时角速度比

为：

如：堕：盟：堕：舆；上(I--2)
“％dt dt d如F'(00

式中FM)是，(办)对磊的一阶导函数。

同理可得：

4
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1’21----詈卸㈨(1--3)
F’(氟)称为瞬时传动比函数，简称传动比函数。传动比函数得自变量为主动

轮的转角A．

非圆齿轮传动时的位置函数晚=F(破)和传动比函数，M)都可以代表非圆

齿轮副的几何特性。这是因为非圆齿轮副中的主动齿轮，无论其运动规律在时间

上怎样变化，都不会影响这两种函数的特性。

1．2．2椭圆齿轮的传动特性

椭圆齿轮是非圆齿轮中最常见的一种。当两个相同的椭圆齿轮传动时，随着

椭圆偏心率的不同，可得到不同的传动比变化曲线。以完成各种机构的变速运动，

或作为速度和加速度调节之用。

椭圆齿轮的回转中心在其上的一个焦点上。当主动齿轮转过氟角时，从动轮

转过以角。这时，从动齿轮的向径蜀与从动轮向径足之和应等于两轮的中心距

A，即：

墨+心=4 (1--4)

当以回转中心E为原点，鼻肘方向为级轴时，则主动椭圆齿轮的节曲线方

程式为：

兄：竺【!二垒
‘

1-keCOS萌l

式中 磊——向径R。的极角

口——椭圆的长半轴

。——椭圆的偏心率。：旦：』￡二竺

c——椭圆对称中心到焦点的距离

b——椭圆的短半轴

因墨+如=2a，得：

R2=2a-蜀=等篡铲

(1—5)

(1-6)

由式(1—5)和式(1—6)可得两齿轮的传动比函数f21=詈=鲁为：
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121
2=‘l。+。。。2。。e。。c。o’。s。≯—。t—+’。。e。2—

由此可得椭圆齿轮的位置函数为：

唬=rf2。粥
积分后得：

智鲁=鼍略
若主动齿轮以等角速度以回转，从动齿轮的瞬时角速度为：

盟=q罢=q研]--e2dt 1-I-2eCOS e‘见
1

破+。

当我=0时，从动轮具有最小角速度

警叫n嘲篝
当破=180。时，从动轮具有最大角速度

． 堕dt(㈣=q兰a、 7 1

一C

1．3本文的研究内容及其意义

(I一7)

(1—8)

(1—9)

(1一lO)

(1—12)

从前面的分析可以看出，对于圆齿轮系统的动力学问题，目前已经形成了成

熟、完整的理论体系，可以较好地解决工程实践中遇到的一般问题。但是对于非

圆齿轮系统的动力学问题，还未见有深入的探索。而在工程实践中，随着非圆齿

轮的应用日趋广泛，这类齿轮的动力学问题日益凸现出来。

图卜2非圆齿轮行星轮 图卜3非圆液压马达节曲线

为了提出一种可行的理论方法和研究工具来分析这些问题，本文做出了如下

6
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内容的研究：

1、对几种比较复杂的，对非圆齿轮系统具有一定参考价值的圆齿轮模型进

行分析，并建立其相应的模型。

2、在拉格朗日键合图的基础上，针对平面旋转系统进行了拓展，并由此提

出了一种建立非圆齿轮系统动力学模型的思路和方法。

3、针对一对啮合的椭圆齿轮，通过运动学和力学分析，使用该方法建立了

其动力学模型。并通过数学变型，使它能方便的由计算机进行仿真模拟和分析。

4、通过实验测试数据与仿真数据的对比，说明了本文提出方法的正确性。

研究意义：

随着非圆齿轮和非圆行星轮(Non-circular planetary gear)等非常规齿轮

的应用，非圆齿轮的动力学问题开始引起人们的关注。对于相对于目前比较成熟

的圆齿轮动力学研究，非圆齿轮动力学研究的相关学术论文至今还未见发表。本

文针对这一空白领域进行了尝试和探索，并取得了一些有意义的结论。因此，本

文的研究内容对于非圆齿轮或其他非圆传动方式的动力学研究具有指导意义。

此外，本文有关椭圆齿轮振动仿真和分析的部分为椭圆齿轮的振动分析提供

了一种工具，这一工具对椭圆齿轮的设计制造和使用维护都不无裨益，具有的一

定工程意义。

7
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第二章 相关圆齿轮系统振动模型

目前，对于椭圆齿轮的研究，主要集中在设计参数、加工工艺等问题D3'34’45彤l

的研究，并未发现针对非圆齿轮进行动力学研究论文。这就使得本文对于这一问

题的研究，必须以目前相对成熟的圆齿轮动力学分析为基础。

本章对常见的几种圆齿轮动力学模型分析进行了介绍，从简单到复杂的四种

模型，这些模型的建立，为研究非圆齿轮动力学建模提供了思路和方法。

2．1圆齿轮副扭转振动分析模型

扭转型分析模型是仅考虑系统扭转振动的模型，在齿轮系统的振动分析中，

若不需考虑传动轴的横向和轴向变形以及支承系统的弹性变形，则可将系统简化

成纯扭转的振动系统，相应的分析模型称为扭转分析模型。此外，由于不存在扭

转角位移自由度与横向线位移或轴向线位移自由度间的耦合关系，因此这种模型

是一种非耦合的模型。

在不考虑传动轴、支承轴承和箱体等的弹性变形时，圆柱齿轮系统可以简化

为齿轮副的扭转系统，典型的一对齿轮副的扭转振动动力学模型如图2-l所示：

图2-1 圆齿轮副扭转振动分析模型

设齿轮副的重合度在1-2之间，则由图可推得，一对齿轮副的扭转振动分析

8
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模型为了：

7p嘭+五，。m(R，巳一Rs以)一RP。-。1-gpC2。2+R，k(RpOp一胄s哝)
(2．11

一Rp女，1一RPk2e2=Tp

J。巳+尺gcm(R=as一＆巳)一心c-jt一&c：02+Rtkm(心巳一Rp啡) 但-2)

+RgkIel+Rgk2e2=一乙

式中，只(f=Ag)为主、被动齿轮的扭转振动位移；谚，茸(f_p，g)为主、被动

齿轮的扭转振动速度和加速度；J，O=，，g)为主、被动车轮的转动惯量；RO=ng)

为主、被动齿轮的基圆半径；t．(f=1，2)为第i对轮齿的综合刚度；cs“=k2)为第

i对轮齿的阻尼系数；七卅为齿轮副的啮合综合刚度；c。为齿轮副的啮合阻尼；

P。(j=l，2)为第i对轮齿的误差；Z(f=l，2)为作用在主、被动齿轮上的外载荷力矩。

设定义啮合线上两齿轮的相对位移x为：

J=Rp巳一R#巳 (2．3)

从而由式(2．1)和式(2，2)可以表示为：

胁。j+％j+k工=W (2．4)

m。=一(IpRs土2+!LIsRp2) (2．5)

W=Wo+cI毛+c2毒2+klel+J％P2 (2．6)

％=卺=至Rs (2·7)

式中，脚。为等效质量；W为等效载荷。由式(2．4)，略去动态项(惯性力项和

阻尼力项1，则可以得到静传递误差为：

t：§+坠兽堂 (2．8)铲芒+。i。 u岱’

而轮齿之问的动态啮合力％可以表示为：

阡0=c．j—aa．一c，e，+k。x—k，e．一k，e， (2．91

2．2圆齿轮系统啮合耦合振动分析模型

在不考虑摩擦的情况下，典型直齿圆柱齿轮副的啮合耦合型动力学模型如图

2--2所示。由于不考虑传动轴等的具体振动形式，因此可以将传动轴、轴承和

箱体等的支承刚度和阻尼等效为k，、t。 cm、c膳来表示。
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户

图2—2圆齿轮系统啮合耦合振动分析模型

可以看出，这时的动力学模型是一个二维平面振动系统，由于不考虑齿面

摩擦，齿轮的动态耦合力沿啮合线方向作用，因此模型具有4个自由度，分别为

主、被动齿轮绕旋转中心转动自由度和Y方向的平移自由度。设这4个自由度的

振动位移分别为B、岛和儿、Y：，则系统的广义位移阵列可以表示为：

戡=＼yp 8p y|eg＼

这样，若主、被动齿轮的啮合点位移方向分别为乃、

动位移间的关系可以表示为：

了p=’P+R≯P

(2．10)

乃，则它们与系统振

(2．11)

兄=％一RpOp (2·12)

式中，Rp,R。分别为主、被动轮的基圆半径。

而啮合轮齿间的弹性啮合力疋和粘性啮合力C则可分别表示为：

吒5k@，一只一8) (2．13)
=k(yP+％巳一％+Rg巳一e)

和

lO
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c 2％(歹，一'一∞
．

(2．14)
2c。OP+R≯P一，|+Rses一幻

式中，k—c。分别为齿轮副啮合综合刚度和综合阻尼。

因此作用在主、被动齿轮上的轮齿动态啮合力‘和‘分别为：

C=E+C (2．15)

‘=一‘=一(E+疋) (2．16)

由上述各式可以看出，转动自由度和平动自由度分别祸合在弹性啮合力方程

和粘性啮合力方程中，这种现象称为具有弹性耦合和粘性耦合，而且由于这种祸

合是由齿轮的相互啮合引起的，使得齿轮的扭转振动与平移振动相互的影响，因

此又称为耦合型弯．扭耦合，此外，在一般情况下，由于阻尼力的影响较小，分

析中常常略去啮合耦合型振动中的粘性耦合。

根据上述分析，可推得系统的分析模型为：

m p》P+c汀，P+k口'P=一FP Q．171

‘巳=一‘Rp一弓 (2．18)

mg》g+c盯弘s+kF多|=一Fg=FP Q．19●

I
98|=一F|Rg—T|=FPRg—Tp Q．20●

因此

所，以+。Ⅳ夕，+‘一以2-cm@，+％巳一以+也巳一。) (2．21)
一k。O p+R≯p—Ys+RIeg一曲

I P8p2七mO p+RP6p一，g+Rs9s一曲
【2。22)

+吒(％+睇巳一Y。+Rg吃～P)】邱一‘

mg》s+cF，g“。y92cm@P+Rp8P一，s+Rgeg一曲 【2。23)
+k(yp+R，巳一Ys+Rg巳一e)

7，巳。h杪，+q巳一以+吃巳一。)
(2．24)

式中，朋，，‘O=p，g)为主、被动齿轮的质量和转动惯量；Cpy,c，为主、被动

齿轮平移振动阻尼系数；km,k，为主、被动齿轮平移振动的刚度系数。

方程的矩阵形式为：

【所】{占)+【c】{彦)+【t】{田={p} (2．25)
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咖】=

坼1=

【Ⅲ】=

k_+k。

七。尺p

—k
一七删题

{p)=

I
P

cmRp

c，R口‘

一c。尺，

一cmRpR|

女。心

t，q2

一kmRP

—kmRgRp

—k

—t。巧

k。+k∥

t。墨

c。e+％。e

c．eRp+t。eRe一弓
一c。e—k．e

—c，{以一k,。bRg一乏

2．3具有质量偏心的圆齿轮副分析模型

c．Rg

cmRgRe

—c。B
—c。B2

t。R譬

t。&R，

一^，B

—K．＆2

(2．27)

(2．28)

在圆齿轮的动力学模型之中，最接近非圆齿轮的模型就是齿轮副具有质量偏

心的动力学模型。若齿轮副具有质量偏心，则在齿轮系统的弯．扭耦合振动分析

中，会产生有质量偏心所引起的离心力和惯性力。其具体模型分析如下：

矗冀
一

C

慨如％以％％一_
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．户

图2—3具有质量偏心的圆齿轮副分析模型

某一级齿轮传动系统可简化为图2-3所示的力学模型。不考虑齿面摩擦的情

况，该系统是一个4自由度的弯．扭祸合振动系统。这4个自由度分别为主、被

动齿轮沿啮合线方向@方向)的平移振动和绕旋转轴线的扭转振动，其广义位移

阵列可表示为：

=lyP eP Y|8s＼ Q．30)

这样，啮合线与主、被动齿轮的切点P和G的Y方向位移昴，死表示为：

'P=y P—e PsinOl—R≯l

，G=yz—e|sin02一R902

B=珊，t—Op

岛=mgt—Os

(2．31)

(2．32)

(2．33)

(2．34)

式中，e，(f=p，g)为主、被动齿轮的质量偏心量：q，岛为主、被动齿轮的旋

转角度；∞。，∞：为主、被动齿轮的转动角速度，以图示方向为正。
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根据齿轮啮合的基本原理，齿轮啮合的动态啮合力可表示为：

％=％(免一兑一t)+k(砟一只一力 (2．35)

将式(2．31)-(2．34)带入式(2．35)，得

f■=c。f眇，一ep(％一巳)cos岛一Rv(∞，一巳)】

一眇；一。。(∞一一吃)。08岛一＆(∞#一哝)卜。(‘)} (2．36)

+t。{眇，一e，sinO,一Rv只】

一Lyg—eg sin82一Rsod—e(f)}

另一方面，由于齿轮的质量偏心，在齿轮旋转过程中将产生离心力，经推导

可得主、被动齿轮的离心力在Y方向的分量阡南和‰，即

％=Ⅲ，ev(Ov+∞，)2 sinOt (2．37)

‰=历g％(六十％)2 sin02 (2．38)

而由于扭转振动位移加速度引起的质心沿Y向的平移加速度，会使两齿轮产

生沿Y方向的惯性力％和％，即

阡o=m，e，Ol cosOl (2．39)

‰=％ej02 cos02 (2．40)

因此，对图2-4所示的主、被动齿轮的受力图，如不考虑支承系统和齿轮啮

合的阻尼，可推得系统的动力学方程为：

14
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图2．4

％蚱+％蜘=％一％一％

‘巳=％P，cos0I一吒％cos0
一％(Rp+P，cos0,)

mg_jjg+七秽Yg=阡0秽一砰_p一∥≥

‘巳=阡名％cos82一阡名％cos岛

+％(Rs+Pg cosOO

2．4考虑齿面摩擦和轴承横向振动的分析模型

f2．41)

(2．42)

f2．43)

(2．44)

在考虑齿面摩擦的影响时，还必须考虑齿轮在垂直于啮合线方向的平移自由

度，相应的系统动力学模型如图2—5所示。
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图2-5考虑齿面摩擦和轴承横向振动的分析模型

可以看，这时的系统是6自由度的二维平面振动系统，其中4个平移自由度，

2个转动自由度，系统的广义位移阵列可表示为：

{占)={～Yp 0 k Ys咚}。 (2．45)

与不考虑齿面摩擦的情况相类似，齿轮的动态啮合力可以表示为：

啮合力可以是：

‘2k(％+．B啡一雎+．B咚一8’ (2．46)
+cm@p+R≯p一'g+Rgeg一曲

。

而齿面摩擦力可以近似表示为：

Fr=A择p Q．471

式中，，为等效摩擦系数；A为轮齿摩擦力方向系数，只沿x方向时取为“+

l”反之取为“一l”。

从而可以推得系统得分析模型为：

m≯P+c≯p+k"xp=Ff Q．48●

m,,’yp+17v'P+k口yp=一Fp (2．49)

l乒p=一FpRp—TP+F：CR,tga—H、 Q·50)

16
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即：

mgis+cpis+k≯g=一F，

ms》g+c口’I+k口ys=FP

‘吃；一‘&一L+FA％tgp+n)

(2．51)

(2．52)

(2．53)

m≯，+c≯p!k≯r 2f。[k．,(Yv‘R乒P—yg+R96s一曲 B5吣
+气i,p+B巳一以+吃吃一i)】

”一蟛+％弗．+％％2-【k∽+彤巳一％+B吃一8’ (2．55)
+％嘶+＆易一以+B岛一j)】

l参p=一R耻心p+R≯P—yp+R乒s一曲
+c埘坼+B0一夕，+毽B一6)1 (2．56)

+lf(Rstgfl一日)【k坼+睇巳一以+乜B—P)

+％嘶+绋幺一以+B吃一j)卜‘

”k咚+％＆+ks,xg=一五九k(蚱+彤巳一以+乜吃一e)

+％(夕，+B吃一以+恐吃一j)】

mg》g+c。虬：kay92km9r+R乒p—yi+R96z一曲 Q。5踯
+c。Up+R≯p一孓|+R≯|一曲

‘q=一毽【k(以+R，巳一％+&巳一e)

+气坼+睇巳一以+B咚一。)】 (2．59)
+Ⅳ’(愿喀卢十日)【k饥+郦0一虼+B巴一P)

+c。(以+彤0一以+％巳一§)卜‘

写成矩阵形式，则分析模型表示为：

【埘1=

【朋】{占}+【c】{占}+【七1{J)={p}

17
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M=

其中

【七】=

cm 一^，c。

0 Cry+c脯

0 c卅(＆一彤)
0 x忙。

0 一Cm

0 c埘(毽一毽)

一A知mR。0

cmRp 0

％吩(B一彤)0
Me．Rp cp

吒墨0
％％(B一毽)0

丸是。

一‘

‰(唯+彤)
一九扛。

％+c*

‰(噬+&)

夏，=AftR≯98一H、

瓦=2f(Rgtgfl+H)

一A艮mRg

％％

％B(q—B)
A扛。Rg

一％毽

c卅毽(&一B)

一k口 一≈露。 一九皿mRp 0 A批m —A耍。Rg
0 k口+k。 k。RP

0 一k， k。Rs

0 k(&一嘭)吒B(咋一巧)0 一k(唯一＆)七埘辟(彤一＆)
0 ^传。 九jlc。Rp kF 一^批m ^承mRg
0 一k。 一kmRp

0 k9七k。 一k。RE

0 吒(吒一毽)kRv(忍一心)0一k(咚一毽)kB(墨一匙)

2．5本章小节

{p}=

一A知k。一2J§cm

kP+％a

＆kP+R，c肼{一＆kP一哗cⅢe一毛
九扣k。七A穷c。

一kP一气{

色吒8+巳％4一乜kP一墨c卅a一‘

(2．62)

(2．63)

(2．64)

(2．65)

(2．66)

本章介绍了4种不同复杂程度的圆齿轮系统动力学模型，这些模型是建立非

圆齿轮系统模型的基础：

第一种圆齿轮副扭转振动分析模型，是以振动理论分析一对圆齿轮啮合的最

基本模型，它是建立其他圆齿轮振动模型以及非圆齿轮振动模型的基础。第二种

圆齿轮系统啮合耦合振动分析模型，考虑了支撑系统的横向振动，这种振动在非

圆齿轮系统中尤其明显。

第三种具有质量偏心的齿轮副分析模型，是考虑当圆齿轮由于加工误差和装

配误差存在偏心时，系统的模型。偏心距在圆齿轮系统中并非本质因素，但对于

18
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许多中非圆齿轮(如椭圆齿轮等)系统来说却是本质的，同时也是引发振动的最

主要原因。第四种考虑齿面摩擦和轴承横向振动的分析摸型，是一个平面六自由

度的振动模型，也是非圆齿轮最常见的振动模型，它的建立，对于非圆齿轮振动

模型是一个很好的参考。

下一章，本文将以这些振动模型的建模思想为基础，使用新的方法完成非圆

齿轮系统进行动力学模型的建立。

19
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第三章 非圆齿轮传动动力学系统建模方法

从第二章对于不同复杂程度的圆齿轮系统动力学模型的分析，可以看出：随

着系统的复杂程度增加，特别是质量偏心的出现，使用传统的解振动微分方程的

方法来建立系统的模型是相当烦琐和不方便的。

而基于系统的动能、势能和广义力的拉格朗日方程则能够方便的实现坐标变

换，使得不同场的不同坐标能够通过坐标变换统一为系统的广义坐标，从而方便

的建立系统的方程。

广义坐标表达的拉格朗日方程只涉及系统的动能、势能和广义力。因此利用

拉格朗日方程一般可以很快的求得系统方程。但是由于要对拉格朗日函数进行求

导运算，因此很难利用这一方法由计算机自动产生系统方程。另一方面，拉格朗

日方程是耦合的、隐式的二阶微分方程，在许多情况下很难把它转换成一阶微分

方程。因此直接利用拉格朗日方程对系统进行仿真将是比较困难的。

传统键合图提供了将系统方程从二阶转变为一阶的方法，将这种方法应用到

拉格朗日方程中，就可以克服上述缺点，方便的生成系统方程。

3．1拉格朗日键合图简介

3．1．1拉格朗日键合图的结构

许多系统的键合图模型可以用下图所示的网络及其连接的场来表示，而网络

则由描述广义坐标的一阶倒数(即广义速度)的l结以及联系广义速度和各个场

的流变量的调制变换器组成。

一个系统的广义坐标就是一套完全描述该系统运动的独立坐标。广义坐标的

维数就是所描述系统的自由度数。设n维广义坐标为q。；口维容性场(c场)广义

位移向量为q。；∥维惯性场(I场)广义位移向量为q，；m维阻性场(R场)流向量

为％；势源场(￡场地)r维流向量为％。又设由尊。到％的变换矩阵为％；由轧

到卓，的变换矩阵为巧；由％到珞的变换矩阵为rs；由尊。到％的变换矩阵为瓦。

则一个在势源场作用下的系统可以用如图3．1的键图模型来表示：
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上
1 Vs

上
MTF

，上
c铀1q MTF￡叫1 PMTF一1卜3

M八，
上
1 Vr

上

图3．1

3．1．2拉格朗日键合图到系统方程的转化

口维容性场广义位移量g。可用n维的广义坐标％表示如下：

叮c=f(qG)
对方程(3—1)求导一次得：

由变换矩阵％的定义：

咖鬻钆

可知，(口×埘)维的流变换矩阵％为：

L：堑绁
。d(qG)

(3-1)

’

(3-2)

(3—3)

∥维的惯性场广义位移向量g，与广义坐标g。的关系可以写成

q，=≯(％) (3-4)

对式(3_4)求导一次得：

(3—5)

鬻“
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由变换矩阵乃的定义

尊，=巧扎

可知，(∥×”)维的流变换矩阵乃为：

L：丛盟
‘d(qG)

(3-6)

根据流变换矩阵瓦和瓦的定义，％和％以及％和口GZf．ql拘关系可以写成

％=％尊G (3-7)

K=瓦尊G (3-8)

式中，瓦和瓦分别为(m×以)维和(蚪×埘)维矩阵·

设B’、％‘、巨’和‰’分别表示在％上的输入势向量以及容性场、惯性场

和阻性场的势向量，则可以列出共流结的势方程为

Ejt+EC e=Es'-ER (3—9)

式(3-9)中的Es’、易’、E1’和ER’可以通过各势变换矩阵由输入势向量Es以

及容性场、惯性场和阻性场的势向量％、目和‰求得。

因调制变换器是功率守恒键图单元，故势变换矩阵足流变换矩阵的转置矩

阵。对于惯性场，若设P为口维广义动量向量，则有：

Er’=乃‘E，=乃’p (3．10)

因P是尊。的函数

P=办(寸，)

在线性的情况下式(3—11)可写成

P=，(口，)

(3—11)

(3—12)

式中，J为(∥×∥)维的惯性矩阵。若惯性矩阵中所有惯性单元都是一通口键

图单元，则，为对角矩阵。将式(3．11)带入式(3．10)中，可得：

纠=乃嚼[办(乃蚴】 (3-13)
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Er‘=正‘，(正％+乃香G) (3-14)

因此，对于容性场，有：

艮=砭‘％ (3-15)

Ec是％的函数：

Ec=九(％) (3-16)

在线性的条件下，式(3一16)可写成

品=脚c (3-17)

式中，K为(口X岱)维的刚性矩阵。若容性场中所有容性单元都是一通口键图元，则
K为对角阵。将式(3一1)带入式(1·16)或式(1—17)后再带入式(1·15)可得：

Ec。=％’九【厂(％)】 (3一18)

或

％‘=艺‘可(gG) (3-19)

对于阻性场，有

ER’=瓦‘ER (3-20)

而B是％的函数

E。=九(％) (3-21)

在线性的情况下，式(2-31)可以写为：

ER=月瓦亩G (3—22)

将式(3·7)和式(3-21)或式(3-22)带入式(3-20)得：

ER。=％‘九(fROG) (3-23)

或

ER‘=L。R疋扎 (3-24)

式中，R为(脚×加)维的阻性矩阵。若阻性场中所有容性单元都是一通口键图元，则
R为对角阵。

对于势源场可以列出方程

Es’=五‘Es (3-25)

将方程(3一10)、(3—18)、(3-23)和(3—25)或方程(3—14)、(3-19)、(3-24)和(3-25)
带入方程(3-9)n-j"得：
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或

乃‘丢【办(乃尊G)】+乙‘九(厂(％)) (3．26)

=五’Es一瓦‘办(瓦尊G)

乃‘J(乃毵+毫％)+％。rf(q。)=五‘岛一瓦‘R巧尊G (3-27)

方程(3．16)或方程(3—27)就是拉格朗日键图隐含的向量系统方程。他是系统的

n个二阶微分方程的简明表达式。

3．2拉格朗日键图的拓展

因为本文的使用拉格朗日键图作为工具进行系统建模的目标是建立非圆齿

轮系统的动力学模型，这就必然涉及到角动量的问题。而上一节所描述的键图模

型并不包含对转动惯量的模拟，因此还需要对这一键图模型进行一个简单的拓

展，其原理与3．1相同，仍然是将系统的转动自由度的广义速度通过坐标变换统

一为系统的广义坐标％。

3．2．I拉格朗日键合图的扩展

刚体线性动量的计算与质点相同，但刚体角动量计算却相当复杂。对于非圆

齿轮系统来说，一般的，都取为齿轮的质量中心为转矩中心。

以图3．2来表达刚体以角速度CO在惯性空间运动。该刚体固定在以C点为原

点的中间坐标系ck上。设刚体关于中间坐标系c0的惯性矩阵为lc；角速度关

于c点的角动量的坐标系％各坐标轴上的分量为cox、∞，、m：和日，、H，、日：。

×

图3-2

24
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并设

Qc=[co，(-0y toni‘

Hc=In，Hy H：】，

则

Hc=kQc

而刚体对于C点的惯性矩为：

tc=It|fv fz1=巍c

(3—28)

(3-29)

(3—30)

(3—31)

若刚体固定在某一中间坐标系髟。上，坐标系原点B为刚体上的任意一点，

彤。的惯性矩阵为，。，刚体角速度在坐标系以，7的各坐标轴上的分量为彩：’、

q’、吃‘，刚体质量中心C对于坐标系Bxy：．的坐标为(a、b、c)·则以C为原

点，做平行于坐标系Bxy，的坐标系q"．，可求得刚体关于坐标系巴-咖．的惯性矩

L=‘一M[6芝2 c囊2口；要：] c，一，z，

轴上的分量为：∞。’、嘶’、吃’；刚体关于坐标系0XYZ的惯性矩阵为Io，并设：
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M淞T VR＼
F 勿、

上 ‘父．
1 r ’办

上 ‘＼
VC冬

根据上图，由方程(3—34)-(3-41)N燃qG上的惯性力矩f为
T“l÷qIsqGil|s4G、+TlqCcecIcllm自G+Tc'Kf(qo(3-42)
=瓦‘岛一矗‘Rr,qG

式中，％为由巧和气组成的惯性场综合流变换；％‘是％的转置矩阵；‘

是由J和‘组成的惯性场参数矩阵，其他符号的含义同3．1。

作为分析非圆齿轮的基础，我们需要先分析一个简单的平面旋转的薄板：
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一个质量为M的平面旋转薄板(如图3-4所示)，关于中间坐标系吃；的惯

性矩阵为：

Z
图3-4

在已知外力C、C和外力矩0作用下，在X-Y平面内做自由运动的情况。

已知该薄板的质量中心对于中间坐标系占之的坐标为(a，b，O)a

可知，这是一个既做转动又做移动的三自由度系统。今选广义坐标为

qo=F Y妒T(3--44)
则，惯性场综合流变换矩阵％为：

珐=吲 c，咖

巧=『：：一(口acosins妒《o一+abscions妒<p／0 0 0’]c，一4s，j

”4O

1●●●●●●●●J

O

O乞

0

0
0

L

0
O-。．。．。．．．．．．．．．。．．L

=％
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惯性场参数矩阵‘为：

其中：

七=瞄

f0 0 01
死=l 0 0 0 l

10 0 lJ

如=㈨

]
旋转矩阵cc为：

『cos sine

c：=I—sin妒cos
1 0 0

输入势向量B以及流变换矩阵马为：

风=圈

习

(3-47)

f3—48)

(3-49)

(3·50)

(3-51)

(3·52)

五心] ∞s，

另已知K=o，毛=0；R=0，％=O。

^戊一^，(口sin伊+6cos矿)li；一M(aeos口。一6siIl矿)痧2=C

MY+M(aeosq，一6sin妒)≯一．膨(口sinP+6cos妒)驴2=E (3—54)

^彳(口P一6露)cos妒一^f(n碧+6扔sin妒+L≯=毛

吖O

O

O

O

L

—．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．L

=

；

卜

0

0
0
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3．3建立非圆齿轮系统动力学模型的一般方法

以第二章对于椭圆齿轮系统动力学问题的分析作为基础，采用扩展后的拉格

朗日键图建立非圆齿轮系统的动力学模型是可行的。从前面的分析可以看出，非

圆齿轮的振动主要是由偏心和速比变化引起的，正是这样的特性，使得非圆齿轮

传动具有本质的动态特征，而时变啮合刚度等其他因素已经退化成为了次要因

素。因此，本文在建立非圆齿轮的动力学模型时，假设轮齿的啮合刚度为定值，

忽略误差激励，啮合激励等这些次要因素。也正是因此，本文的相关仿真部分关

于啮合刚度的计算，均沿用了圆齿轮的相关结论。

根据以上的假设，可采取以下方法来建立如图所示的任意非圆齿轮系统的动

力学模型：

Y￡

图 3．5

一般的来说，这样的系统是一个既转动也平动的六自由度系统，现选广义坐

标为：

口。=【五K卉五E以r (3-55)

设主动、从动轮的质量分别为M。、M：，传动轴、轴承和箱体等对主动轮在

x方向上的支撑刚度为Kn，在Y方向上的支撑刚度为髟。。同理，对于从动轮，

相应的支撑刚度为K，2和K，：。主动、从动轮的转角分别为氟和九。对于轮齿处

的啮合刚度，设其在x方向为K，，在Y方向为E，均为定值。设主动轮在X方
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向的阻尼为q，，在Y方向上的阻尼为C，。，从动轮在x方向的阻尼为％，在Y
方向上的阻尼为q：，在转动方向上，主动轮阻尼为c1，从动轮为c2。

设主动轮转速为∞。，位置参数为以；从动轮转速为国：，位置参数为办，主

动轮的节曲线方程为蜀=P(破)，从动轮的节曲线方程为墨=P(丸)。主动轮的质

量重心到旋转中心的横坐标距离为巩纵坐标距离为b：从动轮的质鼍重心到旋转

中心的横坐标距离为c，纵坐标距离为d。

根据这些参数，就可以使用拉格朗日键合图方法对系统进行建模。

首先根据惯性场综合流变换矩阵％的定义：

％；引(3-50
L1抽J

其中：

巧=

1 0_(asin仍+bcos砚)0 0

0 1 aCOS-bsin仍0 0

0 0 0 0 0

O O O l 0

0 O 0 0 1

O O 0 0 0

毛=

惯性场参数矩阵‘为：

其中：

I=

O 0 0 0 0

O 0 0 0 0

O 0 0 l O

O O O O O

O O O O 0

O O O O O

毛=瞄
Ml 0 0

0 M1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

0

O

一0sin仍+dcos仍)

ceos伤一dsin仍

0

0 O O

O O O

0 O O

M2 0 0

0 M2 0

O O 0

o·57)

(3—58)

(3·59)

(3—60)
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lc=

一^fo

旋转矩阵cc为：

cc=

COS鲲

一sm仍

O

O

O

0

0 0

0 0

l。0

0 t2，2
0 L2，2
O 0

0 0

0 0

0 0

L2，2 0

‘2，2 0

0 乞

O O

O 0

a2+62 0

0 d2

Q —cd

O 0

sin妒1 0 0

cos研0 0

O l O

0 0 cos妒2

0 0一sin绝

O O O

O O

O O

O O

—cd O

c2 0

0 C2 J-d2

O 0

O 0

O O

sincp2 0

cos仍0

O l

系统的阻性场分析，根据定义，系统的6维阻性场流向量为：

则由％=％乱可知：

(3·61)

(3—62)

％=哺E磊立E磊r (3-63)

％=E (3-64)

答性场厂义位移同量计算：

在啮合点，X方向的相对位移为Xl一．砭。Y方向的位移则和圆齿轮有本质的

区别，当主动轮和从动轮分别转过噍和欢之后，在啮合点转过的线位移分别为

fP(磊)d仍和e城尸(欢)d仍，则可以得出，在啮合点，Y方向的相对位移为：

x+rP(办)嘲一艺+r尸(办)锄。

叫删o
o

o

o埘矿o
o

o

o

，，

舢心o

o

o

o矿嘲o
o

o

o
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由此可知，容性场广义位移向量为：

诏=／(％)=ix,K(．墨一置)五艺(x+rP(呜)d纯一K+r+^尸(欢)d经)r

可知：

qc
2

五

X
XL—Xl

五

E

E+尸(磊)磊一毫+P(戎)磊

则由ilc=乙·尊G可知流变换矩阵乙为：

毛=

另已知系统刚度矩阵：

K=

输入势向量B及流变换矩阵瓦为：

B= 》
O 0

l O

O 1

0 O

0 O

O O

O O

O O

O O

l 0

O l

O O

(3—65)

(3—66)

(3—67)

(3-68)

O

O

o

O

O娩P

O

0

O

O

1

o

0

O

o

1

O

0、J

O

O

O

0

O

MP

O

l

O

O

O

1

1

D

l

0

0

0

o

o

o

o

O巧

O

O

O

0

q
O

O

O

O

E
O

O

O

O

E
O

O

O

O髟O

O

0

O

以O

O

O

O

O
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立。

根据上述分析，就可以使用式(3—42)完成对非圆齿轮系统的数学模型的建

3．4本章小结

拉格朗R键合图是从能量角度考虑而求得的一种系统方程，因此它特别适合

用于建立如非圆齿轮系统这样需要进行坐标变换的多自由度系统的模型。

本章利用拉格朗日键合图方法，对简单的3自由度平面薄板进行了分析，并

在此基础上综合第二章所参考的几种圆齿轮系统建模的方法和思想，建立了适用

于各种平面运动的非圆齿轮系统动力学模型。模型中两齿轮的节曲线方程

马=JP(旃)和恐=P(如)可以改变为需要的曲线方程，相关的偏心距等各种参数都

随之改变，因此使用这个方法建立不同节曲线和偏心率的非圆齿轮，都是很方便

的。

应当说明的是：本文作为对于非圆齿轮动力学模型的研究的一个初步探索，

忽略了圆齿轮中占主导地位的啮合冲击，时变刚度等因素(认为啮合刚度为固定

值，无啮合冲击)，而主要考虑了在非圆齿轮中普遍存在的偏心振动和速比变化

等因素。
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第四章 椭圆齿轮传动动力学系统建模及分析

椭圆齿轮作为非圆齿轮中最常见的一种，常用以得到不同的传动比变化曲

线，完成各种机构的变速运动或用于速度和加速度的调节。由于它应用广泛，对

它进行动力学建模及仿真，无疑是最有实践和工程意义的。

上一章讨论了使用拉格朗日键合图方法对非圆齿轮进行动力学建模的一般

方法，本章使用该方法，对一对啮合的椭圆齿轮进行动力学建模。

4．1椭圆齿轮力学分析

对于一对啮合的椭圆齿轮，其尺寸大小是相同的，为了简单起见，现将它们

看成尺寸，密度等完全相同的两个齿轮。

现对于椭圆齿轮做基本力学分析，设轮l为主动轮，如图1所示：

E一一一一一齿轮转动时产生的离心力

C⋯一一齿轮转速发生变化时产生的惯性力
F⋯一一动态啮合力
设主动轮转速为q，位置参数为磊，主动，从动齿轮偏心率为e，椭圆焦点

到对称中心的距离为c，齿轮质量为m，由理论力学可知：

图1椭圆齿轮力学分析

一l一--O)t2·f·m (4．1)
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C2=∞22·C e聊

FoI 2一国l·c·所

F02 5一珊2·c·／'1／

4．2椭圆齿轮系统模型的建立

(412)

(4．3)

(4．4)

根据先前对系统的力学分析，很显然，这个系统是一个既做转动，又做平动

的六自由度系统，现选广义坐标为：

qo=【墨K卉X2 K识】f (4．5)

设主动、从动轮的质量均为M，传动轴、轴承和箱体等对主动轮在x方向上

的支撑刚度为足∥在Y方向上的支撑刚度为Ky。。同理，对于从动轮，相应的

支撑刚度为彪；：和K位。主动、从动轮的转角分别为氟和办．对于轮齿处的啮合

刚度，设其在X方向为足；，在Y方向为K，。根据拉格朗日键合图理论，6维惯

性场广义位移向量为：

qt=[西M仍而3'2仍】f (4．6)

惯性场综合流变换矩阵r,s为：

％=吲 ∽，

其中：

乃=

惯性场参数矩阵厶为：

1 O

O l

O O

O O

O O

O 0

死=

O 0

O O

O O

0 O

O 0

O 0

35

0 0

O O

O 0

l O

O l

O 0

O 0

0 O

l O

O 0

O O

O O

(4．8)

(4．9)

慨仡

O

O

O．暑{宝0

叩

∞

嘲张

．摹一o。。。
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其中：

Ic=

，=

厶=[㈡
M 0

0 M

O 0

O 0

O 0

O O

LⅢLl“0 0

‘Ⅲ‘l，1 0 0

0 0 l。0

0 0 0 L2；2
0 0 0 L2：2
0 O 0 0

旋转矩阵cc为：

cc=

O O

O O

O O

0 M

O O

O 0

0 0

0 0

0 0

L2，2 0

ly2y2
0

0 I。

COS吼 sin仍

一sln魏cos仍

O 0

O O

0 O

O 0

设系统无阻尼，则：

O 0

O O

0 0

0 O

肼O

O 0

一M·

(4．12)

0 0

c2 0

0 c2

0 0

0 0

O O

0 0 0

O 0 0

l 0 0

0 cosIPz sin●02

0·—sin妒2 COS妒2

0 O O

R=O，TR=O

(4．10)

(4．11)

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 c2 0

0 0 c2

(4．13)

G维容性场广义位移向量计算；

在啮合点，x方向的相对位移为五一五．Y方向的位移则和圆齿轮有本

质的区别，当主动轮和从动轮分别转过办和九之后，在啮合点转过的线位移

分别为fR。d竹和r+^如d仍，则可以得出，在啮合点，Y方向的相对位移为

x+rR锄一艺+r恐锄。
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由此可知，容性场广义位移向量为：

钰=f(qo)=[Xl巧(墨一X：)X：艺(K+rR。咖。一E+r—R：d讫)r
(4．14)

式中：

可知：

墨：盟，胄：：2口一型生1 (4．15)‘

1+ecos识
‘

1+ecos仍
、

qc
2

五

X

X～一xt

五

E

K+R办一E+R2欢

则由尊c=足·如可知流变换矩阵％为：

疋=

另已知系统刚度矩阵：

K=

1 0 0

0 1 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1马

输入势向量B及流变换矩阵五为：

0 O O

O 0 0

一l O O

l 0 O

0 l 0

0 —1见

(4．16)

(4．17)

(4．18)

o

o

o

o

O髟

O

0

O

O髟O

O

O

O&O

O

O

0磁O

0

O

o‰o

o

o

o

以O

O

O

O

O
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B=

乓=

l O

O 1

0 0

O O

0 O

O O

l引
||；|
0 0 O l

容性场在广义坐标％下的表达式计算如下：

％‘·K·．厂(g。)

KFI·巧+研·(K+r蜀掘一E+rR：却：)
R。·K，·(K+rR．d纯一E+r+屯R：d妒：)

Kr2·y2一Kr·(K+rR。d口al-Y2+r+^R2d々a2)
一R2·K，·(K+fIR。d妒。一E+r+屯R：d妒z)

系统的输入为：

五‘Es=

0

0

“

0

0

L2

根据通用拉格朗日键合图模型所隐含的方程：

(4．19)

(4．20)

(4．21)

(4．22)

％‘毛(％qo+TtsgG)+玩‘CcCct站乃mgc+疋‘绚’(q6) (4．23)

=瓦‘喀一％‘矗％g。
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综合得出，系统方程如下：

肘xl—M·c·sinq,t。g't-M·c·eos舻t’a2+如·五+巧·墨一Kx·五=o

"}·+M·c·c。s仍·；．一Mecosin竹·；。2+局，·巧+巧·(K+fR嘲一E+r喃恐炽)=o

—Mocesin吼eX。l+MececosdA·巍+k；I+蜀·巧·(巧+fR嘲一E+f峨R觑)=～一 ·n+k仍+蜀·巧·(巧+f1R嘲一E+【1R觑)=～

肼呈：一M·c·sinq,2·巍一M·c·cos鸭·p。22-巧·五十邑：·五+巧·托：0
。

·巍一Mocks ·毳2+K'y2·MYz+Mececos妒2 M,,c,,sinq，z 艺一巧·(巧+r置蛔一艺+rRd赴)=0·9，2一 ·伊2 艺一巧·(巧+【‘置d霸一艺+[1Rd讫)=

一Mecesm妒2·量：+Mececos仍·}z+坛；2一是·巧·(K+rR嘲一艺+r足慨)=％
(4．241

4．3椭圆齿轮系统方程从二阶到一阶的转化

为了使得系统的方程便于进行计算机彷真，还必须对系统的方程进行转化，

将他转换为一阶的方程组，具体转换如下：

根据系统状态方程的前3个方程：

．● 一 ●2

MXt—M*c*sinq^。吼一Mecec,osqnl‘仍+巧l·五+巧·五一巧·五=0
。 。

·并+巧，·K+巧·(I+r墨嘲一艺+Rzdq，2)MYt+Meceeostp．e·pl--Mecesm仍 =o·吼+巧I·K+巧·(I+【。墨嘲一艺+ =o

州oCeSin毋·五+M．c．cos砚．j；l+k荔+E·墨·(x+r墨妃一艺+．rRzd(a2)=％
(4．25)

可以得到：

夏，丝!!!塑亟：亟±丝：!!竺!亟!亟=坠L!墨=垒：墨±垒!墨
M

五：兰：!：竺!竺：i!±兰：!：!!璺：圣二垒!：!二垒：竖二』!苎塑二兰二』：墨!竺!
M

将式(4．26)带入式(4．25)可得

(4．26)
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一MeC2 eS洫：仍．；。一M．c2．sin仍．c。s吼．；．1+c．sin妒．邑。．．墨

+c·sinq，·足二·．墨一f·sinq，·Kx·墨-M·c2·COS2仍‘91
．2

+M·c2·sin吼．coscaj。妒I—c．eos仍。巧l·K (4．27)

一c·c。s仍·巧·(x+fRidq'l一艺+f是d仍)
+，·；。+RI·Kr·(K+f R1d仍一匕+rR2d妒2)=o。

即：

(，一肘·口2)。缈I=0l—c·sinq】l。Kxl·．墨一c·sinol·Kz·—墨

+c·sin妒l·Kx·置+cecos鳓l·已．Y,+c．cos够l·巧1·X

+c·cos仍·巧·(x+r焉d仍一E+r马d仍)
一墨·Kr·(K+flRid4'I—E+r心d仍)

同理根据系统状态方程的后3个方程：

(4．28)

一 - ．2

MXz-Mecesincp2。妒2--M．c,,coscp2’92一Kx·xl+Kxt·Xz+Kx·X2=0
”

· ·。M ·刍2‘+r2．K—Kr·(誓+rR嘲一K+r足锄)=0MY2+M"c cos·P2矿2-M·c．sm伊2 K Kr 0· · ·p2+r2·K一 ·(誓+I’Rd觋一K+L“足d仍)=
。

M CO-Moc．sm仍eXz+MeceCos·pz·”Y2+乞；：一足·巧·(K+r墨却I—E+r啦足d仍)=o：· 乞妒：一足·巧·(K+【‘墨d砚一E+．L‘足d仍)=02

(4．29)
可以得到：

昱：=塑型燮竖丝竺筹d赳些丛生盟
； 一M．。．c。。仍．；；：+M．c．sin仍·；：2一蜀：·匕+巧·(巧+f蜀妃一匕+r恐d仍)}：：二竺：!：!竺竺：丝：竺：!：!!!丝：垒二竺!：兰二垒：!!二』：苎!竺二兰二』：苎!竺!

M

将式(4．30)带入式(4．29)可得：

(4．30)
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一M·c2·sin2仍。妒2一肘·c2*sine2·cos妒2。妒2一KI·f·sin妒z·．墨

+Kx2·Cesinq72·五+如·c·sinq，2·五一MoC2 OCos2仍·；2
．2

+Mec2·cos仍‘sin够2。伊2一巧2·c·cos仍。K (4．31)

+巧·c·c。s仍·(x+r蜀嘲一艺+r恐觑)

+乞；：一坞·巧·(E+r蜀嘲一E+r也锄)=。：

即：

(I-M·c2)·；2=02一Kx2*c*sin仍·以一K二*cesin仍．五
+巧*c*sinq’2·五+巧2 ececos伊2。艺

一墨·c·cos仍·(K+f焉d仍一E+r岛慨)
‘4。32’

+足·巧·(x+fR。d仍一E+r马锄)

到此，椭圆齿轮系统的数学模型分析完毕，第五章将对它的动态特性进行仿
真分析。

4．4本章小结

本章使用第三章提出的建模方法，完成了对椭圆齿轮啮合系统的建模，从建

立的系统方程来看，可以得出如下结论：

1、这是一个高阶的非线性系统，齿轮的扭转振动和轴向振动存在耦合，系

统的振动来自于椭圆的偏心所产生的离心力和扭转惯性力。

2、由于椭圆齿轮存在固有偏心，这一特性使得椭圆齿轮传动存在本质的动

态特征。这样的特征决定了椭圆齿轮传动的转速不能过高，否则将导致轴承等支

承系统的破坏。

3、对于这样的非线性方程组，无法使用常用于线性系统的状态空间方法在

计算机中进行表达，因此直接对他进行计算机仿真无疑是十分不方便的，对此，

本文采用了在拓扑键合图中常用的状态空间转换的方法对它进行了数学处理，使

其能比较方便的进行仿真分析。
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第五章椭圆齿轮传动MATLAB／S I MUL l NK仿真分析

上一章中，通过使用拉格朗日键图对椭圆齿轮啮合系统进行分析，建立了系

统的数学模型。为了仿真分析的方便，已经将系统的方程从二阶转化为一阶，接

下来就需要对系统做仿真模拟和分析。

然而对于高阶的非线性方程组，使用传统的解析方法编程进行运算，显然是

难以得到良好效果的。经过查阅资料的反复尝试，本文采用了Simulink软件作

为分析工具，达到了较好的仿真效果。

5．1基于Simulink软件的机械系统仿真的一般方法

MATLAB作为目前十分流行的通用计算机数学元件，其附带Simulink是一

个动态的、可视化的仿真软件，它具有建模方便，仿真功能强大，自动模型分析

等优势。直接调用其功能模块，可以很好的实现机械系统中各种力的控制作用和

非线性阻尼等的模拟仿真，从而为机械系统提供一个强大而方便的仿真和建模工

具。

简单的机械系统是由一个质量系统、弹性系统和阻尼系统组成的动力学系

统，其动力学方程可以描述为下叙的二阶微分方程：

，，瑾+，(j，工，f)=P(量，x，r) (5．1)

其中系统的输入控制作用力P(膏，x，f)以及阻力厂(毫x，r)满足有关位移、速度

和时间的一定函数关系，以模拟实际机械系统中普遍存在的各种控制力的作用和

非线性特性的阻力的作用，如各种类型的摩擦阻力，以速度、位移和时间等为控

制量的动力作用等等，这些控制力和非线性特性在Simulink中有现成的功能模

块或他们的组合，可以直接供用户调用。

取速度工：和位移五为相互独立的量状态变量，可以把式(5．1)转化为以下的一

阶微分方程组：

f 童1=x2

{童2：三【P(x2,xl，f)一厂(x2,xl，，)】 (5·2)

L m

采用2个积分器的级联结构，在Simulink中调用相应功能模块进行参速设

置和连线建模，得到如图5．1系统模型的基本结构形式。
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图5-1

对于实际机械振动系统经过线性化处理，可得到线性振动系统模型，其基本
动力学方程为：

其Simulink模型为

rni+k／+cx=P(f) (5．3)

图5．2

当然，对于多自由度振动系统各自由度之间所存在的相互耦合，根据系统作

用力关系可以建立多输入多输出的模型。例如，两自由度的线性系统的动力学方

程为：

{％，怕-枷n而■々粤屯叫： (5．4)
【m25t2+a21而+a22xl+a23x2+a24x2 2，2

其中系数a。有两自由度的线性弹簧系数或者粘性阻尼系数组成。取两质量

元件所受外力^、厶为输入量，两质量的位移黾、x：为输出量，则它的系统模

型如图5—3所示。模型中把毫、一、j：和x2经过“复用”模块处理以后，分别

对应于输出量的u(1)、u(2)、uO)和u(4)。其中函数自定义模块R％和Fcn：的输

出定义为两质量元件速度和位移关于系数a。的线性组合。
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图5．3

仿真实例，设一单自由度振动系统动力学方程如下：

m鬈+艇+c矿=P(t1

则根据这一方法，建立其Simulink模型如下：

图5．4

JJnA．参数值m=l，e=O．05，k=l，P(t)=7．5cos(t)，子定义数学模块Fcn表

达非线性弹簧，其定义值为：u‘3。得到分析结果如图5—5。不难看出这个非线

性系统的振动存在不可预测性，这也是非线性系统和线性系统的重要区别之一。



图5．5

5．2椭圆系统动力学模型仿真分析

根据上一章对于椭圆齿轮系统数学模型进行的分析，得到结果式(4．31)和式

(4．32)。应用5．1所提出的方法，将它转化为Simulink模型，对系统进行仿真分
析。

5．2．1椭圆齿轮系统仿真模型的建立

椭圆齿轮系统的SIMULINK模型如图5-6所示：

其中，12个积分器分别表示置寸墨、墨一五、霉一骘、冀斗K、荔哼磊
和磊寸办以及丘专丘、丘一五，艺专砭、砭哼艺、五一磊和磊哼唬的积
分。
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图5—6椭圆齿轮动态特性SIMULINK仿真模型图

5．2．2椭圆偏心率参数对于系统动态特性影响的研究

根据5．2．1得到的系统Simulink模型，现将相关参数(M=25kg，

a=O．5m，c=O．4m，kxl=kyl=kx2=ky2=1．2x106n／m，kx=2．14xl 06n／m，I=2．53kg·m2)

带入系统方程。

对于轮齿的啮合刚度，这里沿用圆齿轮的相关结论，根据3．3节的相关分析，

在这里采用复杂且精确的材料力学模型来计算轮齿的刚度，显然是没有必要的。

因此，本文采用较为简单的，变截面悬臂梁模型来计算椭圆齿轮的轮齿刚度，将

轮齿简化为，两段长度分别为“，：的变截面悬臂梁，根据材料力学的相关分析，

该梁相对于作用点P的挠度为：

厂一主c孚+孚卜学(‘“：)
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卜西1 c等+分鸶㈣，
将相关参数带入计算可知，b=4．37×105n／m。

通过SIMULINK软件的仿真，观察系统在主动轮输入恒定转速lrad／s时的，
主动轮和从动轮在X方向的振动情况。

主动轮的响应如下：

图5--7偏心率为0．8时主动轮响应

从动轮的响应如下：

图5-8偏心率为0．8时从动轮响应



将椭圆齿轮长半轴不变，焦距c改变为0．2m，此时偏心率为e=0．4，则齿轮

的质量改变为m=38．2kg，转动惯量I=4．27kg·m2，此时齿轮主动轮响应为：

图5-9偏心率为0．4时主动轮响应

从动轮的响应如下：

图5一10偏心率为0．4时从动轮响应

将椭圆齿轮长半轴不变，焦距C改变为0．1m，此时偏心率为e=O．2，则齿轮

的质量改变为ra=40．8kg，转动惯量I=5．05kg·m2，此时齿轮主动轮响应为：
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图5-11偏心率为0．2时主动轮响应

从动轮的响应如下：

图5—12偏心率为0．2时主动轮响应

将椭圆齿轮长半轴不变，焦距C改变为0．05m，此时偏心率为e=O．1，则齿

轮的质量改变为m：41．4kg，转动惯量I=5．15kg·m2，此时齿轮主动轮响应为：
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图5-13偏心率为0．I时主动轮响应

从动轮响应如下：

图5—14偏心率为0．I时从主动轮响应

将椭圆齿轮长半轴不变，焦距c改变为0．025m，此时偏心率为e：0．05，则

齿轮的质量改变为IIF42．1kg，转动惯量I=5．37kg·m2，此时齿轮主动轮响应为：
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图5-15偏心率为0．05时主动轮响应

从动轮响应如下：

图5一16偏心率为0．05时从主动轮响应

通过仿真还可以得出，当系统的偏心率为0时，主、从动轮不存在振动，运

行完全平稳。即：椭圆齿轮退化成为理想圆齿轮，离心力因素和扭转加速度因素
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的影响已经不复存在。

通过上述的仿真数据，可用一个简单的曲线来表示椭圆齿轮偏心率与主动轮

振幅之间存在的关系，可以看出他们存在着近似线性的关系；

图5一15主动轮振幅与齿轮偏心率间的关系

相比之下，从动轮的振幅则随着偏心率的降低而迅速衰减：

图5-16从动轮振幅与齿轮偏心率之间的关系

5．3本章小节

1、由于除传动比函数不同之外，椭圆齿轮与其他非圆齿轮并无本质差别，
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因此本文所提出的方法，不仅适用于椭圆齿轮，而且可以应用于其他非圆齿轮的

动力学分析。

2、从椭圆齿轮的偏心率减小逐渐退化为圆齿轮的过程中，齿轮的振动情况

可以看出，椭圆齿轮所具有的质量偏心，是导致其振动的主要因素(当偏心为零

时，振动也随之消失)。并且当椭圆齿轮的偏心率很小时，主动轮和从动轮的振

动情况歼始接近，这也是和实际相吻合的。

3、使用该方法对各种不同参数的椭圆齿轮进行仿真，反映出不同参数条件

下，椭圆齿轮的振动情况。虽然齿轮的质量和转动惯量发生了改变，但这些并不

是改变齿轮振动的关键因素。椭圆齿轮的振幅明显随着其偏心率的增大而增大，

并且存在着近似线性的关系。

4、从仿真的情况可以看出，从动轮的振动要比主动轮更为激烈，其振幅随

偏心率增大而显著增大。从椭圆齿轮啮合的原理来分析，是因为主动轮在啮合半

径最大点处正好是从动轮啮合半径最小点处，在这个区域附近的传动比随时间变

化最为迅速，由此而形成的冲击是十分明显的。正是这样的特性，限制了椭圆齿

轮的偏心率不能过大，否则将因强烈的振动而造成轴承或齿轮的损坏。

应当说明的是，这里使用的椭圆齿轮轮齿刚度计算方法，由于这个因素在本

文讨论模型中为次要因素，因此沿用圆齿轮的相关结论中最为简单的模型。
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第六章 试验分析

第五章通过仿真对椭圆齿轮的振动特性做出了几种分析，本章通过对三组不

同偏心率的椭圆齿轮进行振动测试，以及对比试验数据和仿真数据进行分析来证

明本文椭圆齿轮动力学模型以及相关结论的正确性。

6．1试验装置及原理

为了证明理论分析的正确性，我们采用试验对比的方法。被测的齿轮均在同

一试验平台，使用同样的测试仪器进行测试，试验装置如图6-I所示：

1．主动轮轴承座2．主动轮3．传感器4．从动轮轴承座5．从动轮

图6—1试验装置原理图

试验齿轮为自主加工的三对椭圆齿轮。齿轮的基本参数如下：

齿轮副I，长轴a=50mm，偏心距e=40mm，偏心率e=0．8，齿轮厚度16ram，

质量0．774kg。

齿轮副2，长轴a=50ram，偏心距e=20mm，偏心率e=0．4，齿轮厚度16ram，

质量1．014kg。

齿轮副3，长轴a=50mm，偏心距c=10mm，偏心率e=0．2，齿轮厚度16ram，

质量1．437kg。

由主动轮输入恒定转速，并通过压电传感器将振动信号发送至DH5928振动

测试分析议，然后由电脑输出信号。试验使用的测试仪器为DH5928型振动测试
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分析仪和试验平台为圆齿轮传动测试试验平台改装而来。分别如下图：

图6—2 DH5928测试仪

图6—3测试使用的传动测试平台

6．2试验结果及数据分析

通过对相关椭圆齿轮的测试，试验结果如下：

齿轮副1，在转速为10rad／s下，主动轮振动测试结果为：
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图6—2齿轮副l主动轮振动测试结果

齿轮副2，在转速为10rad／s下，主动轮振动测试结果为：

图6—3齿轮副2主动轮振动测试结果

齿轮副3，在转速为lOrad／s下，主动轮振动测试结果为：
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图6—4齿轮副3主动轮振动测试结果

主动轮振幅与齿轮偏心率之间的关系：

图6—5试验测得齿轮偏心率和主动轮振幅之删的关系

6．3本章小结

虽然因为仪器误差和噪声等因素以及理论模型中忽略的一些因素的影响，试

验曲线与理论仿真曲线相比，有一些不规则。但是从3对椭圆齿轮的实际测试数

据曲线中可以明显看出，3组被测齿轮的振幅与它们的偏心率存在着类似线性的

关系，这一点也与仿真曲线得出的结论一致。

从以上分析可以看出理论结果和试验数据吻合较好，这也证明了本文提出的

理论方法以及计算机仿真分析的正确性。
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第七章 全文总结

本文通过研究以往圆齿轮动力学建模方法以及综合拉格朗日键合图的特点

和优势，推导出一种新的适用于非圆齿轮的建模方法。并在此基础上，第一次建

立了一对椭圆齿轮的动力学模型，并对系统方程的数学变形，从而完成了这个模

型的计算机仿真分析。通过对于仿真数据的观察和分析，推导出椭圆齿轮振动的

几种特性。随后，从试验数据与仿真理论数据的对比来说明模型以及相关结论的

正确性。通过全文的分析，可以得出如下结论：

l、在以往的圆齿轮振动模型中，有不少较为复杂的模型考虑到了由轮齿摩

擦、质量偏心等原因造成的齿轮轴承横向振动的模型。虽然这些模型中，上述因

素并非最主要的激励源，但是这些方法对我们建立非圆齿轮系统的振动模型提供

了很好的参考和借鉴。从本文的分析可以表明，这些圆齿轮振动系统中并非最主

要的激励因素在非圆齿轮系统中很可能是决定性的激励因素。

2、本文通过对拉格朗日键合图的详细分析，针对非圆齿轮这样的平面偏心

旋转振动系统做了专门的拓展，成功的使用这种新方法完成了非圆齿轮系统动力

学建模的理论推导。这种方法所建立的数学模型考虑了在非圆齿轮系统中最关键

的因为速比变化以及质量偏心引发的振动，而忽略了圆齿轮系统中占主导因素的

时变啮合刚度、啮入啮出冲击等因素。这种方法可以应用于所有非圆齿轮振动系

统的建模，对于其他非圆传动(如非圆带传动等)都具有指导意义。

3、从第三章所建立的数学模型可以看出，如果需要更精确地建立系统模型，

还可以加入各种因素(如时变啮合刚度，以及各种冲击等)，都可以通过拉格朗

日键合图这个工具将它转换为数学模型。这样一个具有可扩展性的模型框架，可

以作为后续研究的基础。

4、本文通过对建模方法的实际应用，建立了一对椭圆齿轮的系统模型。对

于这样的高阶非线性系统，在进行计算机仿真之前采取必要的数学处理，能让计

算机仿真变得更加易于实现。本文采用了拓扑键合图中用于实现系统方程降阶的

数学方法，对模型进行了处理，为这类非线性系统的计算机仿真，提供了一种新

的思路。

5、本文采用了Simulink／Matlab软件对各种不同偏心率的椭圆齿轮系统模型
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进行了仿真，通过对比观察椭圆齿轮振动的特性，可以发现这些特性与圆齿轮的

振动特性有相当大的不同。椭圆齿轮因为本身的几何非线性而导致的本质的动态

特性在仿真数据中明显的表现出来。主动轮和从动轮的振动情况差异较大，这也
是椭圆齿轮振动的重要特征。

6、数值仿真的结果和试验数据有较好的一致性，从仿真结果中总结的规律

在试验数据中可以清楚的得到验证。这表明本文所提出的建模方法和数值仿真方

法的正确性a本文进行的理论研究以及所编制的软件程序具有较大的理论意义和
一定的工程实用价值．
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