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第11章 数学物理方程的定解问题

11.1 泛定方程的导出

11.2 定解条件

11.3 数学物理方程的分类

11.4 定解问题的适定性
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11.1 泛定方程的导出
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三类典型的泛定方程
波动方程—双曲方程
描述现象：声波、电磁波等波动过程
扩散方程—抛物方程
描述现象：热扩散、物质扩散等扩散过程
位势方程—椭圆方程
电势、稳定温度场分布等与时间无关的稳定
场—— 共性
边界条件 —研究的物理系统与外部的相互作
用；初始条件 —研究的物理系统过去的历史 —
—个性



4

弦的横向振动方程

假定:  (1)张力 T>>重力 mg；
（2）静止时弦位于x 轴，横向振动时各点的位移为 u(x,t); 

(3) 弦的线密度为ρ；
（4）振动是无限小的。

考察 x—x+∆x小段 B：力的平衡方程为

x方向
0coscos 12 =− αβ TT

y 方向
ttSuTT ∆=− ραβ sinsin 12
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三个近似

1coscos     )1( ≈≈ αβ

xxxxx uus =≈=≈
∆+

ααββ sin   ;in     )2(

xuxuxS x ∆≈+∆=∆+∆=∆ 222 )(1)()(    )3(

TTTTT ==⇒≈ 1212x方向

ttxxxxx xuuuT ∆=−∆+ ρ)||(y方向
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故最后得到 x 处 ∆ x长的弦的运动方程为

0),(),(
2

2

2
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∂
∂
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∂

∂
x

txuT
t

txu
ρ

如果弦受到线密度为 f(x,t) 的横向力作用，则弦的
受迫振动方程为

ρ
),(),(),(

2

2
2
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2 txf
x

txua
t
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=

∂
∂

−
∂

∂

ρ/Ta =其中 ——与弦中的张力有关——具
有速度的量纲
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杆的纵向振动
假定：（1）静止时杆位于x 轴，纵向振动时
各点的位移为 u(x,t); (2) 杆的密度为ρ，Young 
模量为 Y；(3)振动是无限小的。
B 段的运动方程为

xxdxxxtt YSuYSuuSdx ||)( −= +ρ

B

x x+dx

A Cu u+du
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式中：S是杆的面积，最后的方程与次无关。
当dx→ 0 时，我们有

ρρ
YaTa ==         或者

0),(),(
2

2

2

2
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∂
∂

−
∂

∂
x

txuY
t

txu
ρ

0),(),(
2

2
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2

2
=

∂
∂

−
∂

∂
x

txua
t

txu

可见：两个方程具有相同的形式，可以写成统
一的形式

式中

以后将看到，
a 是波在弦
上（横波）
或杆中（纵
波）传播的
速度。
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声波方程
描述参量：采取流体的 Euler 描述方式

（1）p=P(r,t)-P0：压强差—声压 (其中 P0是大气
压, P(r,t) 是 r=(x, y, z) 点的瞬态压强分布;
（2）ρ (r,t): 空气密度分布;
（3）v (r,t)：空气速度场分布。

考虑位于 (x, y, z) 的流体元 dV=dxdydz

(1) 质量守恒方程: dV 内质量的变化应等于六个
面流入和流出的净增加量



11

y

x

z

dy

dx dz

O

(ρvy)|y (ρvy)|y+dy

•



12

[ ]
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]xxdxxx

zzdzzz

yydyyy

vvdzdy
vvdydx

vvdxdzdxdydz
t

||
||

|)(|)(

ρρ
ρρ

ρρρ

+−+
+−+

+−=
∂
∂

+

+

+

两边同除以dxdydz

( ) ( ) ( ) 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
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(2) 运动方程：三个分量方程分别为

x方向的运动方程

( )( ) | |x
x dx x

dvdxdydz dydz P P
dt

ρ += − +

x x+∆x x
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y方向的运动方程

( )ydyy
y PPdydz

dt
dv

dxdydz ||)( +−= +ρ

z方向的运动方程

( )zdzz
z PPdydx

dt
dvdxdydz ||)( +−= +ρ

因此写作矢量形式，运动方程为

P
dt
d

−∇=
vρ ——五个未知数：ρ、

P、vx、vy、vz,  现有四
个方程。
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（3）介质本构方程：描述压强 P=p+P0、密度 ρ
（体积）和熵 s的关系，由热力学决定

),( sPP ρ=

一般假定，声波振动是等熵过程，则
)(ρPP =

其中： 。这三个方程是声波过程的基
本方程。

ρρρ ′+= 0

；
( )

[ ]

0 0

0 0;   ( ) ( )
s

d
dt t t

Pp

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ

∂ ∂ ′= + + ⋅∇ ≈ ∂ ∂ 
 ∂ ′ ′≈ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ≈ ∇⋅ ∂ 

v v vv v

v v v

在无限小振动近似下
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总结

0 00;    ;    
s

PP P
t t
ρ ρ ρ ρ

ρ
′  ∂ ∂ ∂ ′+ ∇ ⋅ = = −∇ =  ∂ ∂ ∂ 

vv

质量守恒 运动方程 介质本构方程

由质量守恒和运动方程
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其中

即为空气中的声速。同样有

电磁波方程
描述参量：电场强度矢量 E; 磁感应强度矢量 B;
磁场强度矢量 H; 电位移矢量 D。
满足Maxwell 方程组（无源情况）
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介质本构方程

因此电磁波方程为

利用 ∇×∇×=∇∇-∇2，前二个方程分别消去 E或
H, 可得电磁波方程

以及横波条件 ∇

EDHB εµ ==     ;

   ;0                          ;0
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∂
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∂
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扩散方程
物理过程：由于浓度不均匀，物质从浓度高的
地方向浓度低的地方转移—称为扩散。
描述参量：浓度的空间和时间分布 u(r, t);

扩散流强度 J(r,t)—单位时间通过单
位面积的原子或分子数或质量。
物理规律：扩散定律

基本规律：质量守恒
),(),( tuDt rrJ ∇−=

),( tq
t
u rJ =⋅∇+
∂
∂
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其中：D是扩散系数，不同的物质有不同的扩散
系数；q是扩散源强度（单位时间内单位体积中
产生的粒子数或质量）

由上述两方程，可以得到扩散过程满足的方程

2 ( , )u D u q t
t

∂
− ∇ =

∂
r

一维扩散过程
2

2

( , ) ( , ) ( , )u x t u x tD q x t
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂



21

热传导方程
物理过程；由于温度不均匀，热量从温度高的地
方向温度低的地方传导—称为热传导。
描述参量：温度的空间和时间分布 T(r, t)

热流强度 J(r,t)—单位时间通过单位面
积的热量。
物理规律：热传导定律

——κ是热传导系数。),(),( tTt rrJ ∇−= κ

基本规律：能量守恒定律

q
t
e

e =⋅∇+
∂
∂ J



22

其中 e是能量密度（单位质量物质的能量）；
Je是能量流密度矢量，q 是其他热源。由于温
度的变化，内能的变化方程为

上式即为热传导方程

qT
t
TCv =∇−
∂
∂ 2κρ

对于各向异性的材料：一般 D和 κ是张量
Dij和 κij (i,j=1,2,3) ,因此扩散定律和热传导定
律变成
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3 3

1 1

( , ) ( , );   i ij i ij
j jj j
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= − = −

∂ ∂∑ ∑r r

这时热传导方程（扩散方程也作类似的变化）应
该为

),(),(),( 3

1,

2

tq
xx

tT
t

tTC
ji ji

ijv rrr
=

∂∂
∂

−
∂

∂ ∑
=

κρ

静电场方程
电荷密度分布为 ρ(r), 电场分布满足方程

0  ; =×∇=⋅∇ EE
ε
ρ
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因此，存在标量势 φ(x,y,z)

代入上式，有

如果 ρ(r)=0

Schrodinger方程
质量为 m的微观粒子（如电子）在势场 V中的运
动满足Schrodinger方程

φ−∇=E

ερφ /2 −=∇

02 =∇ φ

ψψψ V
mt

i +∇−=
∂
∂ 2

2

2

——Laplace  方程。

——Poisson 方程。
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11.2 定解条件

常微分方程

0)(
)( 2

2

2

=+ tu
dt

tud
ω

通解
tBtAtu ωω cossin)( +=

两个任意常数：初始条件决定——Cauchy问
题；两端边界决定——边值问题

偏微分方程
02

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

x
u

t
u



26

txtx +=−= ηξ ;令

得到
0

2

=
∂∂

∂
ηξ
u

通解 )()( ηξ FGu +=

波动方程的通解
)()(),( txGtxFtxu −++=

两个任意函数：初始条件决定——Cauchy问题
)(|  );(| 00 xguxfu ttt == ==

[ ] ∫
+

−
+++−=

tx

tx
dssgtxftxftxu )(

2
1)()(

2
1),(
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定解问题

偏微分方程：求通解没必要、意义不大
求给定条件的特解 ——定解问题

边界条件—系统与外部的相互作用
初始条件—系统过去的历史
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初始条件
扩散方程、热传导方程(时间的一阶方程), 初始
分布

波动方程(时间的二阶方程), 必须知道初始位移
分布及速度分布

注意：是整个系统在 t=0 时的分布，而不是仅
仅知道某点或某几点的值。

 )0,(|),(  );0,(|),( 00 rrrr Tt Tutu tt == ==

 )(),(  );(|),(
0

0 rrrr ψϕ =
∂

∂
=

=
=

t
t t

tu tu
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边界条件
（1）第一类边界条件
给出边界上的分布

边界 B

法向 n),(|),( tutu B rr Br =∈

例1：弦乐器中两端固定的
弦振动，边界条件可写作

0|),(|),( 00 == == lx txutxu

0 l x• •
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例2：弦乐器中圆鼓的振动，因圆周固定，边界
条件可写作

0|),,( 22 =
=+ Ryx

tyxu

x

y

R
在极坐标下

0|),,( ==Rrtru ϑ

（2）第二类边界条件
给出边界上外法向导数的分布

φφ =⋅∇=
∂
∂ nr )(      ),,( ut

n
u

B
B

或
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例1、一端自由、另一端固定纵向振动杆: 在固
定端是第一类边界条件；在自由端，处于自由
状态，无应力，由 虎克 定律

0  ;0|),( 0 =
∂
∂

=
=

=
lx

x x
uYtxu

0 l
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（3）第三类边界条件
给出边界上分布与法向导数的线性组合

当 α=0 时退化为第二类边界条件
当 β=0时退化为第一类边界条件

),( t
n
uu

B

rψβα =







∂
∂

+

例：物体的自由冷却。热传导泛定方程为

02 =∇−
∂
∂ T

t
TCv κρ
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物体初始温度分别为

),,,(|),,,( 0 tzyxtzyxT t ψ==

边界条件由“自由冷却”而得到，由牛顿自由
冷却定律：从物体流出的热流矢量密度正比于
物体表面与周围介质的温度差

B
B

Th
n
T |)( ϑκ −=
∂
∂

−

因此

ϑκ =







∂
∂

+
Bn

ThT
B

ϑ
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细杆两端的”自由冷却”：一维问题。
x=0, 外法向矢量 nx= -1, 故

x=l, 外法向矢量 nx=1, 故

ϑκ =







∂
∂

−
=0xx

ThT

ϑκ =







∂
∂

+
=lxx

ThT

nx=1

l0

nx=-1
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说明：(1)齐次边界条件：右边的函数为零
(2)非齐次边界条件：右边的函数不为零
(3) 线性边界条件：仅仅出现待求分布的一次
(4)非线性边界条件: 非线性定解问题

声学边界条件
（1）第一类边界：“硬”介
质被“软”介质包围。“软”
和“硬”由介质密度决定。
边界上，声压 p为零，故边
界条件为

边界
ρ1c1

ρ2c2

0),,,( =Btzyxp
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一个常遇到的例子是：水（“硬”介质）中声波遇到空
气（“软”介质）界面，可以作这样的近似。因此水中
的声波是不能进入空气的（？）。

（2）第二类边界
“软”介质被“硬”
介质包围。边界上，
流体粒子的速度为
零，因此声压 p的
法向导数为零，故
边界条件为

空气

海水
声波

0),,,(
=

∂
∂

Bn
tzyxp
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（3）第三类边界：吸声边界

（4）一般界面
根据力学性质：在介面上法向速度和声压连续，
因此

0=







∂
∂

+
Bn

pp βα

ρ1c1

ρ2c2

    ;  ; pp == vv
2121 nn

P
t

−∇=
∂
∂v

0ρ
21

2211

11

pp

n
P

n
P

=








∂
∂

=






∂
∂

ρρ



38

11.3 数学物理方程的分类

线性偏微分方程

∑ ∑
= =

+
∂
∂

+
∂∂
∂

=

=
n

ji

n

i i
i

ji
ij c

x
b

xx
aL

fuL

1, 1

2

][

自变量 (x1,x2,…,xn), 函数 u(x1,x2,…,xn), 关于
u的线性方程，一般形式

（1）齐次方程: f=0; 一般是无源问题

（2）非齐次方程：f≠0; 有源问题
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（3）常系数方程：aij, bi, c 与自变量 (x1,x2,…,xn) 
无关。一般是均匀介质；
（4）变系数方程：aij, bi, c 与自变量 (x1,x2,…,xn) 
有关。一般是非均匀介质。

叠加原理：如果 u1和 u2分别是方程的解，且相
应的非齐次项为 f1和 f2, 则 u=u1+u2也是方程的解，
且相应的非齐次项为 f=f1+f2,   即，如果

1111 ][          ;][ fuLfuL == 和
则 ——其中 u=u1+u2

和 f=f1+f2

fuL =][
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两个自变量的方程分类
两个自变量的线性偏微分方程

二阶偏导数项：方程的主部

fcuububuauaua yxyyxyxx =+++++ 21221211 2

假定：a11、a12、a22、b1、b2、c、f 是 x、y 的
函数且是实数





=
=

⇒




=
=

),(
),(

          
),(
),(

yx
yx

yy
xx

ηη
ξξ

ηξ
ηξ试作变

量变换
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要求 Jacobi 行列式

否则函数相关。原方程变为

0
),(
),(

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=

yy

xx
yx

J ηξ

ηξ
ηξ

fCuuBuBuAuAuA =+++++ ηξηηξηξξ 21221211 2

式中
系数










++=

+++=

++=

 2

)(

2

2
2212

2
1122

22121112

2
2212

2
1111

yyxx

yyxyyxyx

yyxx

aaaA

aaaA

aaaA

ηηηη

ηξξηξηηξ

ξξξξ
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











=
=

++++=

++++=

fF
cC

bbaaaB

bbaaaB

yxyyxyxx

yxyyxyxx

ηηηηη

ξξξξξ

212212112

212212111

2

2

注意：A11和 A22的系数具有对称的形式，如果
取 ξ=ξ(x,y) 和η=η(x,y) 是下列一阶偏微分方程二
个独立的特解

(I)           02 2
2212

2
11 =++ yyxx zazzaza

——则原方程的系数 A11和 A22为零！
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设 z=z(x,y) 是方程的一个特解，则 z(x,y) =C (常数) 
必满足常微分方程

02 2212

2

11 =+−





 a

dx
dya

dx
dya

反之，如果 ϕ(x,y)=C (常数) 是上述常微分方程的
一个通解，则 z= ϕ(x,y) 必是一阶偏微分方程(1) 的
一个特解

方程（I）称为方程的特征方程，其解
ξ(x,y)=C1和 η(x,y)=C2

称为方程的特征曲线。
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由(I) 可得到

11

2211
2
1212

11

2211
2
1212

 
a

aaaa
dx
dy

a
aaaa

dx
dy

−−
=

−+
=

根据特征曲线的性质进行分类
(1) 双曲型方程

存在二族实特征线
02211

2
12 >− aaa

21 ),(            ),( CyxCyx == ηξ 和
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作变换
   ),(    ),,( yxyx ηηξξ ==

方程变成

( ) (II)     
2

1
21

12

fCuuBuB
A

u −++
−

= ηξξη

再令变换
2/)(       ,2/)( ηξβηξα −=+= 和

可得到双曲型方程的标准形式

),,,( βαβαββαα uuuu Φ=−

——可见波动方程是典型的双曲方程
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(2)抛物型方程

02211
2
12 =− aaa

仅存在一族实特征线： ξ(x,y)=C1

令    ),( yxξξ =

再取与ξ(x,y)无关的函数η(x,y)构成自变量变换。
于是 A11=0, 同时可证明 A12=0, 因此方程变成

),,,( ηξηξηη uuu Φ=

——上述即抛物型方程的标准形式。显然扩
散方程是典型的抛物方程。
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(3) 椭圆型方程

02211
2
12 <− aaa

因此无实的特征曲线，并且ξ(x,y)=η*(x,y)

取
   ),(    ),,( yxyx ∗== ξηξξ

也有

( ) (III)     
2

1
21

12

fCuuBuB
A

u −++
−

= ηξξη

但(II) 与（III) 不同的是： ξ 和 η是复数并且
η=ξ*，令
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



−==
+==

⇒




−=
+=

2/)()Re(
2/)()Re(

       
ηξηβ
ηξξα

βαη
βαξ

i
i

方程 (III) 变成
),,,( βαβαββαα uuuu Φ=+

上述即椭圆型方程的标准形式。显然位势方程是
典型的椭圆方程。

注意：（1）因为系数a11,a12,a22与 x,y有关，所
以，上述分类也与区域有关；（2）在同一区域，
作自变量变换方程的类型不变，不可能通过自变
量变换改变方程的类型。
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例： Tricomi 方程

02

2

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
uy

O x

y

y>0

y<0

y=0

显然a11=y, a12=0, a22=1

yaaa −=− 2211
2
12

特征方程为

01
2

=+







dx
dyy

(1)上半平面是椭圆型的
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即

作变量变换

原方程变成标准形式

(2)下半平面是双曲型的

作变量变换

1
2/3

3
20 Cyixdyyidx =±⇒=±

2/3

3
2     ; yx == ηξ

0=−± dyydx

2/32/3 )(2     ;)(2 yxyx −+=−−= ηξ

03
1 =++ ηηηηξξ uuu

33
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原方程变成标准形式

(3)在 x 轴上 y=0, 是抛物型的

0)(
)(6

1
=−

−
− ηξξη ηξ

uuu
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11.4 定解问题的适定性

双曲型
波动过程：复杂，波沿特征线传播，可能存在
间断

抛物型
扩散过程：比较好，极值原理

椭圆型
位势平衡：好，极值原理，无限可微
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定解问题

给定边界条件和初始条件，求方程的解。

初值问题: 对无穷区域上的波动方程或扩散方
程, 变量 t有时间意义, 一般给定 t=0 时刻的分
布,求 t>0 时间的分布

)(|),( 0 rr ψ==tt tu

对波动方程,还必须给出一阶导数

)(|),( 0 rr ϕ==ttu

——这样的问题称为初值问题。
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(2) 边值问题:对 Laplace 方程, 描写的是稳态问
题, 无时间变量, 一般给出的是边界条件

),( t
n
uu

B

rψβα =
∂
∂

+

——这样的问题称为边值问题。

(3) 混合问题: 对有限区域上的波动方程或扩散
方程,不仅要给出 t=0 时刻的分布,而且要给出边
界条件，这样的问题称为混会问题
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定解问题的适定性

一般，对位势方程提边值问题，而对波动方程
或扩散方程提混合问题，能否反过来：对位势
方程提混合问题，而对波动方程或扩散方程提
边值问题？

位势方程

混合问题

边值问题

波动方程
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这不是偶然的！物理上，这样的提法有物理意
义，数学上，这样的提法是否有根据？

如果定解问题满足

（1）解存在；（2）解唯一；（3）解稳定。

则称定解问题是适定的，否则称为不适定的

不适定问题的求解是目前一个研究课题，有很
重要的应用。逆问题一般是不适定问题。
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正问题：已知边界、边界条件、方程的系数或
非齐次项 f，求方程的解。
逆问题：已知部分边界、部分方程的系数或部
分非齐次项 f，或部分解（在某个实验上可测
量的区域），要求未知的另一部分边界、或另
部分方程的系数、或另一部分非齐次项 f。

逆问题在地球物理勘探，医学成像，水力工
程，超声无损评价等领域有非常重要的应用。
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典型方程定解问题提法比较

位势方程：边值问题

波动方程： Cauchy问题、混合问题

输运方程： t>0         

位势方程:  Cauchy问题? 

波动方程:  边值问题?

输运方程：t<0 ？
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二维Laplace方程的Cauchy问题

),(  ),(|   );(|

),(   ,0,0

00

2

2

2

2

∞−∞∈==

∞−∞∈>=
∂
∂

+
∂
∂

== xxuxu

xy
y
u

x
u

yyy ψϕ

解为





 +++= ∫

y
dtitxiyxyxu

0
)()(Re),( ψϕ

——要求初值解分析：解的存在性问题

初值附加微小变化 δψ nxn k sin−=
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解的变化

[ ] nxnyny
n

u
k

sin)exp()exp(
2

1
1

−−=
−

δ

∞→→∞→ un δδψ      ;0      ;

——解的稳定性问题

波动方程的边值问题

Gyxyxfu

Gyxyxg
y
u

x
u

G ∂∈=

∈=
∂
∂

−
∂
∂

∂ ),(  ),,(|

),(   ),,(2

2

2

2
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齐次问题有非零解
ly










 π







 π
=

yx l
ym

l
xnAyxu sinsin),(

满足自洽条件

,....)2,1,(,// == nmnmll xy

lxly/lx : 有理数, 解不唯一
ly/lx : 无理数时, 解唯一

——解的唯一性问题
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热传导方程对负时间的不稳定性

)(|,0||

0),,0(,0

00

2

2

xuuu

tlx
x
u

t
u

tlxx ϕ===

<∈=
∂
∂

−
∂
∂

===

解为

2 2

2
1

0

( , ) exp sin , ( 0)

1 ( )sin

n
n

l

n

n t n xu x t A t
l l

n xA x dx
l l

π π

πϕ

∞

=

   = − <   
  

 =  
 

∑

∫
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初值条件有扰动







= −

l
xkk πδϕ sin2 可任意小

解的变化为







 π








 π
−=δ

l
xk

l
tk

k
u sinexp1

2

22

2 可任意大
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热传导方程描述不可逆过程, 不可能根据现在
状态反推过去的状态；

热传导方程对时间反演不具有不变性；

波动方程对时间反演具有不变性, 可从的波动
状态反推知的波动状态；

但是如果波动方程包含不可逆的阻尼或耗散项, 
同样不具有时间反演不变性.
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